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Óâîä

Â òàçè äèïëîìíà ðàáîòà îñíîâíî ñå ðàçãëåæäàò êîäîâåòå íà
Ìåëàñ è åñòåñòâåíè òåõíè îáîáùåíèÿ. Êîäîâåòå íà Ìåëàñ ñà âúâå-
äåíè çà ïúðâè ïúò îò Ìåëàñ â [9].

Äèïëîìíàòà ðàáîòà ñå ñúñòîè îò 4 ãëàâè.
Â ïúðâà ãëàâà ñå âúâåæäàò îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ â òåîðèÿ íà êî-

äèðàíåòî, êîèòî ñå èçïîëçâàò ïî-íàòàòúê. Ñúùî òàêà ñå ðàçãëåæäàò
óðàâíåíèÿ íàä êðàéíè ïîëåòà. Îòäåëåíè ñà ñëó÷àèòå, êîãàòî õàðàê-
òåðèñòèêàòà å 2 è ðàçëè÷íà îò 2.

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò êîäîâå íà Ìåëàñ íàä êðàéíî
ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêà ðàçëè÷íà îò 2. Êîä íà Ìåëàñ íàðè÷àìå öèê-
ëè÷åí êîä, íà êîéòî ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì å ïðîèçâåäåíèå íà ìè-
íèìàëíèòå ïîëèíîìè íà ïðèìèòèâåí åëåìåíò íà ðàçøèðåíèå íà ïî-
ëåòî è íåãîâèÿ îáðàòåí. Â ïàðàãðàô 2 ñå äîêàçâà, ÷å ðàäèóñúò íà
ïîêðèòèå íà êîä íà Ìåëàñ íå íàäâèøàâà 3, êîãàòî îñíîâíîòî ïîëå
èìà ïîíå 5 åëåìåíòà, à ðàçøèðåíèåòî ìó èìà ïîíå 13 åëåìåíòà (Òåî-
ðåìà 2.1). Òîâà ïðåöèçèðà ðåçóëòàò, ïîëó÷åí îò Âåëèêîâà, Áîæèëîâ
â [6]. Àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò å äîêàçàí è êîãàòî îñíîâíîòî ïîëå å ñ 3
åëåìåíòà, à ðàçøèðåíèåòî ìó å îò ñòåïåí ïîíå 3 (Òåîðåìà 2.2). Êî-
ãàòî ðàçøèðåíèåòî íà ïîëåòî ñúâïàäà ñ îñíîâíîòî ïîëå è èìà ïîíå
5 åëåìåíòà, å äîêàçàíî, ÷å ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå å òî÷íî 2 (Òåîðå-
ìà 2.3). Â òðåòèÿ ïàðàãðàô ñå äîêàçâà, ÷å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå
íà êîä íà Ìåëàñ å òî÷íî 2 (Òåîðåìà 3.2).

Â òðåòà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà îáîáùåíèå íà êîäà íà Ìåëàñ, êî-
ãàòî ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì å ïðîèçâåäåíèå îò ìèíèìàëíèòå ïîëè-
íîìè íà ïðèìèòèâåí åëåìåíò íà ðàçøèðåíèå íà îñíîâíîòî ïîëå è
êâàäðàòúò ìó. Äîêàçàíî å, ÷å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà òàêúâ êîä
å 3 (Òåîðåìà 3). Â Òåîðåìà 7 è Òâúðäåíèÿ 5 è 6 å íàìåðåí òî÷íèÿò
ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà òàêúâ êîä.

Â ÷åòâúðòàòà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà äâîè÷íèÿò êîä íà Ìåëàñ. Îï-
ðåäåëåíî å òî÷íîòî ìèíèìàëíî êîäîâî ðàçñòîÿíèå íà òàêúâ êîä â
çàâèñèìîñò îò ÷åòíîñòòà íà ñòåïåíòà íà ðàçøèðåíèåòî.
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ÃËÀÂÀ I

Ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ

1. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî

Â òîçè ïàðàãðàô ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò òâúðäåíèÿòà è äåôèíè-
öèèòå ñà âçåòè îò [4] è [5].

Íåêà Fq å ïîëå ñ q = pk åëåìåíòà è ïðîñòà õàðàêòåðèñòèêà
p. Íàðåäåíèòå n-òîðêè c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq ñ åëåìåíòè îò Fq ñå
íàðè÷àò äóìè ñ äúëæèíà n â àçáóêàòà Fq.
Îïðåäåëåíèå Ïîä q-è÷åí êîä ñ äúëæèíà n ðàçáèðàìå íåïðàçíî
ìíîæåñòâî îò äóìè C ⊂ Fnq ñ äúëæèíà n â àçáóêàòà Fq.
Îïðåäåëåíèå Ðàçñòîÿíèå íà Õåìèíã ìåæäó a = (a1, . . . , an) è
b = (b1, . . . , bn) å áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå êîìïîíåíòè,

d(a, b) = |{1 ≤ i ≤ n | ai 6= bi}|.
Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî íà Õåìèíã å

ìåòðèêà, òîåñò ñà èçïúëíåíè:
1) d(a, b) ≥ 0, êàòî d(a, b) = 0 òî÷íî êîãàòî a = b
2) d(a, b) = d(b, a)
3) Íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c)

Îïðåäåëåíèå Òåãëî íà Õåìèíã wt(a) ía äóìà a ñ äúëæèíà n å
áðîÿò íà íåíóëåâèòå êîîðäèíàòè íà a.

Îïðåäåëåíèå Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d(C) íà q-è÷åí êîä C å
ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íè äóìè îò C,

d(C) = min{d(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y}.
Îïðåäåëåíèå Ðàçñòîÿíèåòî îò äóìà x ∈ Fnq äî êîäà C ⊂ Fnq å
íàé-êúñîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó x è êîäîâ âåêòîð,

d(x,C) = min{d(x, a) | a ∈ C}.
Åäíà äóìà å êîäîâà òî÷íî êîãàòî å íà ðàçñòîÿíèå 0 îò êîäà.

Îïðåäåëåíèå Àêî ïðè ïðåäàâàíå íà êîäîâà äóìà c å ïîëó÷åíà äó-
ìà y ∈ Fnq \C, òúðñèì ïúðâî c èçìåæäó êîäîâèòå äóìè, êîèòî ñà íà
ðàçñòîÿíèå 1 îò y. Àêî íå ñúùåñòâóâà òàêàâà êîäîâà äóìà, òúðñèì c
èçìåæäó êîäîâèòå äóìè, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå 2 îò y è òàêà íàòà-
òúê. Òîçè íà÷èí çà äåêîäèðàíå ñå íàðè÷à ìåòîä íà ìàêñèìàëíîòî
ïðàâäîïîäîáèå.

Ïðè ïðåäàâàíåòî íà èíôîðìàöèÿ, âåðîÿòíîñòòà äà ñà ñòàíà-
ëè ïî-ìàëúê áðîé ãðåøêè å ïî-ãîëÿìà, îòêîëêîòî âåðîÿòíîñòòà äà
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ñà âúçíèêíàëè ïî-ãîëÿì áðîé ãðåøíè ñèìâîëè. Çàòîâà äåêîäèðàíå-
òî ñå èçâúðøâà ïî ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå, òîåñò
ïîëó÷åíàòà äóìà ñå äåêîäèðà äî äóìàòà, êîÿòî å íà íàé-ìàëêî ðàç-
ñòîÿíèå îò íåÿ, êîãàòî òÿ å åäèíñòâåíà.

Íåêà

[
d− 1

2

]
å íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, íåíàäìèíàâàùî

d− 1

2
.

Àêî ïðè ïðåäàâàíå íà äóìèòå íà êîä C ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d

âúçíèêâàò íå ïîâå÷å îò t =

[
d− 1

2

]
ãðåøêè, òî äåêîäèðàíåòî å åä-

íîçíà÷íî. Ïî-òî÷íî, àêî äóìà y ∈ Fnq å íà ðàçñòîÿíèå <
[
d− 1

2

]
îò

äâå êîäîâè äóìè a, b ∈ C, òî ïî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

d(a, b) ≤ d(a, y) + d(y, b) ≤ 2

[
d− 1

2

]
< d.

Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà d(a, b) ≥ d è äîêàçâà, ÷å çà âñÿêà äóìà y ∈ Fnq ,

íà ðàçñòîÿíèå ≤ t =

[
d− 1

2

]
îò C, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà êîäîâà

äóìà a ∈ C íà ðàçñòîÿíèå d(y, a) ≤ t îò y.

Îïðåäåëåíèå Àêî êîäúò C e ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Fnq , êàç-
âàìå, ÷å C å ëèíååí êîä.

Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ëèíåeí êîä C ñà:
1) (0, 0, . . . , 0) ∈ C
2) d(C) ñúâïàäà ñ ìèíèìàëíîòî òåãëî íà äóìà îò C
3) Àêî t1, t2, . . . , tn ∈ C ñà êîäîâè äóìè, òî ïðîèçâîëíà òÿõíà

ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ a1t1 + a2t2 + · · · + antn ∈ C ñ êîåôèöèåíòè
ai ∈ Fq å êîäîâà äóìà.
Îïðåäåëåíèå Ðàçìåðíîñò íà ëèíååí êîä C ⊂ Fnq å ðàçìåðíîñòòà
íà C êàòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä Fq. Ùå ÿ îçíà÷àâàìå ñ dimFq C.

Îïðåäåëåíèå Àêî t1, . . . , tk å áàçèñ íà ëèíååí êîä C ⊂ Fnq , òî ìàò-
ðèöàòà

G =


t1
t2
. . .
tk

 ,

îáðàçóâàíà ïî ðåäîâå îò êîìïîíåíòèòå íà òåçè âåêòîðè, ñå íàðè÷à
ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà C.

Àêî c = a1t1 + a2t2 + · · ·+ aktk å êoäîâà äóìà, òî âåêòîðúò

a =


a1
a2
. . .
ak


ñå íàðè÷à èíôîðìàöèîíåí. Íà ìàòðè÷åí åçèê ct = Gta.
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Ìíîæåñòâîòî Fnq íà íàðåäåíèòå n-òîðêè ñ åëåìåíòè îò êðàéíî
ïîëå Fq å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä Fq îòíîñíî ïîêîìïîíåííòíî îï-
ðåäåëåíèòå ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ α ∈ Fq. Â ÷àñòíîñò, Fnq å àáåëå-
âà ãðóïà îòíîñíî ñúáèðàíåòî. Ïðîèçâîëåí ëèíååí êîä C å ïîäãðóïà
(C,+) íà àäèòèâíàòà ãðóïà (Fnq ,+) íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Fnq .
Ñúñåäíèòå êëàñîâå íà Fnq îòíîñíî C ñà îò âèäà y+C = {y+c | c ∈ C}
çà íÿêîå y ∈ Fnq .

Àêî dimFq C = k, C ñúäúðæà qk äóìè, êîëêîòî å áðîÿò íà âñè÷-
êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà áàçèñíèòå âåêòîðè. Âñåêè ñúñåäåí êëàñ
ñúäúðæà |y+C| = |C| = qk äóìè. Äâà ñúñåäíè êëàñà èëè íÿìàò îá-
ùè äóìè, èëè ñúâïàäàò. Êëàñîâåòå y+C = t+C ñ y, t ∈ Fnq ñúâïàäàò
òî÷íî êîãàòî y ∈ t+ C.

Îïðåäåëåíèå Ëèäåðúò íà ñúñåäíèÿ êëàñ t+C å äóìàòà y ∈ t+C
ñ íàé-ìàëêî òåãëî.

Îïðåäåëåíèå Ìàêñèìàëíîòî òåãëî íà ëèäåð y íà ñúñåäåí êëàñ íà
Fnq îòíîñíî C ñå íàðè÷à ðàäèóñ íà ïîêðèòèå çà C è ñå áåëåæè ñ
r(C).

Òâúðäåíèå 1.1. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå r(C) íà ëèíååí êîä
C ⊂ Fnq ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d èçïúëíÿâà íåðàâåíñòâîòî

r(C) ≥ t =

[
d− 1

2

]
.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîñòàòú÷íî å äà ïîñî÷èì äóìà îò Fnq ñ òåãëî
t, êîÿòî å ëèäåðúò íà ñâîÿ ñúñåäåí êëàñ. Òâúðäèì, ÷å

y = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Fnq
å ëèäåðúò íà y+C. Äà äîïóñíåì, ÷å ëèäåðúò íà y+C å z 6= y. Àêî
ïðè ïðåäàâàíå íà êîäîâà äóìà c ∈ C ñà âúçíèêíàëè íå ïîâå÷å îò
t ãðåøêè è å ïîëó÷åíà äóìà w ∈ y + C = z + C, òî c ñå îïðåäåëÿ
åäíîçíà÷íî îò w. Êàêòî w−y ∈ C, òàêà è w−z ∈ C ñà íà ðàçñòîÿíèå
d(w,w − y) = d(0, y) = t, ñúîòâåòíî d(w,w − z) = d(0, z) ≤ t îò
ïîëó÷åíàòà äóìà w, òàêà ÷å c = w− y = w− z, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å
y = z. Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà y 6= z è äîêàçâà, ÷å y = (1, . . . , 1, 0, . . . ,
0) å ëèäåðúò íà ñâîÿ ñúñåäåí êëàñ y + C è r(C) ≥ t. �

Îïðåäåëåíèå Àêî ëèíååí êîä C ⊂ Fnq èìà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå

d è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå r(C) = t+ 1 =

[
d− 1

2

]
+ 1, êàçâàìå, ÷å C å

êâàçèïåðôåêòåí.

Îïðåäåëåíèå Ïðîâåðî÷íî ñúîòíîøåíèå çà C ñå íàðè÷à òàêîâà õî-
ìîãåííî ëèíåéíî óðàâíåíèå p : a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0, êîåòî
å èçïúëíåíî çà âñÿêà äóìà c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ C, ci ∈ Fq, òîåñò
a1c1 + a2c2 + · · ·+ ancn = 0 çà ∀c ∈ C.
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Äà íàïîìíèì, ÷å ðàíãúò íà ìàòðèöà H ∈ Mm×n(Fq) å ìàê-
ñèìàëíèÿò ðàçìåð íà íåíóëåâ ìèíîð íà H. Ðàíãúò íà H ñúâïàäà
ñ ìàêñèìàëíèÿ áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîð-ðåäîâå íà H è ñ
ìàêñèìàëíèÿ áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîð-ñòúëáîâå íàH. Ïðî-
èçâîëåí ëèíååí êîä C ⊂ Fnq ñ ðàçìåðíîñò k å ïðîñòðàíñòâîòî îò
ðåøåíèÿ íà õîìîãåííà ëèíåéíà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ, ÷èÿòî ìàòðèöà
îò êîåôèöèåíòè èìà ðàíã n− k.
Îïðåäåëåíèå Àêî C ⊂ Fnq å ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà õîìî-
ãåííà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = 0
a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as,1x1 + as,2x2 + · · · + as,nxn = 0

,

òî ìàòðèöàòà

H =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as,1 as,2 . . . as,n


ñå íàðè÷à ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà íà C.

Äóìà c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq å êîäîâà òî÷íî êîãàòî c1, . . . , cn ñà ðåøå-
íèÿ íà ãîðíàòà ñèñòåìà. Íà ìàòðè÷åí åçèê Hct = (0, . . . , 0).

Íîñèòåëÿò íà c å ìíîæåñòâîòî

Supp(c) = {1 ≤ i ≤ n | ci 6= 0}
íà èíäåêñèòå i íà íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè ci 6= 0 íà c. Íåêà H1, . . . ,
Hn ñà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà H. Òîãàâà C èìà íåíóëåâà äóìà c
ñ íîñèòåë Supp(c) ⊆ {i1, . . . , is}, 1 ≤ i1 < . . . < is ≤ n òî÷íî êîãàòî
Hi1 , . . . , His ñà ëèíåéíî çàâèñèìè. Òîâà äîêàçâà ñëåäâàùîòî

Òâúðäåíèå 1.2. Àêî C ⊂ Fnq å ëèíååí êîä ñ ìèíèìàëíî ðàç-
ñòîÿíèå d è ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H, òî ïðîèçâîëíè d − 1 ñòúëáà
íà H ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè è ñúùåñòâóâàò d ëèíåéíî çàâèñèìè
ñòúëáà Hi1 , . . . , Hid, 1 ≤ i1 < . . . < id ≤ n íà H.

Îïðåäåëåíèå Öèêëè÷íàòà ïåðìóòàöèÿ íà âåêòîð c = (c1, . . . , cn)
å âåêòîðúò (cn, c1, . . . , cn−1).

Îïðåäåëåíèå Ëèíååí êîä, êîéòî çàåäíî ñ âñåêè ñâîé âåêòîð c ñú-
äúðæà è íåãîâàòà öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ, ñå íàðè÷à öèêëè÷åí êîä.

Àêî íà âåêòîð a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ C îò öèêëè÷åí êîä C
ñúïîñòàâèì ïîëèíîìà a(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 ∈ Fq[x] îò
ñòåïåí ≤ n − 1, òî öèêëè÷íàòà ïåðìóòàöèÿ íà a òðàíñôîðìèðà
ïîëèíîìà a(x) â ïîëèíîìà xa(x) ïî ìîäóë èäåàëà (xn − 1) / Fq[x],
ïîðîäåí îò ïîëèíîìà xn−1 ∈ Fq[x]. Ïî òîçè íà÷èí, âñåêè öèêëè÷åí
êîä C å çàòâîðåí îòíîñíî óìíîæåíèå ñ ïîëèíîì îò ôàêòîð-ïðúñòåíà
R = Fq[x]/(xn − 1). Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å C å çàòâîðåíî îòíîñíî
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ñúáèðàíå, ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å C å èäåàë â R. Âñåêè åëåìåíò íà R
èìà åäèíñòâåí ïðåäñòàâèòåë r(x) ∈ Fq[x] îò ñòåïåí deg r(x) ≤ n− 1.
Ïðîèçâåäåíèåòî íà ïîëèíîìèòå a(x), b(x) ∈ R å ðàâíî íà îñòàòúêà
r(x) ïðè äåëåíèå a(x)b(x) = (xn − 1)q(x) + r(x) íà a(x)b(x) ∈ Fq[x]
ñ xn − 1 ñ ÷àñòíî q(x) ∈ Fq[x] è îñòàòúê r(x) ∈ Fq[x] îò ñòåïåí
0 ≤ deg r(x) ≤ n− 1.

Âñåêè èäåàë C â R ñå ïîâäèãà äî èäåàë â Fq[x] è å ãëàâåí, ò. å.
C = (g(x)+ (xn− 1)) /R çà íÿêàêúâ ïîëèíîì g(x) ∈ Fq[x] îò ñòåïåí
deg(g) ≤ n− 1.

Îïðåäåëåíèå Ïðîèçâîëåí ïîëèíîì g(x) ∈ Fq[x] îò ñòåïåí deg(g) ≤
n−1, ÷èéòî ñúñåäåí êëàñ g(x)+(xn−1) ïîðàæäà C êàòî èäåàë â R, ñå
íàðè÷à ïîðàæäàù ïîëèíîì íà C. Çàïèñâàìå íàêðàòêî C = 〈g(x)〉.

Òåîðåìà 1.3. Íåêà C = 〈g(x)〉 å öèêëè÷åí êîä ñ ïîðàæäàù
ïîëèíîì g(x) îò ñòåïåí deg(g) ≤ n− 1. Òîãàâà:

1) g(x) | xn − 1
2) c ∈ C òî÷íî êîãàòî g(x) | c(x)
3) Àêî g(x) = g0 + g1x+ · · ·+ grx

r, òî êîäúò èìà ðàçìåðíîñò
n− r è ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà çà C å

g0 g1 g2 . . . gr 0 0 . . . 0
0 g0 g1 . . . gr−1 gr 0 . . . 0
0 0 g0 . . . gr−2 gr−1 gr . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 g0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . gr


Äîêàçàòåëñòâî: Ïîâäèãàíåòî C̃ íà èäåàëà C / R äî èäåàë â

Fq[x] ñúäúðæà èäåàëà (xn − 1). Ñëåäîâàòåëíî xn − 1 ∈ C̃ = 〈g(x)〉 /
Fq[x] èëè g(x) äåëè xn − 1. Òîâà äîêàçâà óñëîâèå 1).

Óñëîâèå 2) å òðèâèàëíî ñëåäñòâèå îò ôàêòà, ÷å C å èäåàë â R.
Àêî xn − 1 = g(x)h(x) çà íÿêàêúâ ïîëèíîì h(x) ∈ Fq[x] îò

ñòåïåí deg(h) = n−r, òî åëåìåíòèòå íà C = (g+(xn−1)) C R ñà îò
âèäà g(x)f(x)+(xn−1) = g(x)s(x)+(xn−1) çà îñòàòúêà s(x) ∈ Fq[x]
îò ñòåïåí deg(s) < n − r ïðè äåëåíèå f(x) = h(x)q(x) + s(x) íà
f(x) ∈ Fq[x] ñ h(x). Ñëåäîâàòåëíî êîäúò C èìà áàçèñ g(x), xg(x),
. . . , xn−r−1g(x) íàä Fq. Òîâà äîêàçâà 3). �

Çàáåëåæêà: Íåêà α1, . . . αr ñà âñè÷êè êîðåíè íà g(x), áðîåíè ñ
êðàòíîñòèòå. Òîãàâà g(x) | c(x) òî÷íî êîãàòî c(αi) = 0, i = 1, . . . r.
Çàòîâà çà

”
ïðîâåðî÷íà“ ìàòðèöà íà C ìîæåì äà èçáåðåì

1 α1 α2
1 . . . αn−11

1 α2 α2
2 . . . αn−12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αr α2

r . . . αn−1r


Íåêà g(x) =Mβ1(x) . . .Mβk(x) çà ìèíèìàëíèòå ïîëèíîìèMβi(x)

íà βi íàä Fq çà i = 1, . . . k. Àêî Mβi(x) è c(x) èìàò îáù êîðåí, òî
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âñè÷êè êîðåíè íà íà Mβi(x) ñà êîðåíè íà c(x), òîåñò Mβi(x) | c(x).
Çàòîâà c ∈ C òî÷íî êîãàòî c å ðåøåíèå íà õîìîãåííàòà ëèíåéíà
ñèñòåìà ñ ìàòðèöà 

1 β1 β2
1 . . . βn−11

1 β2 β2
2 . . . βn−12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 βk β2

k . . . βn−1k


Òåçè ìàòðèöè íå ñà ïðîâåðî÷íèòå ïî äåôèíèöèÿ çà C ïîíåæå

åëåìåíòèòå αi è βj ñà îò ðàçøèðåíèå íà Fq.
Îïðåäåëåíèå Àêî H e

”
ïðîâåðî÷íà“ ìàòðèöà çà C, òî ñèíäðîì íà

âåêòîðà c ∈ Fnq íàðè÷àìå âåêòîðà Hct.

Ïîíåæå óñëîâèåòî Hxt = Hyt å åêâèâàëåíòíî íà H(x − y)t = 0̃,

êúäåòî 0̃ = (0, . . . , 0), ò. å. âåêòîðúò x − y å êîäîâ, âåêòîðèòå x è
y èìàò åäèí ñúùè ñèíäðîì òî÷íî êîãàòî ïðèíàäëåæàò íà åäèí è
ñúùè ñúñåäåí êëàñ y + C = x+ C.

Îïðåäåëåíèå Àêî C ⊂ Fnq å öèêëè÷åí êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì
g(x), òî ÷àñòíîòî

h(x) :=
xn − 1

g(x)

ñå íàðè÷à ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì çà C.

Oò îïðåäåëåíèåòî ñëåäâà, ÷å ñòåïåíòà deg(h(x)) = n − r íà
ïðîâåðî÷íèÿ ïîëèíîì å ðàâíà íà ðàçìåðíîñòòà dimFq C = n− r.

Íàðåäåíà n-îðêà c = (c0, . . . , cn−1) ∈ Fnq ïðèíàäëåæè íà öèêëè-
÷åí êîä C ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) è ïðîâåðî÷åí ïîëèíîì h(x)
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî xn − 1 = g(x)h(x) äåëè c(x)h(x).

Îïðåäåëåíèå Êîä íà Õåìèíã íàðè÷àìå êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðè-
öà, ñúñòîÿùà ñå îò êîîðäèíàòèòå ñïðÿìî Fp íà âñè÷êè äâà ïî äâà
íåïðîïîðöèîíàëíè âeêòîðè îò F∗q, ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà íà ïî-
ëåòî Fq.
Êîãàòî p = 2, âñåêè âåêòîð å ïðîïîðöèîíàëåí ñàìî íà ñåáå ñè è íà
íóëåâèÿ, òàêà ÷å òîâà ñà âñè÷êè íåíóëåâè âåêòîðè îò F∗q, ñëåäîâà-
òåëíî â òîçè ñëó÷àé êîäúò íà Õåìèíã å öèêëè÷åí è ïîðàæäàùèÿò
ìó ïîëèíîì å ìèíèìàëíèÿò ïîëèíîì mα(x) íà α íàä F2.

Ïîíåæå âñåêè íåíóëåâ âåêòîð èìà p− 1 ïðîïîðöèîíàëíè, äúë-

æèíàòà íà êîäà íà Õåìèíã å
q − 1

p− 1
. Òúé êàòî ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà

íà êîäà íà Õåìèíã íÿìà íóëåâ ñòúëá è äâà ïðîïîðöèîíàëíè ñòúëáà,
ìèíèìàëíîòî ìó êîäîâî ðàçñòîÿíèå å íå ïî-ìàëêî îò 3. Ïðîâåðî÷-
íàòà ìàòðèöà íà êîäà íà Õåìèíã ñúäúðæà ñòúëáîâåòå c = (1, 0, 0,
. . . , 0)t, c = (0, 1, 0, . . . , 0)t è c = (1, 1, 0, . . . , 0)t, êîèòî ñà ëèíåéíî
çàâèñèìè, ñëåäîâàòåëíî ìèíèìàëíîòî ìó êîäîâî ðàçñòîÿíèå å òî÷-
íî 3.
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2. Óðàâíåíèÿ íàä êðàéíè ïîëåòà

Íåêà Fq å êðàéíî ïîëå ñ q = pk åëåìåíòà, p 6= 2 e ïðîñòî ÷èñëî
è íåêà F∗q = 〈b〉 = {bs | s = 0, . . . , q− 2}, Q = 〈b2〉 ìíîæåñòâîòî îò

êâàäðàòèòå â F∗q è N = b〈b2〉 ìíîæåñòâîòî îò íåêâàäðàòèòå F∗q.

ßñíî å, ÷å |N | = |Q| = q − 1

2
.

Ëåìà 2.1. 1) Ïðîèçâåäåíèåòî íà åëåìåíòè îò Q è N å åëå-
ìåíò îò N , à íà åëåìåíòè îò N è N è íà åëåìåíòè îò Q è Q å
åëåìåíò îò Q.

2) −1 ∈ N òî÷íî êîãàòî p ≡ 3 (mod 4) è k íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Àêî p = b2m è q = b2n ñà äâà åëåìåíòà îò
Q, òî pq = b2(m+n) ∈ Q.

Íåêà α ∈ N . Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî Fα := {αx | x ∈ F∗q}.
Äîïóñêàíåòî, ÷å x1α = x2α âëå÷å, ÷å (x1 − x2)α = 0, îòêúäåòî
ïîíåæå α 6= 0, x1 = x2. Ñëåäîâàòåëíî Fα = F∗q. Íåêà y ∈ Q, òîåñò
y = t2 çà íÿêîå t ∈ F∗q. Äîïóñêàíåòî, ÷å αy ∈ Q, òîåñò αy = v2

çà íÿêîå v ∈ F∗q âëå÷å, ÷å α = (vt−1)2 ∈ Q, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Çàêëþ÷âàìå, ÷å αy ∈ N . Íåêà αQ := {αy | y ∈ Q} è αN := {αy | y ∈
N}. Îò y1α 6= y2α ïðè y1 6= y2, y1 ∈ Q, y2 ∈ Q, |αQ| =

q − 1

2
, ïðåäâèä

|N | = |Q| = q − 1

2
è îò òîâà, ÷å äîêàçàõìå, ÷å αQ ⊂ N , ñëåäâà, ÷å

αQ = N . Îò òîâà, ÷å x1α 6= x2α ïðè x1 6= x2 çàêëþ÷âàìå, ÷å αz ∈ Q
çà z ∈ N .

2) Èçâåñòíî å, ÷å −1 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p òî÷íî
êîãàòî p ≡ 1 (mod 4). Ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé −1 å êâàäðàò è
â Fq.

Íåêà p ≡ 3 (mod 4). Òîãàâà −1 å êâàäðàò â Fq òî÷íî êîãàòî
êîðåí íà ïîëèíîìà x2 + 1 = 0 å â Fq. Òîçè ïîëèíîì å íåðàçëîæèì
íàä Fp, êîðåíèòå ìó ñà ïîðàæäàùè çà Fp2 íàä Fp è íàëè÷èåòî èì â
Fq âîäè äî Fp2 ⊂ Fq, êîåòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî 2 | k. Ñëåäî-
âàòåëíî åäèíñòâåíî ïðè k íå÷åòíî −1 å íåêâàäðàò â Fq. �

Ëåìà 2.2 (Áîæèëîâ, Âåëèêîâà). Íåêà M å ìíîæåñòâîòî îò
ðåøåíèÿ (x, y) íà óðàâíåíèåòî

Ax2 +By2 = C,

ñ A 6= 0, B 6= 0 íàä ïîëåòî Fq ñ q = pk åëåìåíòà è íåêà D = BA−1.
Òîãàâà

|M | =


q −

(
−D
q

)
, êîãàòî C 6= 0

q +

(
−D
q

)
(q − 1), êîãàòî C = 0

.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà çà ôèêñèðàíî y

Mx(y) :=

{
x | x2 = −B

A

(
−C
B

+ y2
)}

.

Òâúðäèì, ÷å |Mx(y)| = 1 +

(
−B
A

q

)(
y2 − C

B

q

)
:

Ïðè
−B
A

(y2 − C

B
) ∈ N ,(

−B
A

q

)(
y2 − C

B

q

)
=

(
−B
A
(y2 − C

B
)

q

)
= −1.

Íå ñúùåñòâóâà x ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî, òîåñò |Mx(y)| = 0.

Ïðè
−B
A

(y2 − C

B
) = 0, x = 0 e åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà óðàâ-

íåíèåòî è |Mx(y)| = 1.

Ïðè
−B
A

(y2 − C

B
) ∈ Q,(

−B
A

q

)(
y2 − C

B

q

)
=

(
−B
A
(y2 − C

B
)

q

)
= 1.

Óðàâíåíèåòî èìà äâå ðåøåíèÿ çà x, òîåñò |Mx(y)| = 2 .
ßñíî å, ÷å

(1) |M | =
∑
y∈Fq

|Mx(y)| =
∑
y∈Fq

(1 +

(
−B
A

q

)(
y2 − C

B

q

)
) =

= q +

(
−B
A

q

)∑
y∈Fq

(
y2 − C

B

q

)
= q +

(
−D
q

)∑
y∈Fq

(
y2 − C

B

q

)
.

Òâúðäèì, ÷å
∑
y∈Fq

(
y2 − C

B

q

)
=

{
q − 1, ïðè C = 0

−1, ïðè C 6= 0
.

1) C = 0. Êîãàòî y = 0,

(
0

q

)
= 0, à çà âñè÷êè q − 1 íà áðîé

íåíóëåâè ñòîéíîñòè íà y ∈ F∗q,
(
y2

q

)
= 1.

2) C 6= 0. Ïîëàãàìå S :=
C

B
6= 0. Òîãàâà

∑
y∈Fq

(
y2 − C

B

q

)
=
∑
y∈Fq

(
y2 − S
q

)
.

Ùå äîêàæåì, ÷å ∑
y∈Fq

((
y2 − S
q

)
+ 1

)
= q − 1.
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Èìàìå, ÷å(
y2 − S
q

)
+ 1 =


1, êîãàòî y2 − S = 0

2, êîãàòî y2 − S = x2, x 6= 0

0, êîãàòî y2 − S ∈ N

Ñëåäîâàòåëíî
∑
y∈Fq

((
y2 − S
q

)
+ 1

)
å áðîÿò ðåøåíèÿ íà óðàâ-

íåíèåòî y2 − x2 = S. Ïðåäñòàâÿéêè y2 − x2 = (y − x)(y + x) è
èçïîëçâàéêè, ÷å S 6= 0, çàáåëÿçâàìå, ÷å ðåøåíèÿòà íà ïîñëåäíîòî
óðàâíåíèå ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò âñÿêà íåíóëåâà ñòîéíîñò íà
t = y−x, êàòî t−1S = y+x. Ïîíåæå ñìÿíàòà t−1S = y+x, t = y−x å
âçàèìíîåäíîçíà÷íà, áðîÿò ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî å ðàâåí íà q−1.

Èìàìå q +
∑
y∈Fq

(
y2 − S
q

)
=
∑
y∈Fq

((
y2 − S
q

)
+ 1

)
= q − 1, îò-

êúäåòî ñëåäâà
∑
y∈Fq

(
y2 − S
q

)
= −1. �

Ëåìà 2.3. Íåêà f(x) = Ax2 + Bx + C, A 6= 0, B 6= 0 è íåêà
M = {x | x ∈ Fq, f(x2) = f(tx2), çà íÿêîå t ∈ N}. Òîãàâà

|M | =


q − 1

2
, ïðè p ≡ 3 (mod 4) è k íå÷åòíî

q + 1

2
, ïðè p ≡ 1 (mod 4) èëè k ÷åòíî

.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x å ðåøåíèå íà

f(x2) = f(tx2),

çà íÿêîå t ∈ N . Î÷åâèäíî x = 0 å ðåøåíèå. Îòòóê íàòàòúê ùå
ïðåäïîëàãàìå, ÷å x 6= 0. Èìàìå:

Ax4 +Bx2 + C = At2x4 +Btx2 + C

Ax2 +B = At2x2 +Bt

A(1− t2)x2 = B(t− 1)

−A(1 + t)x2 = B

ïîíåæå 1 /∈ N . Òúé êàòî B 6= 0, òî t 6= −1 è ðàçäåëÿéêè ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî íà 1 + t, ïîëó÷àâàìå

x2 =
−B

A(1 + t)
.

Åëåìåíòúò t ∈ N òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà u ∈ F∗q òàêîâà, ÷å
t = bu2, u 6= 0. Ïîíåæå ïðîèçâåäåíèåòî íà åëåìåíòè îò Q è N å
åëåìåíò îò N , à íà åëåìåíòè îò N è N è íà åëåìåíòè îò Q è Q å
åëåìåíò îò Q, ùå ðàçãëåäàìå 2 ñëó÷àÿ:
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1)
−B
A
∈ N . Òîãàâà

−B
A(1 + t)

∈ Q òî÷íî êîãàòî 1+ t ∈ N , òîåñò

(2) 1 + bu2 = bv2

çà íÿêîå v ∈ Fq∗.
Îò Ëåìà 2.2 èìàìå, ÷å âñè÷êè 2-êè (u, v) ∈ F2

q, ðåøåíèÿ íà (2)
ñà q− 1 íà áðîé. Èçìåæäó òÿõ íÿìà òàêèâà ñ u = 0 ïîíåæå 1 ∈ Q, à
òàêèâà ñ v = 0 èìà òî÷íî êîãàòî −1 ∈ N , êîåòî å èçïúëíåíî òî÷íî
êîãàòî p ≡ 3 (mod 4) è k íå÷åòíî.

1.1) −1 ∈ N
Äâîéêèòå ñ v = 0 ñà äâe: (±u0, 0), u20 = −1. Ñëåäîâàòåëíî îñòà-

âàò q − 3 íåíóëåâè ðåøåíèÿ íà (2).
1.2) −1 ∈ Q
Íÿìà äâîéêè ñ v = 0 è èìà q − 1 íåíóëåâè ðåøåíèÿ íà (2).
Îò ðåøåíèÿòà íà (2) v2 åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ x2 çà x ðåøåíèå

íà (2), à 4 äâîéêè ðåøåíèÿ (±u,±v) íà (2) ñ íåíóëåâè (u, v) çàäàâàò
åäíî è ñúùî v2. Îòòóê è ïîíåæe âñåêè íåíóëåâ åëåìåíò íà Q èìà

2 êâàäðàòíè êîðåíà, ðåøåíèÿòà íà (2) ñ x 6= 0 ñà
q − 3

2
ïðè p ≡ 3

(mod 4) è k íå÷åòíî è
q − 1

2
èíà÷å. Äîáàâÿíåòî íà ðåøåíèåòî x = 0

äîêàçâà ëåìàòà â òîçè ñëó÷àé.

2)
−B
A
∈ Q. Òîãàâà −B

A(1 + t)
∈ Q òî÷íî êîãàòî 1 + t ∈ Q, òîåñò

(3) 1 + bu2 = v2

çà íÿêîå v ∈ F∗q.
Îò Ëåìà 2.2 èìàìå, ÷å âñè÷êè äâîéêè (u, v) ∈ F2

q, ðåøåíèÿ íà
(3) ñà q + 1 íà áðîé. Èçìåæäó òÿõ òåçè ñ u = 0 ñà äâe: (0,±1), à
òàêèâà ñ v = 0 îòíîâî èìà òî÷íî êîãàòî −1 ∈ N , êîåòî å èçïúëíåíî
òî÷íî êîãàòî p ≡ 3 (mod 4) è ê íå÷åòíî. Òîãàâà òå ñà äâe: (±u0, 0).
Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà íåíóëåâèòå ðåøåíèÿ íà (3) îòíîâî å q − 3
ïðè p ≡ 3 (mod 4), k íå÷åòíî è q− 1 ïðè −1 ∈ Q. Ïî ñúùèÿ íà÷èí,
êàêòî â 1) ñëó÷àé, ëåìàòà ñëåäâà. �

Çàáåëåæêà: Ïîíåæå âñåêè åëåìåíò íà F∗q èìà 2 êâàäðàòíè êî-

ðåíà ïðè p ≥ 3, a 0 åäèíñòâåí òàêúâ, àêî M2 = {x2 | x ∈ Fq,

f(x2) = f(tx2), çà íÿêîå t ∈ N}, |M2| = q + 1

4
ïðè p ≡ 3 (mod 4) è

k íå÷åòíî è |M2| = q + 3

4
â îñòàíàëèòå ñëó÷àè.

3. Êâàäðàòíè óðàâíåíèÿ â êðàéíè ïîëåòà ñ
õàðàêòåðèñòèêà 2

Òóê ùå äàäåì íÿêîè ñâåäåíèÿ, êàñàåùè ðåøàâàíåòî íà êâàä-
ðàòíè óðàâíåíèÿ â êðàéíè ïîëåòà ñ õàðàêòåðèñòèêà 2 (âèæ íàïðè-
ìåð, [1]).
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Îïðåäåëåíèå Ñëåäà íà åëåìåíòà γ îò Fm2 íàðè÷àìå

tr(γ) = γ + γ2 + · · ·+ γ2
m−1

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà ñëåäàòà:

Òâúðäåíèå 3.1.
1) Çà ïðîèçâîëíè α è β : tr(α + β) = tr(α) + tr(β).
2) tr(α2) = tr(α).
3) Ïîëîâèíàòà îò åëåìåíòèòå íà Fm2 èìàò ñëåäà 0, à äðóãàòà
ïîëîâèíà ñëåäà 1.
4) tr(1) = m (mod 2), òoåñò tr(1) = 0 ïðè m ÷åòíî è tr(1) = 1
ïðè m íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Èìàìå tr(α+β) = (α+β)+ (α+β)2+ · · ·+
(α+ β)2

m−1

= α+ β + α2 + β2 + · · ·+ α2m−1

+ β2m−1

= α+ α2 + · · ·+
α2m−1

+ β + · · ·+ β2m−1

= tr(α) + tr(β) (Èçïîëçâàëè ñìå, ÷å çà a è b
â ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêà 2, (a+ b)2 = a2 + b2. )

2) Ïîíåæå α2m = α, ñëåäâà, ÷å:

tr(α2) = α2 + α4 + · · ·+ α2m = α2 + α4 + · · ·+ α = tr(α).

3) Íåêà f(x) := x+ x2 + · · ·+ x2
m−1

, à g(x) := f(x) + 1. Èìàìå

f(x)g(x) = x+ x2 + · · ·+ x2
m−1

+ x2 + x4 + · · ·+ x2
m

= x+ x2
m

.
Êîðåíèòå íà ïîñëåäíèÿ ïîëèíîì ñà âñè÷êè åëåìåíòè íà Fm2 . Çà

γ ∈ Fm2 tr(γ) = 0 òî÷íî êîãàòî γ å êîðåí íà f(x), à tr(γ) = 1 òî÷íî
êîãàòî γ å êîðåí íà g(x). Îòòóê è ïîíåæå deg(f(x)) = deg(g(x)) =
2m−1 ñëåäâà, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå ñúñ ñëåäà 0 å ðàâåí íà áðîÿ íà
åëåìåíòèòå ñúñ ñëåäà 1, êîéòî å 2m−1.

4) Èìàìå tr(1) = 1 + 12 + · · ·+ 12
m−1

= m (mod 2) �

Òåîðåìà 3.2. Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2 + x + γ = 0 èìà
ðåøåíèå â ïîëåòî Fm2 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî tr(γ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåîáõîäèìîñò: Íåêà u ∈ Fm2 å ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî x2 + x + γ = 0, òîåñò u2 + u + γ = 0. Ñëåäîâàòåëíî
å èçïúëíåíî tr(u2 + u+ γ) = tr(0) = 0. Ñåãà îò Òâúðäåíèå 3.1 ñëåä-
âà, ÷å tr(u2 + u+ γ) = tr(u2) + tr(u) + tr(γ) = tr(γ) = 0.
Äîñòàòú÷íîñò: Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî f(z) = z2+z, z ∈ Fm2 .
Îò Òâúðäåíèå 3.1 ñå âèæäà, ÷å tr(f(z)) = 0 çà âñÿêî z. Çà äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å f(z) ïðèåìà
çà ñòîéíîñòè âñè÷êè åëåìåíòè îò Fm2 ñúñ ñëåäà, ðàâíà íà 0. Àêî
f(u) = f(v), òîåñò u2 + u = v2 + v, òo å èçïúëíåíî: u2 + v2 =
(u + v)2 = u + v. Ñëåäîâàòåëíî u + v å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî
x2 + x = x(x + 1) = 0, oòêúäåòî u + v = 0 èëè u + v = 1, è îêîí-
÷àòåëíî v = u èëè v = u + 1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîãàòî z ïðîáÿãâà
ïîëåòî Fm2 , f(z) ïðèåìà çà ñòîéíîñòè ïîëîâèíàòà îò åëåìåíòèòå íà
Fm2 . Âçåìàéêè ïðåäâèä îòíîâî Òâúðäåíèå 3.1, çàêëþ÷àâàìå, ÷å òåçè



12 I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÍÈ ÑÂÅÄÅÍÈß

ñòîéíîñòè ñà âñè÷êèòå åëåìåíòè ñúñ ñëåäà 0 (â ÷àñòíîñò è ñàìîòî
γ å åäíà îò òÿõ). �

Çàáåëåæêà: Òîâà äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 3.2 íå å íîâî è ìî-
æå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð â [7]. Òóê òî å äàäåíî çà ïúëíîòà íà
èçëîæåíèåòî. Ìîæå äà ñå çàáåëåæè ñúùî, ÷å äîêàçàòåëñòâîòî ñå
ðàçëè÷àâà îò òîâà, êîåòî å èçëîæåíî â [1], êúäåòî å èçïîëçâàí åäèí
ïî-êîíñòðóêòèâåí ïîäõîä. À èìåííî, â ïîñëåäíàòà êíèãà å îïèñàí
ìåòîä çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà íà êâàäðàòíèòå óðàâíåíèÿ îò ðàç-
ãëåæäàíèÿ òèï, áàçèðàù ñå íà òàêà íàðå÷åíèÿ íîðìàëåí áàçèñ íà
ïîëåòî Fm2 .



ÃËÀÂÀ II

Êîäîâå íà Ìåëàñ

1. p-è÷åí êîä íà Ìåëàñ

Íåêà Fq å êðàéíî ïîëå ñ q = pm åëåìåíòà, p 6= 2 e ïðîñòî ÷èñëî
è íåêà F∗q = 〈b〉 = {bs | s = 0, . . . , q − 2}
Îïðåäåëåíèå p-è÷åí êîä íà Ìåëàñ îò m ðîä ((p, pm) êîä íà Ìå-
ëàñ)M ñå íàðè÷à öèêëè÷åí êîä ñ ïîðàæäàù ïîëèíîì g(x) =Mα(x)Mα−1(x),
êúäåòî α å ïðèìèòèâåí åëåìåíò (òîåñò ïîðàæäàù çà ìóëòèïëèêà-
òèâíàòà ãðóïà íà ïîëåòî Fq), äîêàòî Mα(x) è Mα−1(x) ñà ìèíèìàë-
íèòå ïîëèíîìè ñúîòâåòíî çà α è α−1 íàä Fp.

”
Ïðîâåðî÷íàòà“ ìàòðèöà íàM èìà ñëåäíèÿ âèä:

H =

(
1 α α2 . . . αq−2

1 α−1 α−2 . . . α

)
Áëîêîâàòà äúëæèíà íà òîçè êîä å n = q − 1, à îò îáùàòà òåî-
ðèÿ íà ëèíåéíèòå öèêëè÷íè êîäîâå å ÿñíî, ÷å ðàçìåðíîñòòà ìó å
dimFq(M) = q − 1− 2m.

Çàáåëåæêà: Ïðè q = p = 3 èìàìå, ÷å α = 2 = α−1 è 2-òà ðåäà
íà H ñà ðàâíè, òîåñò äåôèíèðàíåòî íà êîäà íå å ìíîãî ñìèñëåíî,
çàùîòî íå ñúùåñòâóâà âåêòîð ñúñ

”
ñèíäðîì“ (a, b), a 6= b.

2. Ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà p-è÷åí êîä íà Ìåëàñ

Òåîðåìà 2.1. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå r(M) å íå ïî-ìàëúê îò
2. Àêî p ≥ 5 è q ≥ 13, òî r(M) ≤ 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà S = {s = (a, b) ∈ F2
q, (a, b) 6= (0, 0)}. Ùå

äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà âåêòîð e ∈ Fq−1p , wt(e) ≤ 3 ñúñ ñèíäðîì s.
Çà öåëòà òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ñèñòåìàòà (∗):

a1X1 + a2X2 + · · ·+ alXl = a

a1X
−1
1 + a2X

−1
2 + · · ·+ alX

−1
l = b

èìà ðåøåíèå ñ äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗q, j = 1, 2, . . . , l
è aj ∈ F∗p, j = 1, 2, . . . , l çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî l ≤ 3.

Ïðè l = 1 äîïóñêàíåòî, ÷å a = 0 (b = 0) âëå÷å a1 = 0 è b = 0
(a = 0). Àêî a 6= 0 è b 6= 0, èçðàçÿâàéêè îò ïúðâîòî óðàâíèíèå
X1 = aa−11 è çàìåñòâàéêè âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå a21 = ab, êîå-
òî îçíà÷àâà, ÷å ñèñòåìàòà èìà ðåøåíèå òî÷íî êîãàòî ab å íåíóëåâ

13



14 II. ÊÎÄÎÂÅ ÍÀ ÌÅËÀÑ

êâàäðàò â Fp. Ïîíåæå íåíóëåâèòå êâàäðàòè â Fp ñà
p− 1

2
íà áðîé,

âèíàãè ìîæåì äà èçáåðåì a è b òàêèâà, ÷å ab äà íå å èçìåæäó òÿõ.
Ñëåäîâàòåëíî r ≥ 2. Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà

X1 +X2 +X3 = a

X−11 +X−12 +X−13 = b

ñ (a, b) ∈ F2
q, (a, b) 6= (0, 0), ab 6= 1. Íåéíî ðåøåíèå å åêâèâàëåíòíî íà

òàêîâà çà (∗) ñ aj = 1 çà Xj 6= 0.
Àêî äîïóñíåì, ÷å b = 0, ïîëàãàéêè Yi = X−1i , i = 1, 2, 3, ïîëó-

÷àâàìå

Y1 + Y2 + Y3 = 0

Y −11 + Y −12 + Y −13 = a

ñ a 6= 0 è îò ðåøåíèåòî çà Yi íàìèðàìåXi. Çàòîâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå,
÷å b 6= 0.

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà D1(y) = 4by2+(−a2b2+6ab+3)y+4a,
y ∈ Fq.

1) −a2b2 + 6ab+ 3 6= 0.

Îò Ëåìà 2.3, Ãëàâà I, ñëåäâà, ÷å çà ïîíå
q + 1

4
ïðè q ≡ 3 (mod 4)

è
q + 3

4
ïðè q ≡ 1 (mod 4) íà áðîé ñòîéíîñòè íà c2 çà c ∈ Fq ñúùåñ-

òâóâà t ∈ N òàêîâà, ÷å D1(c
2) = D1(tc

2). Ïîíåæå åäíîòî îò c2 è (tc2)
å îò Q, à äðóãîòî îò N, ïðåäâèä Ëåìà 2.1, Ãëàâà I, íåçàâèñèìî îò
òîâà äàëè −D1(y) ∈ Q, èëè −D1(y) ∈ N , ìîæåì äà èçáåðåì y = c2

èëè y = tc2, òàêà ÷å −yD1(y) ∈ Q. Òúé êàòî ïðè q ≥ 13,
q + 3

4
> 3,

ìîæåì äà èçáåðåì y 6= 0, y 6= −b−1, y 6= −a òàêîâà, ÷å ñèñòåìàòà
èìà ðåøåíèå:

X1 =
a+ y

1 + by
, X2 =

(ab− 1)y +
√
D

2(1 + by)
, X3 =

(ab− 1)y −
√
D

2(1 + by)
, êú-

äåòî D = −yD1(y).
Èçáîðúò y 6= −a ãàðàíòèðà, ÷å X1 6= 0. Äîïóñêàíåòî, ÷å X2 = 0

èëè X3 = 0 ïðè y 6= 0, âîäè äî óðàâíåíèåòî 4by2+4(ab+1)y+4a = 0,
÷èèòî êîðåíè ñà y = −a è y = −b−1, êàòî òåçè âúçìîæíîñòè çà
y âå÷å ñìå èçêëþ÷èëè. Ñëåäîâàòåëíî, èçêëþ÷âàéêè íàé-ìíîãî 3
ñòîéíîñòè çà y, èçáðàíî ïî ãîðíèÿ íà÷èí, ãàðàíòèðàìå íåíóëåâî
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà. Àêî Xi = Xj çà íÿêîè 1 ≤ i < j ≤ 3,
òî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå íà (∗) ñ aj = 2 è ak = 1 çà åäèíñòâåíîòî
k 6= i = j, òîåñò âåêòîð ñ òåãëî 2, èìàù ñèíäðîìà s.

2) −a2b2 + 6ab+ 3 = 0.
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ßñíî å , ÷å a 6= 0 è b 6= 0. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

X1 +X2 +X3 = ak−1

X−11 +X−12 +X−13 = bk−1,

k ∈ F∗p. Çà íåÿ êîåôèöèåíòúò ïðåä y âD1(yk
−1) å−a2b2k−4+6abk−2+

3 è äîïóñêàíåòî, ÷å òîé å íóëåâ, âîäè äî ab(k4−1) = 6(k4−k2), òîåñò
äî óðàâíåíèåòî

k4(ab− 6) + 6k2 − ab = 0,

èìàùî íàé-ìíîãî 4 ðåøåíèÿ çà k. Ïðè p = 5 óðàâíåíèåòî å

k4(ab− 1) + k2 − ab = 0

è èìà ïî-ìàëêî îò 4 êîðåíà ïîíåæå 4-òå åëåìåíòà íà F∗5 ñà êîðåíè íà
åäèíñòâåí óíèòàðåí ïîëèíîì îò 4 ñòåïåí k4−1, êîéòî íå å àñîöèèðàí
ñ òîçè â óðàâíåíèåòî. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçáåðåì k òàêîâà, ÷å
êîåôèöèåíòúò ïðåä y â D1(yk

−1) å íåíóëåâ è ïîñëåäíàòà ñèñòåìà

èìà ðåøåíèå çà ïîíå
q + 1

4
− 3 ñòîéíîñòè íà y ïðè q ≡ 3 (mod 4)

è
q + 3

4
− 3 ïðè q ≡ 1 (mod 4), çà êîèòî yk−1 6= 0, yk−1 6= −b−1,

yk−1 6= −a. Òîâà ðåøåíèå å åêâèâàëåíòíî íà òàêîâà è çà (∗) ñ ai = k,
i = 1, 2, 3. �

Òåîðåìà 2.2. Íåêà p = 3. Ïðè q > 9 ñúùî å â ñèëà, ÷å r(M) ≤
3.

Äîêàçàòåëñòâî: Â ñëó÷àÿ, êîãàòî −a2b2 +6ab+3 = −a2b2 6= 0,
òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ðàçñúæäåíèÿòà â ïðåäíàòà òåîðåìà.

Êîãàòî −a2b2 = 0, D = 2by3 + 2ay = 2by3, çàùîòî a = 0, òúé
êàòî b 6= 0. Èçáèðàìå y, óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèÿòà:

y 6= 0, y 6= −b−1, y 6= −a, è ïîëàãàìå z2 := 2by ∈ Q.
Ôóíêöèÿòà f(t) := 2bt ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà Fq, êîãàòî t

ïðîáÿãâà Fq, à |Q| =
q − 1

2
, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò ïîíå

q − 1

2
ñòîéíîñòè íà y, çà êîèòî ãîðíèòå ñâîéñòâà ñà óäîâëåòâîðåíè. Òîãàâà

x1 =
2z2b−1

1 + 2z2
, x2 =

2z2b−1 + yz

1 + 2z2
, x3 =

2z2b−1 − yz
1 + 2z2

ñà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà. �

Òåîðåìà 2.3. Êîãàòî q = p ≥ 5, òîåñò Fq å ïðîñòî ïîëå,
r(M) = 2.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî ≤ 2, èìàù ñèí-
äðîìà (a, b) 6= (0, 0) å åêâèâàëåíòíî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 = a

a1X
−1
1 + a2X

−1
2 = b
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çà ai ∈ Fp, X1 6= X2, Xi ∈ F∗q. Óìíîæàâàìå âòîðîòî óðàâíåíèå ñ
X1X2 6= 0 è ïîëó÷àâàìå, ÷å ñèñòåìàòà å åêâèâàëåíòíà íà

X1a1 +X2a2 = a

X2a1 +X1a2 = bX1X2

Äåòåðìèíàíòàòà íà ïîñëåäíàòà ñèñòåìà å ðàâíà íàX2
1−X2

2 = 4−1 =
3 6= 0, èçáèðàéêè X1 = 2, X2 = 1, è ñèñòåìàòà èìà ðåøåíèå çà a1 è
a2, êàòî íàïðàâåíèÿò èçáîð Xi ∈ F∗p ãàðàíòèðà ai ∈ Fp. �

3. Ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà êîä íà Ìåëàñ

Ñëåäñòâèå 3.1. Ìèíèìàëíîòî êîäîâî ðàçñòîÿíèå íà p-è÷íèÿ
êîä íà Ìåëàñ å ïî-ìàëêî îò 9.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 1.1 r(M) ≥ t, t =

[
d− 1

2

]
.

Îò Òåîðåìà 2.2 èìàìå, ÷å t ≤ 3, îòêúäåòî
d− 1

2
< 4 è d(M) < 9. �

Òåîðåìà 3.2. Â ñèëà å, ÷å d(M) = 2.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàëè÷èåòî íà êîäîâà äóìà ñ òåãëî 1 å åêâè-
âàëåíòíî íà ðåøåíèå ñ a1 ∈ Fp, x1 ∈ F∗q íà ñèñòåìàòà:

a1X1 = 0

a1X
−1
1 = 0

Ïîíåæå â ïîëå íÿìà äåëèòåëè íà 0, òî òàêàâà äóìà íå ñúùåñòâóâà.
Ñëåäîâàòåëíî d(M) ≥ 2. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å d(M) ≤ 2, êîåòî
å åêâèâàëåíòíî íà ðåøåíèå ñ ai ∈ Fp, i = 1, 2 è xj ∈ F∗q, j = 1, 2,
(x1, x2) 6= (0, 0) (ïðè òîâà xj ñà ðàçëè÷íè) íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
−1
1 + a2X

−1
2 = 0

Èçáîðúò a1 = a2 = 1 = 1, X1 = 1, X2 = −1 âîäè äî òàêîâà ðåøåíèå.
�

Çàáåëåæêà: Ãîðíèòå òâúðäåíèÿ ñà â ñèëà è êîãàòî p 6= 2k å ñúñòàâ-
íî, êàòî åäèíñòâåíîòî ïðåöèçèðàíå å â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðå-
ìà 2.3 â ñëó÷àÿ, êîãàòî p = 3k. Òîãàâà èçáèðàìå X1 = β, êúäåòî β å
ïîðàæäàù çà Fp êàòî ðàçøèðåíèå íàä F3, òîåñò Fp = F3(β), X2 = 1.
Ïîíåæå x2 − 1 å ðàçëîæèì íàä F3, å ÿñíî, ÷å β

2 6= 1 .



ÃËÀÂÀ III

Êîäîâå, ïîäîáíè íà êîä íà Ìåëàñ

Ðàçâèòàòà òåîðèÿ äî ñåãà ìîæå äà ñå ïðèëîæè è çà äðóãè öèê-
ëè÷íè êîäîâå íàä Fq, q = pm, ñ áëîêîâàòà äúëæèíà n = q − 1. Ïðè
ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ è p ≥ 3 íåêà ðàçãëåäàìå êîäà D ñ

”
ïðîâåðî÷íà“

ìàòðèöà H, èìàùà ñëåäíèÿ âèä:

H =

(
1 α α2 . . . αq−2

1 α2 α4 . . . α2(q−2)

)
Ïîðàæäàù ïîëèíîì çà D å g(x) = Mα(x)Mα2(x), êúäåòî F∗q =

〈α〉, äîêàòî Mα(x) è Mα2(x) ñà ìèíèìàëíèòå ïîëèíîìè ñúîòâåòíî
çà α è α2 íàä Fp.
Çàáåëåæêà: Ïðè p = 2 èìàìå, ÷å Mα(x) = Mα2(x). Òîãàâà D ñúâ-
ïàäà ñ êîäà íà Õåìèíã è âòîðèÿò ðåä íà H å èçëèøåí. Çàòîâà ùå
ñ÷èòàìå, ÷å p ≥ 3.

Òâúðäåíèå 1. Ðàçìåðíîñòòà íà D dimFp(D) = q − 1− 2m.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 1.3, Ãëàâà I, ñëåäâà, ÷å òâúðäåíè-
åòî å åêâèâàëåíòíî íà òîâà ïîëèíîìúò g(x) äà å îò ñòåïåí, ðàâíà
íà 2m.

Âñè÷êè êîðåíè íà Mα(x) ñà oò âèäà αp
k

, a òåçè íà Mα2(x) ñà

oò âèäà α2pk çà k = 0, . . . ,m − 1. Âñè÷êè òå ñà ðàçëè÷íè ïîíåæå

äîïóñêàíåòî, ÷å α2pi = α2pj çà i > j âëå÷å

pm − 1 | 2(pi − pj) = 2pj(pi−j − 1)

è îò (pj, pm − 1) = 1 ñëåäâà, ÷å pm − 1 | 2(pi−j − 1). Îò

pi−j − 1 ≤ pm−1 − 1

ñëåäâà, ÷å

2(pi−j − 1) ≤ 2pm−1 − 2 < pm − 1

è äåëåíèåòî å âúçìîæíî ñàìî êîãàòî 2(pi−j − 1) = 0, îòêúäåòî i = j
è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî

deg(Mα(x)) = deg(Mα2(x)) = m.

Îñâåí òîâà 2-òà ïîëèíîìà íÿìàò îáù êîðåí. Íàèñòèíà äîïóñêàíåòî,

÷å αp
i

= α2pj çà íÿêîè 0 ≤ i, j ≤ m − 1 âëå÷å pm − 1 | (pi − 2pj).
Ïîíåæå 1 ≤ pi ≤ pm−1 è 2 ≤ 2pj ≤ 2pm−1, òî

−pm + 1 < −2pm−1 + 1 ≤ pi − 2pj ≤ pm−1 − 2 < pm − 1

17
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è îò pm − 1 | (pi − 2pj) ñëåäâà, ÷å pi − 2pj = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî
ïîíåæå p ≥ 3. Ñëåäîâàòåëíî g(x) = Mα(x)Mα2(x) å îò ñòåïåí 2m.

�

Çà D íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî ≤ 3, èìàù ñèíäðîì (a, b) 6=
(0, 0) å åêâèâàëåíòíî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 + a3X3 = a

a1X
2
1 + a2X

2
2 + a3X

2
3 = b

ñ äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗q, j = 1, 2, 3, aj ∈ Fp. Òúé êàòî âåê-
òîðúò ñ êîìïîíåíòè Xj ∈ F∗q, j = 1, 2, 3 å íåíóëåâ, ìîæåì äà ñ÷èòà-
ìå, ÷å a1 6= 0. Ùå òúðñèì ðåøåíèå ñ a1 = 1, a2 = a3. Ôèêñèðàéêè
y := X1, èçðàçÿâàéêèX2+X3 = (a−X1)a

−1
2 , çàìåñòâàéêè âúâ âòîðî-

òî óðàâíåíèå, íàìèðàìå X2X3 è îò ôîðìóëèòå íà Âèåò ïîëó÷àâàìå,
÷å X2 è X3 ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî

t2 + (y − a)a−12 t+
y2 − b+ a−12 (y − a)2

2a2
= 0

ñ äèñêðèìèíàíòà

D =
(−1− 2a2)y

2 + 2ay − a2 + 2ba2
a22

.

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ñëó÷àÿ:
1) a = 0. Òîãàâà b 6= 0
1.1) p ≥ 5. Èçáîðúò a2 = 1 âîäè äîD = −3y2+2b. Ïîíåæå b 6= 0,

ñúãëàñíî Ëåìà 2.2, Ãëàâà I, ñúùåñòâóâàò ïîíå q− 1 2-êè (y, t) ∈ F2
q,

çà êîèòî D = t2, êàòî ïîíå q − 3 îò òÿõ ñà ñ y 6= 0. Ïîëó÷àâàìå,

÷å çà ïîíå
q − 1

2

(
q + 1

2
, êîãàòî t = 0 å ðåøåíèå

)
ñòîéíîñòè íà y

D = t2, t ∈ Fq. Àêî Xi = Xj çà i 6= j, êàêòî è àêî íÿêîå Xk = 0, òî
ñëåäâà, ÷å èìàìå âåêòîð ñ òåãëî ≤ 2, èìàù ñèíäðîìà (a, b).

1.2) p = 3. Èçáîðúò a2 = 1 âîäè äî D = 2b. Àêî 2b å íåêâàäðàò,
èçáèðàìå a2 = 2. Òîãàâà çà D = y2+b è ïî Ëåìà 2.2, Ãëàâà I, îòíîâî

ñëåäâà, ÷å èìà ïîíå
q − 1

2
ñòîéíîñòè íà y, çà êîèòî D = t2, t ∈ Fq.

2) a 6= 0. Èçáîðúò a2 = −2−1 âîäè äî D = 4(2ay − a2 − b),
êîéòî èçðàç ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà Fq, êîãàòî y ïðîáÿãâà Fq.

Ñëåäîâàòåëíî çà
q + 1

2
ñòîéíîñòè íà y å èçïúëíåíî D = t2, t ∈ Fq è

ñèñòåìàòà èìà ðåøåíèå. Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ìîæåì äà çàïèøåì
êàòî

Òåîðåìà 2. Ïðè p ≥ 3 ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà êîäà D å
r(D) ≤ 3.

Òåîðåìà 3. Ìèíèìàëíîòî êîäîâî ðàçñòîÿíèå íà D å d(D) =
3.
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Äîêàçàòåëñòâî: Â ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ ïðè a = 0 è b = 0 èìàìå

D =
(−1− 2a2)y

2

a22
. Óñëîâèåòî D = t2, t ∈ Fq å åêâèâàëåíòíî íà

(−1 − 2a2)y
2 − v2 = 0, êúäåòî v := ta2. Ïîíåæå (−1 − 2a2) 6= 0,

èçáèðàéêè a2 6= −2−1, îò Ëåìà 2.2, Ãëàâà I, ñëåäâà, ÷å çà ïîíå
q − 1

2
ñòîéíîñòè íà y D = t2. Çàêëþ÷âàìå, ÷å d(D) ≤ 3. Äîïóñêàíåòî, ÷å
d(D) ≤ 2 å åêâèâàëåíòíî íà íåíóëåâî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
2
1 + a2X

2
2 = 0

Ðàçãëåæäàéêè ÿ êàòî ëèíåéíà îòíîñíî a1 è a2, òÿ å ñ äåòåðìè-
íàíòà X1X2(X2−X1) 6= 0 è ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà íÿìà íåíóëåâî
ðåøåíèå è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå. �

Òâúðäåíèå 4. Â Fnp èìà âåêòîð ñ òåãëî 1, èìàù ñèíäðîìà

(a, b) 6= (0, 0) òî÷íî êîãàòî a 6= 0, b 6= 0 è a2b−1 ∈ Fp.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúùåñòâóâà âåêòîð ñ òåãëî 1, èìàù ñèíäðîìà
(a, b) 6= (0, 0), òî÷íî êîãàòî ñèñòåìàòà

a1X1 = a

a1X
2
1 = b

èìà ðåøåíèå çà X1 ∈ F∗q ñ a1 ∈ F∗p. Äîïóñêàíåòî, ÷å a = 0 (èëè b = 0)
âëå÷å X1 = 0 èëè a1 = 0 è b = 0 (èëè è a = 0). Íåêà a 6= 0, b 6= 0.

Çàìåñòâàìå X1 =
a

a1
âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå è ïîëó÷àâàìå a2 = ba1

è èçáîðúò íà a1 = a2b−1 âîäè äî ðåøåíèåòî X1 =
a

a1
. �

Ïîíåæå ñèíäðîìèòå (a, b), çà êîèòî a = 0, b 6= 0 èëè b = 0,
a 6= 0 íÿìàò ëèäåðè ñ òåãëî 1, r(D) ≥ 2.

Òâúðäåíèå 5. Ïðè q = p ≥ 5 r(D) = 2, òîåñò êîäúò å êâà-
çèïåðôåêòåí.

Äîêàçàòåëñòâî: Çà D íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî ≤ 2, èìàù
ñèíäðîìà (a, b) 6= (0, 0), å åêâèâàëåíòíî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 = a

a1X
2
1 + a2X

2
2 = b

ñ äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗q, j = 1, 2. Ùå íàìåðèì ðåøåíèå ïðè a1 = 1.
Íåêà a2 := α. Òúðñèì ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

X1 + αX2 = a

X2
1 + αX2

2 = b
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1 ñëó÷àé: a = 0. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå X1 = −αX2

è çàìåñòâàéêè âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå (α2+α)X2
2 − b = 0 çà íÿêîå

X2 ∈ F∗q. Òî èìà ðåøåíèå òî÷íî êîãàòî
b

α2 + α
= t2 çà íÿêîå t ∈ F∗q,

òîåñò (α2 + α)t2 = ((α + 2−1)2 − 2−2)t2 = b çà α 6= 0,−1
1.1) b ∈ Q. Èñêàìå (α + 2−1)2 − s2 − 2−2 = 0 çà s =

√
bt−1. Îò

Ëåìà 2.2, Ãëàâà I, ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèåòî èìà q−1 äâîéêè ðåøåíèÿ
(α+2−1, s), íà êîèòî ñúîòâåòñòâàò q−1 äâîéêè ðåøåíèÿ (α, s). Ïðè
òîâà α = 0,−1 ó÷àñòâà â ðåøåíèå òo÷íî êîãàòî s = 0. Ïðè s 6= 0
îñòàâàò q − 3 äâîéêè ðåøåíèÿ. Ñ α + 2−1 = 0 èìàìå äâå ðåøåíèÿ
(−2−1,±2−1

√
−1) ïðè p ≡ 1 (mod 4) è íÿìàìå ðåøåíèå ïðè p ≡ 3

(mod 4). Êàêòî â Ëåìà 2.3, Ãëàâà I, çàêëþ÷âàìå, ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ

èìàìå
q − 3

2
áëàãîïðèÿòíè ñòîéíîñòè çà α.

1.2) b ∈ N . Èñêàìå (α + 2−1)2 − bv2 − 2−2 = 0 çà v = t−1.
Îò Ëåìà 2.2, Ãëàâà I, ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèåòî èìà q + 1 äâîéêè
ðåøåíèÿ (α + 2−1, v), íà êîèòî ñúîòâåòñòâàò q + 1 äâîéêè ðåøåíèÿ
(α, v). Ñëó÷àÿò v = 0 íè äàâà äâå äâîéêè ðåøåíèÿ è ñúîòâåòñòâà
íà α = 0,−1. Ïðè v 6= 0 îñòàâàò q − 1 äâîéêè ðåøåíèÿ. Îñâåí òîâà
α + 2−1 = 0 äàâà 2 ðåøåíèÿ òî÷íî êîãàòî −bv2 = 2−2 èìà ðåøåíèå,
òîåñò −b ∈ Q, â ñèëà òî÷íî êîãàòî −1 ∈ N , êîåòî å èçïúëíåíî ïðè
p ≡ 3 (mod 4). Ïðè p ≡ 1 (mod 4) −1 ∈ Q, −b ∈ N è α + 2−1 =

0 íå äàâà ðåøåíèå. È â äâàòà ñëó÷àÿ èìàìå
q − 1

2
áëàãîïðèÿòíè

ñòîéíîñòè íà α.
Çà òàêà ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò íà X2 = t ïðè íÿêîÿ îò òåçè ñòîé-

íîñòè íà α íàìèðàìå X1 = −αX2.
2 ñëó÷àé: a 6= 0. Ùå äîêàæåì, ÷å ïðè α = −1 ñèñòåìàòà èìà

ðåøåíèå. Èçðàçÿâàéêè X1 = a+X2 îò ïúðâîòî óðàâíåíèå è çàìåñ-
òâàéêè âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå a2 + 2aX2 − b = 0, êîåòî âîäè äî

ðåøåíèå ñ X2 =
b− a2

2
a, X1 = a+

b− a2

2
a =

a2 + b

2
a. ßñíî å, ÷å èëè

X1 6= 0, èëè X2 6= 0 (ìîæå è äâåòå). �

Òâúðäåíèå 6. Ïðè q = p = 3 å èçïúëíåíî, ÷å r = 2.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ñèíäðîìà (0, 1). Ñèñòåìàòà

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
2
1 + a2X

2
2 = 1

èìà ðåøåíèå a1 = a2 = 2 ñ X1 = 1, X2 = 2.
Ïðè ñèíäðîì (0, 2) ñèñòåìàòà

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
2
1 + a2X

2
2 = 2

èìà ðåøåíèå a1 = a2 = 1 ñ X1 = 1, X2 = 2.



III. ÊÎÄÎÂÅ, ÏÎÄÎÁÍÈ ÍÀ ÊÎÄ ÍÀ ÌÅËÀÑ 21

Çà ñèíäðîìèòå ñ a 6= 0 îò ðàçñúæäåíèÿòà â Òâúðäåíèå 2.12,
ñëåäâà, ÷å a1 = 1, a2 = −1 å ðåøåíèå. �

Òåîðåìà 7. Íåêà q = pm. Ïðè m = 2l+1, r = 2, à ïðè m = 2l,
r = 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ:
1) a 6= 0. Ùå äîêàæåì, ÷å a1 = 1, a2 = −1 å ðåøåíèå íà ñèñòå-

ìàòà:

a1X1 + a2X2 = a

a1X
2
1 + a2X

2
2 = b

ïðè íÿêàêâè X1X2,∈ Fq. Èçðàçÿâàéêè X1 = a + X2 îò ïúðâîòî
óðàâíåíèå è çàìåñòâàéêè âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå a2+2aX2−b = 0,

êîåòî âîäè äî ðåøåíèå ñX2 =
b− a2

2a
,X1 = a+

b− a2

2a
=
a2 + b

2a
. ßñíî

å, ÷å ïîíå åäíî îò äâåòå X1, X2 å íåíóëåâî (ìîæå è äâåòå). Òàêà, ÷å
èìà âåêòîð ñ òåãëî 2, ÷èéòî ñèíäðîì å (a, b).

2) a = 0. Íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî ≤ 2, èìàù ñèíäðîìà
(a, b) 6= (0, 0), å åêâèâàëåíòíî íà òîâà ñèñòåìàòà

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
2
1 + a2X

2
2 = b

äà èìà ðåøåíèå ñ äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗q, j = 1, 2. ßñíî å, ÷å a1 6= 0
è a2 6= 0. Ïîñëåäíàòà ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà

X1 +
a2
a1
X2 = 0

X2
1 +

a2
a1
X2

2 =
b

a1

Èçðàçÿâàéêè X1 = −a2
a1
X2 îò ïúðâîòî è çàìåñòâàéêè âúâ âòîðîòî

óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå X2
2 =

ba1
a22 + a2a1

= G(a1, a2, b). Ïîñëåäíîòî

èìà ðåøåíèå çà X2 òî÷íî êîãàòî G(a1, a2, b) ∈ Q.
Ùå äîêàæåì, ÷å G(a1, a2, b) íå ìîæå äà ïðèåìà åäíàêâè ñòîé-

íîñòè çà äâå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà a1 6= −a2 ïðè ôèêñèðàíè a2 6= 0

è b 6= 0. Íàèñòèíà, äîïóñêàíåòî, ÷å
γb

a22 + a2γ
=

βb

a22 + a2β
, å ðàâíî-

ñèëíî íà (γ − β)a22 = 0, êîåòî îáà÷å å íåâúçìîæíî ïðè γ 6= β. Òàêà
÷å ïðè ôèêñèðàíî a2, ìåíåéêè a1 ∈ F∗p\{−a2}, G(a1, a2, b) ïðèåìà
p− 2 ñòîéíîñòè.

Ïðè p ≥ 5 p − 2 >
p− 1

2
. Êîãàòî p = 3, çà b ∈ N èçáèðàìå

a1 = 1, a2 = 1 è ïîëó÷àâàìå, ÷å
a1

a22 + a2a1
= 2 (íåêâàäðàò â ïîëåòî

F3) , à çà b ∈ Q èçáîðúò a1 = 2, a2 = 2 âîäè äî
a1

a22 + a2a1
= 1 ∈ Q.
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Ïðè m = 2l + 1 ïîëîâèíàòà
p− 1

2
åëåìåíòà íà F∗p ñà â Q, à

îñòàíàëèòå, íåêâàäðàòèòå â F∗p, êîèòî ñà
p− 1

2
íà áðîé, ñà â N .

Êîãàòî m = 2l, âñè÷êè åëåìåíòè íà F∗p ñà îò Q. Tîâà å òàêà ïîíåæå
p− 1

2
åëåìåíòà íà F∗p ñà êâàäðàòè íà åëåìåíò îò F∗p, à çà òàêîâà

t ∈ F∗p, êîeòî íå e êâàäðàò íà åëåìåíò îò F∗p,
√
t ∈ F2

p è
√
t ∈ Fq òî÷íî

êîãàòî F2
p ⊂ Fq, êîåòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî 2 | m. Àêî b ∈ N(Q),

òî ïðè m = 2l+ 1 ïîñëåäíàòà èìà ðåøåíèå ïîíåæå G(a1, a2, b) ∈ Q,
èçáèðàéêè a2 è a1 îò F∗p, òàêèâà ÷å

a1
a22 + a2a1

∈ N(Q) (Èçïîëçâàìå

ñâîéñòâîòî, ÷å ïðîèçâåäåíèÿòà íà åëåìåíò îò N è åëåìåíò îò N è
íà äâà åëåìåíòà îò Q ñà åëåìåíòè îò Q). Ïðè m = 2l, êàêòî è

äà èçáèðàìå a2 è a1 îò F∗p,
a1

a22 + a2a1
∈ Q è G(a1, a2, b) ∈ N çà

ñèíäðîìèòå ñ b ∈ N . �

Çàáåëåæêà: Ãîðíèòå òâúðäåíèÿ ñå ïðåíàñÿò è ïðè p ñúñòàâíî, ñòè-
ãà p 6= 2k.

Òâúðäåíèå 8. Ïðè p = 2k, k ≥ 2, å â ñèëà, ÷å d(D) = 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïðè p 6= 2k, ñå ñúîá-
ðàçÿâà, ÷å d(D) ≥ 3. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 + a3X3 = 0

a1X
2
1 + a2X

2
2 + a3X

2
3 = 0

Èçáèðàìå äâå ïî äâå ðàçëè÷íèXj ∈ F∗p, j = 1, 2, 3. Ñèñòåìàòà îòíîñ-
íî aj, j = 1, 2, 3 å õîìîãåííà ñ ðàíã 2 è ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåøåíèÿ
çà íåÿ å åäíîìåðíî, â ÷àñòíîñò ñèñòåìàòà èìà íåíóëåâî ðåøåíèå, íà
êîåòî ñúîòâåòñòâà êîäîâà äóìà ñ òåãëî, ðàâíî íà 3. �

Ëåìà 9. Â ïîëå ñ q = 2k åëåìåíòà F∗q = Q.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F∗q = 〈β〉 = {βl | l = 1, . . . , 2k − 1}. Äî-
ïóñêàíåòî, ÷å äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà íà F∗q èìàò åäíàêúâ êâàäðàò,
òîåñò β2i = β2j çà 2k − 1 ≥ i > j ≥ 0 âëå÷å, ÷å 2k − 1 | 2(i − j), è
îò (2, 2k − 1) = 1 ñëåäâà, ÷å 2k − 1 | i− j, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëå-
äîâàòåëíî êâàäðàòèòå íà âñè÷êè åëåìåíòè F∗q ñà ñúùèòå åëåìåíòè
â ðàçáúðêàí ðåä. �

Òâúðäåíèå 10. Ïðè p = 2k, k ≥ 2 ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà
D å r = 2, òîåñò D å êâàçèïåðôåêòåí.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîðàäè ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ, êàêòî ïðè p 6=
2k, ñëåäâà, ÷å r ≥ 2. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà:

X1 + αX2 = a

X2
1 + αX2

2 = b
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Èçðàçÿâàéêè X1 = a + αX2 îò ïúðâîòî óðàâíåíèå è çàìåñòâàéêè
âúâ âòîðîòî, ïîëó÷àâàìå (α2 + α)X2

2 + a2 − b = 0.
1) a2 − b 6= 0. Èçáèðàìå α 6= 0, α 6= −1. Òîãàâà

X2
2 =

b− a2

α2 + α
∈ F∗q

è îò Ëåìà 9 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà X2 ∈ F∗q, óäîâëåòâîðÿâàùî ãîð-
íîòî ðàâåíñòâî, îòêúäåòî íàìèðàìå ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà. Ïðè
X1 = 0 èìàìå âåêòîð ñ òåãëî 1, èìàù ñèíäðîìà (a, b).

2) a2 − b = 0. Òîãàâà X1 = a, X2 = 0 å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà è
îòíîâî èìàìå âåêòîð ñ òåãëî 1, èìàù ñèíäðîìà (a, b). �





ÃËÀÂÀ IV

Äâîè÷åí êîä íà Ìåëàñ

1. Õàðàêòåðèñòèêè íà äâîè÷åí êîä íà Ìåëàñ

Òóê ùå ðàçãëåäàìå êîäà íà Ìåëàñ M ïðè p = 2. Áëîêîâàòà
äúëæèíà íà òîçè êîä å n = 2m − 1.

Òâúðäåíèå 1.1. Ïðè m ≥ 3 ðàçìåðíîñòòà íàM å 2m−1−2m.

Äîêàçàòåëñòâî: Êîðåíèòå íà ìèíèìàëíèÿ ïîëèíîìMα(x) íàä

F2 çà ïîðàæäàùèÿ åëåìåíò α íà F∗2m ñà îò âèäà α2l çà 0 ≤ l ≤
m − 1. Åëåìåíòúò α−1 = α2m−2 ñúùî å ïîðàæäàù çà F∗2m è äâàòà
ïîëèíîìà ñà îò ñòåïåí m. Ïîíåæå ïðè m ≥ 3 çà âñÿêî 0 ≤ l ≤ m−1
2l 6= 2m − 2, êîðåíèòå èì ñà ðàçëè÷íè è deg(Mα(x)Mα−1(x)) = 2m,
îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ðàçìåðíîñòòà íàM å 2m − 1− 2m. �

Çàáåëåæêà: Ïðè m = 2 å èçïúëíåíî Mα−1(x) = Mα(x) è ñëåäî-
âàòåëíî M å êîäúò íà Õåìèíã ñ äúëæèíà 3. Çàòîâà ðàçãëåæäàìå
êîäà ïðè m ≥ 3.

Òâúðäåíèå 1.2. Êîäúò íà Ìåëàñ å ðåâåðñèâåí êîä, òoåñò çà-
åäíî ñ âñÿêà êîäîâà äóìà c = (c0, c1, . . . , cn−2, cn−1) â íåãî ñå ñúäúðæà
è äóìàòà c′ = (cn−1, cn−2, . . . , c1, c0).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîíåæå (α−1)j = αn−j è ïîðàæäàù ïîëèíîì
çàM å Mα(x)Mα−1(x), äóìàòà c = (c0, c1, . . . , cn−2, cn−1) ïðèíàäëå-
æè íàM òî÷íî êîãàòî å óäîâëåòâîðåíà ñèñòåìàòà:

c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1 = 0

c0 + c1α
n−1 + · · ·+ cn−1α = 0

Êàòî óìíîæèì ïúðâîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà ñ α, ðàçäåëèì âòî-
ðîòî óðàâíåíèå íà α è èçïîëçâàìå, ÷å αn = 1, αn−1 = α−1, ïîëó÷à-
âàìå

c0α + c1α
2 + · · ·+ cn−2α

n−1 + cn−1 = 0

c0α
n−1 + c1α

n−2 + · · ·+ cn−2α + cn−1 = 0

Òúé êàòî αn−s = (α−1)s, ïúðâîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà òîâà
c′(α−1) = 0. Âòîðîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà òîâà c′(α) = 0.
Îò ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà çàêëþ÷âàìå, ÷å c′ ∈M. �

25
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2. Äóìè ñ ìàëêè òåãëà â äâîè÷åí êîä íà Ìåëàñ.

Òâúðäåíèå 2.1. Mèíèìàëíîòî êîäîâî ðàçñòîÿíèå d(M) ≥ 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò âèäà íà ïúðâèÿ ðåä íà ïðîâåðî÷íàòà ìàò-
ðèöà ñëåäâà, ÷åM e ïîäêîä íà êîäà íà Õåìèíã ñ ìèíèìàëíî êîäîâî
ðàçñòîÿíèå 3. �

Òâúðäåíèå 2.2. Àêî m = 3, òî d(M) = 7.

Äîêàçàòåëñòâî: Â òîçè ñëó÷àé ïîðàæäàùèÿò ïîëèíîì çà M
å g(x) = (x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1) = x6 + x5 + · · · + x + 1, îò ñòåïåí
6, îòêúäåòî çà ðàçìåðíîñòòà íà êîäà k ïîëó÷àâàìå k = 7 − 6 = 1.
Ñëåäîâàòåëíî òîçè ðåâåðñèâåí êîä îñâåí íóëåâàòà äóìà ñ äúëæèíà
7 ñúäúðæà îùå åäíà äóìà, (êîÿòî å (1, . . . , 1)), è ñúâïàäà ñ êîäà ñ
ïîâòîðåíèå. Òàêà, ÷å d(M) = 7, ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 2.3. Â êîäàM èìà äóìè ñ òåãëî 3 ñàìî ïðè ÷åòíî

m è òåõíèÿò áðîé å
2m − 1

3
.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúùåñòâóâàíåòî íà äóìà ñ òåãëî 3 âM, ñúã-
ëàñíî íåãîâîòî îïðåäåëåíèå (è ñúîòâåòíèòå ìó ïðîâåðî÷íè ðàâåíñ-
òâà), å åêâèâàëåíòíî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 +X3 = 0

X−11 +X−12 +X−13 = 0,

çà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗2m , j = 1, 2, 3.
Ùå äîêàæåì, ÷å òàêîâà ðåøåíèå ñúùåñòâóâà. Çà öåëòà îò ïúð-

âîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå X3 = X1 + X2 è ñëåä çàìåñòâàíå âúâ
âòîðîòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ñèñòåìàòà èìà ðåøåíèå òî÷íî êîãàòî óðàâ-
íåíèåòî

X2
1 +X1X2 +X2

2 = 0

èìà òàêîâà. Çà ïðîèçâîëíî X1 ∈ F∗2m , óìíîæàâàéêè ïîñëåäíîòî

óðàâíåíèe ñ X−21 è ïîëàãàéêè x :=
X2

X1

, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâ-

íåíèå ñ åäíî íåèçâåñòíî: x2+x+1 = 0. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.2, Ãëàâà
I, òîâà óðàâíåíèå èìà ðåøåíèå â ïîëåòî F2m , êîåòî î÷åâèäíî å 6= 0,
1, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî tr(1) = 0, òîåñò òî÷íî ïðè m ÷åòíî
(ïîðàäè Òâúðäåíèå 3.1, Ãëàâà I). Ñ òîâà çàêëþ÷àâàìå, ÷å ðàçãëåæ-
äàíàòà ñèñòåìà èìà ðåøåíèå îò òúðñåíèÿ âèä òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî m å ÷åòíî.

Íåêà β å êîðåí íà x2 + x+ 1 = 0. Äðóãèÿò êîðåí å β2 = β + 1.
Îñâåí òîâà β3 = β2+β = 1 è β4 = β. Çà äàäåíî a := X1 6= 0 ðåøåíèÿ
íà ñèñòåìàòà ñà

X1 = a, X2 = aβ, X3 = a+ aβ = a(β + 1) = aβ2

è
X1 = a, X2 = aβ2, X3 = a(1 + β2) = aβ,
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êàòî î÷åâèäíî X2 è X3 ñúùî ñà íåíóëåâè. Òúé êàòî íàðåäáàòà íà
X1, X2 è X3 å áåç çíà÷åíèå, òî çà X1 = a âñúùíîñò ïîëó÷àâàìå
åäèíñòâåíà êîäîâà äóìà. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñúùî, ÷å òàçè êîäîâà
äóìà ñå ïîëó÷àâà è êîãàòî X1 := aβ è X1 := aβ2, ò. å. íà âñåêè
òðè ñòîéíîñòè íà X1 îò òîçè âèä ñúîòâåòñòâóâà åäíà è ñúùà êîäîâà
äóìà.

Òàêà, êîãàòî X1 ïðîáÿãà âñè÷êè 2m − 1 íåíóëåâè åëåìåíòè íà

F2m , ïîëó÷àâàìå âñè÷êèòå
2m − 1

3
êîäîâè äóìè ñ òåãëî 3. �

Îò Òâúðäåíèå 2.1 è ïîñëåäíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

Ñëåäñòâèå 2.4. Àêî m å ÷åòíî, òî d(M) = 3.

Òåîðåìà 2.5. ÂM íÿìà äóìà ñ òåãëî 4.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîïóñêàíåòî, ÷å ñúùåñòâóâà êîäîâà äóìà ñ
òåãëî 4, ñúãëàñíî îïðåäåëåíèåòî íà êîä íà Ìåëàñ (è ñúîòâåòíèòå
ìó ïðîâåðî÷íè ðàâåíñòâà), å åêâèâàëåíòíî íà ñúùåñòâóâàíåòî íà
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

X1 +X2 +X3 +X4 = 0

X−11 +X−12 +X−13 +X−14 = 0,

çà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗2m , j = 1, 2, 3, 4.
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òàêîâà ðåøåíèå íàèñòèíà ñúùåñòâóâà. Òúé

êàòî X4 6= 0, ìîæåì äà ðàçãëåäàìå åëåìåíòèòå îò ïîëåòî F2m , äåôè-

íèðàíè êàòî Yj :=
Xj

X4

, çà j = 1, 2, 3. Ñëåä òîâà ëåñíî ñúîáðàçÿâàìå,

÷å ñà óäîâëåòâîðåíè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Y1 + Y2 + Y3 = 1

Y −11 + Y −12 + Y −13 = 1,

ñ Yj ∈ F2m\{0, 1} è äâå ïî äâå ðàçëè÷íè ïîìåæäó ñè. Ïî-íàòàòúê
ìîæåì äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî ïî 2 íà÷èíà:

1-âè íà÷èí: Íåêà Y3 = a ∈ F2m\{0, 1}. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå
èçðàçÿâàìå Y2 = 1 + a + Y1, çàìåñòâàìå âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå è
ïîëó÷àâàìå

1

Y 1
+

1

1 + a+ Y1
= 1 +

1

a

Ñëåä ïðèâåæäàíå ïîä îáù çíàìåíàòåë, âèæäàìå, ÷å ïîñëåäíîòî
óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà

Y1 + Y2
Y1Y2

=
1 + a

a
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è âçåìàéêè ïðåäâèä ïúðâîòî ðàâåíñòâî íà ñèñòåìàòà ïîëó÷àâàìå,
÷å òÿ å åêâèâàëåíòíà íà:

Y1 + Y2 = 1 + a

Y1Y2 = a

çà a ∈ F2m\{0, 1}, Y1 6= Y2, Yj ∈ F2m\{0, 1, a}. Ïîñëåäíàòà ñèñòåìà å
óäîâëåòâîðåíà òî÷íî êîãàòî Y1 è Y2 ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî

Y 2 + (1 + a)Y + a = 0

Íî íåãîâè êîðåíè ñà Y1 = 1 è Y2 = a è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.
2-ðè íà÷èí: Êàòî ïîëîæèì: Zj := Yj+1, çà j = 1, 2, 3, çàìåñòèì

ïîñëåäíèòå âåëè÷èíè â ãîðíèòå ðàâåíñòâà, ïðèâåäåì ëÿâàòà ñòðà-
íà íà âòîðîòî îò òÿõ ïîä îáù çíàìåíàòåë è ñå îñâîáîäèì îò íåãî,
ïîëó÷àâàìå:

Z1 + Z2 + Z3 = 0

Z1 + Z2 + Z3 = Z1Z2Z3

Ñëåä èçðàçÿâàíå íà Z3 = Z1+Z2 îò ïúðâîòî è çàìåñòâàíåòî ìó âúâ
âòîðîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå:

Z1Z2(Z1 + Z2) = 0

Íàêðàÿ, îò òîâà ïîñëåäíî ðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å Z1 = 0 (òoåñò Y1 = 1)
èëè Z2 = 0 (òoåñò Y2 = 1), èëè Z1 = Z2 (òîåñò Y1 = Y2), êàòî
âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå íåîáõîäèìîòî ïðîòèâîðå÷èå. Ñ òîâà
äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî. �

Òåîðåìà 2.6. Ïðè m ≥ 5 íå÷åòíî âM èìà äóìà ñ òåãëî 5.

Äîêàçàòåëñòâî: Êàêòî è â ïðåäèøíèòå äîêàçàòåëñòâà, ñúùåñ-
òâóâàíåòî íà äóìà ñ òåãëî 5 âM å åêâèâàëåíòíî íà òîâà ñèñòåìàòà

X1 +X2 +X3 +X4 +X5 = 0

X−11 +X−12 +X−13 +X−14 +X−15 = 0

äà èìà ðåøåíèå çà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗2m , j = 1, 2, 3, 4, 5.
Ïðîâåðêèòå çà ðàçëè÷èå îò 0 íà Xj, j = 1, 2, 3, 4, 5 è ðàçëè÷èå íà
Xk îò Xl ïðè k 6= l ñà èçëèøíè, òúé êàòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé áèõìå
ïîëó÷èëè, ÷å â Ñ èìà âåêòîð ñ òåãëî < 5, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïðåäèøíèòå òâúðäåíèÿ.

Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ðåøåíèå ñX3 := a2,X4 := a,X5 :=
1 çà íÿêîå a ∈ F∗2m . Òúðñèì X1 è X2, óäîâëåòâîðÿâàùè ñèñòåìàòà:

X1 +X2 = a2 + a+ 1

X1 +X2

X1X2

= X−11 +X−12 = 1 + a−1 + a−2 =
a2 + a+ 1

a

2

,



3. ÐÀÄÈÓÑ ÍÀ ÏÎÊÐÈÒÈÅ ÍÀ ÄÂÎÈ×ÅÍ ÊÎÄ ÍÀ ÌÅËÀÑ 29

êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà

X1 +X2 = a2 + a+ 1

X1X2 = a2

Íåêà c := a2 + a+ 1. Ïîíåæå m íå÷åòíî, àêî íàìåðèì a, óäîâ-
ëåòâîðÿâàùî ãîðíèòå óñëîâèÿ, òî c 6= 0. (Â ïðîòèâåí ñëó÷àé a ùå
áúäå ïîðàæäàù çà F22 , îòêúäåòî ùå ñëåäâà, ÷å F22 å ïîäïîëå íà
F2m , à ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî m ÷åòíî).

Îò ôîðìóëèòå íà Âèåò ñëåäâà, ÷å X1 è X2 ñà êîðåíè íà óðàâ-
íåíèåòî:

X2 + cX + a2 = 0,

êîåòî ñëåä ïîëàãàíåòî u :=
x

c
ñå ðåäóöèðà äî

u2 + u+
(a
c

)2
= 0,

èìàùî êîðåíè â F2m òî÷íî êîãàòî tr
(a
c

)
= 0.

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà f(z) :=
z

z2 + z + 1
. Ùå äîêàæåì, ÷å

ñúùåñòâóâà z0 ∈ Fm2 \{0}, çà êîåòî tr(f(z0)) = 0. Ïîíåæå

f(z + 1) = f(z) +
1

z2 + z + 1
,

òî

tr(f(z + 1)) = tr(f(z)) + tr

(
1

z2 + z + 1

)
.

Ñåãà ùå èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å ñúùåñòâóâà åëåìåíò

w ∈ F2m\{0, 1} ñ tr(w) = tr(w−1) = 1,

èçëîæåí â [8]. Çà òîâà w ðàçãëåæäàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

z2 + z + 1 = w èëè z2 + z + 1 + w = 0,

êîåòî èìà ðåøåíèå â F2m òî÷íî êîãàòî tr(1 + w) = 1 + tr(w) = 0
(ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò òîâà, ÷å tr(1) = 1 ïîíåæå m å
íå÷åòíî), èçïúëíåíî, ïîíåæå tr(w) = 1. Ïîíåæå tr(w−1) = 1 ïðè
z0 ðåøåíèå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå, åäíîòî îò äâåòå tr(f(z0)) èëè
tr(f(z0) + 1) å ðàâíî íà 0. �

3. Ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà äâîè÷åí êîä íà Ìåëàñ

Ëåìà 3.1. Íåêà a, b ñà äâà åëåìåíòà íà ïîëåòî F2m òàêèâà,
÷å tr(a) = tr(b) = 0. Àêî çà âñÿêî α ∈ F2m, çà êîåòî tr(α) = 0, å
èçïúëíåíî tr(α−1) = 0, òî tr(ab) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà A =
√
a = a2

m−1

, ñëåäîâàòåëíî ab = A2b.

Èìàìå a2
m+k

= a2
k

, îòêúäåòî

tr(A) = a2
m−1

+ a+ · · ·+ a2
m−2

= a+ · · ·+ a2
m−2

+ a2
m−1

= tr(a) = 0.
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Ïðîâåðÿâà ñå, ÷å êîãàòî A 6= 0, b 6= 0 è Ab 6= 1, å â ñèëà

1
1
A
+ 1

1
b
−A

= A− A2b.

Îò äîïóñêàíåòî, ÷å çà âñÿêî α ∈ F2m , çà êîåòî tr(α) = 0, tr(α−1) = 0,
tr(a) = tr(b) = 0 è îò àäèòèâíîñòòà íà ñëåäàòà ñëåäâà, ÷å:

tr

(
1

1
A
+ 1

1
b
−A

)
= 0,

òîåñò tr(A) = tr(A2b) = tr(ab). Àêî A = 0, a = 0. Àêî a = 0 èëè
b = 0, ab = 0 è tr(ab) = 0. Àêî Ab = 1, A = b−1 è a = b−2, îòêúäåòî
ab = b−1 è îò tr(b) = 0 èìàìå tr(b−1) = 0. �

Òâúðäåíèå 3.2. Çà äâîè÷íèÿ êîä íà Ìåëàñ èìà âåêòîð ñ òåã-

ëî 2, èìàù ñèíäðîìà (a, b), òî÷íî êîãàòî tr

(
1

ab

)
= 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàëè÷èåòî íà òàêúâ âåêòîð å åêâèâàëåíòíî íà
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 = a

X−11 +X−12 = b

ñ äâå ïî äâå ðàçëè÷íè Xj ∈ F∗2m , j = 1, 2.
Çàìåñòâàéêè X2 = a−X1 âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

X−11 + (a − X1)
−1 = b, êîåòî ñëåä îñâîáîæäàâàíå îò çíàìåíàòåë

ïðèäîáèâà âèäà

−bX2
1 + baX1 − a = 0.

Ðàçäåëÿéêè ïîñëåäíîòî íà ba2, ïîëó÷àâàìå

(
X1

a

)2

− X1

a
− 1

ba
= 0,

êîåòî èìà ðåøåíèå òî÷íî êîãàòî tr

(
1

ab

)
= 0. �

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïðè m ÷åòíî êîäúò íå å êâàçèïåðôåêòåí.

Äîêàçàòåëñòâî: Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé êîäúò ïîïðàâÿ 1 ãðåø-
êà, äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì ñèíäðîì (a, b), òàêà ÷å äà íÿìà âåêòîð,
èìàù òîçè ñèíäðîì. Èçáèðàìå a = 1, à b èçìåæäó åëåìåíòèòå îò
F2m ñúñ ñëåäà 1, êîèòî ñà 2m−1 íà áðîé. �

Ëåìà 3.4. Íåêà b ∈ F∗2m. Òîãàâà ñèñòåìàòà:
X1 +X2 +X3 = 0

X−11 +X−12 +X−13 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m.

Äîêàçàòåëñòâî: (âèæ, [2]). �
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Ëåìà 3.5. Íåêà b ∈ F2m, tr(b
−1) = 0. Òîãàâà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 = 1

X−11 +X−12 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m.

Äîêàçàòåëñòâî: Ëåìàòà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òâúðäåíèå 3.2. �

Ëåìà 3.6. Íåêà b ∈ F∗2m, tr(b) = 0. Òîãàâà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 +X3 = 1

X−11 +X−12 +X−13 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m.

Äîêàçàòåëñòâî: (âèæ, [2]). �

Ëåìà 3.7. Íåêà b ∈ F∗2m, tr(b) = tr(b−1) = 1, b2 + b + 1 6= 0.
Òîãàâà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 +X3 = 1

X−11 +X−12 +X−13 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m .

Äîêàçàòåëñòâî: (âèæ, [2]). �

Ëåìà 3.8. Íåêà b ∈ F∗2m, tr(b) = tr(b−1) = 1, b2 + b + 1 = 0,
m > 2. Òîãàâà ñèñòåìàòà:

X1 +X2 +X3 = 1

X−11 +X−12 +X−13 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m.

Äîêàçàòåëñòâî: (âèæ, [2]). �

Çàáåëåæêà: Â äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçïîëçâà Ëåìà 3.1.

Òåîðåìà 3.9. Ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íàM å 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðè b 6= a−1 è tr

(
1

ab

)
= 0 íÿìà âåêòîð îò

êîäà ñ òåãëî ≤ 2, èìàù ñèíäðîìà (a, b). Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å
òîãàâà èìà âåêòîð ñ òåãëî 3 ñúñ ñèíäðîìà (a, b), òîåñò

X1 +X2 +X3 = a

X−11 +X−12 +X−13 = b

èìà ðåøåíèå â F∗2m . Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å b 6= 0. Ñëó÷àÿò a = 0
å ïîêðèò îò Ëåìà 3.4. Îò ëåìèòå ñ íîìåðà 3.5, 3.6 è 3.7 ñëåäâà, ÷å
ñèñòåìàòà:

Y1 + Y2 + Y3 = 1

Y −11 + Y −12 + Y −13 = ba,
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êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà ïúðâîíà÷àëíàòà ñëåä ïîëàãàíåòî Yi :=
Xia

−1, èìà ðåøåíèå. �

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå êîäà íà Ìåëàñ N ïðè p = 2k, k ≥ 2,
q = pm.

Òåîðåìà 3.10. Ìèíèìàëíîòî êîäîâî ðàçñòîÿíèå íà êîäà N å
d = 3.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî ≤ 2 â íåãî å åê-
âèâàëåíòî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 = 0

a1X
−1
1 + a2X

−1
2 = 0

ñ ai ∈ Fp, ai 6= (0, 0), X1 6= X2, Xi ∈ F∗q. Óìíîæàâàìå âòîðîòî
óðàâíåíèå ñ X1X2 è ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

a1X1 + a2X2 = 0

a1X2 + a2X1 = 0

êàòî ëèíåéíà îòíîñíî ai. Òÿ å ñ äåòåðìèíàíòà X2
1 − X2

2 6= 0 ïðè
X1 6= X2 è íÿìà íåíóëåâî ðåøåíèå. Çàêëþ÷âàìå, ÷å d ≥ 3.

Íàëè÷èåòî íà âåêòîð ñ òåãëî 3 â N å åêâèâàëåíòî íà ðåøåíèå
íà ñèñòåìàòà:

a1X1 + a2X2 + a3X3 = 0

a1X
−1
1 + a2X

−1
2 + a3X

−1
3 = 0

ñ ai ∈ F∗p, ðàçëè÷íè Xi ∈ F∗q. Èçðàçÿâàìå X3 =
a1X1 + a2X2

a3
îò

ïúðâîòî óðàâíåíèå, çàìåñòâàìå âúâ âòîðîòî, ïðèâåæäàìå ïîä îáù
çíàìåíàòåë è ïîëó÷àâàìå:

a1a2X
2
1 + (a21 + a22 + a3)X1X2 + a1a2X

2
2 = 0.

Ðàçäåëÿìå ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íà X2
2 , ïîëàãàìå x :=

X1

X2

, äåëèì

íà a1a2 è ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî:

X2 +

(
a21 + a22 + a3

a1a2

)
X + 1 = 0.

Ôèêñèðàìå a1 è a2, èçáèðàìå a3 6= a21 + a22, äåëèì ïîñëåäíîòî íà(
a21 + a22 + a3

a1a2

)2

è ïîëàãàéêè y :=
X

a21 + a22 + a3a1a2
, ïîëó÷àâàìå óðàâ-

íåíèåòî

y2 + y +
a21a

2
2

a41 + a42 + a23
= 0.
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Ïîñëåäíîòî èìà ðåøåíèå â Fp òî÷íî êîãàòî tr

(
a21a

2
2

a41 + a42 + a23

)
= 0.

Íåêà
α := a21a

2
2, β := a41 + a42 è f(t) :=

α

β + t2
.

Äîïóñêàíåòî, ÷å f(t1) = f(t2) å åêâèâàëåíòíî íà α(t21 − t22) = 0
è ïîíåæå α 6= 0 ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî åäèíñòâåíî ïðè t1 = t2.
Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f(t) ïðèåìà p− 2 ñòîéíîñòè, êîãàòî t 6= 0
è t 6= a21 + a22 ïðè a

2
1 + a22 6= 0, òîåñò a1 6= a2 è p − 1 ñòîéíîñòè ïðè

a21+a
2
2 = 0, òîåñò a1 = a2. Íåêà k ≥ 3. Ïîíåæå åëåìåíòèòå ñúñ ñëåäà,

ðàâíà íà 0 â Fp ñà
p

2
è p− 2 >

p

2
, ìîæåì äà èçáåðåì a3 6= 0, a21 + a22

òàêîâà, ÷å

tr

(
a21a

2
2

a41 + a42 + a23

)
= tr(f(a3)) = 0.

Ïðè k = 2 èçáîðúò a1 = a2 = a3 = 1 âîäè äî f(a3) = 1 è tr(1) = 0.
Íàìåðèõìå ðåøåíèå çà y äîðè â Fp ⊂ Fq, à îòòàì íàìåðàìå è êîäîâ
âåêòîð ñ òåãëî 3. �
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