
Глава 11

Въпрос 11: Еднозначно разлагане на полиноми в
произведение от неразложими множители

Определение 11.1. Нека k[x1, . . . , xn] е пръстенът на полиномите на x1, . . . , xn

с коефициенти от поле k. Полиномът f ∈ k[x1, . . . , xn] се нарича неразложим
над k, ако f не е постоянен полином и всяко разлагане f = gh в произведение
на полиноми g, h ∈ k[x1, . . . , xn] има g ≡ const или h ≡ const.

Неразложимостта на полином зависи от полето, над което го разглеждаме.
Например, x2 + 1 ∈ Q[x] ⊂ R[x] ⊂ C[x] е неразложим над Q и R, но се разлага
в произведение на линейни множители x2 + 1 = (x + i)(x− i) над C.

Твърдение 11.2. Всеки неконстантен полином f ∈ k[x1, . . . , xn] с коефици-
енти от поле k се разлага в произведение f = f1 . . . fr на неразложими над k
полиноми fi ∈ k[x1, . . . , xn].

Доказателство: Ще разсъждаваме с индукция по старшия моном LM(f) на
f ∈ k[x1, . . . , xn] относно произволна мономна наредба > . Преди всичко, поли-
номът f ∈ k[x1, . . . , xn] е непостоянен тогава и само тогава, когато LM(f) > 1.
Нека xα е минималният относно > моном, който е различен от 1 ∈ k. Тогава
всеки полином f ∈ k[x1, . . . , xn] със старши моном LM(f) = xα е неразложим
над k, доколкото f 6≡ const и за всяко разлагане f = gh в произведение на
полиноми g, h ∈ k[x1, . . . , xn], предположението g 6≡ const води до

LM(f) = LM(g)LM(h) > 1.LM(h) = LM(h) ≥ 1.

Оттук LM(h) = 1 и h ≡ const. Това установява базата на индукцията.
Да допуснем, че всеки полином g ∈ k[x1, . . . , xn] със старши моном LM(g) <
LM(f) се разлага в произведение на неразложими над k полиноми на x1, . . . , xn.
Ако f ∈ k[x1, . . . , xn] е неразложим над k, то f е свое разлагане. Ако f ∈
k[x1, . . . , xn] е разложим над k, то съществуват неконстантни полиноми g, h ∈
k[x1, . . . , xn], така че f = gh. В резултат, LM(g) > 1 и LM(h) > 1, откъдето

LM(f) = LM(g)LM(h) > LM(h) > 1,

LM(f) = LM(g)LM(h) > LM(g) > 1.

Сега по индукционно предположение съществуват неразложими над k полино-
ми f1, . . . , fp, fp+1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn], така че g = f1 . . . fr, h = fp+1 . . . fr и
f = f1 . . . fr, Q.E.D.
За да установим единствеността на разлагането на полином f ∈ k[x1, . . . , xn] в
произведение от неразложими над k множители е нужно да докажем, че ако
неразложим полином дели произведение на други два полинома, то той дели
поне един от множителите. Ще работим с индукция по вроя на променливите.
За целта да напомним някои свойства на пръстена k[x1] от полиноми на една
променлива x1 с коефициенти от поле k.

Лема 11.3. За всеки идеал I в пръстена k[x1] от полиноми на една променлива
x1 с коефициенти от поле k съществува полином f ∈ I, който го поражда,
I = 〈f〉.
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Ако f и f̃ пораждат един и същи идеал I = 〈f〉 = 〈f̃〉, то съществува a ∈
k∗ = k \ {0}, така че f̃ = af.

Доказателство: Ако I = {0} е нулевият идеал, то I = 〈0〉 се поражда от
тъждествено нулевия полином 0 ∈ k[x1]. За произволен ненулев идеал I / k[x1]
да разгледаме множеството

M := {deg f | 0 6≡ f ∈ I}
от степените на ненулевите полиноми от I. В качеството си на множество от
неотрицателни цели числа, M има минимален елемент m ∈ M. Твърдим, че
произволен полином f ∈ I от степен deg f = m поражда I. Наистина, от f ∈
I / k[x1] следва, че 〈f〉 ⊆ I. За обратното включване да отбележим, че при
деление на произволен полином g ∈ I с f получаваме представяне g = fq + r
чрез полиноми q, r ∈ k[x1], където r ≡ 0 или deg r < deg f. Доколкото r =
g − fq ∈ I, допускането r 6≡ 0 води до противоречие с минималността на deg f.
Следователно r ≡ 0 и g = fq ∈ 〈f〉. В резултат, I ⊆ 〈f〉, откъдето и I = 〈f〉.
Ако 〈f〉 = 〈f̃〉, то от f ∈ 〈f̃〉 следва съществуването на g ∈ k[x1] с f = f̃g.

Аналогично, f̃ ∈ 〈f〉 води до наличие на h ∈ k[x1] с f̃ = fh. След заместване
получаваме f = fgh или f(1 − gh) = 0 ∈ k[x1]. В областта на цялост k[x1]
оттук следва gh = 1, доколкото f 6≡ 0 ∈ k[x1]. В резултат, 1 = LM(g)LM(h) ≥
LM(g) ≥ 1 фиксира, че LM(g) = LM(h) = 1. С други думи, g, h ∈ k∗, Q.E.D.

Определение 11.4. Да предположим, че поне един от полиномите f1, . . . , fs ∈
k[x1] не е тъждествено нулев. Общият делител f на f1, . . . , fs се нарича те-
хен най-голям общ делител и се бележи с f = GCD(f1, . . . , fs), ако f се дели
на всеки общ делител h на f1, . . . , fs.

Ако f и f̃ са най-големи общи делители на f1, . . . , fs ∈ k[x1], то съществува a ∈
k∗, така че f̃ = af. Наистина, общият делител f на f1, . . . , fs дели най-големия
общ делител f̃ , така че f̃ = gf за подходящ полином g ∈ k[x1]. Аналогично,
общият делител f̃ на f1, . . . , fs дели най-големия общ делител f, откъдето f =
hf̃ за h ∈ k[x1]. В резултат, f = ghf за ненулевия полином f в областта на
цялост k[x1] води до gh = 1. Последното равенство на полиноми изисква a :=
g = h−1 ∈ k∗.

Лема 11.5. Ако f1, . . . , fs са не едновременно нулеви полиноми на x1 с кое-
фициенти от поле k, то най-големият общ делител GCD(f1, . . . , fs) е пора-
ждащ на идеала, определен от тях,

〈f1, . . . , fs〉 = 〈GCD(f1, . . . , fs)〉.
Доказателство: Достатъчно е да проверим, че всеки пораждащ f ∈ k[x1]
на идеала 〈f1, . . . , fs〉 = 〈f〉 изпълнява свойствата на най-голям общ делител
GCD(f1, . . . , fs) на f1, . . . , fs.
От една страна, fi ∈ 〈f1, . . . , fs〉 = 〈f〉 води до fi = fgi за подходящи полиноми
gi ∈ k[x1] и всички 1 ≤ i ≤ s. По този начин, f се оказва общ делител на
f1, . . . , fs.
От друга страна, f ∈ 〈f〉 = 〈f1, . . . , fs〉 предоставя тъждеството на Безу

f = f1g1 + . . . + fsgs

за подходящи полиноми g1, . . . , gs ∈ k[x1]. Сега всеки общ делител h на f1, . . . , fs

дели всички figi, а оттам и тяхната сума f. Това доказва, че f = GCD(f1, . . . , fs),
Q.E.D.

Следствие 11.6. Ако f ∈ k[x1] е неразложим над k полином на x1, който
дели произведението gh на полиномите g, h ∈ k[x1], то f дели g или f дели h.
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Доказателство: Нека d = GCD(f, g) е най-голям общ делител на f и g. В
качеството си на делител на неразложимия над k полином f ∈ k[x1], полиномът
d е или от k∗ или f = ad се различава от d с мултипликативна константа
a ∈ k∗. В случая f = ad делимостта на g с d дава g = dh за подходящ полином
h ∈ k[x1], откъдето и g = f(a−1h) за a−1h ∈ k[x1]. Ако d ∈ k∗, то съгласно
Лема 11.5 имаме

〈f, g〉 = 〈d〉 = k[x1].
Да разгледаме тъждеството на Безу

1 = fu + gv

за 1 ∈ k ⊂ k[x1] с u, v ∈ k[x1]. Умножавайки почленно с h ∈ k[x1] получаваме

h = fhu + ghv.

Двете събираеми от дясната страна се делят на f, така че тяхната сума h се
дели на f, Q.E.D.
За да обобщим Следствие 11.6 за полиноми на произволен брой порменливи са
нужни още две леми.

Лема 11.7. Да предположим, че за произволни полиноми v, w ∈ k[x2, . . . , xn],
делимостта на vw с неразложим над k полином u ∈ k[x2, . . . , xn] води до дели-
мост на v с u или на w с u. Тогава за произволни полиноми g, h ∈ k[x1, x2, . . . , xn],
делимостта на gh с неразложим над k полином u ∈ k[x2, . . . , xn] води до де-
лимост на g с u или на h с u.

Доказателство: Да представим

g =
p∑

i=0

gix
i
1, h =

q∑

i=0

hix
i
1

чрез gi, hi ∈ k[x2, . . . , xn] за някакви p, q ∈ N ∪ {0}. Тогава произведението

gh =
p+q∑

i=0




i∑

j=0

gjhi−j


xi

1

се дели на u ∈ k[x2, . . . , xn] точно когато всеки полином

ti :=
i∑

j=0

gjhi−j ∈ k[x2, . . . , xn]

се дели на u. Достатъчността на условието е ясна. Ако u дели gh в k[x1, x2, . . . , xn],
то съществува полином f =

∑s
i=0 fix

i
1 ∈ k[x1, x2, . . . , xn] с fi ∈ k[x2, . . . , xn], та-

ка че
s∑

i=0

(ufi)xi
1 = uf = gh =

p+q∑

i=0

tix
i
1.

Определението за равенство на полиноми изисква s = p+q и ufi = ti за всички
0 ≤ i ≤ p + q. С други думи, u дели ti в k[x2, . . . , xn].
Да допуснем, че u дели gh, но не дели нито g, нито h. Това означава съще-
ствуване на индекси 0 ≤ i ≤ p и 0 ≤ j ≤ q, така че u не дели gi и не дели hj .
Да изберем минималните 0 ≤ io ≤ p и 0leqjo ≤ q, така че u не дели gio и hjo .
Тогава делимостта на

tio+jo = (g0hio+jo + . . . + gio−1hjo+1) + giohjo + (gio+1hjo−1 + . . . + gio+joh0)

с u и делимостта на g0, . . . , gio−1, h0, . . . , hjo−1 с u води до делимост на giohjo

с u за gio , hjo ∈ k[x2, . . . , xn]. Съгласно предположението, u трябва да дели gio

или hjo . Полученото противоречие показва, че u дели g или h, Q.E.D.
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Лема 11.8. Да предположим, че за произволни v, w ∈ k[x2, . . . , xn] делимост-
та на vw с неразложим над k полином u ∈ k[x2, . . . , xn] води до делимост на
v или на w с u. Тогава всеки неразложим над k полином f ∈ k[x1, x2, . . . , xn],
който е от положителна степен относно x1, е полином f ∈ k(x2, . . . , xn)[x1]
на x1, който е неразложим над полето k(x2, . . . , xn) на рационалните функ-
ции на x2, . . . , xn.

Доказателство: По определение, трябва да докажем, че ако f = gh за g, h ∈
k(x2, . . . , xn)[x1], то g ∈ k(x2, . . . , xn) или h ∈ k(x2, . . . , xn). За целта да пред-
ставим

g =
p∑

i=0

gix
i
1, h =

q∑

i=0

hix
i
1

чрез gi, hj ∈ k(x2, . . . , xn) за 0 ≤ i ≤ p, 0 ≤ j ≤ q, p, q ∈ N ∪ {0}. Да означим
с d ∈ k[x2, . . . , xn] произведението на знаменателите на g0, . . . , gp, h0, . . . , hq.
Тогава

d2f = (dg)(dh) ∈ k[x1, x2, . . . , xn]
с dg, dh ∈ k[x1, x2, . . . , xn]. Разлагаме d = d1 . . . dm в произведение на неразло-
жими над k полиноми di ∈ k[x2, . . . , xn]. Съгласно Лема 11.7, всяко di дели dg
или dh в k[x1, x2, . . . , xn]. След съкращаване на d2 = d2

1 . . . d2
m ∈ k[x2, . . . , xn] от

двете страни получаваме
f = g̃h̃

за подходящи полиноми g̃, h̃ ∈ k[x1, x2, . . . , xn]. Сега неразложимостта на f ∈
k[x1, x2, . . . , xn] над k води до g̃ ∈ k или h̃ ∈ k. Следователно dg ∈ k[x2, . . . , xn]
или dh ∈ k[x2, . . . , xn], така че g ∈ k(x2, . . . , xn) или h ∈ k(x2, . . . , xn), Q.E.D.
С това сме готови да докажем следната

Теорема 7. Ако неразложимият над k полином f ∈ k[x1, . . . , xn] дели произ-
ведението gh на полиноми g, h ∈ k[x1, . . . , xn], то f дели g или f дели h.

Доказателство: Ще разсъждаваме с индукция по броя на променливите n.
За Следствие 11.6 решава въпроса.
Да допуснем, че сме доказали теоремата за полиноми на n − 1 променливи.
Съгласно Лема 11.7, без ограничение ще считаме, че f ∈ k[x1, . . . , xn] зависи
от x1, т.е. f =

∑s
i=0 fix

i
1 с fi ∈ k[x2, . . . , xn] и fs 6≡ 0 за подходящо естествено s.

Прилагайки Лема 11.8 към f получаваме, че полиномът f ∈ k(x2, . . . , xn)[x1]
на x1 е неразложим над полето k(x2, . . . , xn) на рационалните функции на
x2, . . . , xn с коефициенти от k. Разглеждаме g, h ∈ k(x2, . . . , xn)[x1] като поли-
номи на x1 с коефициенти от k(x2, . . . , xn). Прилагаме Следствие ?? и получа-
ваме делимост на g и h с f в k(x2, . . . , xn)[x1]. След евентуална размяна между
g и h това означава съществуване на полином t =

∑r
i=0 tix

i
1 ∈ k(x2, . . . , xn)[x1]

на x1 с коефициенти ti ∈ k(x2, . . . , xn), така че

g = ft =

(
s∑

i=0

fix
i
1

)(
r∑

i=0

tix
i
1

)
.

Да означим с d ∈ k[x2, . . . , xn] произведението на знаменателите на t0, . . . , tr.
Тогава

dg = f(dt) ∈ k[x1, x2, . . . , xn]
с dt ∈ k[x1, x2, . . . , xn]. Разлагаме d = d1 . . . dm в произведение от неразложи-
ми над k полиноми di ∈ k[x2, . . . , xn]. Съгласно Лема 11.7, всяко di дели f ∈
k[x1, x2, . . . , xn] или dt ∈ k[x1, x2, . . . , xn], доколкото дели тяхното произведе-
ние. Неразложимите над k полиноми di ∈ k[x2, . . . , xn] са непостоянни по опре-
деление. Следователно, ако di дели f, то съществува a ∈ k∗, така че f = dia,
благодарение на неразложимостта на f над k. Но тогава f = dia ∈ k[x2, . . . , xn]
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не зависи от x1, противно на предположението. По този начин установихме, че
всички di делят dt и след съкращаване на d = d1 . . . dm получаваме

g = f t̃

за някакъв полином t̃ ∈ k[x1, x2, . . . , xn]. С други думи, f дели g в k[x1, x2, . . . , xn],
Q.E.D.
Преди да изведем от Теорема 7 единствеността на разлагането на f ∈ k[x1, . . . , xn]
в произведение от неразложими над k полиноми fi ∈ k[x1, . . . , xn], ще докажем
следното

Следствие 11.9. Нека f =
∑p

i=0 fix
i
1 и g =

∑q
i=0 gix

i
1 с fi, gi ∈ k[x2, . . . , xn] са

полиноми на x1, . . . , xn с p > 0, fp 6≡ 0 и q > 0, gq 6≡ 0. В такъв случай, f и
g имат общ множител h =

∑r
i=0 hix

i
1 ∈ k[x1, x2, . . . , xn] с hi ∈ k[x2, . . . , xn] и

r > 0, тогава и само тогава, когато f и g имат общ множител в пръстена
k(x2, . . . , xn)[x1], който зависи от x1.

Доказателство: Ясно е, че ако h =
∑r

i=0 hix
i
1 с hi ∈ k[x2, . . . , xn] е общ мно-

жител на f и g от k[x1, x2, . . . , xn], то h ∈ k[x2, . . . , xn] е и общ множител на f
и g от k[x2, . . . , xn][x1], зависещ от x1.

Нека f, g ∈ k[x1, x2, . . . , xn] имат общ множител h̃ ∈ k(x2, . . . , xn)[x1], зависещ
от x1. Тогава

f = f̃ h̃ за f̃ ∈ k(x2, . . . , xn)[x1] и

g = g̃h̃ за g̃ ∈ k(x2, . . . , xn)[x1].

Ако h̃ =
∑

i h̃ix
i
1, f̃ =

∑
i f̃ix

i
1, g̃ =

∑
i g̃ix

i
1 с h̃i, f̃i, g̃i ∈ k(x2, . . . , xn) и h̃r 6≡ 0

за някое r > 0, то да означим с d ∈ k[x2, . . . , xn] произведението на знамена-
телите на всички h̃i, f̃i, g̃i. Тогава h := dh̃, f1 := df̃ и g1 := dg̃ са полиноми от
k[x1, x2, . . . , xn], изпълняващи равенствата

d2f = hf1 и d2g = hg1.

Полиномът h ∈ k[x1, x2, . . . , xn] от положителна степен относно x1 има нераз-
ложим над k делител h′ ∈ k[x1, x2, . . . , xn], който е от положителна степен
относно x1. Съгласно Теорема 7, полиномът h′ дели d2 ∈ k[x2, . . . , xn] или h′

доколкото дели тяхното произведение d2f. Понеже d2 ∈ k[x2, . . . , xn] е от ну-
лева степен относно x1, полиномът h′ ∈ k[x1, x2, . . . , xn] с положителна степен
относно x1 дели полинома f ∈ k[x1, x2, . . . , xn]. Аналогично, h′ дели g, така че
h′ ∈ k[x1, x2, . . . , xn] се оказва общ множител на f и g в k[x1, x2, . . . , xn], който
е с положителна степен относно x1, Q.E.D.

Теорема 8. Ако f = f1 . . . fr и f = g1 . . . gs са две разлагания на неконстантен
полином f ∈ k[x1, . . . , xn] в произведение от неразложими над k множители
fi, gj ∈ k[x1, . . . , xn], то r = s и съществуват пермутация σ ∈ Sr и ненулеви
мултипликативни константи ai ∈ k∗, така че

gσ(i) = aifi за ∀1 ≤ i ≤ r.

Доказателство: Без ограничение на общността можем да считаме, че броят на
множителите r в първото разлагане не надминава броя на множителите s във
второто разлагане, r ≤ s. Ще работим с индукция по r ∈ N. Ако f1 = g1 . . . gs,
то неразложимият над k полином f1 дели g1 . . . gs и съгласно Теорема 7, f1 дели
някое gj , 1 ≤ j ≤ s. Неразложимостта на f1 и gj гарантира съществуването
на a1 ∈ k∗, така че gj = a1f1. В областта на цялост k[x1, . . . , xn] разделяме
почленно равенството f1 = g1 . . . gj−1a1f1gj+1 . . . gs с f1 6≡ 0 и получаваме 1 =
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g1 . . . gj−1a1gj+1 . . . gs. Ако допуснем, че s > 1, то относно произволна мономна
наредба > в k[x1, . . . , xn], старшите мономи LM(gk) > 1, откъдето

1 = LM(1) =
∏

k 6=j

LM(gk) > 1.

Противоречието доказва, че s = 1 и установява твърдението на теоремата за
r = 1.
Да допуснем, че сме доказали теоремата за произволни двойки разлагания в
които поне едното е с по-малко от r неразложими над k множителя. Тогава от

f1 . . . fr = g1 . . . gs

следва, че fr дели g1 . . . gs. Съгласно Теорема 7, съществува 1 ≤ j ≤ s, така
че fr дели gj . Неразложимостта на fr и gj изисква gj = arfr за подходяща
мултипликативна константа ar ∈ k∗. Съкращавайки равенството

f1 . . . fr−1fr = g1 . . . gj−1arfrgj+1 . . . gs

с fr 6≡ 0 в областта k[x1, . . . , xn], получаваме

f1 . . . fr−1 = g1 . . . gj−1(argj+1) . . . gs.

От индукционното предположение следва, че r − 1 = s − 1 и съществуват
взаимно-еднозначно изображение

σ′ : {1, . . . , r − 1} −→ {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , r},
както и ai ∈ k∗, така че gσ′(i) = aifi за всички 1 ≤ i ≤ r − 1. Остава само да
отбележим, че изображението

σ : {1, . . . , r} −→ {1, . . . , r} с

σ(i) := σ′(i) за ∀1 ≤ i ≤ r − 1 и
σ(r) := j

е пермутация на 1, . . . , r, Q.E.D.
Задачи

Задача 11.10. Нека g1, . . . , gt ∈ R[x] са неразложими над R полиноми на x
и d1, . . . , dt са произволни естествени числа Да се докаже, че най-големият
общ делител GCD(g, g′) на полинома g = gd1

1 . . . gdt
t и неговата производна g′

е равен на
GCD(g, g′) = gd1−1

1 . . . gdt−1
t

с точност до ненулева реална мултипликативна константа.

Упътване: Първо докажете, че

GCD(g1 . . . gt,

t∑

i=1

dig1 . . . gi−1g
′
igi+1 . . . gt) = 1

и оттук изведете, че gd1−1
1 . . . gdt−1

t поражда идеала 〈g, g′〉 / k[x].


