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чл.-кор. Веселин Дренски

Тази лекция е посветена на формулата за коефициентите на редо-
вете на Хилберт на свободните алгебри на Ли с краен брой пораж-
дащи. Доказателството може да се намери например в книгата на
Бурбаки [B] (която има и преводи на руски и английски).

Нека L(X) е свободната алгебра на Ли с m пораждащи. Съгласно
теоремата на Вит, свободната асоциативна алгебра K〈X〉 е изомор-
фна на универсалната обвиваща алгебра U(L(X)) на L(X). Да
фиксираме базис {u1, u2, . . .} на L(X), който се състои от хомогенни
елементи. Съгласно теоремата на Поанкаре – Биркхоф – Вит, K〈X〉
има базис

{ua1
1 · · · uak

k | ai ≥ 0} ,

който също е градуиран. Следователно, редът на Хилберт на K〈X〉
е равен на произведението на редовете на Хилберт на полиномните
алгебри на една променлива K[ui]

H(K〈X〉, t) =
∏
i≥1

H(K[ui], t) =
∏
i≥1

1

1− tdeg ui
.

Нека хомогенната компонента от степен n на L(X) е от размерност
cn, т.е. в базиса {u1, u2, . . .} има cn полинома от степен n. Следова-
телно

H(K〈X〉, t) =
∏
n≥1

1

(1− tn)cn
.

Известно е, че

H(K〈X〉, t) =
1

1− |X|t =
1

1−mt
,

откъдето получаваме формалното равенство (без да се интересува-
ме от въпроса за сходимостта на безкрайното произведение)

1

1−mt
=

∏
n≥1

1

(1− tn)cn
.

Разглеждаме развитието в ред на логаритмичната функция

log(1− x) = −
∑
n≥1

xn

n
.
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Разглеждаме този ред като формален степенен ред (отново без да
се интересуваме от въпроса за сходимост).Той продължава да има
свойството на логаритъма

log((1− x)(1− y)) = log(1− x) + log(1− y).

Следователно, логаритмувайки равенството

1

1−mt
=

∏
n≥1

1

(1− tn)cn
,

получаваме

log

(
1

1−mt

)
=

∑
n≥1

cn log

(
1

1− tn

)
,

− log(1−mt) = −
∑
n≥1

cn log(1− tn),

∑
n≥1

mntn

n
=

∑
n≥1

cn

∑

k≥1

tnk

k
=

∑

k≥1

∑

`≥1

ckt
k`

`
.

Сравнявайки коефициентите пред xn, получаваме

mn

n
=

∑

k`=n

ck

`
.

Изразявайки ` от k` = n, получаваме

mn =
∑

k|n
kck.

Ще използваме формулата за обръщане на Мьобиус. Ако f(n) и
g(n) са функции на n ∈ N, за които

f(n) =
∑

k|n
g(k),

то
g(n) =

∑

d|n
µ(d)f

(n

d

)
,

където функцията на Мьобиус µ(d) се дефинира като

µ(d) =





(−1)k, d = p1 · · · pk (pi са различни прости числа),

0, d се дели на квадрат на просто число.
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Прилагайки формулата за обръщане на Мьобиус за функциите
f(n) = mn и g(k) = kck, пpолучаваме

ncn =
∑

d|n
µ(d)m

n
d .

По такъв начин доказахме следната теорема:

Теорема 1. Нека cn е размерността на хомогенната компонента
от степен n на свободната алгебра на Ли с m пораждащи. Тогава

cn =
1

n

∑

d|n
µ(d)m

n
d .

Директни пресмятания дават първите няколко стойниости на cn:

c1 = m, c2 =
1

2
(m2 −m), c3 =

1

3
(m3 −m), c4 =

1

4
(m4 −m2),

c5 =
1

5
(m5 −m), c6 =

1

6
(m6 −m3 −m2 + m).

Когато свободната алгебра на Ли се поражда от два елемента x
и y, можем да изберем за базис на линейното пространство от
елементите от степен ≤ 5 следните полиноми:

x, y, [x, y], [x, y, x](= [[x, y], x]), [x, y, y],

[x, y, x, x], [x, y, x, y], [x, y, y, y],

[x, y, x, x, x], [x, y, x, x, y], [x, y, x, y, y], [x, y, y, y, y],

[x, y, x, [x, y]], [x, y, y, [x, y]].

В общия случай има комбинаторни алгоритми, които позволяват
да се строи ефективно базис на свободната алгебра на Ли. Най-
известните базиси са тези на Маршал Хол, Линдън и Ширшов. Вж
например книгата на Бурбаки [B] или оригиналните статии на Хол
[H], Линдън [L] и Ширшов [S].
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