
Ãëàâà 2

Ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîñòèòå ÷èñëà.

2.1 Àðèòìåòè÷íè ôóíêöèè.

Àðèòìåòè÷íà ôóíêöèÿ ñå íàðè÷à âñÿêà ôóíêöèÿ f(n), êîÿòî å äåôèíèðàíà âúðõó
ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Íàïðèìåð f(n) = n! å åäíà òàêàâà ôóíêöèÿ. Ïî-äîëó
ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè ÷åñòî èçïîëçâàíè â òåîðèÿ íà ÷èñëàòà àðèòìåòè÷íè ôóíêöèè.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1 Çà âñÿêî n ∈ Z ñ τ(n) ñå îçíà÷àâà áðîÿò íà ïîëîæèòåëíèòå ìó
äåëèòåëè, à ñúñ σ(n) òÿõíàòà ñóìà.

Òåîðåìà 2.1.2 Àêî n = pe1
1 pe2

2 · · · pes
s , ei ≥ 1, òî

τ(n) = (e1 + 1)(e2 + 1) · · · (es + 1).

Äîêàçàòåëñòâî. Âñåêè ïîëîæèòåëåí äåëèòåë íà n èìà âèäà d = pδ1
1 pδ2

2 · · · pδs
s ,

êúäåòî δi ∈ Si = {0, 1, . . . , ei}. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å |Si| = ei + 1.

Òåîðåìà 2.1.3 Àêî n = pe1
1 pe2

2 · · · pek
k , ei ≥ 1, òî

σ(n) =
pe1+1
1 − 1
p1 − 1

· pe2+1
2 − 1
p2 − 1

· · · p
ek+1
k − 1
pk − 1

.

Äîêàçàòåëñòâî.

σ(n) =
∑
δi∈Si
1≤i≤k

pδ1
1 pδ2

2 · · · pδk
k

= (1 + p1 + · · ·+ pe1
1 )(1 + p2 + · · ·+ pe2

2 ) · · · (1 + pk + · · ·+ pek
k )

=
pe1+1
1 − 1
p1 − 1

· pe2+1
2 − 1
p2 − 1

· · · p
ek+1
k − 1
pk − 1

Äåôèíèöèÿ 2.1.4 Åäíà àðèòìåòè÷íà ôóíêöèÿ f : N → N íàðè÷àìå ìóëòèïëèêà-
òèâíà, àêî f(nm) = f(n)f(m) çà âñåêè (n,m) = 1.
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Òåîðåìà 2.1.5 Àêî f(n) å ìóëòèïëèêàòèâíà, òî òàêàâà å è F (n), êúäåòî

F (n) =
∑

d|n
f(d).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà (n,m) = 1. Äà îòáåëåæèì, ÷å d |mn òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî d = d1d2, êúäåòî d1|n, à d2|m. Òîãàâà

F (nm) =
∑

d|nm

f(d) =
∑

d1|n, d2|m
f(d1d2) =

∑

d1|n, d2|m
f(d1)f(d2) =

∑

d1|n
f(d1) ·

∑

d2|m
f(d2).

Òúé êàòî ôóíêöèèòå f(n) = 1 è f(n) = n ñà î÷åâèäíî ìóëòèïëèêàòèâíè, òî å â ñèëà
ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 2.1.6 Ôóíêöèèòå τ(n) è σ(n) ñà ìóëòèïëèêàòèâíè.

ßñíî å, ÷å åäíà ìóëòèïëèêàòèâíà ôóíêöèÿ ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ñòîéíîñòèòå,
êîèòî ïðèåìà çà n ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 2.1.1 Åäíî ÷èñëî n ñå íàðè÷à ñúâúðøåíî, àêî σ(n) = 2n. Ïðîâåðåòå, ÷å
6, 28 è 496 ñà ïúðâèòå òðè ñúâúðøåíè ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 2.1.2 Äîêàæåòå, ÷å àêî 2m − 1 å ïðîñòî, òî 2m−1(2m − 1) å ñúâúðøåíî

Óïðàæíåíèå 2.1.3 Äîêàæåòå, ÷å àêî 2m − 1 å ïðîñòî, òî m å ñúùî ïðîñòî ÷èñëî.

Â ñèëà å è ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 2.1.7 Àêî n å ÷åòíî ñúâúðøåíî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâà m, òàêîâà ÷å 2m − 1 å
ïðîñòî è n = 2m−1(2m − 1).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n = 2en1, êúäåòî n1 å íå÷åòíî. Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå
2.1.6 è Òåîðåìà 2.1.3 2n = σ(n) = (2e+1 − 1)σ(n1). Ñëåäîâàòåëíî

2e+1n1 = (2e+1 − 1)σ(n1),

îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å

σ(n1) = 2e+1d è n1 = d(2e+1 − 1),

çà íÿêîå d. Àêî d 6= 1, òî 1 è d ñà ðàçëè÷íè äåëèòåëè íà n1 è òîãàâà

σ(n1) ≥ n1 + d + 1 + (2e+1 − 1) = 2e+1(d + 1) > σ(n1),

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî d = 1, ò.å. n1 = (2e+1− 1) è σ(n1) = 2e+1.
Òîãàâà òúðñåíîòî m = e+1. Îñâåí òîâà σ(n1) = 2m å âúçìîæíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî 1 è n1 = (2m − 1) ñà åäèíñòâåíèòå äåëèòåëè íà n1, ò.å. (2m − 1)
å ïðîñòî ÷èñëî.
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Çàáåëåæêà 2.1 Ïðîñòèòå ÷èñëàòà îò âèäà (2m− 1) ñå íàðè÷àò ïðîñòè ÷èñëà íà Ìåðñåí
Ïúðâèòå îò ðåäèöàòà òàêèâà ÷èñëà ñå ïîëó÷àâàò ïðè m = 2, 3, 5, 7, 13, 19, 31, 61, 89, 107, 127.
Èíôîðìàöèÿ ìîæå äà ñå íàìåðè íà http://www.mersenne.org è http://www.utm.edu/
research/primes/mersenne/index.html.

Çàáåëåæêà 2.2 Äîñåãà íÿìà èçâåñòíè íå÷åòíè ñúâúðøåíè ÷èñëà è òîâà å íåðåøåíà çà-
äà÷à ñ ìíîãîâåêîâíà äàâíàñò (ïîíå îò Åâêëèä). Äíåñ å èçâåñòíî, ÷å àêî ñúùåñòâóâàò
íå÷åòíè ñúâúðøåíè ÷èñëà, òî òå ñà ïî-ãîëåìè îò 10300 (Bent et al., 1991) è èìàò ïîíå 47
ïðîñòè äåëèòåëè (áðîåíè ñ êðàòíîñòèòå) (Hare, 2004).

Äåôèíèöèÿ 2.1.8 Ôóíêöèÿ íà Îéëåð , ϕ(n), ñå íàðè÷à ôóíêöèÿòà ñúïîñòàâÿùà
íà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n áðîÿ íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, êîèòî íå íàäìèíàâàò è ñà
âçàèìíîïðîñòè ñ n, ò.å.

ϕ(n) def= |{1 ≤ a ≤ n | (n, a) = 1}| .

Òåîðåìà 2.1.9 Àêî n = pe1
1 pe2

2 . . . pek
k å ðàçëàãàíåòî íà n íà ïðîñòè ìíîæèòåëè, òî

ϕ(n) = n(1− 1
p1

) · · · (1− 1
pk

). (2.1)

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâî, êîåòî ùå äàäåì, ñå áàçèðà íà äîáðå èçâåñ-
òíèÿ è ÷åñòî óïîòðåáÿâàí â êîìáèíàòîðèêàòà ïðèíöèï çà âêëþ÷âàíå è èçê-
ëþ÷âàíå (Ñèëâåñòúð 1883 ã.). Çà ïúëíîòà ãî ôîðìóëèðàìå.
Ïðèíöèï çà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå. Íåêà E e ìíîæåñòâî, ÷èèòî N =
|E| åëåìåíòà ìîãàò äà ïðèòåæàâàò ñâîéñòâàòà P1, P2, . . . , Pk. Íåêà Ni1...is

å áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà E, êîèòî ïðèòåæàâàò ñâîéñòâàòà Pi1 , . . . , Pis.
Òîãàâà áðîÿò N0 íà âñè÷êè åëåìåíòè îò E, êîèòî íå ïðèòåæàâàò íèòî
åäíî îò ñâîéñòâàòà Pi ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

N0 = N −
k∑

i=1

Ni +
∑

i,j

NiNj − · · ·+ (−1)kN12...k.

Ñåãà äà ïðèñòúïèì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.1.9. Íåêà ñ Pi îçíà÷èì
ñâîéñòâîòî åäíî ÷èñëî äà å êðàòíî íà pi. Åëåìåíòèòå íà E = {1, 2, . . . , n}, êîè-
òî íå ïðèòåæàâàò íèòî åäíî îò ñâîéñòâàòà Pi ñà òî÷íî ÷èñëàòà âçàèìíîïðîñòè
ñ n. Òîãàâà Ni = n/pi è ïî-îáùî Ni1...is = n/(pi1 . . . pis). Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà
çà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå ïîëó÷àâàìå

ϕ(n) = n


1−

k∑

i=1

1
pi

+
∑

i,j

1
pipj

+ · · ·+ (−1)k 1
p1 · · · pk


 = n(1− 1

p1
) · · · (1− 1

pk
).

Òåîðåìà 2.1.10 Àêî (n,m) = 1, òî ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).
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Äîêàçàòåëñòâî. Ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà Îéëåðîâàòà ôóíêöèÿ ñëåäâà
âåäíàãà îò Òåîðåìà 2.1.9, à íåéíî äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî ùå èçëîæèì â
Ãëàâà 3. Â òàêúâ ñëó÷àé Òåîðåìà 2.1.10 çàåäíî ñ ëåñíî ïðîâåðÿåìèÿ ôàêò
ϕ(pk) = pk−1(p− 1) äàâàò äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëà (2.1).

Òåîðåìà 2.1.11 Àêî n å åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî
∑

d|n
ϕ(d) = n,

êúäåòî ñóìèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî âñè÷êè äåëèòåëè d íà n.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî d å ïðîèçâîëåí äåëèòåë íà n, òî èìà òî÷íî n/d íåãîâè
êðàòíè íåíàäìèíàâàùè n è òîâà ñà

d, 2d, . . . ,
n

d
· d.

Íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë (kd, n) = d · (k, n/d). Ñëåäîâàòåëíî (kd, n) = d
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (k, n/d) = 1. È òàêà çà òî÷íî ϕ(n/d) ÷èñëà
(kd, n) = d. Íî çà âñÿêî a : 1 ≤ a ≤ n, å â ñèëà (a, n) = d, çà íÿêîé äåëèòåë
d íà n, ò.å. a = kd, êúäåòî (k, n/d) = 1. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêî òàêîâà ÷èñëî a
ïîïàäà â íÿêîÿ îò ðàçãëåäàíèòå ãðóïè è

∑

d|n
ϕ(

n

d
) = n.

Ñåãà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å êîãàòî d ïðîáÿãâà âñè÷êè
äåëèòåëè íà n ñúùîòî ïðàâè è n/d.

Äåôèíèöèÿ 2.1.12 Ôóíêöèÿ íà Ìüîáèóñ íàðè÷àìå ôóíêöèÿòà µ : N → {0, 1,−1}
çàäàäåíà ñ

µ(n) def=





1, n = 1
0, n ñå äåëè íà òî÷åí êâàäðàò

(−1)k, n = p1 · · · pk, pi ñà ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà.

Ëåìà 2.1.13 ∑

d|n
µ(d) =

{
1, n = 1
0, n > 1

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè n = 1 åäèíñòâåíèÿò äåëèòåë å 1 è µ(n) = µ(d) = 1,
ò.å. òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Íåêà n > 1 è n = pe1

1 pe2
2 . . . pek

k . Âñåêè äåëèòåë d íà
n èìà âèäà d = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s , êúäåòî 0 ≤ αj ≤ ej ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Àêî
αj > 1, òî µ(d) = 0. Ñëåäîâàòåëíî

∑

d|n
µ(d) = µ(1) +

k∑

i=1

µ(pi) +
∑

i,j

µ(pipj) + · · ·+ µ(p1 . . . pk)

= 1− k +
(

k

2

)
+ · · ·+

(
k

s

)
(−1)s + · · ·+ (−1)k = (1− 1)k = 0.
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Òåîðåìà 2.1.14 Àêî f(n) è g(n) ñà äâå ôóíêöèè äåôèíèðàíè çà âñÿêî åñòåñòâåíî n è

f(n) =
∏

d|n
g(d), (2.2)

òî å èçïúëíåíî
g(n) =

∏

d|n
f(d)µ(n

d
).

Äîêàçàòåëñòâî.

∏

d|n
f(d)µ(n

d
) =

∏

d|n


∏

s|d
g(s)




µ(n
d
)

=
∏

s|n
(g(s))A,

êúäåòî
A =

∑

d: d|n, s|d
µ

(n

d

)
.

Íî çà âñÿêî s äåëÿùî n å èçïúëíåíî
∑

d: d|n, s|d
µ

(n

d

)
=

∑

d=sd1: d|n
µ

(n

d

)
=

∑

d1|ns
µ

(
n/s

d1

)
=

∑

δ|n
s

µ(δ) =
{

1, s = n
0, s < n

,

êúäåòî δ = n/s
d1

= n
d . Ñëåäîâàòåëíî
∏

d|n
f(d)µ(n

d ) = g(n)
∏

s|n, s<n

(g(s))0 = g(n).

Òåîðåìà 2.1.15 Àêî f(n) è g(n) ñà äâå ôóíêöèè äåôèíèðàíè çà âñÿêî åñòåñòâåíî n è

f(n) =
∑

d|n
g(d), (2.3)

òî å èçïúëíåíî
g(n) =

∑

d|n
µ(

n

d
)f(d).

Äîêàçàòåëñòâî.Äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïîëó÷àâà ñ �ëîãàðèòìóâàíå� íà äîêàçà-
òåëñòâîòî íà ïðåäõîäíàòà òåîðåìà, ò.å. çàìåñòâàéêè ïðîèçâåäåíèåòî ñúñ ñóìà,
à ñòåïåíóâàíåòî ñ óìíîæåíèå.

Òåîðåìè 2.1.14 è 2.1.15 ñà èçâåñòíè ïîä èìåòî ôîðìóëè çà îáðúùàíå. Òå ïîêàçâàò, ÷å
äâå ôóíêöèè f è g, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ (2.2) èëè (2.3) ñå îïðåäåëÿò åäíà äðóãà åäíîçíà÷-
íî. Êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 2.1.15 ñå ïîëó÷àâà äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà çà
ϕ(n) îò Òåîðåìà 2.1.9. Íàèñòèíà îáðúùàéêè ðàâåíñòâîòî îò Òåîðåìà 2.1.11 ïîëó÷àâàìå

ϕ(n) =
∑

d|n
µ

(n

d

)
d = n−

k∑

i=1

n

pi
+

∑

i,j

n

pipj
+ · · ·+ (−1)k n

p1 · · · pk
= n(1− 1

p1
) · · · (1− 1

pk
).

Ïðåäè äà ïðåìèíåì ïî-íàòàòúê ùå èçëîæèì íÿêîè îò ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà bxc.
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Òåîðåìà 2.1.16 Íåêà x, y ñà ðåàëíè ÷èñëà. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) bx + nc = bxc+ n çà âñÿêî n ∈ Z.

(2) bx + yc = bxc+ byc èëè bxc+ byc+ 1.

(3) Àêî n,m ∈ N, òî áðîÿò íà êðàòíèòå íà m : 1 ≤ km ≤ n, å ðàâåí íà bn/mc.

(4)
⌊ bxc+n

m

⌋
= bx+n

m c çà âñÿêî n,m ∈ Z, m > 0. Â ÷àñòíîñò
⌊ ba

b
c

b

⌋
= b a

b2
c, b > 0.

(5) bx+ 1
2c è −b−x+ 1

2c ñà íàé-áëèçêîòî äî x öÿëî ÷èñëî. Àêî ñúùåñòâóâàò äâå öåëè ÷èñ-
ëà, êîèòî ñà íàé-áëèçêî äî x, òî ïúðâîòî å ïî-ãîëÿìîòî, à âòîðîòî ïî-ìàëêîòî.

(6) bxc+ bx + 1
2c = b2xc è b 1

nbnxcc = bxc çà âñÿêî n ∈ N.

(7) Áðîÿò íà íå÷åòíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà ≤ n å bn+1
2 c.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì (3) è (4), à äðóãèòå ñâîéñòâà ùå îñòàâèì çà
óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.
(3): Íåêà n = mq+r, 0 ≤ r < m. Òîãàâà 1, m, 2m, . . . , qm ñà òúðñåíèòå êðàòíè
íà m, ò.å. òå ñà òî÷íî q íà áðîé. Íî q = bn/mc.
(4): Íåêà bxc + n = mq + r, 0 ≤ r < m, ò.å.

⌊ bxc+n
m

⌋
= q. Òîãàâà x + n =

mq + r + α < mq + r + 1, êúäåòî 0 ≤ α < 1, êîåòî âëå÷å

q +
r

m
≤ x + n

m
< q +

r + 1
m

≤ q + 1.

Ñëåäîâàòåëíî ⌊
x + n

m

⌋
= q =

⌊bxc+ n

m

⌋
.

Òåîðåìà 2.1.17 Íåêà n ∈ Z è p å ïðîñòî ÷èñëî. Íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà p, êîÿòî äåëè
n! ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

ordp(n!) =
m∑

j=1

⌊
n

pj

⌋
,

êúäåòî pm ≤ n < pm+1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ ai îçíà÷èì áðîÿò íà ÷èñëàòà èçìåæäó 1, 2, 3, . . . , n,
êîèòî ñå äåëÿò íà pi. Âñÿêî òàêîâà ÷èñëî ñå äåëè è íà pj , 1 ≤ j ≤ i − 1, íî
ïðèíîñúò â ordp(n!) å i, à íå 1. Ñëåäîâàòåëíî

ordp(n!) = a1 + a2 + · · ·+ am.

Íî ÷èñëàòà êðàòíè íà pi ñà pi, 2pi, . . . , b n
pi cpi. Ñëåäîâàòåëíî ai = b n

pi c, îòêú-
äåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî.
Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî (4) íà Òåîðåìà 2.1.16 ai+1 = bai

p c, êîåòî ïîçâî-
ëÿâà ëåñíî ïðåñìÿòàíå íà ordp(n!).
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Óïðàæíåíèå 2.1.4 Íåêà a1, a2, . . . , ak ñà äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà,
ò.å. (ai, aj) = 1, i 6= j. Äîêàæåòå, ÷å áðîÿò íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà íåíàäìèíàâàùè x,
êîèòî íå ñå äåëÿò íà íèêîå îò ÷èñëàòà a1, a2, . . . , ak å ðàâåí íà

bxc −
k∑

j=1

⌊
x

aj

⌋
+

∑

i,j

⌊
x

aiaj

⌋
−

∑

i,j,l

⌊
x

aiajal

⌋
+ · · · .

Óïðàæíåíèå 2.1.5 Äîêàæåòå, ÷å íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà ïðîñòîòî ÷èñëî p, êîÿòî
äåëè áèíîìíèÿò êîåôèöèåíò

(
m+n

n

)
å ðàâíà íà áðîÿ íà �ïðåíîñèòå êúì ñëåäâàùèÿ ðàç-

ðÿä� ïðè ñúáèðàíåòî íà m è n â p-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà.

Çàáåëåæêà 2.3 Íàâñÿêúäå â òåêñòà ïî-íàòàòúê ùå ñå ïðèäúðæàìå êúì ñëåäíèòå îçíà-
÷åíèÿ:

loga x îçíà÷àâà ëîãàðèòúì îò x ïðè îñíîâà a.

log x îçíà÷àâà ëîãàðèòúì îò x ïðè îñíîâà 2.

ln x îçíà÷àâà íàòóðàëåí ëîãàðèòúì îò x, ò.å. ïðè îñíîâà e.

lg x îçíà÷àâà ëîãàðèòúì îò x ïðè îñíîâà 10.

Äåôèíèöèÿ 2.1.18 Ôóíêöèÿ íà Ìàíãîëäò ñå íàðè÷à ôóíêöèÿòà äåôèíèðàíà çà
âñÿêî åñòåñòâåíî n êàêòî ñëåäâà:

Λ(n) def=
{

ln p, àêî n = pm, m ≥ 1,
0, â îñòàíàëèòå ñëó÷àè.

Òåîðåìà 2.1.19 Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî
∑

d|n
Λ(d) = lnn.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n = pk1
1 pk2

2 · · · pks
s . Âñåêè äåëèòåë d íà n èìà âèäà

d = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s , êúäåòî αj ≥ 0. Íî Λ(d) 6= 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

d = pαi
i , 1 ≤ αi ≤ ki. Ñëåäîâàòåëíî

∑

d|n
Λ(d) =

s∑

i=1

ki∑

j=1

Λ(pαi
i ) =

s∑

i=1

ki ln pi = ln n.

¦

Äåôèíèöèÿ 2.1.20 Ôóíêöèÿ íà ×åáèøåâ ñå íàðè÷à ôóíêöèÿòà äåôèíèðàíà çà âñÿêî
ðåàëíî x ≥ 1 ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

θ(x) def=
∑

p≤x

ln p, θ(1) def= 0.
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Òåîðåìà 2.1.21 Çà âñÿêî x ≥ 1 å â ñèëà θ(x) < (4 ln 2)x.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå áèíîìíèÿ êîåôèöèåíò
(

2n

n

)
=

2n(2n− 1) . . . (n + 1)
n!

.

Î÷åâèäíî òîé ñå äåëè íà âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p : n < p ≤ 2n. Îò äðóãà ñòðàíà
(

2n

n

)
<

2n∑

j=1

(
2n

j

)
= (1 + 1)2n = 4n.

Ñëåäîâàòåëíî ∏

n<p≤2n

p <

(
2n

n

)
< 4n.

Ëîãàðèòìóâàéêè ïîëó÷àâàìå
∑

n<p≤2n

ln p < 2n ln 2.

Íî
∑

n<p≤2n ln p = θ(2n)− θ(n). Ñëåäîâàòåëíî

θ(2n)− θ(n) < 2n ln 2.

Ñóìèðàéêè çà n = 1, 2, . . . , 2m−1, êúäåòî 2m−1 ≤ x < 2m, ïîëó÷àâàìå

θ(x) ≤ θ(2m) < 2 ln 2 · (2m−1 + · · ·+ 2 + 1) = 2 ln 2 · (2m − 1) < 4 ln 2 · 2m−1.

Ñëåäîâàòåëíî θ(x) < (4 ln 2)x.

Òåîðåìà 2.1.22 Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c, òàêà ÷å c.x < θ(x) çà âñÿêî
x ≥ 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî
(

2n

n

)
=

2n(2n− 1) . . . (n + 1)
n!

.

Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è mp å ìàêñèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî pmp ≤
2n. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1.17

ordp

(
2n

n

)
=

mp∑

i=1

(⌊
2n

pi

⌋
− 2

⌊
n

pi

⌋)
.

Íî b2xc − 2bxc = 0 èëè 1. Ñëåäîâàòåëíî ordp

(
2n
n

) ≤ mp è
(

2n

n

)
≤

∏

p≤2n

pmp .
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Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å

(n + n)(n + n− 1) · · · (n + 1)
n!

≥ 2n

ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å
2n ≤

∏

p≤2n

pmp .

Ëîãàðèòìóâàéêè òîâà íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

n ln 2 ≤
∑

p≤2n

mp ln p.

Òúé êàòî mp =
⌊

ln 2n
ln p

⌋
≤ ln 2n

ln p è
⌊

ln 2n
ln p

⌋
= 1 çà p >

√
2n, òî

n ln 2 ≤
∑

p≤√2n

⌊
ln 2n

ln p

⌋
· ln p +

∑
√

2n<p≤2n

ln p ≤
∑

p≤√2n

ln 2n

ln p
· ln p + θ(2n)− θ(

√
2n).

Àêî îçíà÷èì ñ K áðîÿ íà ïðîñòèòå ÷èñëà ≤ √
2n, òî θ(

√
2n) > K ln 2 è

n ln 2 ≤ K ln 2n−K ln 2 + θ(2n) <
√

2n lnn + θ(2n).

Ñëåäîâàòåëíî
θ(2n) ≥ 2n

(
ln 2
2
− lnn√

2n

)
.

Íî limn→∞ ln n√
n

= 0. Ñëåäîâàòåëíî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè n ñúùåñòâóâà êîíñ-
òàíòà c1 > 0, òàêàâà ÷å

θ(2n) ≥ c1 · 2n.

Àêî 2n ≤ x < 2(n + 1), çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè x å èçïúëíåíî

θ(x) ≥ θ(2n) ≥ c1 · 2n > c1(x− 2) ≥ c2x.

Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæåì äà òâúðäèì (âçåìàéêè ìèíèìàëíàòà èçìåæäó êðàåí
áðîé êîíñòàíòè), ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c > 0, òàêàâà ÷å

θ(x) > c · x

çà x > 2.
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2.2 Ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîñòèòå ÷èñëà.

Òåîðåìà 2.2.1 Ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å p1, p2, . . . , pn ñà âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà.
Ðàçãëåæäàìå ÷èñëîòî a = p1p2 · · · pn +1. Àêî ÷èñëîòî a íå å ïðîñòî, òî òðÿáâà
äà ñå äåëè íà íÿêîå ïðîñòî ÷èñëî pi. Íî òîãàâà pi ùå äåëè 1, êîåòî å íåâúç-
ìîæíî. Ñëåäîâàòåëïî a å ïðîñòî ÷èñëî è î÷åâèäíî å ðàçëè÷íî îò p1, p2, . . . , pn.
Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ñå äúëæè íà äîïóñêàíåòî, ÷å èìà ñàìî êðàåí áðîé
ïðîñòè ÷èñëà.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å ìîæå äà ñå íàìåðè ïðîèçâîëíî ãîëÿìà �äóïêà� ìåæ-
äó äâå ïîñëåäîâàòåëíè ïðîñòè ÷èñëà.

Òåîðåìà 2.2.2 Çà âñÿêî k ñúùåñòâóâàò ïîíå k ïîñëåäîâàòåëíè ÷èñëà, êîèòî íå ñà ïðîñ-
òè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà (k + 1)! + 2, (k + 1)! + 3, . . . ,
(k + 1)! + k + 1. Çà âñÿêî l : 2 ≤ l ≤ k + 1, ÷èñëîòî (k + 1)! + l ñå äåëè íà l.
Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè òåçè k ÷èñëà ñà ñúñòàâíè.

Òâúðäåíèå 2.2.3 Âñÿêî åäíî îò ìíîæåñòâà åñòåñòâåíè ÷èñëà { 4n−1 | n = 1, 2, . . . } è
{ 6n− 1 | n = 1, 2, . . . } ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ðàçãëåæäàìå M =
4n! − 1. Òî íå ìîæå äà èìà ïðîñòè äåëèòåëè ñàìî îò âèäà 4k + 1, çàùîòî
ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå òàêèâà ÷èñëà å ïàê ÷èñëî îò ñúùèÿ âèä: (4k+1)(4l+1) =
4(4kl+k+ l)+1. Ñëåäîâàòåëíî M èìà ïîíå åäèí ïðîñò äåëèòåë îò âèäà 4k−1
è òîçè äåëèòåë íå ìîæå äà áúäå ÷èñëî íåíàäìèíàâàùî n (â ïðîòèâíèÿ ñëó÷àé
ùå äåëè 1). È òàêà çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ñúùåñòâóâà ïðîñòî ÷èñëî îò âèäà
4k−1, êîåòî å ïî-ãîëÿìî îò n. Îñòàâÿéêè n äà ðàñòå íåîãðàíè÷åíî ïîëó÷àâàìå
áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà îò âèäà 4k − 1.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà äðóãîòî òâúðäåíèå îñòàâÿìå çà óïðàæíåíèå íà ÷èòàòåëÿ.

Ãîðíèòå òâúðäåíèÿ ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà çíàìåíèòàòà òåîðåìà Äèðèõëå çà ïðîñòèòå
÷èñëà â àðèòìåòè÷åñêè ïðîãðåñèè:

Òåîðåìà 2.2.4 Âñÿêà àðèòìåòè÷åñêà ïðîãðåñèÿ {an + b | n = 1, 2, . . .}, ñ (a, b) = 1
ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà.

Öåëèòå è îáåìúò íà íàñòîÿùîòî èçëîæåíèå, îáà÷å, íå ïîçâîëÿâàò äà âêëþ÷èì íåéíîòî
äîêàçàòåëñòâîòî.

Ñåãà äà ñå îïèòàìå äà äàäåì íÿêîè ïî-òî÷íè îöåíêè çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå
÷èñëà. Äà îçíà÷èì ñ π(x) áðîÿ íà âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà íåíàäìèíàâàøè x, ò.å.

π(x) def= |{p ïðîñòè | 1 < p ≤ x}|
Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè äàâàò íÿêîè ãðóáè îöåíêè çà π(x).
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Òåîðåìà 2.2.5 π(x) ≥ ln(lnx) çà âñÿêî x ≥ 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì ñ pn n-òîòî ïðîñòî ÷èñëî. Òúé êàòî íèêîå îò
p1, p2, . . . , pn íå äåëÿò p1p2 · · · pn + 1, òî pn+1 ≤ p1p2 · · · pn + 1. Èçïîëçâàéêè
òîçè ôàêò ïî èíäóêöèÿ ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å pn < 22n

. Íàèñòèíà p1 < 221 ,
p2 < 222 è îò pn < 22n ñëåäâà, ÷å

pn+1 ≤ p1p2 · · · pn + 1 < 221
222 · · · 22n

+ 1 = 22n+1−2 + 1 < 22n+1
.

Íî â òàêúâ ñëó÷àé π(22n
) ≥ n. Íåêà ñåãà çà äàäåíî x > 2 öÿëîòî ÷èñëî n å

èçáðàíî òàêà, ÷å een−1
< x ≤ een

. Çà âñÿêî n > 3 å â ñèëà en−1 > 2n, îòêúäåòî
ïðè x > ee ïîëó÷àâàìå

π(x) ≥ π(een−1
) ≥ π(e2n

) ≥ n ≥ ln(lnx).

Ïðè x ≤ ee íåðàâåíñòâîòî å î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 2.2.6 π(x) ≥ ln x

2 ln 2
.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì m = π(x) è äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî
S = {p1, p2, . . . , pm} îò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà ≤ x. Íåêà ñ fS(x) îçíà÷èì áðîÿ
íà âñè÷êè öåëè ÷èñëà n : 1 ≤ n ≤ x, ÷èèòî ïðîñòè äåëèòåëè ñå ñúäúðæàò â S.
Ïðè íàïðàâåíèÿ èçáîð íà S î÷åâèäíî fS(x) = x (ñ÷èòàìå x öÿëî). Îò äðóãà
ñòðàíà êàòî çàïèøåì ïðîèçâîëíî n âúâ âèäà n = t2s, êúäåòî s å ñâîáîäíî îò
êâàäðàòè åñòåñòâåíî ÷èñëî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å t ≤ √

x, à s å ïðîèçâåäåíèå
îò ïðîñòè ÷èñëà îáðàçóâàùè ïîäìíîæåñòâî íà S. Ñëåäîâàòåëíî èìà íàé-ìíîãî
2m âúçìîæíîñòè çà s - òîëêîâà êîëêîòî å áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ïîäìíîæåñòâà
íà S. Ñëåäîâàòåëíî x = fS(x) ≤ 2m√x = 2π(x)√x. Ëîãàðèòìóâàéêè ïîëó÷àâà-
ìå òúðñåíîòî íåðàâåíñòâî.

Â 1798 ã. Ëüîæàíäð ïóáëèêóâà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å

π(x) ≈ x

ln x− 1, 08366
(2.4)

Òàçè ôîðìóëà äàâà äîñòà äîáðî ïðèáëèæåíèå çà x íåíàäìèíàâàùè 108, íî ñ íàðàñòâàíåòî
íà x çàïî÷âà äà ñå ðàçëè÷àâà çíà÷èòåëíî. Â 1848 ã. ðóñêèÿò ìàòåìàòèê ×åáèøåâ äîêàçâà
ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2.7 Çà âñÿêî x ≥ 2 å â ñèëà

θ(x)
ln x

≤ π(x) ≤ 2
θ(x)
ln x

+
√

x.

Äîêàçàòåëñòâî.
θ(x) =

∑

p≤x

ln p ≤ π(x) · ln x,



42 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈß ÍÀ ×ÈÑËÀÒÀ Í. Ë. ÌÀÍÅÂ

êîåòî äàâà ëÿâîòî íåðàâåíñòâî. Îò äðóãà ñòðàíà

θ(x) =
∑

p≤x

ln p =
∑

p≤√x

ln p +
∑

p≥√x

ln p ≥
∑

p≥√x

ln p ≥ [π(x)− π(
√

x)] ln
√

x

=
1
2

lnx[π(x)− π(
√

x)] ≥ 1
2

ln x[π(x)−√x]

Ñëåäîâàòåëíî
2
θ(x)
lnx

≥ π(x)−√x,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå è äÿñíîòî íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 2.2.8 Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè A è B, òàêèâà ÷å çà âñÿêî x ≥ 2 å èçïúëíåíî:

A
x

ln x
< π(x) < B

x

lnx
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.7 π(x) ≥ θ(x)
ln x . Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà

2.1.22 ïîëó÷àâàìå òúðñåíàòà îöåíêà îòëÿâî. Àíàëîãè÷íî îò íåðàâåíñòâàòà

π(x) ≤ 2
θ(x)
ln x

+
√

x è θ(x) < 4x ln 2

äàäåíè ñúîòâåòíî â Òåîðåìà 2.2.7 è Òåîðåìà 2.1.21, è âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å√
x > 1

2 ln x çà x ≥ 1 ïîëó÷àâàìå

π(x) < 8 ln 2
x

ln x
+

1
2

ln x
2
√

x

ln x
< 8 ln 2

x

ln x
+

2x

ln x

Ñëåäîâàòåëíî
π(x) < (2 + 8 ln 2)

x

ln x
.

Ñëåäñòâèå 2.2.9 lim
x→∞

π(x)
x

= 0.

Â 1851 ã. ×åáèøåâ ïðåöèçèðà ðåçóëòàòèòå è ïîêàçâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè x

(0, 92 . . .)
x

ln x
< π(x) ≤ (1, 105 . . .)

x

ln x

Òîâà ïðåäñòàâëÿâà çíà÷èòåëíà ñòúïêà êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òàêà íàðå÷åíàòà
Òåîðåìàòà çà ïðîñòèòå ÷èñëà:

Òåîðåìà 2.2.10 lim
x→∞

π(x) lnx

x
= 1.

Òÿ å äîêàçàíà ïðåç 1896 ã. (ïî÷òè åäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî åäèí îò äðóã) îò Àäàìàð
è äå ëà Âàëå Ïóàñåí èçïîëçâàéêè ñâîéñòâàòà íà êîìïëåêñíîçíà÷íàòà äçåòà-ôóíêöèÿ íà
Ðèìàí, ò.å. ñ àíàëèòè÷íè ìåòîäè. Äîêàçàòåëñòâî áåç èçïîëçâàíå íà êîìïëåêñíèÿ àíàëèç
å ïîëó÷åíî ÷àê â 1949 ã. îò Ñåëáåðã è Åðäüîø (ñúùî íåçàâèñèìî åäèí îò äðóã).

Ñëåäâàùàòà òàáëèöà äàâà ïðåäñòàâà çà ðúñòà íà π(x) è x/ ln(x) â çàâèñèìîñò îò x.



2.2. Ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîñòèòå ÷èñëà. 43

x π(x) bx/ ln(x)c Ëüîæàíäð x π(x) bx/ ln(x)c Ëüîæàíäð
100 25 21 28,4 8 000 1007 890 1012
300 62 52 64,9 104 1 229 1 085 1 230
500 95 80 97,4 105 9 592 8 685 9 588
800 139 119 142,8 6 · 105 49 098 45 096 49 096

1 000 168 144 171,7 106 78 498 72 382 78 543
2 000 303 263 306,9 5 · 106 348 513 324 150 348 644
3 000 430 374 433,4 107 664 579 620 420 665 139
4 000 550 482 554,7 5 · 107 3 001 134 2 820 471 3 004 108
5 000 669 587 672,6 6 · 107 3 562 115 3 350 110 3 565 868
6 000 783 689 787,8 108 5 761 455 5 428 681 5 768 003

Äà îòáåëåæèì, ÷å çà ãîðíèòå ñòîéíîñòè íà x îöåíêàòà (2.4) íà Ëüîæàíäð å ìíîãî ïî-
òî÷íà. Òîâà èëþñòðèðà äîáðå ôàêòà, ÷å òåîðåìàòà çà ïðîñòèòå ÷èñëà å àñèìïòîòè÷åñêè
ðåçóëòàò, ò.å. â ñèëà å çà ìíîãî ãîëåìè n.
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2.3 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è êúì Ãëàâà 2.
Çàäà÷à 2.1 Äîêàæåòå, ÷å àêî n å ñúñòàâíî ÷èñëî, òî ϕ(n) ≤ n−√n.

Çàäà÷à 2.2 Äîêàæåòå, ÷å
∑

(a,n)=1

a =
1
2
nϕ(n).

Çàäà÷à 2.3 Íåêà p è q ñà ïðîñòè ÷èñëà. Äà ñå íàìåðè n, àêî n = pq è ϕ(n) = 120 .

Çàäà÷à 2.4 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî ϕ(n) =
n

2
.

Çàäà÷à 2.5 Ñ êîëêî íóëè çàâúðøâà (â äåñíèÿ êðàé) ÷èñëîòî 100! çàïèñàíî â äåñåòè÷íà
áðîéíà ñèñòåìà.

Çàäà÷à 2.6 Íåêà s(n) å ñóìàòà îò öèôðèòå íà ÷èñëîòî n çàïèñàíî â p-è÷íà áðîéíà
ñèñòåìà. Äà ñå äîêàæå, ÷å pe | n!, íî pe+1 íå äåëè n!, êúäåòî e =

n− s(n)
p− 1

.

Çàäà÷à 2.7 Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíî ÷èñëî n è ðåàëíî ÷èñëî ξ äîêàæåòå, ÷å å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

bξc+
⌊
ξ +

1
n

⌋
+ · · ·+

⌊
ξ +

n− 1
n

⌋
= bnξc.

Çàäà÷à 2.8 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n,
∑

(a,n)=1

e
2πia

n = µ(n).


