
Глава 8

Допирателно пространство на Зариски

Преди да въведем допирателното пространство на Зариски към афинно мно-
гообразие, да напомним комплексното допирателно пространство към комп-
лексно многообразие M в точка p ∈M . В съвкупността на наредените двойки
(U, f), съставени от околност U на p върхуM и холоморфна функция f : U → C
въвеждаме релация∼. Обявяваме (U, f) ∼ (V, g) точно когато съществува окол-
ност W ⊆ U ∩ V на p върху M , така че ограниченията f |W ≡ g|W съвпадат.
Непосредствено се проверява, че ∼ е релация на еквивалентност. Преди всич-
ко, (U, f) ∼ (U, f). Ако (U, f) ∼ (V, g), то (V, g) ∼ (U, f). Ако (U, f) ∼ (V, g) и
(V, g) ∼ (W,h), то (U, f) ∼ (W,h), защото от f |U ′ ≡ g|U ′ за околност U ′ ⊆ U ∩V
на p върху M и от g|V ′ ≡ h|V ′ за околност V ′ ⊆ V ∩W на p върху M следва,
че f |U ′∩V ′ ≡ h|U ′∩V ′ върху околността (U ′ ∩ V ′) ⊆ (U ∩ V ∩ W ) на p върху
M . Класовете на еквивалентност на (U, f) се наричат зародиши на холоморф-
ните функции в p ∈ M . Множеството Op,M на зародишите на холоморфните
функции в p е локален пръстен относно поточковото определените събиране и
умножение. Причина за това е, че необратимите елементи на Op,M образуват
множеството Mp,M на анулиращите се в p зародиши, а те от своя страна са
идеал в Op,M .
Избираме диференцируема крива ρ : (−δ, δ) → M с ρ(0) = p и разглеждаме
изображението

dpρ : Op,M −→ C,

dp(ρ)(f) =
d

dt
[fρ(t)]

∣∣∣
t=0

.

Непосредствено се проверява, че dpρ е диференциране, т.е.

dpρ(fg) = f(p)dpρ(g) + g(p)dpρ(f).

Това ни кара да определим допирателното пространство TpM като линейното
пространство на диференциранията Op,M → C. Ситуацията се пренася и в
алгебричната геометрия.

Определение 8.1. Нека X е неприводимо афинно многообразие, p ∈ X, а
Op,X е локалният пръстен на p с максимален идеал Mp,X . Казваме, че изоб-
ражението D : Op,X → k е k-диференциране, ако
(i) D е k-линейно изображение;
(ii) D(fg) = f(p)D(g) + g(p)D(f) за ∀f, g ∈ Op,X ;
(iii) D(a) = 0 за ∀a ∈ k.
Линейното пространство TpX на k-диференциранията D : Op,X → k се на-
рича допирателно пространство на Зариски.

Лема 8.2. Нека X е неприводимо афинно многообразие и p ∈ X. Тогава допи-
рателното пространство на Зариски

TpX '
(
Mp,X/M

2
p,X

)∗
може да се отъждестви с дуалното на k-линейното пространство Mp,X/M

2
p,X .

По-точно,
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(i) ако Mp,X = 〈f1, . . . , fm〉, то всяко k-диференциране D : Op,X → k се опре-
деля еднозначно от D(f1), . . . , D(fm);
(ii) всяко k-диференциране D : Op,X → k индуцира еднозначно определен k-
линеен функционал D : Mp,X/M

2
p,X → k, доколкото M2

p,X ⊆ Ker(D);
(iii) всеки линеен функционал D : Mp,X/M

2
p,X → k определя еднозначно опре-

делено k-диференциране D : Op,X → k.

Доказателство: (i) Произволна функция f ∈ Op,X се представя във вида

f(x) =
m∑

i=1

fi(x)gi(x)+f(p) с gi ∈ Op,X , защото f(x)−f(p) ∈Mp,X . Следователно

D(f) =
m∑

i=1

gi(p)D(fi) + fi(p)D(gi) +D(f(p)) =
m∑

i=1

gi(p)D(fi),

съгласно fi ∈Mp,X и f(p) ∈ k.
(ii) Ако f, g ∈Mp,X , то D(fg) = f(p)D(g)+ g(p)D(f) = 0, така че D се анулира
върху M2

p,X . Следователно

D : Mp,X/M
2
p,X −→ k,

D(f + M2
p,X) = D(f) за ∀f ∈Mp,X

е коректно оперделено k-линейно изображение.
(iii) Линейният функционал D : Mp,X/M

2
p,X → k може да се разглежда като

линеен функционал D : Mp,X → k, анулиращ се върху M2
p,X . Продължаваме

D до изображение
D : Op,X −→ k,

D(f) = D ([f − f(p)] + f(p)) = D(f − f(p)),
вземайки предвид, че f − f(p) ∈Mp,X . Проверяваме k-линейността на D,

D(f+g) = D(f+g−(f+g)(p)) = D([f−f(p)]+[g−g(p)]) = D(f−f(p))+D(g−g(p)),

D(λf) = D(λf − (λf)(p)) = D(λ(f − f(p))) = λD(f − f(p)).
Ясно е, че D(a) = 0 за ∀a ∈ k. Остава да установим, че D(fg) = f(p)D(g) +
g(p)D(f) за произволни f, g ∈ Op,X . Разлагаме

fg = [(f − f(p)) + f(p)][(g − g(p)) + g(p)] =

[f − f(p)][g − g(p)] + f(p)[g − g(p)] + g(p)[f − f(p)] + f(p)g(p)
с [f−f(p)][g−g(p)] ∈M2

p,X и f(p)[g−g(p)], g(p)[f−f(p)] ∈Mp,X . Следователно
D([f − f(p)][g − g(p)]) = 0 и

D(fg) = D(f(p)[g − g(p)]) +D(g(p)[f − f(p)]) =

f(p)D(g − g(p)) + g(p)D(f − f(p)) = f(p)D(g) + g(p)D(f),
Q.E.D.
Следващото твърдение описва някои зависимости между регулярни изображе-
ния на афинни многообразия и допирателните пространства на Зариски.

Твърдение 8.3. (i) Произволно регулярно изображение ϕ : X → Y на непри-
водими афинни многообразия определя k-линейно изображение

dϕp : TpX → Tϕ(p)Y,

наречено диференциал на ϕ в точка p.
(ii) Ако ϕ : X → Y и ψ : Y → Z са регулярни изображения, то

d(ψϕ)p = dψϕ(p)dϕp

във всяка точка p ∈ X.
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(iii) Тъждественото изображение Id : X → X на афинно многообразие X
индуцира тъждествените изображения d(Id)p = Id : TpX → TpX на всички
допирателни пространства на Зариски TpX.
(iv) Ако ϕ : X → Y е бирегулярно изображение, то във всяка точка p ∈ X
диференциалът dϕp : TpX → Tϕ(p)Y е k-линеен изоморфизъм.

Доказателство: (i) Регулярното изображение ϕ : X → Y индуцира хомо-
морфизъм ϕ∗ : k[Y ] → k[X] на съответните афинни координатни пръстени.
При това, максималният идеал Mϕ(p) / k[Y ] се изобразява в максималния иде-
ал ϕ∗(Mϕ(p)) = Mp / k[X], допълнението k[Y ] \Mϕ(p) се трансформира в до-
пълнението ϕ∗(k[Y ] \Mϕ(p) = k[X] \Mp. Следователно ϕ∗ се продължава до
хомоморфизъм

ϕ∗ : Oϕ(p),Y = (k[Y ] \Mϕ(p))−1k[Y ] −→ (k[X] \Mp)−1k[X] = Op,X

на съответните локални пръстени. За произволно диференциране D : Op,X → k
твърдим, че Dϕ∗ : Oϕ(p),Y → k е диференциране. Преди всичко, композицията
Dϕ∗ на k-линейните изображения ϕ∗ иD е k-линейно изображение. Освен това,
за ∀f, g ∈ Oϕ(p),Y е в сила

Dϕ∗(fg) = D((f ◦ ϕ)(g ◦ ϕ)) =

(f ◦ ϕ)(p)D(g ◦ ϕ) + (g ◦ ϕ)(p)D(f ◦ ϕ) = f(ϕ(p))Dϕ∗(g) + g(ϕ(p))Dϕ∗(f).

Накрая, за всяка константа a ∈ k имаме Dϕ∗(a) = D(a) = 0, така че Dϕ∗ е
диференциране на Oϕ(p),Y . Изображението

dϕp : TpX −→ Tϕ(p)Y

dϕp(D) = Dϕ∗

е k-линейно, защото

dϕp(D1 +D2) = (D1 +D2)ϕ∗ = (D1ϕ
∗) + (D2ϕ

∗) = dϕp(D1) + dϕp(D2) и

dϕp(aD) = (aD)ϕ∗ = a(Dϕ∗) = a[dϕp(D)].

Алтернативен начин за построяване на диференциала dϕp : TpX → Tϕ(p)Y на
ϕ : X → Y в p ∈ X предоставя факта, че ϕ∗Mn

ϕ(p),Y ⊆ Mn
p,X за всяко цяло

n ≥ 0. Следователно ϕ∗ задава коректно изборажение

ϕ∗ : Mϕ(p),Y /M
2
ϕ(p),Y −→Mp,X/M

2
p,X . (8.1)

Тук Mp,X/M
2
p,X еOp,X -модул с анулатор, съдържащ Mp,X , така че Mp,X/M

2
p,X

може да се разглежда като модул или линейно пространство над полето k =
Op,X/Mp,X . Аналогично, Mϕ(p),Y /M

2
ϕ(p),Y е линейно пространство над k и (8.1)

е k-линейно изображение, защото ϕ∗ : k[Y ] → k[X] е хомоморфизъм на k-
алгебри. Дуалното изображение (ϕ∗)∗ = dϕp : TpX → Tϕ(p)Y съвпада с дифе-
ренциала на ϕ в p.
(ii) Нека ϕ : X → Y и ψ : Y → Z са регулярни изображения на неприводи-
ми афинни многообразия, индуциращи хомоморфизмите ϕ∗ : k[Y ] → k[X] и
ψ : k[Z] → k[Y ] на k-алгебри. За произволно диференциране D : Op,X → k
пресмятаме, че d(ψϕ)p(D) = D(ψϕ)∗ = Dϕ∗ψ∗ = dψϕ(p)dϕp.
(iii) Тъждественото изображение Id : X → X на афинно многообразие X ин-
дуцира тъждествения хомоморфизъм

Id∗ : k[X] −→ k[X],

Id∗(f) = fId = f

на афинната координатна алгебра. Следователно за всяко диференциране D :
Op,X → k е изпълнено d(Id)p(D) = DId∗ = D и D(Id)p = Id : TpX → TpX.
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(iv) Ако ϕ : X → Y е бирегулярно изображение, то ϕ−1 : Y → X е регулярно и
ϕ−1ϕ = IdX , ϕϕ−1 = IdY . Вземайки предвид (iii) и (ii) пресмятаме, че

IdTpX = d(IdX)pd(ϕ−1ϕ)p = dϕ−1
ϕ(p)dϕp,

IdTϕ(p)Y = d(IdY )ϕ(p) = d(ϕϕ−1)ϕ(p) = dϕpdϕ
−1ϕ(p)

и стигаме до извода, че dϕp : TpX → Tϕ(p)Y и dϕ−1
ϕ(p) : Tϕ(p)Y → TpX са взаимно

обратни линейни изоморфизми, Q.E.D.
За да докажем, че Mn

p,X/M
n+1
p,X са крайномерни линейни пространства над k,

ни трябва следната

Лема 8.4. Нека R е локален пръстен с максимален идеал M и поле от оста-
тъци k = R/M. Тогава:
(i) за всяко цяло n ≥ 0 факторът Mn/Mn+1 е линейно пространство над k;
(ii) ако (a,+) е подгрупа на (Mn,+), съдържаща Mn+1 и a/mn+1 е k-линейно
подпространство на Mn/Mn+1, то a е идеал в R.

Доказателство: (i) Понеже R-модулът Mn/Mn+1 се анулира от M, можем
да разглеждаме Mn/Mn+1 като модул над R/M = k.
(ii) Фактор-групата

(
a/Mn+1,+

)
е линейно пространство над полето R/M то-

гава и само тогава, когато a/Mn+1 е R-модул, съдържащ M в анулатора си.
Понеже a ⊇ Mn+1, последното е еквивалентно на Ra ⊆ a, т.е. на това a да е
идеал в R, Q.E.D.

Следствие 8.5. Нека R е ньотеров локален пръстен с максимален идеал M
и поле от остатъци k = R/M. Тогава k-линейните пространства Mn/Mn+1

са крайномерни за всички цели n ≥ 0.

Доказателство: Ако допуснем, че линейното пространство Mn/Mn+1 над k
е безкрайномерно, то съществува безкрайна строго растяща редица

a1/M
n+1 $ a2/M

n+1 $ . . . $ al/M
n+1 $ al+1/M

n+1 $ . . .

от k-линейни подпространства на Mn/Mn+1. Прилагайки Лема 8.4 (ii) полу-
чаваме безкрайна строго растяща редица

a1 $ a2 $ . . . $ al $ al+1 $ . . .

от идеали в R. Това противоречи на ньотеровостта на R и доказва, че Mn/Mn+1

е крайномерно пространство на д k, Q.E.D.
Прилагайки Лема 8.4 и Следствие 8.5 към ньотеровата локална област Op,X с
поле от остатъци Op,X/Mp,X = k, получаваме следното

Следствие 8.6. Нека X е неприводимо афинно многообразие, p ∈ X е точка и
Mp,X е максималният идеал на локалния пръстен Op,X . Тогава за всяко цяло
n ≥ 0 факторите Mn

p,X/M
n+1
p,X са крайномерни линейни пространства над k и

всяко k-линейно подпространство на Mn
p,X , съдържащо Mn+1

p,X е идеал в Op,X .
В частност, допирателното пространство на Зариски TpX '

(
Mp,X/M

2
p,X

)
е крайномерно.

От една страна, идеалът Mp,X в ньотеровата област Op,X е крайнопороден.
От друга страна, Mp,X/M

2
p,X е крайномерно линейно пространство над k =

Op,X/Mp,X . Ако Mp,X = 〈f1, . . . , fs〉, то f1 +M2
p,X , . . . , fs +M2

p,X пораждат ли-
нейното пространство Mp,X/M

2
p,X над k. По-точно, всеки елемент на фактора

Mp,X/M
2
p,X е от вида

s∑
i=1

figi + M2
p,X =

s∑
i=1

(fi + M2
p,X)(gi + M2

p,X) =
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s∑
i=1

(fi + M2
p,X)(gi − gi(p) + M2

p,X) +
s∑

i=1

(fi + M2
p,X)(gi(p) + M2

p,X =(
s∑

i=1

figi(p)

)
+ M2

p,X ∈ Spank(f1, . . . , fs) + M2
p,X ,

защото gi − gi(p) ∈ Mp,X . С помощта на следващата Лема на Накаяма ще
установим, че произволен базис на Mp,X/M

2
p,X над k се повдига до система от

пораждащи на максималния идеал Mp,X .

Лема 8.7. (Лема на Накаяма) Нека R е локален пръстен с максимален идеал
M и поле от остатъци k = R/M.
(i) Ако M е крайнопороден R-модул и N е подмодул на M , изпълняващ равен-
ството MM +N = M , то M = N .
(ii) Ако M е крайнопороден R-модул и x1, . . . , xn ∈M са такива, че класовете
x1 + MM, . . . , xn + MM пораждат линейното пространство M/MM над k =
R/M, то x1, . . . , xn пораждат M като R-модул.

Доказателство: (i) Нека N = 0 и MM = M . За да установим, че M = 0,
допускаме противното, M 6= 0 и избираме минимално множество от пораж-
дащи u1, . . . , ur на M като R-модул. Съгласно ur ∈ M = MM съществуват

mi ∈ M, така че ur =
r∑

i=1

miui. Следователно (1 − mr)ur =
r−1∑
i=1

miui, където

1−mr ∈ R\M е обратим елемент на R. Умножавайки почленно с (1−mr)−1 ∈ R
получаваме ur ∈ Ru1 + . . . + Rur−1, което противоречи на минималността на
системата пораждащи u1, . . . , ur на R-модула M . Това доказва, че M = N = 0
в случая N = 0.
В общия случай, от M (M/N) = (MM +N)/N = M/N следва M/N = 0, което
е равносилно на M = N .
(ii) Подмодулът N = Rx1 + . . . + Rxn изпълнява равенството MM + N = M ,
защото всеки елемент x ∈M индуцира клас x+MM от линейното пространство
M/MM = Spank(x1 +MM, . . . , xn +MM). Следователно можем да представим

x+ MM =
n∑

i=1

(ri + M)(xi + MM) чрез някакви ri + M ∈ R/M = k. В резултат,

x −
n∑

i=1

rixi = xo ∈ MM или x ∈ MM +
n∑

i=1

Rxi. Съгласно (i), равенството

MM +N = M е достатъчно за M = N , Q.E.D.
Оттук получаваме следното

Следствие 8.8. Нека X е неприводимо афинно многообразие над поле k, p ∈ X
е точка, Op,X е локалният прастен на p и Mp,X е максималният идеал на
Op,X . В такъв случай, f1, . . . , fs ∈Mp,X пораждат идеала

Mp,X = 〈f1, . . . , fs〉 /Op,X

тогава и само тогава, когато f1 + M2
p,X , . . . , fs + M2

p,X пораждат линейното
пространство

Mp,X/M
2
p,X = Spank(f1 + M2

p,X , . . . , fs + M2
p,X).

Следващите разглеждания дават координатно описание на допирателното прос-
транство на Зариски TpX към афинно многообразие X ⊆ kn.

Лема 8.9. Нека p е точка на афинното пространство kn с локален пръстен
Op,kn . Тогава максималният идеал Mp,kn на Op,kn се поражда от линейните
полиноми x1 − p1, . . . , xn − pn и k-диференциранията(

∂

∂xi

)
p

: Op,kn −→ k, 1 ≤ i ≤ n,
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които са еднозначно определени от(
∂

∂xi

)
p

(xj − pj) = δij =

{
1 за i = j

0 за i 6= j

образуват базис на допирателното пространство на Зариски Tpk
n.

Доказателство: Максималният идеал Mp на точка p = (p1, . . . , pn) ∈ kn в
афинния координатен пръстен k[kn] = k[x1, . . . , xn] се поражда от линейните
полиноми x1 − p1, . . . , xn − pn, т.е.

Mp = 〈x1 − p1, . . . , xn − pn〉k[x1,...,xn].

Твърдим, че
Mp,kn = MpOp,kn .

Включването MpOp,kn ⊆Mp,kn е ясно. Обратно, всеки елемент µ ∈Mp,kn е от
вида µ = f

g за подходящи f ∈ k[x1, . . . , xn] и g ∈ k[x1, . . . , xn]\Mp. Следователно
полиномът f = gµ ∈ k[x1, . . . , xn] се анулира в p и принадлежи на Mp. В
резултат, µ = f

(
1
g

)
∈ MpOp,kn и Mp,kn ⊆ MpOp,kn . С това проверихме, че

Mp,kn = MpOp,kn , така че

Mp,kn = 〈x1 − p1, . . . , xn − pn〉Op,kn .

Съгласно Следствие 8.8, елементите x1 − p1 + M2
p,kn , . . . , xn − pn + M2

p,kn ∈
Mp,kn/M2

p,kn пораждат линейното пространство Mp,kn/M2
p,kn над k. За уста-

новяване на линейната независимост на xi−pi+M2
p,kn за 1 ≤ i ≤ n извършваме

смяна на афинните координати yi = xi − pi за ∀1 ≤ i ≤ n, така че p преминава
в началото 0n ∈ kn. Допускането

n∑
i=1

ai(yi + M2
0n,kn) = M2

0n,kn

за някакви ai ∈ k води до
n∑

i=1

aiyi ∈ M2
0n,kn . От M0n,kn = 〈y1, . . . , yn〉O0n,kn

следва
M2

0n,kn = 〈yiyj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n〉O0n,kn ,

така че
n∑

i=1

aiyi =
∑

1≤i≤j≤n

yiyj
fij

gij

за подходящи fij ∈ k[y1, . . . , yn], gij ∈ k[y1, . . . , yn]\M0n . Привеждайки под общ
знаменател G ∈ k[y1, . . . , yn] \M0n получаваме

n∑
i=1

aiyi =

∑
1≤i≤j≤n

yiyjFij(y1, . . . , yn)

G(y1, . . . , yn)

за някакви полиноми Fij ∈ k[y1, . . . , yn]. Оттук,

G(y1, . . . , yn)

(
n∑

i=1

aiyi

)
=

∑
1≤i≤j≤n

yiyjFij(y1, . . . , yn)

като полиноми на y1, . . . , yn. Сравнявайки хомогенните компоненти на двете
страни от степен 1 извеждаме

G(0, . . . , 0)

(
n∑

i=1

aiyi

)
= 0.
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Съгласно G 6∈ M0n оттук получаваме ai = 0 за ∀1 ≤ i ≤ n и елементите
y1 + M2

0n,kn , . . . , yn + M2
0n,kn се оказват линейно независими над k. С това ус-

тановихме, че x1 − p1 + M2
p,kn , . . . , xn − pn + M2

p,kn е базис на Mp,kn/M2
p,kn .

Възоснова на Tpk
n =

(
Mp,kn/M2

p,kn

)∗
, дуалния базис

(
∂

∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

на

x1− p1 + M2
p,kn , . . . , xn− pn + M2

p,kn е базис на допирателното пространство на
Зариски Tpk

n, Q.E.D.
Преди да формулираме и докажем следващата лема от линейната алгебра
да напомним, че ко-ядрото на линейно изображение ϕ : A → B е фактор-
пространството CoKer(ϕ) = B/Im(ϕ) = B/ϕ(A).

Лема 8.10. (Дуалност на ядрото на линейно изображение с ко-ядрото на спрег-
натото му) Нека L : U → V е линейно изображение на крайномерни прост-
ранства U и V над поле k, а L∗ : V ∗ → U∗, L∗(v∗)(u) = v∗(L(u)) за ∀v∗ ∈ V ∗,
∀u ∈ U е спрегнатото му изображение. Тогава

U∗ = Ker(L)∗ ⊕ Im(L∗).

В частност, CoKer(L∗) ' Ker(L)∗ и L е влагане тогава и само тогава, ко-
гато L∗ е епиморфизъм.

Доказателство: По Теоремата за ранга и дефекта на линейно изображение
на крайномерно пространство, dimU = dim Im(L)+dimKer(L). Нека dimU =
m, dim Im(L) = r, а ur+1, . . . , um е базис на Ker(L). Можем да допълним до
базис u1, . . . , ur, ur+1, . . . , um на U . Тогава v1 = L(u1), . . . , vr = L(ur) е базис на
Im(L), който се допълва до базис v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn на V . Ако u∗1, . . . , u∗m
е дуалният базис на u1, . . . , um, а v∗1 , . . . , v∗n е дуалният базис на v1, . . . , vn, то
L∗(v∗i ) = u∗i за 1 ≤ i ≤ r и L∗(v∗i ) = 0 за r+1 ≤ i ≤ n. По-точно, за ∀r+1 ≤ j ≤ m
е в сила

L∗(v∗i )(uj) = v∗i (L(uj)) = v∗i (0) = 0,

а за ∀1 ≤ j ≤ r е изпълнено

L∗(v∗i )(uj) = v∗i (L(uj))v∗i (vj) = δij =

{
1 за i = j,
0 за i 6= j.

Следователно (Ker(L))∗ = Span(ur+1, . . . , um)∗ = Span(u∗r+1, . . . , u
∗
m), Im(L∗) =

Span(u∗1, . . . , u
∗
r) и (Ker(L))∗ ⊕ Im(L∗) = U∗, Q.E.D.

Координатното описание на допирателното пространство на Зариски на афин-
но пространство kn предоставя следното координатно описание на допирател-
ното пространство на Зариски към афинно многообразие X ⊆ kn.

Твърдение 8.11. Нека X ⊆ kn е неприводимо афинно многообразие, p ∈ X е
точка от него. Тогава допирателното пространство на Зариски TpX към X
в p се влага в допирателното пространство на Зариски

Tpk
n =

{
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

∣∣∣ ai ∈ k

}
' kn

към kn в p. По-точно, ако идеалът I(X) = 〈f1, . . . , fl〉k[x1,...,xn] се поражда от
полиномите f1, . . . , fl ∈ k[x1, . . . , xn], то

TpX =

{
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

∣∣∣ n∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

(fj) = 0 за ∀1 ≤ j ≤ l

}
.
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С други думи, TpX е пространството от решения на хомогенната линейна
система

∂(f1, . . . , fl)
∂x1, . . . , xn)

(p)

 a1

. . .
an

 =



(
∂

∂x1

)
p
(f1) . . .

(
∂

∂xn

)
p
(f1)

. . . . . . . . .(
∂

∂x1

)
p
(fj) . . .

(
∂

∂xn

)
p
(fj)

. . . . . . . . .(
∂

∂x1

)
p
(fl) . . .

(
∂

∂xn

)
p
(fl)




a1

. . .

. . .

. . .
an

 = 0l×1

Доказателство: Тъждественото влагане Id : X → kn индуцира епиморфи-
зъм Id∗ : k[kn] = k[x1, . . . , xn] → k[X] на афинните координатни пръстени
с ядро I(X). За всяка точка p ∈ X, максималният идеал Mp / k[x1, . . . , xn]
на p в афинния координатен пръстен на kn се изобразява върху максимал-
ния идеал Np = Mp/I(X) / k[X] на p в афинния координатен пръстен на
X. Допълненията на тези максимални идеали се изобразяват по съответния
начин, Id∗ : k[x1, . . . , xn] \ Mp → k[X] \ Np, така че Id∗ индуцира епимор-
физъм Id∗ : Op,kn → Op,X на локалните пръстени с ядро I(X)Op,kn . То-
зи епиморфизъм се ограничава до епиморфизъм на k-линейни пространства
Id∗ : Mp,kn →Mp,X с ядро I(X)Op,kn . Оттук получаваме епиморфизъм

L = Id∗ : Mp,kn/M2
p,kn −→Mp,X/M

2
p,X

на k-линейни пространства с ядро Ker(L) = I(X)Op,kn/M2
p,kn . Вземайки пред-

вид, че диференциалът d(Id)p : TpX → Tpk
n е дуалното изображение L∗ на

L, стигаме до извода, че d(Id)p е влагане. Още повече, съгласно Лема 8.10,
ко-ядрото

Tpk
n/TpX = CoKer(L∗) ' (Ker(L))∗ =

(
I(X)Op,kn/M2

p,kn

)∗
.

Естественият епиморфизъм

π : Tpk
n −→ Tpk

n/TpX

действа по правилото

π

(
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

)(
f

g
+ M2

p,kn

)
=

n∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

(
f

g

)
=

1
g(p)

n∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

(f)

за произволни f ∈ I(X), g ∈ k[x1, . . . , xn]\I(X). Следователно ядрото му TpX =

Ker(π) се състои от онези
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p
, които изпълняват

n∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p
(f) = 0

за ∀f ∈ I(X). Произволен полином f ∈ I(X) = 〈f1, . . . , fl〉k[x1,...,xn] може да се

представи във вида f =
l∑

j=1

fjhj чрез подходящи hj ∈ k[x1, . . . , xn] и

(
∂

∂xi

)
p

(f) =
l∑

j=1

hj(p)
(

∂

∂xi

)
p

(fj).

Всеки допирателен вектор v =
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

към kn в p има стойност

v(f) =
n∑

i=1

ai

 l∑
j=1

hj(p)
(

∂

∂xi

)
p

(fj)

 =
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l∑
j=1

hj(p)

(
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

(fj)

)
=

l∑
j=1

hj(p)v(fj).

По този начин v(f) = 0 за ∀f ∈ I(X) тогава и само тогава, когато v(fj) = 0 за
∀1 ≤ j ≤ l, Q.E.D.


