
Глава 11

Теорема на Хартогс за аналитично
продължение. Аналитичност върху
хиперповърхнина при наличие на

непрекъснатост.

В унитарното пространство Cm със скаларно произведение (x, y) =
m∑
i=1

xiyi

разглеждаме индуцираната норма ||z|| =
√

m∑
i=1

|zi|2 и метрика ρ(x, y) = ||x−y||.

За произволна крива γo : [a, b]→ Cm и произволно деление a = t0 < t1 < . . . <
tk = b на интервала [a, b] определяме дължината l(γo) на γo като

l(γo) = sup


k∑
j=1

ρ(γ(tj), γ(tj−1))
∣∣∣∣ k ∈ N, a = t0 < t1 < . . . < tn = b

 .

Ако γo има крайна дължина l(γo) < ∞, то казваме, че γo е ректифицируема
крива. Образът Γo = γo([a, b]) ⊂ Cm също ще наричаме крива в Cm.

Лема 11.1. (Холоморфна зависимост на интеграла от параметър) Нека D ⊂

Cn е област, а Γ = γ

(
m∏
i=1

[ai, bi]
)

= γ1([a1, b1]) × . . . × γm([am, bm]) ⊂ Cm е

компактно Декартово произведение на ректифицируеми криви. Да предполо-
жим, че

g(ζ, z) : Γ×D −→ C
е непрекъсната функция с холоморфни ограничения

g(ζ, ) : ζ ×D −→ C

за ∀ζ ∈ Γ и частните производни

∂g(ζ, z)
∂zj

: Γ×D −→ C

са непрекъснати за ∀1 ≤ j ≤ n. Тогава

G(z) =
∫
Γ

g(ζ, z)dζ

е холоморфна функция в D, с частни производни

∂G

∂zj
(z) =

∫
Γ

∂g(ζ, z)
∂zj

dζ за ∀1 ≤ j ≤ n.

Доказателство: За ∀z ∈ D избираме полидиск P(z, rn) =
n∏
j=1

D(zj , r) ⊂

D. За произволни комплексни числа tj ∈ D(0, r) образуваме векторите hj =

86
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(0, . . . , 0, tj , 0, . . . , 0) ∈ Cn с единствени евентуално ненулеви компоненти tj на
място 1 ≤ j ≤ n. Тогава z + hj ∈ D и разглеждаме диференчните частни

G(z + hj)−G(z)
tj

=
∫
Γ

g(ζ, z + hj)− g(ζ, z)
tj

dζ.

Холоморфността на g(ζ, ) : D → C за произволно фиксирано ζ ∈ Γ ни дава
право да представим тази функция чрез формула на Тейлър от ред 1 с оста-
тъчен член във формата на Лагранж,

g(ζ, z + hj)− g(ζ, z)
tj

=
∂g(ζ, z + θhj)

∂zj
за θ ∈ [0, 1].

В резултат,
G(z + hj)−G(z)

tj
−
∫
Γ

∂g(ζ, z)
∂zj

dζ =
∫
Γ

[
∂g(ζ, z + θhj)

∂zj
− ∂g(ζ, z)

∂zj

]
dζ.

При фиксиране на zo ∈ D функцията ∂g(ζ,zo+θhj)
∂zj

е непрекъсната върху Декар-
товото произведение Γ× [0, 1]×P(z, rn). За произволно 0 < ρ < r затвореният

полидиск P(z, ρ) =
n∏
j=1

D(zj , ρ) ⊂
n∏
j=1

D(zj , r) = P(z, rn) е компактно вложен в

P(z, rn). Следователно ∂g(ζ,zo+θhj)
∂zj

е непрекъсната, а оттам и равномерно неп-

рекъсната върху компакта Γ× [0, 1]×P(z, ρn) 3 (ζ, θ, hj). В частност, за ∀ε > 0
съществува δ > 0, така че за произволни (ζ, θ) ∈ Γ × [0, 1] и tj ∈ D(0, δ) е
изпълнено ∣∣∣∣∂g(ζ, z + θhj)

∂zj
− ∂g(ζ, z)

∂zj

∣∣∣∣ < ε.

В резултат, ∣∣∣∣G(z + hj)−G(z)
tj

−
∫
Γ

∂g(ζ, z)
∂zj

dζ

∣∣∣∣ < εl(γ1) . . . l(γm)

или границата

lim
tj→0

G(z + hj)−G(z)
tj

−
∫
Γ

∂g(ζ, z)
∂zj

dζ

 = 0.

По определението за частна производна съществува
∂G(z)
∂zj

:= lim
tj→0

[
G(z + hj)−G(z)

tj

]
=
∫
Γ

∂g(ζ, z)
∂zj

dζ,

и G(z) е холоморфна, Q.E.D.

Теорема 14. (Теорема на Хартогс за аналитично продължение) Нека Do ⊂
D ⊂ Cm са области, P = P(a, r) = D(a1, r1) × . . . × D(an, rn) ⊂ Cn е по-
лидиск с център a ∈ Cn и поли-радиус r = (r1, . . . , rn) ∈

(
R>0

)n, а торът
T = ∂D(a1, r1) × . . . × ∂D(an, rn) е границата на Шилов на P. Да предполо-
жим, че функцията

f : (P ×Do) ∪ (T ×D) −→ C
изпълнява едновременно следните условия:
(i) f : T ×D → C е непрекъсната;
(ii) f(ζ, ) : D → C е холоморфна за ∀ζ ∈ T ;
(iii) частните производни ∂f

∂zj
: T ×D → C са непрекъснати за ∀1 ≤ j ≤ m;

(iv) f( , a) : P → C е холоморфна функция за всяко a ∈ Do;
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(v) f( , a) : P ∪ T → C е непрекъсната функция за всяко a ∈ Do.
Тогава f има холоморфно продължение

f : P ×D −→ C.

Доказателство: Разглеждаме функцията

F : P ×D −→ C,

F (w, z) =
1

(2πi)n

∫
T

f(ζ, z)
ζ − w

dζ.

От Лема 11.1 за холоморфна зависимост на интеграла от параметър следва
холоморфността на F върху P ×D. По-подробно,

f(ζ, z)
ζ − w

: T × P ×D −→ C

е непрекъсната функция на (ζ, w, z) ∈ T×P×D съгласно (i) и непрекъснатостта
на

f(ζ, z)
ζ − w

: ζ × P × z −→ C.

С други думи, за произволна точка (ζo, wo, zo) ∈ T ×P ×D и произволно ε > 0
съществува δ > 0, така че за всички (ζ, w, z) ∈ T × P ×D с ||ζ − ζo||2 + ||w −
wo||2 + ||z − zo||2 < δ2 да е изпълнено∣∣∣∣f(ζ, z)

ζ − w
− f(ζo, zo)

ζ − w

∣∣∣∣ < ε

2
и

∣∣∣∣f(ζo, zo)
ζ − w

− f(ζo, zo)
ζo − wo

∣∣∣∣ < ε

2
.

В резултат, ∣∣∣∣f(ζ, z)
ζ − w

− f(ζo, zo)
ζo − wo

∣∣∣∣ < ε

и f(ζ,z)
ζ−w : T ×P×D → C е непрекъсната. Твърдим, че за всяко фиксирано ζ ∈ T

ограничението
f(ζ, z)
ζ − w

: ζ × P ×D −→ C

е холоморфно. От една страна, функцията

f(ζ, z)
ζ − w

: ζ × w ×D −→ C

е холоморфна по предположение (ii). От друга страна,

f(ζ, z)
ζ − w

: ζ × P × z −→ C

е холоморфна функция за ∀ζ 6∈ P. По Теоремата на Хартогс за едномерна
и многомерна холоморфност (Теорема 8) получаваме, че f(ζ,z)

ζ−w е холоморфна
функция на (w, z) ∈ P ×D за ∀ζ ∈ T . По-нататък, частните производни

∂

∂wj

[
f(ζ, z)
ζ − w

]
=

f(ζ, z)
(ζj − wj)2

∏
i 6=j

(ζi − wi)
: T × P ×D −→ C

са непрекъснати. По определение това означава, че за ∀ε > 0 и ∀(η, v, a) ∈
T ×P ×D съществува δ > 0, така че за произволна точка (ζ, w, z) ∈ T ×P ×D
с ||ζ − η||2 + ||w − v||2 + ||z − a||2 < δ2 е в сила∣∣∣∣ f(ζ, z)

(ζj − wj)2
∏
i6=j

(ζi − wi)
− f(η, a)

(ηj − vj)2
∏
i 6=j

(ηi − vi)

∣∣∣∣ ≤ |f(ζ, z)− f(η, a)|
|ζj − wj |2

∏
|ζi − wi|

+
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|f(η, a)|
∣∣∣∣ 1
(ζj − wj)2

∏
i 6=j

(ζi − wi)
− 1

(ηj − vj)2
∏
i 6=j

(ηi − vi)

∣∣∣∣ < ε.

Последното неравенство се осигурява от предположение (i) и непрекъснатостта
на 1

(ζj−wj)2
∏
i6=j

(ζi−wi) : T × P → C. За непрекъснатостта на другите частни

производни
∂f(ζ, z)
∂zj

.
1

ζ − w
: T × P ×D −→ C

използваме (iii) и непрекъснатостта на 1
ζ−w : T × P −→ C. По-точно, за

∀(ζo, wo, zo) ∈ T × P × D и ∀ε > 0 съществува δ > 0, така че за произвол-
на точка (ζ, w, z) ∈ T × P × D с ||ζ − ζo||2 + ||w − wo||2 + ||z − zo||2 < δ2 е
изпълнено ∣∣∣∣∂f(ζ, z)

∂zj
.

1
ζ − w

− ∂f(ζo, zo)
∂zj

.
1

ζo − wo

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∂f(ζ, z)
∂zj

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
ζ − w

− 1
ζo − wo

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂f(ζ, z)

∂zj
− ∂f(ζo, zo)

∂zj

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
ζo − wo

∣∣∣∣ < ε.

С това установихме, че функцията ∂f(ζ,z)
ζ−w : T × P × D → C изпълнява ус-

ловията на Лема 11.1 за холоморфна зависимост на интеграла от параметър.
Следователно нейният интеграл F (w, z) = 1

(2πi)n

∫
T

f(ζ,z)
ζ−w dζ зависи холоморфно

от (w, z) ∈ P ×D.
За всяко фиксирано zo ∈ Do функцията f( , zo) : P → C е холоморфна по
условие (iv) и се продължава непрекъснато до f( , zo) : P → C съгласно (v).
По формулата на Коши можем да представим

f(w, zo) =
1

2πi

∫
T

f(ζ, zo)
ζ − w

dζ.

Следователно f(w, zo) = F (w, zo) за ∀w ∈ P и ∀zo ∈ Do. По този начин,
F : P ×D → C се оказва търсеното холоморфно продължение на
f : (P ×Do) ∪ (T ×D)→ C, Q.E.D.
Холоморфността на функция върху гладка хиперповърхнина при наличие на
непрекъснатост се свежда до случая на гладка крива в област на една комп-
лексна променлива.

Лема 11.2. Нека D ⊂ C е област, γ ⊂ D е гладка ректифицируема крива, а
f : D → C е непрекъсната функция с холоморфно ограничение f : D \ γ → C.
Тогава f е холоморфна в D.

Доказателство: Съгласно Теорема 1.14 на Морера, непрекъснатата функция
f : D → C е холоморфна в D стига интегралът∫

∂∆

f(ζ)dζ = 0 (11.1)

за всеки компактно вложен триъгълник ∆ ⊂ D. Ако ∆∩γ = ∅, то f е холомор-
фна в ∆ и Теоремата на Коши дава (11.1). Оттук нататък ще предполагаме, че
γ пресича ∆ и разделя този затворен триъгълник на краен брой криволинейни
затворени триъгълници ∆j , 1 ≤ j ≤ k с по най-много една страна γj ⊂ γ. Да
означим с αj и βj другите две страни на ∆j . Достатъчно е да докажем, че∫

∂∆j

f(ζ)dζ = 0 за ∀1 ≤ j ≤ k, (11.2)
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за да получим (11.1) и да установим верността на лемата. С тази цел, за дос-
татъчно малко δ > 0 да означим с γδj транслацията на γj на разстояние δ по
посока на вътрешната нормала към γj . Гладката крива γδj разделя криволиней-
ния триъгълник ∆j на триъгълник ∆δ

j със страни αδj , βδj , γδj , който се съдържа
в D \ γ и трапец T δj с основи γj , γδj и бедра λδj , µδj , така че αj = αδj ∪ λδj ,
βj = βδj ∪ µδj . По Теоремата на Коши∫

∆δ
j

f(ζ)dζ = 0,

така че ∫
∂∆j

f(ζ)dζ =
∫

∂T δj

f(ζ)dζ. (11.3)

Достатъчно е да докажем, че

lim
δ→0

∫
∂T δj

f(ζ)dζ = 0,

за да получим (11.2), доколкото лявата страна на (11.3) не зависи от δ. Наис-
тина, дължините на бедрата λδj и µδj на T δj клонят към 0 при δ → 0. Съгласно
ограничеността на непрекъснатата функция f : T δj → C върху компактната
затворена обвивка T δj на T δj следва

lim
δ→0

∫
λδj

f(ζ)dζ = 0, lim
δ→0

∫
µδj

f(ζ)dζ = 0.

От друга страна,∫
γδj

f(ζ)dζ −
∫
γj

f(ζ)dζ =
∫
γj

[f(ζ + δν(ζ))− f(ζ)]dζ,

където ν(ζ) ∈ C е единичната нормала към γj в ζ ∈ γj , която сочи към γδj .
Вземайки предвид ректифицируемостта на γj и непрекъснатостта на f полу-
чаваме

lim
δ→0

∫
γδj

f(ζ)dζ −
∫
γj

f(ζ)dζ

 = 0,

откъдето и

lim
δ→0

∫
∂T δj

f(ζ)dζ = lim
δ→0

∫
γδj

f(ζ)dζ −
∫
γj

f(ζ)dζ

+ lim
δ→0

∫
λδj

f(ζ)dζ− lim
δ→0

∫
µδj

f(ζ)dζ = 0,

Q.E.D.

Теорема 15. Нека D ⊂ Cn е област, S ⊂ Cn е гладка хиперповърхнина,
пресичаща D, а f : D → C е непрекъсната функция с холоморфно ограничение
f : D \ S → C. Тогава f е холоморфна в D.

Доказателство: Достатъчно е да установим холоморфността на f в точка
a ∈ S. Без ограничение на общността можем да предполагаме, че a = 0n ∈ Cn
е началото на координатната система и

S ∩ U = {z ∈ U | Imzn = Ψ(z′, Rezn)}
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в околност U ⊂ Cn на 0n ∈ Cn. Съгласно непрекъснатостта на C1-функцията Ψ
в 0n, за всяко β > 0 съществуват α > 0 и полидиск P ′(0n−1, rn−1) ⊂ Cn−1, така
че |Ψ(z′, Rezn)| < β за произволни z′ ∈ P ′(0n−1, rn−1) и zn ∈ C, |Rezn| < α.
Разглеждаме равниннните правоъгълници

G(α, γ) = {zn ∈ C | |Rezn| < α, |Imzn| < γ}

за α, γ ∈ R>0 и ивиците

Go(α, β, γ) = {zn ∈ C | |Rezn| < α, β < Imzn < γ},

с 0 < β < γ, съдържащи се в G(α, γ). За достатъчно малки α, γ ∈ R>0, про-
изведенията P ′(0n−1, rn−1) × G(α, γ) се съдържат в областта D заедно с ком-
пактната си затворена обвивка P ′(0n−1, rn−1) × G(α, γ). Още повече, техните
подобласти P ′(0n−1, rn−1)×Go(α, β, γ) се съдържат в D \ S. Следователно ог-
раниченията f : P ′(0n−1, rn−1) × Go(α, β, γ) → C са холоморфни функции. За
произволно фиксирано z′ ∈ P ′(0n−1, rn−1), функцията

f(z′, ) : G(α, γ) \ S −→ C

е холоморфна и има непрекъснато продължение

f(z′, ) : G(α, γ) −→ C.

Съгласно Лема 11.2, f(z′, ) : G(α, γ) → C е холоморфна функция в целия
правоъгълник G(α, γ). Сега сме в състояние да приложим Теорема 14 на Хар-
тогс за аналитично продължение и да получим холоморфността на функци-
ята f : P ′(0n−1, rn−1) × G(α, γ) → C. В частност, f е холоморфна в точката
a = (0n−1, 0) ∈ P ′(0n−1, rn−1) × G(α, γ). По-точно, ако T ′ = ∂D(0, r) × . . . ×
∂D(0, r) ⊂ Cn−1 е границата на Шилов на полидиска P ′(0n−1, rn−1), то разпо-
лагаме с функция

f : [P ′(0n−1, rn−1)×Go(α, β, γ)] ∪ [T ′ ×G(α, γ)] −→ C,

която е непрекъсната в T ′ ×G(α, γ) ⊂ P ′(0n−1, rn−1)×G(α, γ). За всяко ζ ∈ T ′
ограничението f(ζ, ) : G(α, γ) → C е холоморфна функция. За непрекъсна-
тостта на частните производни ∂f

∂zn
: T ′ × G(α, γ) → C използваме непрекъс-

натостта на ∂f
∂zn

(ζ, ) : G(α, γ) → C за всяко фиксирано ζ ∈ T ′ и интегралните
формули за честните производни (Следствие 1.10). По-точно, около всяка точка
bn ∈ G(α, γ) съществува компактно вложен диск D(bn, ε) ⊂ D(bn, ε) ⊂ G(α, γ),
така че

∂f(ζ, bn)
∂zn

=
1

2πi

∫
∂D(bn,ε)

f(ζ, ζn)
(ζn − bn)2

dζn

за произволно фиксирано ζ ∈ T ′. За ∀(η, bn) ∈ T ′×G(α, γ) и ∀ε > 0 съществува
δ > 0, така че за всички (ζ, zn) ∈ T ′ × G(α, γ) с ||ζ − η||2 + |zn − bn|2 < δ2

и произволни ζn ∈ ∂D(bn, ε) е изпълнено |f(ζ, ζn) − f(η, ζn)| < ε
2 съгласно

непрекъснатостта на f : T ′ ×D(bn, ε)→ C. В резултат,∣∣∣∣∂f(ζ, bn)
∂zn

− ∂f(η, bn)
∂zn

∣∣∣∣ ≤ |f(ζ, ζn)−f(η, ζn)|
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
∂D(bn,ε)

dζn
(ζn − bn)2

∣∣∣∣ < ε

2
. (11.4)

От друга страна, за ∀ζ ∈ T ′ холоморфната функция ∂f
∂zn

(ζ, ) : G(α, γ) → C е
непрекъсната, така че ∣∣∣∣ ∂f∂zn (ζ, zn)− ∂f

∂zn
(ζ, bn)

∣∣∣∣ < ε

2
(11.5)
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след евентуално намаляване на δ. Комбинирайки (11.4) с (11.5) получаваме, че∣∣∣∣ ∂f∂zn (ζ, zn)− ∂f

∂zn
(η, bn)

∣∣∣∣ < ε

и функцията ∂f
∂zn

: T ′ × G(α, γ) → C е непрекъсната. От холоморфността
на f : P ′(0n−1, rn−1) × Go(α, β, γ) → C следва холоморфността на f( , zn) :
P ′(0n−1, rn−1) → C за всяко фиксирано zn ∈ Go(α, β, γ). По същия начин,
непрекъснатостта на f : P ′(0n−1, rn−1) × G(α, γ) → C е достатъчна за непре-
къснатостта на f : P ′(0n−1, rn−1) → C за ∀zn ∈ G(α, γ). С това проверихме
предположенията на Теорема 14 на Хартогс за аналитично продължение. Сле-
дователно функцията f : P ′(0n−1, rn−1)×G(α, γ)→ C е холоморфна, Q.E.D.


