
ЕКСТРЕМАЛНИ ЗАДАЧИ ЗА
ОЦВЕТЯВАНЕ НА ГРАФИ

Автореферат

Недялко Ненов

СУ "‘Св. Климент Охридски"’
Факултет по Математика и Информатика

28.06.2005 г.



�����������

1. �áâ®à¨ç¥áª¨ ®¡§®à.

�à¥§ 1930 £®¤¨  P. Ramsey ¢ [84] ¤®ª §¢  ¥¤® ®¡®¡é¥¨¥   ¯à¨æ¨-
¯    �¨à¨å«¥. � áâ¥ á«ãç ©   â®§¨ à¥§ã«â â á¥ ä®à¬ã«¨à  ¯® á«¥¤¨ï
 ç¨:

�  ¯à®¨§¢®«¨ ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  r ¨ m ≥ 2 áêé¥áâ¢ã¢  ¥áâ¥áâ¢¥®
ç¨á«® N(r,m) â ª®¢ , ç¥  ª® n ≥ N(r,m), â®£ ¢  ¯à¨ ¢áïª® ®æ¢¥âï¢ ¥
  à¥¡à â    ¯ê«¨ï £à ä á n ¢êàå  ¢ r æ¢ïâ  ¨¬  ¯®¤£à ä Km ⊂ Kn,
¢á¨çª¨â¥ à¥¡à    ª®©â® á  ®æ¢¥â¥¨ ¥¤ ª¢®.

K ªâ® ¨ ¯à¨æ¨¯    �¨à¨å«¥, �¥®à¥¬ â    Ramsey ¨¬  ¬®£®
¯à¨«®¦¥¨ï. �¥§¨ ¯à¨«®¦¥¨ï ¨§¨áª¢ â ¤  § ¥¬ ¬¨¨¬ «®â® ¢ê§¬®¦®
N(r,m) ®â ä®à¬ã«¨à ¨ï ¯®-£®à¥ à¥§ã«â â   Ramsey. �®¢  ¬¨¨¬ «®
ç¨á«® á¥  à¨ç  ç¨á«®   Ramsey ¨ á¥ ¡¥«¥¦¨ á R(m, . . . , m︸ ︷︷ ︸

r

). �à¥á¬ï-

â ¥â®   ç¨á« â    Ramsey ¥ ¬®£® âàã¤  § ¤ ç  ¨ ¥ à¥è¥  á ¬® ¢
ïª®«ª® ç áâ¨ á«ãç ï. �¥®à¨ïâ , ª®ïâ® ¢ê§¨ª¢  ¢ê¢ ¢àê§ª  á ç¨á« â 
  Ramsey ¥ ¢ ¦¥ ª«® ¢ �¥®à¨ïâ    £à ä¨â¥ ¨ á¥  à¨ç  �¥®à¨ï  
Ramsey.

� ©-¬ «ª®â® ¨§¢¥áâ® ç¨á«®   Ramsey ¥ R(3, 3) = 6. �  ¯à¨¯®¬¨¬,
ç¥ â®¢  ®§ ç ¢ , ç¥ ¯à¨ ¢áïª® ®æ¢¥âï¢ ¥   à¥¡à â    K6 á ¤¢  æ¢ïâ ,
¥¯à¥¬¥® ¨¬  ¥¤®æ¢¥â¥ âà¨ê£ê«¨ª (§  ªà âª®áâ â®¢  á¢®©áâ¢® é¥
®â¡¥«ï§¢ ¬¥ áêá á¨¬¢®«  K6 −→ (3, 3)) ¨ K5 ï¬  â®¢  á¢®©áâ¢®. �á®
¥, ç¥  ª® £à äêâ G áê¤êà¦  K6, â®£ ¢  G −→ (3, 3). �à¥§ 1967 £®¤¨ 
P. Erdös ¨ A. Hajnal ¢ [17] ä®à¬ã«¨à â á«¥¤¨ï ¯à®¡«¥¬:

�êé¥áâ¢ã¢  «¨ £à ä G −→ (3, 3), ª®©â® ¥ áê¤êà¦  ¯ê«¨ï £à ä á
6 ¢êàå  K6?

�®«®¦¨â¥«¥ ®â£®¢®à   â®§¨ ¢ê¯à®á ¯®çâ¨ ¥¤®¢à¥¬¥® ¤ ¢ â ï-
ª®«ª® ¬ â¥¬ â¨æ¨. � ©-¯à®áâ¨ï â ªê¢ £à ä (á 8 ¢êàå ) ¥ ¯®áâà®¥ ®â
R. Graham ¢ [23] ¯à¥§ 1968 £®¤¨ . �®- â âêª Erdös ¤¥ä¨¨à  ç¨á« â 

Fe(3, 3; 5) = min{|V (G)| : G −→ (3, 3) ¨ K5 6⊂ G};

Fe(3, 3; 4) = min{|V (G)| : G −→ (3, 3) ¨ K4 6⊂ G}
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¨ ¯®áâ ¢ï ª â® ¯à®¡«¥¬ âïå®â® ¯à¥á¬ïâ ¥. �¨á«®â® Fe(3, 3; 5) ¥ ¯à¥á-
¬¥â â® ®ª®ç â¥«® ¯à¥§ 1998 £®¤¨ . � � ¡«¨æ  9.1 á  ®âà §¥¨ à §-
«¨ç¨â¥ ¥â ¯¨ ®â ®æ¥ï¢ ¥â®   Fe(3, 3; 5).

Year Reference Lower Upper

1967 P. Erdos, A. Hajnal [17] ?
1969 M. Schauble [88] 42
1971 R.L. Graham, J. H. Spencer [24] 23
1972 S. Lin [46] 10
1973 R.W. Irving [29] 18
1979 N. Hadziivanov, N. Nenov [37] 16
1980 N. Nenov [55] 11
1981 N. Nenov [59] 15
1985 N. Hadziivanov, N. Nenov [79] 12
1993 M. Erikson [16] 17
1994 J. Bukor [8] 16
1998 Piwakowski et’al. [85] 15

� ¡«¨æ  9.1. �áâ®à¨ï   ®æ¥ï¢ ¥â®   Fe(3, 3; 5) á¯®à¥¤ [85].

�¨á«®â® Fe(3, 3; 4) ¢á¥ ®é¥ ¥ ¥ ¯à¥á¬¥â â®.
�¨á« â  Fe(3, 3; 5) ¨ Fe(3, 3; 4), ª®¨â® áê®â¢¥âá¢ã¢ â   ç¨á«®â®  

Ramsey R(3, 3) = 6, ¯®   «®£¨ç¥  ç¨ á¥ ®¡®¡é ¢ â §  ¯à®¨§¢®«¨
ç¨á«    Ramsey. �à ä¨â¥, ª®¨â® ¢ê§¨ª¢ â ®â â¥§¨ ®¡®¡é¥¨ï, á¥
 à¨ç â £à ä¨   Folkman (¢ ç¥áâ   J. Folkman, ª®©â® ¢ [19] ¤®ª §¢ 
âïå®â® áêé¥áâ¢ã¢ ¥),   ¬¨¨¬ «¨ïâ ¡à®©   ¢êàå®¢¥â¥   £à ä¨â¥  
Folkman, ª®¨â® ¥ áê¤êà¦ â Kn, á¥  à¨ç â ç¨á«    Folkman. �¨á« â 
  Folkman ®¡®¡é ¢ â ç¨á« â    Ramsey ¨ á  ¨§á«¥¤¢ ¨ á¨áâ¥¬® ®â
S. Lin ¢ [46]. �  áâ®ïé â  ¤¨á¥àâ æ¨ï ¨¥ ¨§á«¥¤¢ ¬¥ £à ä¨â¥   Folk-
man, ª â® ®á®¢ â  ¨ æ¥« ¥ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   ®¢¨ ç¨á«    Folkman.
�  £à ä¨â¥   Folkman á  ¯®á¢¥â¥¨ ¬®£® à ¡®â¨, ç áâ ®â ª®¨â® á : [10],
[19], [20], [27], [30], [46], [47], [48], [49], [85], [90] ¨ [92]. �¥â®¤¨â¥,ª®¨â®
à §à ¡®â¢ ¬¥, ¨ ¤ ¢ â ¢ê§¬®¦®áâ ¤  ¯®¤®¡à¨¬ ïª®¨ ®â ¨§¢¥áâ¨â¥
®æ¥ª¨ §  ç¨á« â    Foklman ®â [46] ¨ [48]. �¥§¨ ®¢¨ ®æ¥ª¨, ¢ ïª®¨
á¯¥æ¨ «¨ á«ãç ¨, ¤ ¢ â â®ç¨â¥ áâ®©®áâ¨   ïª®¨ ç¨á«    Folkman.
�® â®§¨  ç¨ ¨¥ ¯à¥á¬ïâ ¬¥ ïª®«ª® ¡¥§ªà ©¨ á¥à¨¨   ç¨á«   
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Folkman.
� ªà ï   â®§¨ ®¡§®à é¥ ®â¡¥«¥¦¨¬ ¨ ¯®áâ¨¦¥¨ïâ , ¯®«ãç¥¨ á

¯®¬®éâ    ª®¬¯îâêà. � [13] ¨ [85] ¯à®ä¥á®à S. Radziszowski ¨ ¥£®¢¨â¥
ãç¥¨æ¨ J. Coles, K. Piwakowski ¨ S. Urbanski, ¨§¯®«§¢ ©ª¨  è¨ï ¯®¤å®¤
ªê¬ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   ç¨á« â    Folkman ¨ ª®¬¯îâêà¨ ¯à®£à ¬¨ § 
£¥¥à¨à ¥   £à ä¨ á ¤ ¤¥¨ á¢®©áâ¢ , ãá¯ï¢ â ¤  ¯à¥á¬¥â â âà¨ ®¢¨
ç¨á«    Folkman. �ª §  á¥, ç¥ ®æ¥ª¨â¥ ®â£®à¥, ª®¨â® ¨¥ ¤ ¢ ¬¥  
â¥§¨ ç¨á«  á  â®ç¨.

�®-¯®¤à®¡® à¥§ã«â â¨â¥ ®â â §¨ ¤¨á¥àâ æ¨ï é¥ ¡ê¤ â ®¯¨á ¨ ¯®
£« ¢¨ ¢ á«¥¤¢ é â  ç áâ   ã¢®¤ .

2. �¯¨á ¨¥   à¥§ã«â â¨â¥.
� §£«¥¦¤ â á¥ á ¬® ªà ©¨ ¨ ¥®à¨¥â¨à ¨ £à ä¨, ¡¥§ ªà â¨ à¥¡à 

¨ ¯à¨¬ª¨. � V (G) ¨ E(G) ®§ ç ¢ ¬¥ áê®â¢¥â® ¬®¦¥áâ¢®â®   ¢êà-
å®¢¥â¥ ¨ ¬®¦¥áâ¢®â®   à¥¡à â    £à ä  G. �®¯ê«¨â¥«¨ïâ £à ä  
£à ä  G é¥ ¡¥«¥¦¨¬ á G. �®¦¥áâ¢®â® ®â p ¢êàå    £à ä  G á¥  à¨ç 
p-ª«¨ª ,  ª® ¢á¥ª¨ ¤¢  ®â âïå á  áêá¥¤¨. � ©-£®«ï¬®â® ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«®
p, §  ª®¥â® G ¨¬  p-ª«¨ª , á¥  à¨ç  ª«¨ª®¢® ç¨á«®   G ¨ á¥ ¡¥«¥¦¨ á
cl(G). �¤® ¬®¦¥áâ¢® ®â ¢êàå®¢¥   £à ä  G, á¥  à¨ç  ¥§ ¢¨á¨¬®,  ª®
¢á¥ª¨ ¤¢  ®â âïå ¥ á  áêá¥¤¨. � ªá¨¬ «¨ïâ ¡à®© ¥§ ¢¨á¨¬¨ ¢êàå®¢¥,
ª®¨â® ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¡¥à¥¬ ¢ G, á¥  à¨ç  ç¨á«®   ¥§ ¢¨á¨¬®áâ   G ¨ á¥
¡¥«¥¦¨ á α(G). �á¨çª¨ ®áâ  «¨ ®§ ç¥¨ï ¨ ¯®ïâ¨ï á  ¤ ¤¥¨ ¢ ¯êà¢ 
£« ¢ .

�  ¤ ¤¥ £à ä G r-à §« £ ¥ (r-®æ¢¥âï¢ ¥)   ¢êàå®¢¥â¥   G  à¨-
ç ¬¥ ¢áïª® à §« £ ¥
(1) V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j.

�ª® ¢áïª® ®â ¬®¦¥áâ¢ â  Vi ¥ ¥§ ¢¨á¨¬® ¬®¦¥áâ¢®, â®£ ¢  ª §¢ ¬¥,
ç¥ (1) ¥ r-åà®¬ â¨ç® à §« £ ¥. � §¢ ¬¥, ç¥ G ¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä,
 ª® â®© ¨¬  ¯®¥ ¥¤® r-åà®¬ â¨ç® à §« £ ¥.

�ªáâà¥¬ «¨â¥ § ¤ ç¨, ª®¨â® à¥è ¢ ¬¥ á  á¢êà§ ¨ á ¤¢¥ ®¡®¡é¥¨ï
  r-åà®¬ â¨ç¨â¥ £à ä¨. �êà¢®â® ®¡®¡é¥¨¥ á  (a1, . . . , ar)-á¢®¡®¤¨â¥
r-à §« £ ¨ï, ªê¤¥â® ai á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« . � §¢ ¬¥, ç¥ r-à §« £ ¥â®
(1) ¥ (a1, . . . , ar)-á¢®¡®¤®,  ª® Vi ¥ áê¤êà¦  ai-ª«¨ª  §  ¢áïª® i = 1, . . . , r.
� â §¨ â¥à¬¨®«®£¨ï r-åà®¬ â¨ç¨â¥ à §« £ ¨ï á  (2, . . . , 2)︸ ︷︷ ︸

r

-á¢®¡®¤¨

r-à §« £ ¨ï. �¨¬¢®«êâ
G

v−→ (a1, . . . , ar)
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®§ ç ¢ , ç¥ G ï¬  (a1, . . . , ar)-á¢®¡®¤® r-à §« £ ¥. �  ¯à®¨§¢®«¨
¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  a1, . . . , ar ¨ q ¤¥ä¨¨à ¬¥

Hv(a1, . . . , ar; q) = {G |G v−→ (a1, . . . , ar) ¨ cl(G) < q}.
�êà¢ â  ¥ªáâà¥¬ «  § ¤ ç , ª®ïâ® à §£«¥¦¤ ¬¥, ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â®   ¬¨-
¨¬ã¬    ¡à®ï   ¢êàå®¢¥â¥   £à ä¨â¥ ®â Hv(a1, . . . , ar; q). �ê¢ ¢àê§ª 
á â §¨ § ¤ ç  ¤¥ä¨¨à ¬¥

Fv(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G ∈ Hv(a1, . . . , ar; q)}.
�á® ¥, ç¥ ®â G

v−→ (a1, . . . , ar) á«¥¤¢  cl(G) ≥ max{a1, . . . , ar}. � [19]
J. Folkman ¤®ª §¢ , ç¥  ª®

q > max{a1, . . . , ar}, â®£ ¢  Hv(a1, . . . , ar; q) 6= ∅.
�«¥¤®¢ â¥«®

(2) Fv(a1, . . . , ar; q) áêé¥áâ¢ã¢  ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.
�¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; q) á¥  à¨ç â ¢êàå®¢¨ ç¨á«    Folkman. �  ¥áâ¥áâ-
¢¥¨â¥ ç¨á«  a1, . . . , ar ¤¥ä¨¨à ¬¥

(3) p = max{a1, . . . , ar} ¨ m =
r∑

i=1

(ai − 1) + 1.

�ç¥¢¨¤® ¥, ç¥

Km
v−→ (a1, . . . , ar) ¨ Km−1

v9 (a1, . . . , ar),

ªê¤¥â® Km ¥ ¯ê«¨ïâ £à ä á m ¢êàå . �«¥¤®¢ â¥«®,  ª® cl(G) ≥ m,
â®£ ¢  G

v−→ (a1, . . . , ar). �â â¥§¨ à §áê¦¤¥¨ï áâ ¢  ïá®, ç¥

(4) Fv(a1, . . . , ar; q) = m,  ª® q > m.

�®à ¤¨ â®¢ , ¨â¥à¥á¨ á  â¥§¨ ç¨á«    Folkman Fv(a1, . . . , ar; q), § 
ª®¨â® q ≤ m. � [47] Luczak ¨ Urbanski ¤®ª §¢ â, ç¥

(5) Fv(a1, . . . , ar; m) = m + max{a1, . . . , ar}.
�  ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; q), q ≤ m−1 § ¥¬ ¬®£® ¬ «ª®. �¨¥ ¯®«ãç ¢ ¬¥
®æ¥ª¨ §  ïª®¨ ®â ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; q), q ≤ m − 1, ª â® ¢ ïª®¨
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á¯¥æ¨ «¨ á¨âã æ¨¨ à §£«¥¦¤ ¨â¥ ¢êàå®¢¨ ç¨á«    Folkman á  ¯à¥á-
¬¥â â¨ â®ç®.

�áïª® à §« £ ¥

(6) E(G) = E1 ∪ . . . ∪ Er, Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j

á¥  à¨ç  r-®æ¢¥âï¢ ¥   à¥¡à â    £à ä  G. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ-
¢¥¨ ç¨á«  ¨ ai ≥ 2, i = 1, . . . , r. �ª® K ¥ ª«¨ª    G ¨ E(K) ⊆ Ei,
ª §¢ ¬¥ ç¥ K ¥ ¥¤®æ¢¥â  ª«¨ª  ®â i-â¨ï æ¢ïâ. � §¢ ¬¥, ç¥ (6) ¥
(a1, . . . , ar)-á¢®¡®¤® r-à §« £ ¥,  ª® §  ¢áïª® i ∈ {1, . . . , r} ¥ áêé¥áâ¢ã¢ 
¥¤®æ¢¥â  ai-ª«¨ª  ®â i-â¨ï æ¢ïâ. �¨¬¢®«êâG

e−→ (a1, . . . , ar) ®§ ç ¢ ,
ç¥ G ï¬  (a1, . . . , ar)-á¢®¡®¤® r-®æ¢¥âï¢ ¥   à¥¡à â . �¥ä¨¨à ¬¥

He(a1, . . . , ar; q) = {G |G e−→ (a1, . . . , ar) ¨ cl(G) < q}.

�â®à â  ®á®¢  § ¤ ç , ª®ïâ® à §£«¥¦¤ ¬¥ ¥  ¬¨à ¥â®   ¬¨¨-
¬ã¬    ¡à®ï   ¢êàå®¢¥â¥   £à ä¨â¥ ®â He(a1, . . . , ar; q). �ê¢ ¢àê§ª  á
â §¨ § ¤ ç  ¤¥ä¨¨à ¬¥

Fe(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G ∈ He(a1, . . . , ar; q)}.

�ïà® ¥, ç¥

(7) Fe(a1, . . . , ar; q) áêé¥áâ¢ã¢  ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.

� á«ãç ï r = 2, â¢êà¤¥¨¥â® (7) ¥ ¤®ª § ® ®â J. Folkman ¢ [19],   ¢
®¡é¨ï á«ãç © â®¢  â¢êà¤¥¨¥ ¥ ¤®ª § ® ®â J. Nešetřil ¨ V. Rödl ¢ [81].
�¨á« â  Fe(a1, . . . , ar; q) á¥  à¨ç â à¥¡à¥¨ ç¨á«    Folkman.

�à¨¯®¬ï¬¥, ç¥ ç¨á«®â®   Ramsey R(a1, . . . , ar) á¥ ¤¥ä¨¨à  ª â®
 ©-¬ «ª®â® ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«® n, §  ª®¥â® Kn

e−→ (a1, . . . , ar). �â â §¨
¤¥ä¨¨æ¨ï áâ ¢  ïá®, ç¥

(8) Fe(a1, . . . , ar; q) = R(a1, . . . , ar),  ª® q > R(a1, . . . , ar).

�®à ¤¨ â®¢ , ç¨á« â    Ramsey á  á¯¥æ¨ «¥ á«ãç ©   à¥¡à¥¨â¥ ç¨á« 
  Folkman. �§¢¥áâ¨ á  ¬®£® ¬ «ª® ®â ç¨á« â  Fe(a1, . . . , ar) ¤ ¦¥ ¢
á¨âã æ¨ïâ , ª®£ â® R(a1, . . . , ar) ¥ ¯à¥á¬¥â â®. �é¥ ¯à¥¤¨ 38 £®¤¨¨
P. Erdös ¯®áâ ¢ï ª â® ¯à®¡«¥¬ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   ç¨á«®â® Fe(3, 3; 5). �®§¨
¯à®¡«¥¬ ¥ à¥è¥ ®ª®ç â¥«® ¯à¥§ 1998 £®¤¨  ¢ [85]. �®ç â  áâ®©®áâ
  â®¢  ç¨á«® ¥ 15. � â §¨ ¤¨á¥àâ æ¨ï ¨¥ à §£«¥¦¤ ¬¥  è¨ï ¯à¨®á
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(¥à ¢¥áâ¢®â® Fe(3, 3; 5) ≤ 15) ªê¬ à¥è ¢ ¥â®   â®§¨ ¯à®¡«¥¬  
P. Erdös. �à¥á¬ïâ ¬¥ ®é¥ ç¥â¨à¨ à¥¡à¥¨ ç¨á«    Folkman,   ¨¬¥®
ç¨á« â 

Fe(3, 4; 9) = 14, Fe(3, 3, 3; 16) = 21,

Fe(3, 3, 3; 15) = 23, Fe(3, 3, 3; 14) = 25.

�â®à®â® ®¡®¡é¥¨¥   r-åà®¬ â¨ç¨â¥ £à ä¨, ª®¥â® à §£«¥¦¤ ¬¥ ¥
á«¥¤®â®:

� §¢ ¬¥, ç¥ £à äêâ G ¥ ®¡®¡é¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä,  ª® áêé¥áâ-
¢ã¢  r-à §« £ ¥ (1)   V (G) â ª®¢ , ç¥

(9) d(v) ≤ |V (G)| − |Vi|, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r,

ªê¤¥â® d(v) ¥ áâ¥¯¥â    ¢êàå  v.
�ª® Vi ¥ ¥§ ¢¨á¨¬® ¬®¦¥áâ¢®, â®£ ¢  ¥à ¢¥áâ¢®â® (9) ¥ ¨§¯ê«¥®,

âê© ª â®  ª® v ∈ Vi, áêá¥¤¨â¥ ¬ã ¯à¨ ¤«¥¦ â   V (G)\Vi. �à¨ ä¨ªá¨-
à ¨ ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  n ¨ r ¯à¥á¬ïâ ¬¥ ¬ ªá¨¬ã¬    ¡à®ï   à¥¡à â 
  n-¢êàå®¢¨â¥ ®¡®¡é¥¨ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨. �®«ãç¥¨â¥ à¥§ã«â â¨
à §è¨àï¢ â, ®¡®¡é ¢ â ¨ ¤®¯ê«¢ â ª« á¨ç¥áª â  â¥®à¥¬    Turan, âê©
ª â® ª« áêâ   ®¡®¡é¥¨â¥ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨ ¢ª«îç¢  ¢ á¥¡¥ á¨ ª« á 
  £à ä¨â¥, ª®¨â® ¥ áê¤êà¦ â (r + 1)-ª«¨ª .

�¥ ä®à¬ã«¨à ¬¥ ¯®-â®ç® ®á®¢¨â¥ à¥§ã«â â¨ ¢ê¢ ¢áïª  £« ¢ .

����� 1. �¥ä¨¨à â á¥ ¥®¡å®¤¨¬¨â¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ®§ ç¥¨ï ®â
�¥®à¨ï   £à ä¨â¥.

����� 2. r-à §« £ ¥â® (1) á¥  à¨ç  p-¯«êâ®,  ª® ®¡¥¤¨¥¨¥â®
  ¢á¥ª¨ p ®â ¬®¦¥áâ¢ â  Vi áê¤êà¦  p-ª«¨ª . � §¢ ¬¥, ç¥ £à äêâ G
¥ p-¯«êâ¥,  ª® ¢áïª® χ(G)-åà®¬ â¨ç® à §« £ ¥, ªê¤¥â® χ(G) ¥ åà®¬ -
â¨ç®â® ç¨á«®   G, ¥ p-¯«êâ®. �á®¢¨ïâ à¥§ã«â â ¢ê¢ ¢â®à  £« ¢  ¥
á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  2.2. �¥ª  G ¥ £à ä, â ªê¢ ç¥ χ(G) = r ¨ cl(G) < r.
�ª® G ¥ p-¯«êâ¥, â®£ ¢ 

( ) |V (G)| ≥ r + p;

(¡) ®â |V (G)| = r + p á«¥¤¢  G = Kr−p−1 + C2p+1.

� Cn ®§ ç ¢ ¬¥ ¯à®áâ¨ï æ¨ªê« á ¤ê«¦¨  n. �¥®à¥¬  2.2 ¢ á«ãç ï
p = 2 ¥ ¤®ª §   ®â G. Dirac ¢ [14]. � §¨ â¥®à¥¬  ¨£à ¥ ¢ ¦  à®«ï ¢
����� 9 ¯à¨ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   ç¨á«®â® Fe(3, 4; 9).
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����� 3. �§á«¥¤¢ â á¥ ¢êàå®¢¨â¥ ç¨á«    Folkman ¨ á¥ ¤®ª §¢ â
ïª®¨ ®á®¢¨ â¥å¨ á¢®©áâ¢ . �®ª §   ¥ á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  3.1. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  ¨ ç¨á« â  m ¨
p á  ¤¥ä¨¨à ¨ á à ¢¥áâ¢ â  (3). �¥ª  G ¥ £à ä ¨ G

v−→ (a1, . . . , ar).
�®£ ¢  χ(G) ≥ m ¨  ª® χ(G) = m, £à äêâ G ¥ p-¯«êâ¥.

� ªâ® ¢¥ç¥ ®â¡¥«ï§ å¬¥ ¯®-£®à¥, ¨â¥à¥á¨ á  á ¬® ç¨á« â 
Fv(a1, . . . , ar; q), §  ª®¨â® q ≤ m. �  ¨§á«¥¤¢ ¥   ç¨á« â  ®â â®§¨ â¨¯
¢ ¦® § ç¥¨¥ ¨¬  á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  3.4. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« . �¥ª  G ¥
£à ä, â ªê¢ ç¥ G

v−→ (a1, . . . , ar) ¨ cl(G) < m. �®£ ¢  ¥ ¢ïà® ¥à ¢¥-
áâ¢®â® π(G) ≥ p.

�¨á«®â® π(G) ®§ ç ¢  ¬ ªá¨¬ «¨ï ¡à®© ¥§ ¢¨á¨¬¨ (¡¥§ ®¡é ¢àêå)
à¥¡à , ª®¨â® ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¡¥à¥¬ ¢ G. � ¯®¬®éâ    �¥®à¥¬  3.4 ¤ ¢ ¬¥
®¢¨ ¨ ¥«¥£ â¨ ¤®ª § â¥«áâ¢    á«¥¤¨â¥ à¥§ã«â â¨:

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.1, [47] �¥ª  G
v−→ (a1, . . . , ar) ¨ cl(G) < m. �®£ ¢ 

|V (G)| ≥ m + p.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.2, [48] �¥ª  G
v−→ (a1, . . . , ar) ¨ cl(G) < m ¨ |V (G)| =

m + p. �®£ ¢  G = Km−p−1 + C2p+1.
�á®¢¨ïâ à¥§ã«â â ¢ âà¥â  £« ¢  ¥:

�¥®à¥¬  3.5. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  ¨ G ¥ £à ä á
cl(G) < m− 1 ¨ G

v−→ (a1, . . . , ar). �®£ ¢ 
( ) |V (G)| ≥ m + p + α(G)− 1;

(¢) �ª® |V (G)| = m + p + α(G) − 1, â®£ ¢  G áê¤êà¦  ª â®
¯®¤£à ä £à ä  Km−p−2 + Lp. �®à ¤¨ â®¢  |V (G)| ≥ m + 3p.

�¨á« â  m ¨ p á¥ ¤¥ä¨¨à â á à ¢¥áâ¢®â® (3),   Lp ¥ ª®ªà¥â¥ £à ä,
¤¥ä¨¨à  ¢ ����� 3.

� [48] ¥ ¤®ª § ® ¥à ¢¥áâ¢®â®:

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) ≥ m + p + 1.

�®¢  ¥à ¢¥áâ¢® ¥ ¥ â®ç®, âê© ª â® ¤®ª §¢ ¬¥ á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  3.6. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  ¨ m ≥ p + 2.
�®£ ¢ 

F (a1, . . . , ar; m− 1) ≥ m + p + 2.
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� á¯¥æ¨ «¨ï á«ãç © a1 = · · · = ar = 2, r ≥ 5, ¥à ¢¥áâ¢®â® ®â
�¥®à¥¬  3.6 ¥ â®ç®.

����� 4. �â (2) áâ ¢  ïá®, ç¥

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) áêé¥áâ¢ã¢ ⇐⇒ m ≥ p + 2,

�¨á« â  m ¨ p á  ¤¥ä¨¨à ¨ á à ¢¥áâ¢ â  (3). � â §¨ £« ¢  à §-
£«¥¦¤ ¬¥ £à ¨ç¨ï á«ãç © m = p + 2. � ã¢®¤ â  ç áâ   ����� 4
¨§ïáï¢ ¬¥, ç¥ ®â m = p + 2 á«¥¤¢ , ç¥ ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; m − 1) á 
á«¥¤¨â¥:

Fv(2, 2, 2; 3); Fv(2, 2, p; p + 1) ¨ Fv(3, p; p + 1) ¯à¨ p ≥ 3.

� [50] J. Mycielski ¤®ª §¢ , ç¥ Fv(2, 2, 2; 3) ≤ 11,   ¢ [10] V. Chvatal
¤®ª §¢ , ç¥ Fv(2, 2, 2; 3) ≥ 11. � ª , ç¥ Fv(2, 2, 2; 3) = 11. � â §¨ £« ¢ 
à §£«¥¦¤ ¬¥ ®áâ  «¨â¥ ç¨á«  Fv(2, 2, p; p + 1) ¨ Fv(3, p; p + 1), ªê¤¥â®
p ≥ 3. � [48] ¥ ¤®ª § ®, ç¥

2p + 3 ≤ Fv(3, p; p + 1) ≤ 2p2 + 1.

�¨¥ ãá¨«¢ ¬¥ â®§¨ à¥§ã«â â ª â® ¤®ª §¢ ¬¥, ç¥:

�¥®à¥¬  4.1. �  ¢áïª® ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«® p ≥ 3 á  ¢¥à¨ ¥à ¢¥-
áâ¢ â 

2p + 4 ≤ Fv(2, 2, p; p + 1) ≤ Fv(3, p; p + 1) ≤ 4p + 2.

�â �¥®à¥¬  4.1 á«¥¤¢  Fv(3, 3; 4) ≤ 14. �®¢  ¥à ¢¥áâ¢® ¤®ª §¢ ¬¥
¯à¥§ 1981 £®¤¨  ¢ [59]. � ¯®¬®éâ    ª®¬¯îâêà ¯à¥§ 1998 £®¤¨  ¢ [85]
¥ ¤®ª § ®, ç¥ Fv(3, 3; 4) ≥ 14. � ª , ç¥ Fv(3, 3; 4) = 14. �®¢  ¥ ¢â®à®â®
¯à¥á¬¥â â® ç¨á«® ®â à §£«¥¦¤ ¨ï â¨¯.

�  ç¨á« â  Fv(2, 2, p; p+1) ¯®«ãç ¢ ¬¥ ¤àã£  ®æ¥ª  ®â£®à¥ á ¯®¬®éâ 
 :

�¥®à¥¬  4.2. �¥ª  p ≥ 2, r ¨ q á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  â ª¨¢ , ç¥

R(3, p) + 2r < R(3, q).

�®£ ¢  Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; q) ≤ R(3, p) + 2r. �â �¥®à¥¬  4.2 ¯®«ãç ¢ ¬¥
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�«¥¤áâ¢¨¥ 4.1. �¥à¨ á  ¥à ¢¥áâ¢ â 

Fv(2, 2, 4; 5) ≤ 13;

Fv(2, 2, 6; 7) ≤ 22;

Fv(2, 2, 7; 8) ≤ 27;

Fv(2, 2, 8; 9) ≤ 32;

Fv(2, 2, 9; 10) ≤ 40,  ª® R(3, 10) 6= 40.

�êà¢¨â¥ ç¥â¨à¨ ¥à ¢¥áâ¢  ¤ ¢ â ¯®-¤®¡à  ®æ¥ª  ®â �¥®à¥¬  4.1. � 
ç¨á«®â® F (2, 2, 9; 10) ®¡ ç¥ ®â �¥®à¥¬  4.1 ¯®«ãç ¢ ¬¥ ¯®-¤®¡à â  ®æ¥ª 
®â£®à¥ 38.

�â¥à¥á® ¥ ¤  ®â¡¥«¥¦¨¬, ç¥ §  ç¨á«®â® F (2, 2, 5; 6), �¥®à¥¬  4.2 ¥
¥ ¯à¨«®¦¨¬ , ¯®¥¦¥ R(3, 6) = R(3, 5)+4. �ê© ª â® R(3, 7) > R(3, 5)+6,
®â �¥®à¥¬  4.2 (r = 3, p = 5 ¨ q = 7) á«¥¤¢ 

Fv(2, 2, 2, 5; 7) ≤ 20.

�®- â âêª á¥ ¯à¥á¬ïâ â ®é¥ ¤¢¥ ç¨á«  ®â à §£«¥¦¤ ¨ï â¨¯:

Fv(2, 2, 4; 5) = 13 (�¥®à¥¬  4.4) ¨

Fv(3, 4; 5) = 13 (�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2).

� ªà ï   ����� 4 à §£«¥¦¤ ¬¥ ¨ ç¨á« â  ®â ¢¨¤ 

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; r + p− 1) = Fv(2r, p; r + p− 1)

Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

, p; 2r + p− 1 = Fv(3r, p; 2r + p− 1).

�  â¥§¨ ç¨á«  ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  4.6. �  ¢á¥ª¨ ¤¢¥ ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  p ≥ 3 ¨ r ≥ 2 á 
¢¥à¨ ¥à ¢¥áâ¢ â 

2p + r + 2 ≤ Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ 4p + r.

�¥®à¥¬  4.7. �¥ª  p ≥ 3 ¨ r ≥ 1 á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« . �®£ ¢ 

2p + 2r + 2 ≤ Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ 4p + 2r.
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����� 5. � §£«¥¦¤ â á¥ ç¨á« â    Folkman Fv(a1, . . . , ar; q),
ª®£ â® max{a1, . . . , ar} = 2, â.¥. ç¨á« â 

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

; q) = Fv(2r; q).

�â (4) ¨¬ ¬¥ Fv(2r; q) = r + 1,  ª® q > r + 1. �ê£« á® (5) ¨¬ ¬¥
Fv(2r; r + 1) = r + 3. �  á«¥¤¢ é®â® ç¨á«® Fv(2r; r) ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  5.1. �¥à¨ á  à ¢¥áâ¢ â 

Fv(2r; r) =

{
11,  ª® r = 3 ¨«¨ r = 4;

r + 5,  ª® r ≥ 5.

� ªâ® ®â¡¥«ï§ å¬¥ ¯®-£®à¥ ¢ á«ãç ï r = 3 �¥®à¥¬  5.1 ¥ ¤®ª §   ¢
[50] ¨ [10]. �¨¥ ¤®ª §¢ ¬¥ �¥®à¥¬  5.1 ¯à¨ r ≥ 4. �¥ ®â¡¥«¥¦¨¬, ç¥
¤®ª § â¥«áâ¢®â®   â¥§¨ â¥®à¥¬¨ ¢ á«ãç ï r = 4 ¥ § ç¨â¥«® ¯®-á«®¦®
®âª®«ª®â® ¢ á«ãç ï r ≥ 5.

�à¨ r ≥ 5 �¥®à¥¬  5.1 ¥ ãá¨«¥  ¯® á«¥¤¨ï  ç¨:

�¥®à¥¬  5.5. �¥ª  G ¥ £à ä â ªê¢, ç¥

G
v−→ (2r), cl(G) < r ¨ |V (G)| = Fv(2r; r),

ªê¤¥â® r ≥ 5. �®£ ¢  G = Kr−5 + C5 + C5.
� §£«¥¤ ¨ á  ¨ ç¨á« â    Folkman Fv(2r; r − 1) ¨ Fv(2r; r − 2).

�®ª § ¨ á  á«¥¤¨â¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬¨:

�¥®à¥¬  5.7. �¥ª  r ¥ ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«® ¨ r ≥ 4. �®£ ¢ 
( ) Fv(2r; r − 1) ≥ r + 7;

(¢) Fv(2r; r − 1) = r + 7,  ª® r ≥ 8.

�¥®à¥¬  5.9. �¥ª  r ≥ 5 ¥ ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«®. �®£ ¢ 
( ) Fv(2r, r − 2) ≥ r + 9;

(¢) Fv(2r, r − 2) = r + 9,  ª® r ≥ 11.

����� 6. � §£«¥¦¤ â á¥ ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; m − 1), ª®£ â®
max{a1, . . . , ar} = 3 ¨«¨ 4. �ª® max{a1, . . . , ar} = 3, áê£« á® (2) ç¨á«®â®
Fv(a1, . . . , ar; m − 1) áêé¥áâ¢ã¢  â®£ ¢  ¨ á ¬® â®£ ¢ , ª®£ â® m ≥ 5. �
£à ¨ç¨ï á«ãç © m = 5 ¨¬  ¤¢¥ â ª¨¢  ç¨á« : Fv(3, 3; 4) ¨ Fv(2, 2, 3; 4).
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� �« ¢  4 ¢¨¤ïå¬¥, ç¥ Fv(3, 3; 4) = 14. �â �¥®à¥¬  4.1 ¨¬ ¬¥
Fv(2, 2, 3; 4) ≤ 14. � ªà ï   ®ªâ®¬¢à¨ 2004 £®¤¨  ¢ [13] á¥ ¯®ï¢¨  ®á,
á¯®à¥¤ ª®©â® F (2, 2, 3; 4) = 14. �  á¥£  ï¬  ¯®¤à®¡  ¯ã¡«¨ª æ¨ï ¢ê¢
¢àê§ª  á â®§¨  ®á.

�ª® max{a1, . . . , ar} = 3 ¨ m = 6, â®£ ¢  ¨¬  ¤¢¥ ç¨á«  ®â ¢¨¤ 

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) : Fv(2, 2, 2, 3; 5) ¨ Fv(2, 3, 3; 5).

�  â¥§¨ ç¨á«  ¤®ª §¢ ¬¥

�¥®à¥¬  6.1. Fv(2, 2, 2, 3; 5) = Fv(2, 3, 3; 5) = 12.
�¨á« â    Folkman ®â ¢¨¤ 

Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

, q) = Fv(3r; q)

á¥  à¨ç â âà¨ê£ê«¨ ç¨á«    Folkman. �â (4) ¨¬ ¬¥ Fv(3r; q) = 2r+1,
 ª® q > 2r + 1. �ê£« á® (5), Fv(3r; 2r + 1) = 2r + 4. � â §¨ £« ¢  ¨¥
¯à ¢¨¬ á«¥¤¢ é â  áâê¯ª  ªê¬ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   âà¨ê£ê«¨â¥ ç¨á«   
Folkman ª â® ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  6.4.

Fv(3r; 2r) = 2r + 7, r ≥ 3.

�ª® max{a1, . . . , ar} = p, ç¨á«®â® Fv(a1, . . . , ar; m− 1) § ¢¨á¨ ®â ç¨á«®â®
Fv(2, 2, p; p + 1). �®¢  áâ ¢  ïá® ®â á«¥¤¢ é â  â¥®à¥¬ , ª®ïâ® ¤®¯ê«¢ 
�¥®à¥¬  3.6.

�¥®à¥¬  6.5. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  ¨ §  âïå m ¨
p á  ¤¥ä¨¨à ¨ á à ¢¥áâ¢ â  (3), ª â® m ≥ p + 2 ¨ p ≥ 3. �®£ ¢ ,
 ª® F (2, 2, p; p + 1) ≥ 2p + 5, ¥ ¢ïà® ¥à ¢¥áâ¢®â®

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) ≥ m + p + 3

�§á«¥¤¢ ¥â®   ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; m − 1), ªê¤¥â® m ≥ 6 ¨
max{a1, . . . , ar} = 3 § ¢êàè¢  á âïå®â® ®ª®ç â¥«® ¯à¥á¬ïâ ¥.

�¥®à¥¬  6.7. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« , §  ª®¨â® p ¨
m á  ¤¥ä¨¨à ¨ á à ¢¥áâ¢ â  (3). �ª® p = 3 ¨ m ≥ 6, â®£ ¢ 

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) = m + 6.
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�ê£« á® (2), ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; m− 1), max{a1, . . . , ar} = 4, áêé¥áâ-
¢ã¢ â â®£ ¢  ¨ á ¬® â®£ ¢ , ª®£ â® m ≥ 6. � à §à ¡®â¥ â  ¢ â §¨ £« ¢ 
â¥å¨ª  ¯à¥á¬ïâ ¬¥ â¥§¨ ç¨á« .

�¥®à¥¬  6.8. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« , §  ª®¨â® p ¨
m á  ¤¥ä¨¨à ¨ á à ¢¥áâ¢ â  (3). �ª® p = 4 ¨ m ≥ 6, â®£ ¢ 

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) = m + 7.

� ªà ï   6-â  £« ¢  á¥ à §£«¥¦¤ â ¨ ç¨á« â  Fv(a1, . . . , ar; m − 1),
ª®£ â® max{a1, . . . , ar} = 5. �ê£« á® (2) â¥§¨ ç¨á«  áêé¥áâ¢ã¢ â â®£ ¢ 
¨ á ¬® â®£ ¢ , ª®£ â® m ≥ 7. � [48] ¥ ¤®ª § ®, ç¥

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) ≤ m + 25,  ª® m ≥ 12.

�êé® ¢ [48] ¥  ®á¨à ® ¡¥§ ¤®ª § â¥«áâ¢® ¥à ¢¥áâ¢®â®

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) ≤ 77− 3m, 8 ≤ m ≤ 11.

�¨¥ ¯®¤®¡àï¢ï¬¥ â¥§¨ ®æ¥ª¨ ª â® ¤®ª §¢ ¬¥, ç¥:

�¥®à¥¬  6.9. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« , §  ª®¨â®
m ≥ 7 ¨ max{a1, . . . , ar} = 5. �®£ ¢ 

Fv(a1, . . . , ar; m− 1) ≤ m + 15.

����� 7. �  á¨ ¯à¨¯®¬¨¬, ç¥

Fv(a1, . . . , ar; q) áêé¥áâ¢ã¢  ⇐⇒ q ≥ max{a1, . . . , ar}+ 1.

� ©-âàã¤¨ §  ¯à¥á¬ïâ ¥ Fv(a1, . . . , ar; q) á  ¢ £à ¨ç¨ï á«ãç ©
q = max{a1, . . . , ar} + 1. � ����� 7 á¥ à §£«¥¦¤ â ç¨á« â 
Fv(p, p; p + 1). �  â¥§¨ ç¨á«  á  ¨§¢¥áâ¨ á«¥¤¨â¥ ¤¢¥ ®¡é¨ ®æ¥ª¨:

(10) Fv(p, p; p + 1) ≤ b2p ! (e− 1)c − 1, [48].

(11) Fv(p, p; p + 1) ≤ bp ! ec − 2, p ≥ 3, [65].

� ¥¬ â®ç¨â¥ áâ®©®áâ¨ á ¬®   ¤¢¥ ®â ç¨á« â  Fv(p, p; p + 1). �êà-
¢®â® ¥ Fv(2, 2; 3) = 5 ¨ ¥ ®ç¥¢¨¤®. �â®à®â® ¥ Fv(3, 3; 4) = 14. �¥à ¢¥áâ-
¢®â® Fv(3, 3; 4) ≤ 14 ¥ ¯®«ãç¥® ¢ [59] ¨ ¥ ¤®ª § ® ¯®¤à®¡® ¢ �����
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4. �¥à ¢¥áâ¢®â® Fv(3, 3; 4) ≥ 14 ¥ ¯®«ãç¥® á ¯®¬®éâ    ª®¬¯îâêà ¢
[85]. �  á«¥¤¢ é®â® ç¨á«® Fv(4, 4; 5) ®â (10) ¨¬ ¬¥ Fv(4, 4; 5) ≤ 81,   ®â
(11) á«¥¤¢ , ç¥ Fv(4, 4; 5) ≤ 63.

�¨¥ ¯®¤®¡àï¢ ¬¥ â¥§¨ ®æ¥ª¨ ª â® ¤®ª §¢ ¬¥, ç¥

�¥®à¥¬  7.1. 16 ≤ Fv(4, 4; 5) ≤ 35..
�®ª §¢ ¬¥ ¨ à¥ªãà¥â®â® ¥à ¢¥áâ¢®:

�¥®à¥¬  7.2. �  ¢áïª® ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«® p ≥ 2 ¥ ¢ïà® ¥à ¢¥-
áâ¢®â®

Fv(p + 1, p + 1; p + 2) ≤ (p + 1)Fv(p, p; p + 1).

�â ¯®á«¥¤®â® ¥à ¢¥áâ¢® ®ç¥¢¨¤® á«¥¤¢ 

Fv(p, p; p + 1) ≤ p !

24
.Fv(4, 4 : 5), p ≥ 4.

�ê© ª â® Fv(4, 4 : 5) ≤ 35 ¯®«ãç ¢ ¬¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 7.1. �  ¢áïª® ¥áâ¥áâ¢¥® ç¨á«® p ≥ 4 ¥ ¢ïà® ¥à -
¢¥áâ¢®â®

Fv(p, p; p + 1) < 1.46p !.

� §¨ ®æ¥ª  áêé¥áâ¢¥® ¯®¤®¡àï¢  ®æ¥ª¨â¥ (10) ¨ (11).

����� 8. � â §¨ £« ¢  á¥ à §£«¥¦¤ â ®æ¢¥âï¢ ¨ï   à¥¡à â 
  ¯ê«¨ï £à ä á n ¢êàå  Kn. �¥ª  γ ¥ r-®æ¢¥âï¢ ¥   à¥¡à â   
¯ê«¨ï £à ä á R(a1, . . . , ar) ¢êàå . � t(ai) ®§ ç ¢ ¬¥ ¡à®ï   ¥¤®æ¢¥â-
¨â¥ ai-ª«¨ª¨ ®â i-â¨ï æ¢ïâ. �¥ä¨¨à ¬¥ t(γ) = t(a1) + · · · + t(ar). �
M(a1, . . . , ar) ®§ ç ¢ ¬¥ min t(γ) ¯® ¢á¨çª¨ r-®æ¢¥âï¢ ¨ï γ   à¥¡à â 
  ¯ê«¨ï £à ä á R(a1, . . . , ar) ¢êàå . �¨á«®â® M(a1, . . . , ar) á¥  à¨ç 
ªà â®áâ   Ramsey áê®â¢¥âáâ¢ã¢ é    ç¨á«®â®   Ramsey R(a1, . . . , ar).

�êà¢ â  â¥®à¥¬ , ª®ïâ® ¤®ª §¢ ¬¥ ¢ â §¨ £« ¢  ¥:

�¥®à¥¬  8.1.(áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢)

( ) M(3, 4) = 1;

(¢) áêé¥áâ¢ã¢  ¥¤¨áâ¢¥® (á â®ç®áâ ¤® ¨§®¬®àä¨§ê¬) 2-®æ¢¥-
âï¢ ¥   E(K9), ¢ ª®¥â® ï¬  ¥¤®æ¢¥â¨ 3-ª«¨ª¨ ®â ¯êà-
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¢¨ï æ¢ïâ ¨ ¨¬  ¥¤¨áâ¢¥  ¥¤®æ¢¥â  4-ª«¨ª  ®â ¢â®à¨ï
æ¢ïâ.

�¥®à¥¬  8.1 ¯®- â âêª ¨£à ¥ ¢ ¦  à®«ï ¯à¨ ¯à¥á¬ïâ ¥â®   ç¨á-
«®â® Fe(3, 4; 9). �á® ¥, ç¥ M(a1, . . . , ar) ≥ 1. �§¬¥¦¤ã ¨§¢¥áâ¨â¥
ªà â®áâ¨   Ramsey ¥¤¨áâ¢¥® M(3, 4) ¥ à ¢    1. �§£«¥¦¤  ¤®áâ 
¢¥à®ïâ®, ç¥ ¤àã£¨ â ª¨¢  ªà â®áâ¨   Ramsey ï¬ . � ¯®¤ªà¥¯   
â §¨ å¨¯®â¥§  ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  8.2. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« , ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r, â ª¨¢ , ç¥

(12) R(a1, . . . , ar) = R1 + · · ·+ Rr + 2− r,

ªê¤¥â® R1 = R(a1 − 1, a2, . . . , ar), . . . , Rr = R(a1, a2, . . . , ar − 1). �®£ ¢ 
M(a1, a2, . . . , ar) ≥ 2.

�®« £ ¬¥

R(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Rr(3) ¨ M(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Mr(3).

�â ¤®ª § ¨â¥ ¢ â §¨ £« ¢  à¥§ã«â â¨ á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢ ¯®«ãç ¢ ¬¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 8.2. �¥ª  n ≥ Rn(3). �®£ ¢  ¢ê¢ ¢áïª® r-®æ¢¥âï¢ ¥
  E(Kn) ¨¬  ¯®¥

1

r
Mr(3)

(
n

3

)(
Rr(3)

3

)−1

¥¤®æ¢¥â¨ 3-ª«¨ª¨ ®â ¥¤¨ ¨ áêé¨ æ¢ïâ.
� ¯®¬®éâ    �«¥¤áâ¢¨¥ 8.2 ¤®ª §¢ ¬¥ ®á®¢¨ï à¥§ã«â â ¢ �����

8:

�¥®à¥¬  8.3. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �¥ª  F ¥ ªà ©® ¯®«¥ ¨
|F | ≥ Rn(3). �®£ ¢  ãà ¢¥¨¥â® xn + yn = zn ¨¬  ¢ ¯®«¥â® F ¯®¥

|F |(|F | − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3)− 1)(Rn(3)− 2)

 ¡á®«îâ® ¥ã«¥¢¨ à¥è¥¨ï.
� §¨ â¥®à¥¬  áêé¥áâ¢¥® ®¡®¡é ¢  à¥§ã«â â    I. Shur ®â [88].

����� 9. � §¨ £« ¢  ¥ ¯®á¢¥â¥    à¥¡à¥¨â¥ ç¨á«    Folk-
man. �  ç «®â®   £« ¢ â  á¥ à §£«¥¦¤ â à¥¡à¥¨â¥ (3, 3)-£à ä¨ (â®¢ 
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á  £à ä¨â¥ G
e−→ (3, 3)). � ©-¯à®áâ¨â¥ ¯à¨¬¥à¨ §  â ª¨¢  £à ä¨ á 

á«¥¤¨â¥
K6

e−→ (3, 3), [26];

K8 − C5 = K3 + C5
e−→ (3, 3), [23].

�¥§¨ ¤¢  ä ªâ  á¥ ®¡®¡é ¢ â ¯® á«¥¤¨ï  ç¨:

�¥®à¥¬  9.1. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �  ¢áïª® ¥áâ¥áâ¢¥®
ç¨á«® r ¥ ¢ïà®, ç¥

C3 + C2r+1
e−→ (3, 3).

�®- â âêª á¥ à §£«¥¦¤  ç¨á«®â® Fe(3, 3; 5). �à¥á¬ïâ ¥â®   â®¢ 
ç¨á«® ¥ ¯®áâ ¢¥® ª â® ¯à®¡«¥¬ ®â P. Erdös, ª®©â® ¥ ¯ã¡«¨ªã¢  ¢ [24].
�®§¨ ¯à®¡«¥¬ ¥ à¥è¥ ®ª®ç â¥«® ¢ [85]. �áâ®à¨ïâ    ®æ¥ï¢ ¥â®  
Fe(3, 3; 5) ¥ ¤ ¤¥  ¢ � ¡«¨æ  9.1, ª®ïâ® ¥ ¢§¥â  ®â [85].

� â §¨ £« ¢  ¨¥ ¨§« £ ¬¥  è¨ï ¯à¨®á ªê¬ à¥è ¢ ¥â®   â®§¨
¯à®¡«¥¬   P. Erdös, ª â® ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  9.2.
Fe(3, 3; 5) ≤ 15.

�â à ¢¥áâ¢®â® (8) áâ ¢  ïá®, ç¥ ª®£ â® ç¨á«®â® R(a1, . . . , ar) ¥ ¨§-
¢¥áâ®, ¨â¥à¥á¨ á  â¥§¨ ®â ç¨á« â  Fe(a1, . . . , ar; q), §  ª®¨â®

q ≤ R(a1, . . . , ar).

� [46] Lin ¤®ª §¢ , ç¥  ª® ¥ ¢ïà® à ¢¥áâ¢®â® (12), â®£ ¢ 

Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)) = R(a1, . . . , ar) + 2.

�ââãª Lin ¯à¥á¬ïâ , ç¥

Fe(3, 3; 6) = 8, Fe(3, 5; 14) = 16, Fe(4, 4; 18) = 20, Fe(3, 3, 3; 17) = 19.

� ©-¬ «ª®â® ç¨á«®   Ramsey, §  ª®¥â® à ¢¥áâ¢®â® (12) ¥ ¥ ¨§¯ê«¥®
¥ R(3, 4) = 9. �®à ¤¨ â®¢   ©-¬ «ª®â® ç¨á«® ®â ¢¨¤ 

Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)),

ª®¥â® ¥ ¬®¦¥ ¤  á¥ ¯à¥á¬¥â¥ ¯® ¬¥â®¤    Lin ¥ Fe(3, 4; 9). �¨¥ ¯à¥á-
¬ïâ ¬¥ â®¢  ç¨á«® ª â® ¤®ª §¢ ¬¥
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�¥®à¥¬  9.7. Fe(3, 4; 9) = 14.

� [46] Lin ¤®ª §¢  áêé® ¥à ¢¥áâ¢®â®

(13) Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)) ≥ R(a1, . . . , ar) + 4.

�êé® ¢ [46] â®© ¨§ª §¢  ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥â®, ç¥ ¥à ¢¥áâ¢®â® (13) ¥ ¢¨ £¨
áâà®£®. �¨¥ ãâ®çï¢ ¬¥ â®§¨ à¥§ã«â â   Lin ª â® ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  9.10. � ¢¥áâ¢® ¢ (13) ¨¬ ¬¥ â®£ ¢  ¨ á ¬® â®£ ¢ ,
ª®£ â®

KR−6 + C5 + C5
e−→ (a1, . . . , ar).

�ê© ª â® K11 + C5 + C5
e−→ (3, 3, 3) (¢¨¦ �¥®à¥¬  9.13), ®â �¥®à¥¬ 

9.10 á«¥¤¢ , ç¥ Fe(3, 3, 3; 16) = 21, â.¥. å¨¯®â¥§ â    Lin ¥ ¥ ¢ïà .
� ªà ï   ����� 9 ¯à¥á¬ïâ ¬¥ ç¨á« â :

Fe(3, 3, 3; 16) = 21 (�«¥¤áâ¢¨¥ 9.3);

Fe(3, 3, 3; 15) = 23 (�«¥¤áâ¢¨¥ 9.4);

Fe(3, 3, 3; 14) = 25 (�«¥¤áâ¢¨¥ 9.5).

�¥ä¨¨à ¬¥ £à ä 

L5(p, q, r, s) = K5 + C2p+1 + C2q+1 + C2r+1 + C2s+1.

�æ¥ª¨â¥ ®â£®à¥ §  â¥§¨ ç¨á«  ¯®«ãç ¢ ¬¥ ®â:

�¥®à¥¬  9.13. �  ¯à®¨§¢®«¨ ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  p, q, r ¨ s ¥
¢ïà®, ç¥

L5(p, q, r, s)
e−→ (3, 3, 3).

� ¢¥áâ¢®â® Fe(3, 3, 3; 16) = 21 ¥ ¯®«ãç¥® ®â �¥®à¥¬  9.13 ¨ �¥®à¥¬ 
9.10. �¨á«®â® Fe(3, 3, 3; 15) = 23 ¥ ¯®«ãç¥® á ¯®¬®éâ    �¥®à¥¬  9.13
¨ á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  9.11. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á« , ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r ¨ r ≥ 2. �®£ ¢ 

( ) Fe(a1, . . . , ar; R− 2) ≥ R + 6;
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(¢) �ª® (a1, . . . , ar) 6= (3, 3) ¨ KR−9 + C5 + C5 + C5
e−→ (a1, . . . , ar),

â®£ ¢  Fe(a1, . . . , ar; R− 2) = R + 6.

�¨á«®â® Fe(3, 3, 3; 14) = 25 ¥ ¯à¥á¬¥â â® á ¯®¬®éâ    �¥®à¥¬  9.13
¨ á«¥¤ â :

�¥®à¥¬  9.12. �¥ª  a1, . . . , ar á  ¥áâ¥áâ¢¥¨ ç¨á«  â ª¨¢ , ç¥
ai ≥ 3, i = 1, . . . , r, r ≥ 2 ¨ (a1, . . . , ar) 6= (3, 3). �®£ ¢ 

( ) Fe(a1, . . . , ar; R− 3) ≥ R + 8;

(¢) �ª® (a1, . . . , ar) 6= (3, 4) ¨ KR−12 + C5 + C5 + C5 + C5
e−→ (a1, . . . , ar), â®£ ¢  Fe(a1, . . . , ar; R− 3) = R + 8.

����� 10. � e(G) ®§ ç ¢ ¬¥ ¡à®ï   à¥¡à â    £à ä  G.
� K(p1, . . . , pr) ®§ ç ¢ ¬¥ ¯ê«¨ï r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨ V1, . . . , Vr,
ªê¤¥â® pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. �ª® n = p1 + · · · + pr ¨ |pi − pj| ≤ 1, ∀ i, j,
â®£ ¢  K(p1, . . . , pr) á¥  à¨ç  r-åà®¬ â¨ç¥ n-¢êàå®¢ £à ä   Turan ¨
á¥ ¡¥«¥¦¨ á Tr(n). �¥§ã«â â¨â¥ ¢ â §¨ £« ¢  á  á¢êà§ ¨ áêá á«¥¤ â 
ª« á¨ç¥áª :

�¥®à¥¬    Turan. �¥ª  G ¥ n-¢êàå®¢ £à ä ¨ cl(G) ≤ r. �®£ ¢ :
( ) e(G) ≤ e(Tr(n));

(¢) e(G) = e(Tr(n)) á ¬® ª®£ â® G = Tr(n).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.1. �¥ª  G ¥ £à ä ¨ V ⊆ V (G). � §¢ ¬¥, ç¥ V ¥
δ-¬®¦¥áâ¢® ¢ £à ä  G,  ª®

d(v) ≤ |V (G)| − |V |, ∀ v ∈ V.

�á®¢®â® ¯®ïâ¨¥ ®¡®¡é¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á¥ ¤¥ä¨¨à  ¯® á«¥¤¨ï
 ç¨:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.2. � §¢ ¬¥, ç¥ £à äêâ G ¥ ®¡®¡é¥ r-åà®¬ -
â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨ V1, . . . , Vr,  ª®

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j

¨ ¢áïª® ®â ¬®¦¥áâ¢ â  Vi, i = 1, . . . , r ¥ δ-¬®¦¥áâ¢® ¢ G. �ª®

d(v) = |V (G)| − |Vi|, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r
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â®£ ¢  ª §¢ ¬¥, ç¥ G ¥ ®¡®¡é¥ ¯ê«¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨
V1, . . . , Vr.

�¡®¡é¥¨â¥ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨ á  ¢ê¢¥¤¥¨ ¢ áê¢¬¥áâ â  ¨ á �.
� ¤¦¨¨¢ ®¢ áâ â¨ï [43]. �  â¥§¨ £à ä¨ ¤®ª §¢ ¬¥:

�¥®à¥¬  10.1. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �¥ª  G ¥ ®¡®¡é¥
r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨ V1, . . . , Vr, ªê¤¥â® |Vi| = pi, i = 1, . . . , r.
�®£ ¢ :

( ) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(¢) e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) á ¬® ª®£ â® G ¥ ®¡®¡é¥ ¯ê«¥
r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨ V1, . . . , Vr.

�ê© ª â® ®â cl(G) ≤ r á«¥¤¢ , ç¥ G ¥ ®¡®¡é¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä,
�¥®à¥¬  10.1 ¬®¦¥ ¤  á¥ à §£«¥¦¤  ª â® à §è¨à¥¨¥   �¥®à¥¬ â   
Turan.

�ª® M ⊆ V (G) á Γ(M) ®§ ç ¢ ¬¥ ¬®¦¥áâ¢®â® ®â ¢êàå®¢¥â¥  
G, ª®¨â® á  áêá¥¤¨   ¢á¨çª¨â¥ ¢êàå®¢¥ ®â M . � âà¥â¨ï ¯ãªâ  
����� 10 á¥ à §£«¥¦¤ â ®¡®¡é¥¨ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨, ¯®à®¤¥¨ ®â
â ª   à¥ç¥¨â¥ α-à¥¤¨æ¨ ®â ¢êàå®¢¥ ¢ £à ä.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.4. �¥ª  G ¥ £à ä ¨ v1, . . . , vr ∈ V (G). � §¢ ¬¥,
ç¥ à¥¤¨æ â  v1, . . . , vr ¥  á«¥¤áâ¢¥ ,  ª®

vi ∈ ΓG(v1, . . . , vi−1), i = 2, . . . , r.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.5. �¥ª  v1, . . . , vr ¥  á«¥¤áâ¢¥  à¥¤¨æ  ®â
¢êàå®¢¥ ¢ £à ä  G. �¥ä¨¨à ¬¥

V1 = V (G)\ΓG(v1), Vi = ΓG(v1, . . . , vi−1)\ΓG(vi), i = 2, . . . , r − 1

Vr = ΓG(v1, . . . , vr−1).

�¥¤¨æ â  ®â ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V1, . . . , Vr á¥  à¨ç  à §á«®¥¨¥   V (G),
¯®à®¤¥® ®â  á«¥¤áâ¢¥ â  à¥¤¨æ  v1, . . . , vr. �®¦¥áâ¢®â® Vi á¥
 à¨ç  i-â¨ á«®©   â®¢  à §á«®¥¨¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.6. �¥ª  G ¥ £à ä ¨ v1, . . . , vr ∈ V (G). � §¢ ¬¥,
ç¥ à¥¤¨æ â  v1, . . . , vr ¥ α-à¥¤¨æ    £à ä  G,  ª® âï ã¤®¢«¥â¢®àï¢ 
á«¥¤¨â¥ ãá«®¢¨ï:

(i) v1, . . . , vr ¥  á«¥¤áâ¢¥  à¥¤¨æ  ¢ G;

(ii) v1 ¥ ¢àêå á ¬ ªá¨¬ «  áâ¥¯¥ ¢ G;
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(iii) �ª® 2 ≤ i ≤ r, â®£ ¢  vi ¨¬  ¬ ªá¨¬ «  áâ¥¯¥ ¢ £à ä 
G[ΓG(v1, . . . , vi−1)].

� ¥ªáâà¥¬ « â  â¥®à¨ï   £à ä¨â¥ α-à¥¤¨æ¨â¥ á  ¢ê¢¥¤¥¨ ¯à¥§ 1976
£®¤¨  ¢ [34] ¨ [35]. �®ª §¢ ¬¥ á«¥¤¨â¥:

�¥®à¥¬  10.4. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �¥ª  v1, . . . , vr ¥ α-
à¥¤¨æ  ¢ n-¢êàå®¢¨ï £à ä G ¨ V1, . . . , Vr ¥ à §á«®¥¨¥â®, ¯®à®¤¥® ®â
â §¨ à¥¤¨æ , ªê¤¥â® pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. �ª® Vr ¥ δ-¬®¦¥áâ¢® ¢ G,
â®£ ¢ :

( ) G ¥ ®¡®¡é¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä á ç áâ¨ V1, . . . , Vr;

(¢) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) ¨ à ¢¥áâ¢® á¥ ¤®áâ¨£  á ¬® ª®£ â®
G ¥ ®¡®¡é¥ ¯ê«¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä;

(á) e(G) ≤ (Tr(n)) ¨ à ¢¥áâ¢® á¥ ¤®áâ¨£  á ¬® ª®£ â® G ¥ ®¡®¡-
é¥ r-åà®¬ â¨ç¥ £à ä   Turan.

�¥®à¥¬  10.5. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �¥ª  G ¥ n-¢êàå®¢ £à ä
¨ v1, . . . , vr ¥ α-à¥¤¨æ  ¢ G, ª®ïâ® ¥ á¥ áê¤êà¦  ¢ (r + 1)-ª«¨ª¨   G
(¨«¨, ª®¥â® ¥ ¥ª¢¨¢ «¥â®, ΓG(v1, . . . , vr−1) ¥ ¥§ ¢¨á¨¬® ¬®¦¥áâ¢®).
�¥ª  V1, . . . , Vr ¥ à §á«®¥¨¥â®, ¯®à®¤¥® ®â â §¨ α-à¥¤¨æ  ¨ pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r. �®£ ¢ 

( ) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(¢) � ¢¥áâ¢® ¢ ( ) ¥ ¢ê§¬®¦® á ¬® ª®£ â® G = K(p1, . . . , pr).
�«¥¤¢ é â  â¥®à¥¬  áêé¥áâ¢¥® ®¡®¡é ¢  �¥®à¥¬ â    Turan.

�¥®à¥¬  10.6. (áê¢¬. á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢) �¥ª  v1, . . . , vr ¥ α-
à¥¤¨æ  ¢ £à ä  G, ª®ïâ® ¥ á¥ áê¤êà¦  ¢ (r + 1)-ª«¨ª    G. �®£ ¢ :

( ) e(G) ≤ e(Tr(n)), ªê¤¥â® n = |V (G)|;
(¢) � ¢¥áâ¢®â® e(G) = e(Tr(n)) ¥ ¢ê§¬®¦® á ¬® ª®£ â®

G = Tr(n).

�¥®à¥¬  10.6 ¬®¦¥ ¤  á¥ ä®à¬ã«¨à  ¨ ¯® á«¥¤¨ï ¥ª¢¨¢ «¥â¥  ç¨:
�ª® G ¥ n-¢êàå®¢ £à ä ¨ e(G) ≥ e(Tr(n)), r ≤ n, â®£ ¢  ¢áïª 

¬ ªá¨¬ «  (¢ á¬¨áê«   ¢ª«îç¢ ¥) α-à¥¤¨æ  ¨¬  ¯®¥ r + 1 ç«¥ ,
¨«¨ G = Tr(n).

� â §¨ ¥ª¢¨¢ «¥â  ä®à¬  �¥®à¥¬  10.6 ¥ ¯®«ãç¥  ®â B. Bollobas ¢
[4] (¢¨¦ �¥®à¥¬  5, áâà, 163) ¨ ¢ ¬®®£à ä¨ïâ  [5] (¢¨¦ �¥®à¥¬  6, áâà.
109).

19



�¥§ã«â â¨â¥ ®â ¤¨á¥àâ æ¨ïâ  á  ¯ã¡«¨ªã¢ ¨ ¢ [34], [35], [36], [38],
[40], [43],[45], [52], [53], [54], [56], [57], [58], [59], [60], [61], [62], [63], [64],
[65], [67], [68], [69], [70], [71], [72], [73], [74], [75], [76], [77], [78], [80].

� ¨§ª«îç¥¨¥   [45], ª®ïâ® ¥ ¯à¨¥â  §  ¯¥ç â, ¢á¨çª¨â¥ áâ â¨¨ á 
¨§«¥§«¨ ®â ¯¥ç â. �á¢¥  ©-®¢¨â¥ à ¡®â¨ [43], [45], [73] ¨ [76], â¥ á 
à¥ä¥à¨à ¨ ¢ à¥ä¥à â¨¢¨â¥ á¯¨á ¨ï. �¥®à¥¬¨â¥ 8.1 ¨ 8.3 ¨ æï« â 
¤¥á¥â  £« ¢  á  ¯®«ãç¥¨ áê¢¬¥áâ® á �. � ¤¦¨¨¢ ®¢. � áâ¨ïâ á«ãç ©
m = 7   �¥®à¥¬  6.8 ¥ ¯®«ãç¥ áê¢¬¥áâ® á �. �¥¤ï«ª®¢. �á¨çª¨
®áâ  «¨ à¥§ã«â â¨ á  ¯®«ãç¥¨ á ¬®áâ®ïâ¥«®. �¥ ¥ ¯ã¡«¨ªã¢   ¥¤¨-
áâ¢¥® �¥®à¥¬  7.2.

� ¡¨¡«¨®£à ä¨ïâ  á¬¥ ¢ª«îç¨«¨ ¢á¨çª¨ à ¡®â¨   ¡ê«£ àáª¨  ¢â®à¨,
á¢êà§ ¨ á à §£«¥¦¤ ¨â¥ ¯à®¡«¥¬¨. �®à ¤¨ â®¢ , ®â®á¨â¥«¨ï ¤ï«  
¡ê«£ àáª¨â¥ à ¡®â¨ ¥ £®«ï¬.

�¥§ã«â â¨â¥ ®â ¤¨á¥àâ æ¨ïâ  á¥ æ¨â¨à â ¢:
− ¥æ¨ª«®¯¥¤¨ïâ  [21];
− ª¨£¨â¥ [11], [31], [34], [33], [86], [93];
− áâ â¨¨â¥ [1], [2], [3], [13], [15], [20], [22], [27],

[30], [82], [85], [90], [87];
− ¤¨á¥àâ æ¨¨â¥ [83] ¨ [91];
− master thesis [12];
− �¥ä¥à â¨â¥ [7] ¨ [92].

�¥§ã«â â¨â¥ ®â ¤¨á¥àâ æ¨ïâ  á  ¯®«ãç¥¨ ¢ ¯¥à¨®¤  ®â 1976 £®¤¨ 
¤® 2004 £®¤¨ . �à¥§ â®§¨ ¯¥à¨®¤ â¥ á  ¤®ª« ¤¢ ¨   ïª®«ª® ª®ä¥à¥-
æ¨¨   ���,   á¥¬¨ à¨ ¯® ª®¬¡¨ â®à¨ª  ¢ ��� (1980), ¯® ¢à¥¬¥  
á¥¬¥áâêà  ¯® ¤¨áªà¥â  ¬ â¥¬ â¨ª  ¢ �  å®¢¨ï æ¥âêà ¢ê¢ � àè ¢ 
(1987). � ©-¯®á«¥¤¨â¥ à¥§ã«â â¨ á  ¤®ª« ¤¢ ¨   Third EuroWorkshop
on Optimal Codes and Related Topics, 2001, Sunny Beach, Bulgaria ¨  
á¥¬¨ à  ¯® �«£¥¡à  ¨ �¥®à¨ï   ª®¤¨à ¥â® ¢ ��� - ��� ¯à¥§ 2004
£®¤¨ .

� �¥®à¨ïâ    £à ä¨â¥ ¬¥ ¢ê¢¥¤¥ ¯à®ä¥á®à �¨ª®« © � ¤¦¨¨¢ ®¢.
�®¤ ¥£®¢® àêª®¢®¤áâ¢® ¯à¥§ 1981 £®¤¨  § é¨â¨å ª ¤¨¤ âáª â  á¨
¤¨á¥àâ æ¨ï. �êâàã¤¨ç¥áâ¢®â® ¨ ¯à®¤ê«¦ ¢  ¨ ¤® ¤¥á. �  ¢á¨çª®
â®¢  ¬ã ¨§ª §¢ ¬ á¢®ïâ  ¡« £®¤ à®áâ. �« £®¤ àï   ¤®ªâ®à â¨â¥ �.
�¥¤ï«ª®¢ ¨ �. �®«¥¢ §  ®ª §  â  ¯®¬®é. �« £®¤ àï áêé® ¨   ãç áâ-
¨æ¨â¥ ¢ á¥¬¨ à  ¯® �«£¥¡à  ¨ �¥®à¨ï   ª®¤¨à ¥â® ¢ ��� - ��� § 
¢¨¬ ¨¥â® ªê¬ â §¨ à ¡®â .
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�¯¥æ¨ «  ¡« £®¤ à®áâ ¨§ª §¢ ¬   ç«¥ ª®à. ¯à®ä. ¤¬ �â. �®¤ã-
¥ª®¢ §  â®¢ , ç¥ ¯® ¢à¥¬¥   ¯à¥¤§ é¨â â   ¯à ¢¨ ¢ ¦¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï
§  ¯®¤®¡àï¢ ¥â®   ¤¨á¥àâ æ¨®¨ï âàã¤.

�������� �������

�á®¢¨â¥  ãç¨ ¯à¨®á¨   ¤¨á¥àâ æ¨®¨ï âàã¤ á  á«¥¤¨â¥:

1. �¥ä¨¨à  ¥ ¨ ¨§á«¥¤¢  ª« á    p- á¨â¥¨â¥ £à ä¨ (�¯à¥¤¥«¥¨¥
2.1). �®ª §   ¥ ®æ¥ª  ®â¤®«ã §  ¡à®ï   ¢êàå®¢¥â¥   â¥§¨ £à ä¨
(�¥®à¥¬  2.2). �®ª § ® ¥ áêé®, ç¥ ¨¬  ¥¤¨áâ¢¥ £à ä, §  ª®©â® â §¨
®æ¥ª  á¥ ¤®áâ¨£ . � §à ¡®â¥ ¥ ¬¥â®¤ §  ¯à¥á¬ïâ ¥   ïª®¨ �®«ª¬ -
®¢¨ ç¨á«  á ¯®¬®éâ    p- á¨â¥¨â¥ £à ä¨ (¢¨¦ �¥®à¥¬  9.6).

2. �®ª § ¨ á  ®¢¨ à¥§ã«â â¨ §  ¢êàå®¢¨â¥ �®«ª¬ ®¢¨ £à ä¨ (�¥®-
à¥¬  3.1, �¥®à¥¬  3.2, �¥®à¥¬  3.4). �  ¢êàå®¢¨â¥ �®«ª¬ ®¢¨ £à ä¨
G

v−→ (a1, . . . ar) á cl(G) < m− 1 ¥ ¤®ª § ® ¥à ¢¥áâ¢®â®

|V (G)| ≥ m + p + α(G)− 1,

ª®¥â® ¥ â®ç®. � ¤¥  ¥ ¯à®áâ  å à ªâ¥à¨áâ¨ª    £à ä¨â¥, §  ª®¨â® á¥
¤®áâ¨£  à ¢¥áâ¢® (¢á¨çª¨â¥ â¥§¨ £à ä¨ ¯à¨ ¤ ¤¥¨ m ¨ p, áê¤êà¦ â
¥¤¨ ä¨ªá¨à  £à ä).

3. �¨á« â  Fv(a1, . . . ar; m− 1), ª®¨â® áêé¥áâ¢ã¢ â ¯à¨ m ≥ p + 2 á 
¨§á«¥¤¢ ¨ ¢ £à ¨ç¨ï á«ãç © m = p + 2. �à¨ ä¨ªá¨à ® p ¨ m = p + 2
¨¬  ¤¢¥ â ª¨¢  ç¨á« 

Fv(2, 2, p; p + 1) ¨ Fv(3, p; p + 1), p ≥ 3.

�®ª § ® ¥, ç¥ ç¨á« â  Fv(a1, . . . ar; m−1) á¨«® § ¢¨áïâ ®â £à ¨ç¨â¥
ç¨á«  Fv(2, 2, p; p+1) ¨ Fv(3, p; p+1) (�¥®à¥¬  6.5). �®ª § ¨ á  ®æ¥ª¨â¥

2p + 4 ≤ Fv(2, 2, p; p + 1) ≤ Fv(3, p; p + 1) ≤ 4p + 2,

ª®¨â® áêé¥áâ¢¥® ¯®¤®¡àï¢ â ¯à¥¤è¥áâ¢ã¢ é¨â¥ à¥§ã«â â¨. �à¥á¬¥â â¨
á  ¤¢¥ ®â â¥§¨ ç¨á« 

Fv(2, 2, 4; 5) = Fv(3, 4; 5) = 13.

�  ç¨á« â  Fv(2, 2, 3; 4) = Fv(3, 3; 4) = 14 á  ¯®«ãç¥¨ ®ª®ç â¥« â 
®æ¥ª  ®â£®à¥ 14. (¥à ¢¥áâ¢ â  Fv(2, 2, 3; 4) ≥ 14 ¨ Fv(3, 3; 4) ≥ 14 á 
¯®«ãç¥¨ á ª®¬¯îâêà áê®â¢¥â® ¢ [13] ¨ [85]).
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4. �à¥á¬¥â â¨ á  âà¨ á¥à¨¨ �®«ª¬ ®¢¨ ç¨á«  ®â ¢¨¤  Fv(2, . . . , 2; q);

Fv(2, 2, 2, 2; 4) = 11.

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

; r − 1) = r + 7, r ≥ 8.

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

; r − 2) = r + 9, r ≥ 11.

5. �à¥á¬¥â â¨ á  �®«ª¬ ®¢¨â¥ ç¨á«  Fv(a1, . . . , ar; m − 1) ¢ á«ã-
ç ¨â¥, ª®£ â® max{a1, . . . , ar} = 3 ¨«¨ 4 (�¥®à¥¬  6.7 ¨ �¥®à¥¬  6.8).
�®¤®¡àï¢ â á¥ áêé¥áâ¢¥® ®æ¥ª¨â¥ §  â¥§¨ ç¨á«  ¢ á«ãç ï, ª®£ â®

max{a1, . . . , ar} = 5.

6. �®«ãç¥  ¥ ®æ¥ª â 

Fv(p, p; p + 1) ≤ 1.46p !,

ª®ïâ® á¨«® ¯®¤®¡àï¢  ¯à¥¤¨è¨â¥ ®æ¥ª¨.

7. �à¨®á ªê¬ à¥è ¢ ¥â®   ¯à®¡«¥¬    Erdös §  ¯à¥á¬ïâ ¥â®
  ç¨á«®â® Fe(3, 3; 5). �®§¨ ¯à®¡«¥¬ ¥ ®â 1967 £®¤¨ . �¨¥ ¯®«ãç¨å¬¥
®ª®ç â¥« â  ®æ¥ª  ®â£®à¥ Fe(3, 3; 5) ≤ 15 (1981). �¥à ¢¥áâ¢®â®

Fe(3, 3; 5) ≥ 15

¥ ¯®«ãç¥® ¢ [85] á ¯®¬®éâ    ª®¬¯îâêà ¯à¥§ 1998 £®¤¨ .

8. �à¥á¬¥â â¨ á  ®¢¨ à¥¡à¥¨ ç¨á«    �®«ª¬ 

Fe(3, 4; 9) = 14, Fe(3.3.3; 16) = 21, Fe(3, 3, 3; 15) = 23, Fe(3, 3, 3; 14) = 25.

9. �ê¢¥¦¤  á¥ ª« á    ®¡®¡é¥¨â¥ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨. � §à ¡®â¥
¥ ¬¥â®¤ §  à¥è ¢ ¥   ¥ªáâà¥¬ «¨ § ¤ ç¨ §  £à ä¨ á ¯®¬®éâ   
®¡®¡é¥¨â¥ r-åà®¬ â¨ç¨ £à ä¨. �®«ãç¥¨ á  ®¢¨ à¥§ã«â â¨, ª®¨â®
®¡®¡é ¢ â, à §è¨àï¢ â ¨ ãâ®çï¢ â ª« á¨ç¥áª â  â¥®à¥¬    �ãà  § 
£à ä¨â¥.
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