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Увод

Настоящата дипломна работа конструира дискретни фактори B/ΓH на двумерното
кълбо B с крайни покрития на Галоа B/Γ, които са бирационални на абелева повър-
хнина A. Решетката Γ е нормална подгрупа на ΓH с фактор-група H = ΓH/Γ. Типът
на B/ΓH относно класификацията на Кодаира-Енриквес съвпада с типа на A/H и се
определя от фиксираните точки на H върху A, холоморфните (1, 0)-форми H0(A,Ω1

A)
и холоморфните (2, 0)-форми H0(A,Ω2

A).
Дипломната работа се състои от седем глави.
В първата са събрани някои предварителни сведения за дискретни инварианти на про-
ективни повърхнини. Описана е процедурата на Холцапфел за получаване на гладка
компактификация на фактор на кълбото чрез раздуване на абелева повърхнина в
особените точки на дивизор с елиптични неприводими компоненти. Обяснена е конс-
трукцията на крайните групи H.
В останалата част на дипломната работа са изложени резултатите по задачата.
Втората глава изучава двете канонични разслоения на фактор A/H на приводима
абелева повърхнина A = E × E по крайна група H < Aut(A) с абелева линейна
част L(H) < End∗(A). След едновременна диагонализация на L(h) за всички h ∈ H,
базите и слоевете на тези разслоения се оказват елиптични или рационални криви,
в зависимост от фиксираните точки на проекциите на групата в автоморфизмите на
елиптичните компоненти.
Глава 3 характеризира A/H с размерност на Кодаира κ(A/H) = −∞ чрез наличие
на отражение в H. Установено е, че линейчата повърхнина X → Cg с база Cg от род
g е бирационална на A/H само когато g = 0 или g = 1. Доказва се, че каноничните
разслоения на A/H с абелева линейна част L(H) на H са едновременно елиптични
само за κ(A/H) = 0. Това не изключва наличието на (неканонични) елиптични разс-
лоения върху рационални A/H или линейчати A/H с елиптична база. Каноничните
елиптични разслоения p1, p2 на A/H с κ(A/H) = 0 и абелева L(H) нямат кратни
слоеве. Още повече, p1 и p2 нямат глабални холоморфни сечения за онези A/H, които
не са абелеви повърхнини.
Четвъртата глава разпознава ирегулярните A/H чрез свойствата на H. По-точно,
A/H е абелева или гладка с ирегулярност q(A/H) = H0

(
A/H,Ω1

A/H

)
= 2 точно кога-

то групата H се състои от транслации. Гладките модели на A/H имат ирегулярност
1 тогава и само тогава, когато H = TH〈h〉 е произведение на транслационна група TH
с циклична група, чийто пораждащ h има линейна част L(h) с прост характеристи-

чен корен 1. За пример на Холцапфел A′−1 =
(
B/Γ(6,8)

−1

)′
с абелев минимален модел

A−1 = E−1 × E−1, E−1 = C/(Z+ Zi) са намерени всички подгрупи H ≤ Aut(A′−1, T
′),

T ′ =
(
B/Γ(6,8)

−1

)′
\
(
B/Γ(6,8)

−1

)
, за които B/ΓH са бирационални на линейчати повърх-

нини с елиптични бази или на хиперелиптични повърхнини.
Глава 5 изучава факторите A/H, които са бирационални на K3 повърхнини. По-точно,
нека A = E × E с E = C/O−d за пръстена на целите числа O−d на имагинерно
квадратично числово поле Q(

√
−d). Тогава A/H има гладък модел от тип K3 точно

когато групата H не е транслационна и H се съдържа в ядрото K = ker detL на
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хомоморфизма detL : Aut(A) → O∗−d. Пресметнати са всички такива H, за които

A−1/H е бирационално на краен Галоа фактор на
(
B/Γ(6,8)

−1

)′
.

Шестата глава е посветена на онези A/H, които са бирационални на повърхнини на
Енриквес. Цикличността на образа на detL : H → detL(H) ≤ O∗−d позволява да пред-
ставим като произведение H = (H ∩K)〈h〉. Цикличното покритие A/(H ∩K) на A/H
е абелева повърхнина или нормален модел на K3 повърхнина. Когато A/(H ∩ K) е
абелева повърхнина, факторът A/〈h〉 е бирационален на повърхнина на Енриквес и
покрива неразклонено A/H с група на Галоа H ∩K. Ако A/(H ∩K) е бирационално
на K3 повърхнина, то индексът [H : (H ∩K)] = 2 или 4. В случая [H : (H ∩K)] = 2,
универсалната покриваща Ỹ на минималното разрешение Y на особеностите на A/H
е бирационална на A/(H ∩K). При [H : (H ∩K)] = 4 съществува гладко двулистно
покритие Z на Y , което е повърхнина на Енриквес с универсална покриваща Z̃, бира-
ционална на A/(H ∩K). Главата завършва с описание на крайните фактори на Галоа
B/ΓH на B/Γ(6,8)

−1 , които са бирационални на повърхнина на Енриквес.
Последната, седма глава проследява покриващите съотношения между построените
повърхнини, след повдигане на произволен гладък модел през крайно покритие на
Галоа.
Изказвам благодарност на научния си ръководител Азнив Каспарян за обсъжданията,
съветите и моралната подкрепа в процеса на подготовка на настоящата дипломна
работа.
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Глава 1

Предварителни сведения

Да напомним, че родът g на гладка компактна комплексна крива C е размерност-
та g = g(C) = dimCH

0(C,Ω1
C) на пространството на холоморфните (1, 0)-форми или

броят на дръжките, които трябва да прикачим към 2-мерна реална сфера, за да моде-
лираме топологически C. Всяка гладка компактна комплексна крива C от род g ≥ 2
е неторзионен дискретен фактор ∆/Γ на единичния диск

∆ = {z ∈ C | |z| < 1}.

Римановата сфера P1 е компактификация на дискретен фактор на ∆. Съществуват
елиптични криви, компактифициращи ∆/Γ. По-точно, дискът ∆ е бихоломорфен на
горната полуравнина

H = {z ∈ C | Im(z) > 0} = SL(2,R)/SO(2).

Нека PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{±I2} е проективната линейна група, която е фактор на
специалната линейна група SL(2,Z) по нейния център {±I2}. За всяко естествено N
имаме конгруенц подгрупа

Γ(N) = ker[PSL(2,Z) −→ PSL(2,ZN )].

За просто N , отворената крива X(N) = H/Γ(N) има род

g(X(N)) =
(N + 2)(N − 3)(N − 5)

24
.

В частност, X(3) и X(5) са криви от род 0 и се компактифицират от P1. Допълненията
D(N) = P1 \X(N) за N ∈ {3, 5} са крайни множества от точки.
Да разгледаме елиптична крива E(N), която е двулистно покритие fN : E(N) → P1

на P1 с дивизор на разклонение D(fN ) ⊂ D(N). Тогава (разклоненото в случая N = 3)
покритие UN : H→ X(N) = H/Γ(N) се повдига до покритие

VN : H→ E(N) \ f−1
N (D(N)),

4
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затварящо комутативната диаграма

H E(N) \ f−1
N (D(N))

X(N) = P1 \D(N)

?

UN

-VN

�
���

�����
fN

,

защото fN : E(N) \ f−1
N (D(N)) → X(N) е неразклонено и π1(H) = 1. По този начин,

E(N) компактифицира дискретен фактор на горната полуравнина.
Непосредствените обобщения на кривите от род ≥ 2 са повърхнините X от общ тип.
Тяхната сигнатура τ(X) и Ойлерова характеристика e(X) са свързани с неравенство-
то на Богомолов-Мияока-Яо 3τ(X) ≤ e(X). Гладките проективни фактори на кълбото
Xo = B/Γ са точно онези повърхнини от общ тип, за които е изпълнено равенството
3τ(Xo) = e(Xo). Съществуват гладки проективни повърхнини X, които не са бираци-
онални на компактификации на дискретни фактори B/Γ на кълбото

B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 < 1}.

Холцапфел поставя задачата за описание на повърхнините, които са бирационални на
дискретни фактори на кълбото или техни компактификации. От негов резултат след-
ва, че проста абелева повърхнина A не е бирационална на неторзионен фактор B/Γ
на кълбото. По-точно, всеки неторзионен фактор B/Γ с абелев бирационален модел е
некомпактен, защото компактните неторзионни фактори на B са от общ тип. Свиване-
то на (−1)-кривите върху гладката тороидална компактификация (B/Γ)′ изобразява
елиптичните компоненти на T ′ = (B/Γ)′ \ (B/Γ) в елиптични или рационални криви
върху A. Но абелева повърхнина A не съдържа рационални криви C, защото в про-
тивен случай десингуларизацията Ĉ = P1 на C се изобразява в компактна крива на
универсалната покриваща Ã = C2, което е невъзможно. По определение, простата абе-
лева повърхнина A не съдържа елиптични криви, така че A не може да е минимален
модел на неторзионен фактор на кълбото.
Дивизорите с гладки елиптични неприводими компоненти се наричат мулти-елиптични.
Споменатата теорема на Холцапфел от [4] установява, че раздуването на абелева по-
върхнина в особените точки на мулти-елиптичен дивизор е гладка тороидална компак-
тификация на неторзионен фактор на кълбото точно тогава, когато средната кратност
на този дивизор относно особените му точки е 4. Използвайки този критерий, Хол-
цапфел построява два примера над целите Гаусови числа и един пример над числата
на Айзенщайн. С помощта на примера B/Γ(6,8)

−1 над Z[i], в [5] сме установили същест-
вуването на фактор на кълбото във всеки от шестте типа проективни повърхнини с
неположителна размерност на Кодаира. Настоящата дипломна работа описва всички
фактори на кълбото B/ΓH , които се покриват от B/Γ(6,8)

−1 .
Да напомним понятията размерност на Кодаира, Ойлерова характеристика и сиг-
натура. Дивизорът KX , отговарящ на линейното разслоение Ω2

X на холоморфните



6 ГЛАВА 1. ПРЕДВАРИТЕЛНИ СВЕДЕНИЯ

(2, 0)-форми върху X се нарича каноничен дивизор на X. За произволно естествено
m множеството

L(mKX) = {f ∈Mer(X) | (f) +mKX ≥ 0}

на ефективните дивизори, които са линейно еквивалентни с mKX образува линейната
система на mKX . Всяко глобално мероморфно сечение σ на

(
Ω2
X

)⊗m задава C-линеен
изоморфизъм

σ⊗C : L(mKX) −→ H0
(
X,
(
Ω2
X

)⊗m)
.

Размерността
pm(X) = dimC L(mKX) = dimCH

0(X, (Ω2
X)⊗m)

се нарича m-ти плурирод на X. Размерността на Кодаира κ(X) е размерността на
образа на X под действие на естествения морфизъм

ϕmKX : X −→ P(L(mKX)) = Ppm(X)−1

за достатъчно голямо m ∈ N. По-подробно, ако pm(X) = 0 за ∀m ∈ N, то κ(X) = −∞.
Ако pm(X) ∈ {0, 1} за ∀m ∈ N и съществуваm0 ∈ N с pm0(X) = 1, то κ(X) = 0. Когато
редицата {pm(X)}∞m=1 е неограничена, но съществува константа c, така че pm(X) ≤
cm за ∀m ∈ N, то κ(X) = 1. Накрая, ако редицата

{
pm(X)
m

}∞
m=1

е неограничена, то
κ(X) = 2 и X е повърхнина от общ тип.
Триангулация на комплексна повърхнина X е представяне като обединение на краен
брой клетки с размерности от 0 до 4. С точност до хомеоморфизъм, k-мерните клетки
са реални k-мерни кълба. Алтернираната сума

e(X) = e0 − e1 + e2 − e3 + e4

на броя ej на j-мерните клетки за 0 ≤ j ≤ 4 не зависи от триангулация и се нарича
Ойлерова характеристика на X.
Нека H2(X,R) е втората кохомологична група на Де Рам, т.е. H2(X,R) е фактор-
пространството на затворените 2-форми ω, dω = 0 по точните форми ω = dτ . Да
означим с [ω] кохомологичния клас на ω и да разгледаме изображението

I : H2(X,R)×H2(X,R) −→ R,

I([ω1], [ω2]) =

∫
X

ω1 ∧ ω2.

От формулата на Стокс следва, че I не зависи от избора на представители ω1, ω2

на кохомологичните класове. Следователно I задава симетрична билинейна форма,
наречена форма на пресичане. Сигнатурата на I се нарича сигнатура на X и се беле-
жи с τ(X). Сигнатурата на гладко реално четиримерно многообразие е инвариантна
относно хомотопична еквивалентност и представлява топологичен инвариант.
Равенството 3τ(Xo) = e(Xo) в неравенството 3τ(X) ≤ e(X) на Богомолов-Мияока-Яо
характеризира гладките компактни фактори на кълбото Xo = B/Γ. Холцапфел обоб-
щава този критерий за отворени повърхнини. По-точно, ако X е гладка повърхнина
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от общ тип, а D ⊂ X е мулти-елиптичен дивизор с непресичащи се компоненти Di

и отрицателни самопресичания D2
i < 0, то X \ D = B/Γ е неторзионен фактор на

кълбото тогава и само тогава, когато

e(X)− 3τ(X) +D2 = 0. (1.1)

За да изведем необходимо и достатъчно условие повърхнина Y с размерност на Ко-
даира κ(Y ) < 2 да е бирационална на компактификация на фактор на кълбото B/Γ,
трябва да докажем съществуването на покритие от общ тип на произволен бираци-
онален модел на Y . След това трябва да изразим условието (1.1) на езика на Y и
образа T на компактифициращия дивизор. Построяването на повърхнини Y и диви-
зори T ⊂ Y , изпълняващи полученото числово условие е трудно. Затова решаваме да
опишем всички B/ΓH , които се покриват от примера на Холцапфел B/Γ(6,8)

−1 .
Родът g(C) = dimCH

0(C,Ω1
C) на проективна крива C се обобщава естествено от ире-

гулярността q(X) = dimCH
0(X,Ω1

X) и геометричния род pg(X) = dimCH
0(X,Ω2

X) на
проективна повърхнина X. Тук Ω1

X е ко-допирателното разслоение, определено като
дуалното на холоморфното допирателно разслоение T 1,0X. Да напомним, че функ-
ция f е анти-холоморфна, ако комплексно спрегнатата и f е холоморфна. Във всяка
точка x ∈ X, холоморфното допирателно пространство T 1,0X се състои от диференци-
ранията на локални функции, които се анулират върху анти-холоморфните функции.
Каноничното разслоение Ω2

X = Ω1
X ∧ Ω1

X е втората външна степен или детерминан-
тата на Ω1

X . Факторите A/H на абелева повърхнина A под действие на крайна група
на Галоа H се характеризират със своята размерност на Кодаира, ирегулярността и
геометричния си род. От κ(A) = 0 следва, че κ(A/H) ≤ 0, защото под действие на
морфизъм на повърхнини f : X → Y размерността на Кодаира κ(X) ≥ κ(Y ) не расте.
Проективните повърхнини X с неположителна размерност на Кодаира κ(X) ≤ 0 са
шест типа. Повърхнините X с κ(X) = −∞ са рационални или линейчати с база от род
g ≥ 1. При фиксирана размерност на Кодаира κ(X) = −∞ рационалните повърхнини
X се характеризират с ирегулярност q(X) = dimCH

0(X,Ω1
X) = 0, докато линейчатите

Xg с база от род g ≥ 1 имат ирегулярност q(Xg) = dimCH
0(Xg,Ω

1
Xg

) = g ≥ 1.
Нека X е проективна повърхнина с размерност на Кодаира κ(X) = 0. Тогава ирегу-
лярността q(X) = dimCH

0(X,Ω1
X) и геометричният род pg(X) = dimCH

0(X,Ω2
X) са

достатъчни за класификацията на X като абелева, хиперелиптична, К3 или повърх-
нина на Енриквес. По-точно, X е абелева точно когато q(X) = 2. Повърхнината X
е хиперелиптична тогава и само тогава, когато κ(X) = 0 и q(X) = 1. Бомбиери и
Мамфорд установяват в [2], че всяка хиперелиптична повърхнина X = (E1×E2)/H е
фактор на Декартово произведение E1×E2 на елиптични криви Ej по крайна нетран-
слационна група H < Aut(E1×E2) без фиксирани точки върху E1×E2. Ако κ(X) = 0,
q(X) = 0 и pg(X) = 1, то X е К3 повърхнина. K3 повърхнините X имат тривиално
канонично разслоение Ω2

X = OX и са едносвързани, π1(X) = 1. Проективните повър-
хнини X с κ(X) = 0, q(X) = 0 и pg(X) = 0 са повърхнини на Енриквес. Всяка от
тях има универсална покриваща X̃ от тип K3 и фундаментална група π1(X) = Z2.
Всяка повърхнина на Енриквес е елиптично разслоение X → P1 с рационална база и
без сечение.
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Всяка аритметична решетка Γ ⊂ SU2,1 е съизмерима с групата SU2,1(Z). Граничната
точка p ∈ ∂B е рационална, ако стабилизаторът и StabSU2,1(p) е определен над Q.
Обединението ∂QB на рационалните гранични точки е Γ-инвариантно и

B̂/Γ = (B ∪ ∂QB) /Γ

е нормално аналитично пространство, известно като компактификация на Бейли-
Борел. Ако решетката Γ е неторзионна, то особеностите на B̂/Γ се наричат къспове и
се покриват от рационалните гранични точки на B. Разрешението на особеностите на
B̂/Γ в късповете ∂QB/Γ = {κ1, . . . , κh} чрез гладки елиптични криви T ′i дава гладката

тороидална компактификация (B/Γ)′ = (B/Γ) ∪ T ′ с T ′ =
h∑
i=1

T ′i .

Нека E е елиптична крива,

ξ : A′ = (B/Γ)′ −→ A = E × E

е свиването на (−1)-кривите, а T = ξ(T ′) е образът на тороидалния компактифициращ
дивизор T ′ върху абелевия минимален модел A. Съгласно [5], групите от автоморфиз-
ми

Aut(A′, T ′) = Aut(A, T )

съвпадат, така че всяка подгрупа H на G = Aut(A, T ) действа върху B/Γ и се пов-
дига до решетка ΓH < SU2,1, благодарение на липсата на тоорзии в Γ. Решетката ΓH
съдържа Γ като нормална подгрупа с фактор-група ΓH/Γ = H. Факторът на (B/Γ)′

под действие на H = ΓH/Γ е компактификация B/ΓH на B/ΓH с (необезателно торо-
идален) дивизор B/ΓH \ (B/Γ), който се съсоти от елиптични или рационални криви.
В сила е комутативна диаграма

A (B/Γ)′

A/H B/ΓH
?

ζAH

� ξ

?

ζH

�ξ
H

,

където ξ : (B/Γ)′ → A е свиването на рационалните (−1)-криви върху (B/Γ)’, ζAH :

A → A/H и ζH : (B/Γ)′ → B/ΓH са H-Галоа покрития, а ξH : B/ΓH → A/H
е свиването на H-орбитите на изключителния дивизор L = ξ−1

(
T sing

)
на ξ. По-

точно, H-инвариантността на T води до H-инвариантност на особените точки T sing =∑
1≤i<j≤h Ti ∩ Tj на T =

∑h
i=1 Ti с гладки елиптични неприводими компоненти Ti.

Оттук раздуването L = ξ−1(T sing) на T sing е H-инвариантно и ξH е свиването на
неприводимите компоненти на L/H в точки. Ако стабилизаторът

StabH(pi) = {h ∈ H |h(pi) = pi}

на pi ∈ T sing е от ред mi ≥ 2, то H-орбитата на ξ−1(pi) е с кратност mi и представлява
рационална крива с индекс на самопресичане (−mi).
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В зависимост от фиксираните точки наH върху A,H0(A,Ω1
A) иH0(A,Ω2

A) определяме
бирационалния тип на A/H съгласно класификацията на Кодаира-Енриквес.

Теорема 1. (Холцапфел [4]) Нека A = E × E е Декартов квадрат на елиптична

крива E, а T =
h∑
i=1

Ti е мулти-елиптичен дивизор върху A с особени точки T sing =∑
1≤i<j≤h

Ti ∩ Tj. Раздуването A′ на A в T sing е гладка тороидална компактификация

A′ = (B/Γ)′ на неторзионен фактор B/Γ на кълбото тогава и само тогава, когато

h∑
i=1

card(T sing ∩ Ti) = 4card(T card).

Накратко за идеята на доказателство. Изогения на абелеви многообразия е сюрек-
тивен хомоморфизъм α : B → A с крайно ядро. В частност, всяка изогения е не-

разклонено покритие от крайна степен n ∈ N и α−1(Ti) =
n∑
j=1

Tij са непресича-

щи се обединения на гладки елиптични криви за ∀1 ≤ i ≤ h. От друга страна,
cardα−1(T )sing = cardα−1(T sing) = ns за s = card(T sing) и

Ti1j1 ∩ Ti2j1 = Ti1 ∩ Ti2 ,

Ti1j1 ∩ Ti2j2 = 0 за j1 6= j2.

В резултат, за si = card(Ti ∩ T sing) получаваме, че

h∑
i=1

n∑
j=1

card(Tij ∩ α−1(T )sing) =

h∑
i=1

n∑
j=1

si = n

(
h∑
i=1

si

)
= ns = cardα−1(T )sing.

По този начин, численото условие върху (A, T ) се повдига до същото числено усло-
вие върху (B = α−1(A), α−1(T )) за произволна изогения α : B → A. Праобразът

α−1(Ti) =
n∑
j=1

Tij на елиптична крива Ti ⊂ A под действие на изогения α : B → A от

степен n се състои от линейно еквивалентни елиптични криви, така че класът на ли-
нейна еквивалентност на α−1(T ) е n-делим. Нека B′ е раздуването на B в α−1(T )sing,
а D′ е трансформацията на α−1(T ) под действие на това раздуване. Съгласно теоре-
ма на Ливн, това е достатъчно за съществуване на n-листно покритие f : W ′ → B′,
което е напълно разклонено по протежение на D′. Сега W ′ е гладка повърхнина от
общ тип и D′ ⊂ W ′ е мулти-елиптичен дивизор с взаимно непресичащи се и отри-
цателно самопресичащи се неприводими компоненти. Абелевата повърхнина B има
Ойлерова характеристика e(B) = 0 и сигнатура τ(B) = 0. Понеже B′ се получава от
B чрез раздуване на ns точки, Ойлeровата характеристика e(B′) = ns, а сигнатурата
τ(B′) = −ns. Дивизорът на разклонение D′ на f : W ′ → B′ е мулти-елиптичен, така
че Ойлеровата характеристика

e(W ′) = ne(B′ \D′) + e(D′) = ne(B′) = n2s.
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Сигнатурата τ(W ′) = nτ(B′) = −ns, защото 2-циклите върхуW ′ могат да се отместят

от D′. По определение, D′ =
h∑
i=1

n∑
j=1

D′ij има две по две непресичащи се компоненти,

така че

(D′)2 = n
h∑
i=1

n∑
j=1

(D′ij)
2 = n2

h∑
i=1

(T ′i )
2.

По формулата за присъединение,

0 = −e(Ti) = T 2
i + TiKA = T 2

i ,

защото каноничният дивизорKA = OA е тривиален. След раздуване на si точки върху

Ti индексът на самопресичане (T ′i )
2 = −si. В резултат, (D′)2 = −n2

h∑
i=1

si. Сега W ′ \D′

е неторзионен фактор на кълбото точно когато

e(W ′)− 3τ(W ′) + (D′)2 = 4n2s− n2
h∑
i=1

si = 0, т.е.
h∑
i=1

si = 4s.

Ограничението f : W ′ \ D′ → B′ \ D′ е неразклонено, така че W ′ \ D′ = B/Γ1 е
дискретен фактор на кълбото тогава и само тогава, когато B′ \D′ = B/Γ2 е дискретен
фактор на кълбото. Изогенията α : B → A индуцира n-листно неразклонено покритие
α′ : B′ → A′ и B′ \D′ = B/Γ2 тогава и само тогава, когато A′ \ T ′ = B/Γ3 е дискретен
фактор на кълбото.
Групата от автоморфизми Aut(A) на абелевата повърхнина A = E×E е полудиректно
произведение на нормалната група TA от транслации с групата End∗(A) на обратимите
ендоморфизми на A. По определение, това означава, че всеки елемент g на Aut(A) има
единствени представяния g = τ(P0,Q0)go или g = goτ(P1,Q1) с τ(P0,Q0), τ(P1,Q1) ∈ TA и go ∈
End∗(A). Записваме Aut(A) = TA o End∗(A). Съществува естествен хомоморфизъм

L : Aut(A) −→ End∗(A)

с ядро TA, който съпоставя на всеки автоморфизъм на A неговата линейна част. Ум-
ножението в Aut(A) се извършва по правилото

(τ(P2,Q2)h)(τ(P1,Q1)g) = τ(P2,Q2)+h(P1,Q1)(hg),

съгласно
(τ(P2,Q2)h)(τ(P1,Q1)g)(P,Q) =

(τ(P2,Q2)h)(g(P,Q) + (P1, Q1)) = hg(P,Q) + h(P1, Q1) + (P2, Q2)

за всички точки (P,Q) ∈ A = E × E. Групата на обратимите ендоморфизми

End∗(A) = {α ∈ Gl2(A) |απ1(A) ⊆ π1(A), α−1π1(A) ⊆ π1(A)}

съвпада с
Gl2(O−d) = {α ∈ (O−d)2×2 |det(α) ∈ O∗−d},
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където O∗−d е мултипликативната група на O−d. По-точно,

O∗−d = 〈−1〉 = {±1} ' Z2 за d 6= 1, 3,

O∗−1 = Z[i]∗ = 〈i〉 = {±i,±1} ' Z4 и

O∗−3 = 〈e
2πi
6 〉 ' Z6.

Да напомним, че

π1(A) = π1(E)× π1(E) = O−d ×O−d = O−d × {0}+ {0} × O−d,

така че

α =

(
p q
r s

)
изпълнява απ1(A) ⊆ π1(A) точно когато p, q, r, s ∈ O−d. Тук използваме, че pO−d ⊆
O−d изисква p = p.1 ∈ pO−d ⊆ O−d и p ∈ O−d е достатъчно за pO−d ⊆ O−d. Ако
∆ = det(α) = ps− qr, то

α =

(
p q
r s

)
∈ (O−d)2×2 и α−1 =

1

∆

(
s −q
−r p

)
∈ (O−d)2×2

водят до det(α−1) = 1
∆ ∈ O−d, което означава, че ∆ ∈ O∗−d. С това проверихме, че

End∗(A) ⊆ Gl2(O−d). Обратно, ако α ∈ (O−d)2×2 и det(α) ∈ O∗−d, то α−1 ∈ (O−d)2×2.
В резултат, απ1(A) ⊆ π1(A) и α−1π1(A) ⊆ π1(A), така че α ∈ End∗(A). Това дава,
Gl2(O−d) ⊆ End∗(A) и End∗(A) = Gl2(O−d). Неутралният елемент на Gl2(O−d) е
единичната матрица, която ще бележим с I2.
В рамките на тези предварителни бележки да напомним, че O−d = Z+ τZ, където

τ =

{ √
−d за −d 6≡ 1(mod 4),

−1+
√
−d

2 за −d ≡ 1(mod 4).

Нека (B/Γ)′ = (B/Γ) ∪ T ′ е гладката тороидална компактификация на неторзионен
фактор B/Γ на кълбото, ξ : (B/Γ)′ → A е свиването на (−1)-кривите до абелевия
минимален модел A, а T = ξ(T ′). Групите G = Aut(A, T ) = Aut

(
(B/Γ)′ , T ′

)
съвпадат.

Всяка подгрупа H на G е подгрупа на Aut
(
(B/Γ)′ , T ′

)
и се състои от автоморфиз-

мите h : B/Γ → B/Γ. Решетката Γ е неторзионна, така че покритието B → B/Γ е
неразклонено и ∀h ∈ Aut (B/Γ) се повдига до автоморфизъм h̃ : B → B на кълбото
B, h̃ ∈ SU2,1. Множеството ΓH на тези повдигания h̃ образува дискретна подгрупа
ΓH ≤ SU2,1, съдържаща Γ като нормална подгрупа с фактор-група ΓH/Γ = H.
Настоящата дипломна работа изучава част от факторите на кълбото B/ΓH , които се
покриват от конкретен пример на Холцапфел B/Γ(6,8)

−1 , публикуван в [4]. Нека UA :

Ã = C2 → A и UTj : T̃j = C→ Tj са универсалните покриващи на абелева повърхнина
A = E × E и елиптшчно крива Tj ⊂ A. През всяка точка (uo, vo) ∈ U−1

A (Tj) ⊂ C2
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съществува повдигане на Tj до права в Ã. Това означава наличие на комутативна
диаграма

T̃j Ã

Tj A

?

UTj

-
l(uo,vo)

?

UA

-Id

.

Обединявайки всички тези повдигания, представяме

Tj = {(ajt+ uo)(modπ1(E)), (bjt+ vo)(modπ1(E)) | t ∈ C}.

Ако Tj е определена над имагинерно квадратично числово поле Q(
√
−d), то можем да

считаме, че aj и bj са от пръстена на целите числа O−d на Q(
√
−d). В такъв случай,

aj(t+ π1(E)) = ajt+ π1(E) ∈ E са коректно определени точки и можем да зададем

Tj = {(ajP, bjP ) + (uo(modπ1(E)), vo(modπ1(E))) |P ∈ E}.

Ще бележим Tj = Eaj ,bj + (Po, Qo) за Po = uo(modπ1(E)), Qo = vo(modπ1(E)).

Теорема 2. (Холцапфел [4]) Нека A−1 = E−1 × E−1 с E−1 = C/(Z+ iZ),

Q0 = 0(modZ+ iZ), Q1 =
1

2
(modZ+ iZ), Q2 = iQ1, Q3 = Q1 +Q2

са 2-торзионните точки на E−1 и

Qij = (Qi, Qj) ∈ A2−tor ⊂ A−1.

Разглеждаме мулти-елиптичния дивизор T (6,8)
−1 =

8∑
k=1

Tk с

Tk = Eik,1 за 1 ≤ k ≤ 4,

Tm+4 = Qm × E−1, Tm+6 = E−1 ×Qm за 1 ≤ m ≤ 2.

Раздуването на A−1 в шестте особени точки (T
(6,8)
−1 )sing = Q00 + Q33 +

∑
1≤i,j≤2

Qij

на T
(6,8)
−1 е гладка тороидална компактификация на дискретен фактор B/Γ(6,8)

−1 на
кълбото B.
Да напомним от [5], че умноженията

I =

(
i 0
0 1

)
, J =

(
1 0
0 i

)
с имагинерната единица i ∈ Z[i] върху елиптичните множители E−1 на A−1, тран-
спозицията

θ =

(
0 1
1 0

)
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на тези множители и транслацията τ33 с Q33 пораждат групата G−1 = Aut(A−1, T
(6,8)
−1 ).

По-точно,
G−1 = {τn33I

kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤ 1}

е от ред 64 и избраните пораждащи изпълняват съотношенията

I4 = J4 = Id, θ2 = τ2
33 = Id,

xy = yx за различни x, y ∈ {I, J, τ33},

θI = Jθ, θJ = Iθ, θτ33 = τ33θ.



Глава 2

Елиптични и линейчати
повърхнини

Лема 2.1. Нека A = E × E с E = C/O−d за пръстена на целите числа O−d на
имагинерно квадратично числово поле Q(

√
−d), d ∈ N, а H е подгрупа на Aut(A).

Тогава всяка неособена матрица S ∈ Gl2(C) индуцира комутативна диаграма

A B

A/H B/SHS−1
?

ζH

-S

?

ζSHS−1

-S

с изоморфизъм на абелеви многообразия S : A→ B, покрития на Галоа ζH : A→ A/H,
ζSHS−1 : B → B/SHS−1 и бирегулярно изображение S : A/H → B/SHS−1.
В частност, ако групата L(H) на линейните части е абелева, то съществуват
елиптични криви F1 и F2, изоморфни на E, така че действието на H върху A е
еквивалентно на действието на подгрупа Ho на Aut(F1)×Aut(F2) ⊂ Aut(F1 × F2) и
факторите A/H ' (F1 × F2)/Ho са бирегулярни.

Доказателство: Всяко обратимо линейно изображение S : C2 → C2 индуцира епи-
морфизъм на Z-модули S : π1(A) → Sπ1(A), чийто образ Sπ1(A) е свободен Z-модул
с ранг 4 и компактен фактор B = C2/Sπ1(A). По-точно, π1(A) е директна сума на
Z-модули π1(A) = ((1, 0)O−d)⊕ ((0, 1)O−d). Ако

S =

(
α β
γ δ

)
∈ Gl2(C),

то
S((1, 0)O−d) = {(α, γ)λ |λO−d} = (α, γ)O−d,

S((0, 1)O−d) = (β, δ)O−d.

14
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От друга страна, универсалната покриваща Ã = C2 на A е директна сума на комп-
лексни прави C2 = (1, 0)C⊕ (0, 1)C и

S((1, 0)C) = (α, γ)C, S((0, 1)C)(β, δ)C.

Следователно S((1, 0)O−d) е Z-подмодул на S((1, 0)C), чийто фактор

F1 = S(E × 0) = S ((1, 0)C/(1, 0)O−d) = S((1, 0)C/S((1, 0)O−d) = (α, γ)C/(α, γ)O−d

е елиптична крива, изоморфна на E. Аналогично,

F2 = S(0× E) = S ((0, 1)C/(0, 1)O−d) = S((0, 1)C)/S((0, 1)O−d) = (β, δ)C/(β, δ)O−d

е елиптична крива, изоморфна на E и

B = S(A) = S(E × 0)× S(0× E) = F1 × F2.

Изображението S : A → B е изоморфизъм на абелеви повърхнини, защото S−1 ∈
Gl2(C) трансформира π1(B) = Sπ1(A) в π1(A) и индуцира морфизъм на абелеви
повърхнини S−1 : B → A.
Действието на H върху A = E × E индуцира действие на SHS−1 върху B, относно
което S : A→ B е еквивариантно. Това означава комутативност на диаграмите

A B

A B
?

h

-S

?
ShS−1

-S

за ∀h ∈ H. По този начин, H-орбитите върху A се оказват във взаимно еднозначно
съответствие с SHS−1-орбитите върху B и S индуцира бирегулярно изображение
S : A/H → B/SHS−1.
Ако групата L(H) ≤ End∗(A) = Gl2(O−d) на линейните части е абелева, то съществува
базис на C2, в който L(h) са диагонални за ∀h ∈ H. Нека S−1 е матрицата на прехода
от първоначалния базис на C2 към базиса от собствени вектори за всички L(h) и
F1 = S(E × 0), F2 = S(0×E). Тогава SHS−1 е подгрупа на Aut(F1)×Aut(F2) и A/H
е бирегулярно на (F1 × F2)/SHS−1. Да отбележим, че ако H е абелева подгрупа на
Aut(A), то L(H) е абелева подгрупа на Gl2(O−d), но съществуват неабелеви подгрупи
H с абелева линейна част L(H), Q.E.D.
Нека V е алгебрично многообразие с холоморфно действие на група G. За произволна
точка v ∈ V да означим с vG съответната орбита, разгледана като елемент на V/G.

Лема 2.2. Нека B = F1 × F2 е Декартово произведение на елиптични криви F1, F2,
изоморфни на E = C/O−d, H е подгрупа на Aut(F1)×Aut(F2),

prj : B = F1 × F2 → Fj
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са каноничните проекции върху множителите на B, а qj : H → Aut(Fj) са съот-
ветните проекции на H. Тогава prj индуцират разслоения

pj : B/H −→ Cj = Fj/qj(H)

с елиптични или рационални общи слоеве върху елиптични или рационални бази Cj.
По-точно, слоят на pj над (Rj)qj(H) ∈ Cj е изоморфен на

F3−j/q3−jq
−1
j Stabqj(H)(Rj).

В частност, pj е елиптично разслоение тогава и само тогава, когато q3−j ker(qj) ≤
Aut(F3−j) е транслационна група. Разслоението pj задава линейчата структура
точно когато q3−j ker(qj) има изолирани фиксирани точки.
Базата Cj = Fj/qj(H) е елиптична за qj(H) ≤ TFj и рационална за нетранслационна
група qj(H).

Доказателство: Понеже H е подгрупа на Aut(F1)×Aut(F2), каноничните проекции
prj : B = F1 × F2 → Fj са H-еквивариантни и участват в комутативни диаграми

B Fj

B Fj
?

h

-
prj

?
qj(h)

-
prj

за всички h ∈ H. Произволна H- орбита върху B се изобразява от prj в qj(H)-орбита
върху Fj . По този начин се получава комутативната диаграма

B = F1 × F2 Fj

B/H Cj = Fj/qj(H)
?

ζH

-
prj

?

ζqj(H)

-
pj

(2.1)

с pj((R1, R2)H) = (Rj)qj(H). Факторът Cj = Fj/qj(H) на елиптичната крива Fj е елип-
тична крива тогава и само тогава, когато qj(H) ≤ FFj е транслационна група. Кривата
Cj = Fj/qj(H) е рационална точно когато {1} 6= L(qj(H)) ≤ O∗−d. Да отбележим, че
подгрупа на Aut(Fj) = TFj oO∗−d е транслационна тогава и само тогава, когато няма
фиксирани точки върху Fj . Еквивалентно, нетранслационните подгрупи на Aut(Fj)
са онези, които имат краен брой изолирани фиксирани точки върху Fj .
Остава да характеризираме слоя p−1

2 ((R2)q2(H)) над произволна точка (R2)q2(H) ∈
C2. За произволно алгебрично многообразие V с холоморфно действие на група G,
да означим с OrbG(v) = {g(v) | g ∈ G} ⊂ V орбитата на v ∈ V , разгледана като
подмножество на V . Комутативната диаграма (2.1) се ограничава до комутативна
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диаграма
F1 ×Orbq2(H)(R2) Orbq2(H)(R2)

p−1
2 ((R2)q2(H)) (R2)q2(H)

?

ζH

-
pr2

?

ζq2(H)

-p2

. (2.2)

Трябва да опишем слоя ζH(F1 × Orbq2(H)(R2)) = p−1
2 ((R2)q2(H)) на p2 с точност до

бирегулярност. Твърдим, че

F1 ×Orbq2(H)(R2) = OrbH(F1 ×R2).

От една страна, за всяка точка (R1, q2(h)R2) ∈ B = F1 × F2 с R1 ∈ F1 и h ∈ H
съществува точка R′1 = q1(h)−1R1 ∈ F1, така че h(R′1, R2) = (q1(h)R′1, q2(h)R2) =
(R1, q2(h)R2). Обратно, за произволна точка R1 ∈ F1 и произволен елемент h ∈ H е в
сила h(R1, R2) = (q1(h)R1, q2(h)R2) ∈ F1 ×Orbq2(H)(R2). Сега забелязваме, че

ζHOrbH(F1 ×R2) ' ζq−1
2 Stabq2(H)R2

(F1 ×R2) ' ζq1q−1
2 Stabq2(H)(R2)(F1)×R2

са бирегулярни. Следователно слоят

p−1
2 ((R2)q2(H)) ' ζq1q−1

2 Stabq2(H)(R2)(F1)

е елиптична крива точно когато q1q
−1
2 Stabq2(H)(R2) ≤ Aut(F1) е транслационна група.

Ако групата q1q
−1
2 Stabq2(H)(R2) има фиксирани точки, то p−1

2 ((R2)q2(H)) е рационална
крива. В обща точка (R2)q2(H) ∈ C2 = F2/q2(H) стабилизаторът Stabq2(H)(R2) = 1

и q−1
2 Stabq2(H)(R2) = ker(q2). Затова p2 : B/H → C2 е елиптично разслоение точно

когато q1 ker(q2) ≤ Aut(F1) е транслационна група. Ако групата q1 ker(q2) не е транс-
лационна, то общите слоеве на p2 : B/H → C2 са рационални криви, Q.E.D.

Определение 2.3. Нека

A = E × E B = F1 × F2

A/H B/SHS−1
?

ζH

-S

?
ζSHS−1

-S

(2.3)

е едновременна диагонализация на действието на крайна група H с абелева линей-
на част L(H) < Gl2(O−d) върху абелева повърхнина A = E × E с E = C/O−d, а
qj : SHS−1 → Aut(Fj) са проекциите върху автоморфизмите на множителите.
Изображенията

pj : B/SHS−1 −→ Cj = Fj/qj(SHS
−1),

индуцирани от каноничните проекции pr : F1 × F2 → Fj се наричат канонични
разслоения на фиксираната диагонализация.
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Да обърнем внимание, че каноничните разслоения на диагонализация на H индуци-
рат разслоения pjS : A/H → Cj със същите слоеве като pj : B/SHS−1 → Cj . За
произволно разрешение ρ : Y → A/H на изолираните фактор-особености на A/H по-
лучаваме получаваме разслоения pjSρ : Y → Cj , 1 ≤ j ≤ 2 със същите общи слоеве
като pj .



Глава 3

Определяне на размерността на
Кодаира

Лема 3.1. Нека A = E ×E е Декартов квадрат на елиптична крива E, H1 < H2 са
крайни подгрупи на Aut(A), а Yj са минималните разрешения на особеностите на
A/Hj за 1 ≤ j ≤ 2. Тогава съществува комутативна диаграма

A/H1 Y1 Z1

A/H2 X2 Y2

?

ζA

�ρ1

?

ζ1

� η1

?

ζ2

�ν2 � µ2

,

в която Z1 = Y1 ×X2 Y2 е гладка повърхнина, ζA, ζ1 ζ2 са крайни (необезателно регу-
лярни) покрития от степен [H2 : H1] = |H2|

|H1| , а ρ1, η1, ν2, µ2 са бирационални изоб-
ражения, чиито изключителни дивизори са съставени от рационални неприводими
компоненти.

Доказателство: Преди всичко, изключителният дивизор E(ρ1) на минималното
разрешение ρ1 : Y1 → A/H1 на изолираните фактор-особености на A/H1 се състои от
рационални неприводими компоненти Ei със самопресичане E2

i ≤ −2. Достатъчно е да
докажем това за неприводимите компоненти на ρ−1

1 (p) за фиксирана особена точка p ∈
(A/H1)sing. Особеността на A/H1 в p = OrbH1(p̃) е същата както в p = OrbStabH1

(p̃)(p̃) ∈
A/StabH1(p̃). Ако групата StabH1(p̃) е циклична, то особеността в p се разрешава
с верига на Хирцебрух-Юнг, съставена от рационални криви със самопресичане ≤
−2. За всяка подгрупа H ′1 на StabH1(p̃) изключителният дивизор E′ на разрешението
на особеността в p′ = OrbH′1(p̃) се изобразява върху изключителния дивизор E(p)
на разрешението на особеността в p, защото достатъчно малка инвариантна пробита
околност на p′ покрива пробита околност на p. Покриващото изображение е локално
ограничено и се продължава до покритие на E(p) чрез E′. С индукция по броя на
пораждащите на StabH1(p̃), оттук следва, че E(p) е обединение на рационални криви.
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Определяме ν2 : X2 → A/H2 като минималното разрешение на онези особености
OrbH2(p̃) ∈ (A/H2)sing, които се повдигат до особени точки OrbH1(p̃) ∈ (A/H1)sing.
Повтаряйки горното разсъждение, продължаваме (необезателно регулярното) покри-
тие ζA : A/H1 → A/H2 до покритие ζ1 : Y1 → X2 от степен [H2 : H1]. Изключителният
дивизор E(ρ1) на ρ1 покрива изключителния дивизор E(ν2) на ν2 под действие на ζ1,
така че E(ν2) се състои от рационални неприводими компоненти.
По-нататъшното минимално разрешение µ2 : Y2 → X2 на изолираните фактор-особености

Xsing
2 = {OrbH2(p̃) ∈ (A/H2)sing |OrbH1(p̃) ∈ (A/H1)smooth}

има изключителен дивизор E(µ2) с рационални неприводими компоненти, защото
композицията ρ2 = ν2µ2 : Y2 → A/H2 е минималното разрешение на особеностите
на A/H2 с изключителен дивизор E(ρ2) = µ−1

2 E(ν2) ∪ E(µ2).
Определяме Z1 = Y1 ×X2 Y2 като разслоено произведение,

Y1 Z1 = Y1 ×X2 Y2

X2 Y2

?

ζ1

�η1

?

ζ2

� µ2

.

Тогава ζ2 е крайно покритие от степен [H2 : H1]. Слоевете

η−1
1 (y1) = {(y1, y2) |µ2(y2) = ζ1(y1)} ' µ−1

2 (ζ1(y1))

съвпадат, така че изключителният дивизор E(η1) на η1 се състои от рационални не-
приводими компоненти.
Остава да докажем гладкостта на Z1. Да допуснем противното и да изберем особе-
на точка z1 ∈ Zsing

1 . Допирателното пространство на Зариски Tz1Z1 е с размерност
dimC Tz1Z1 ≥ 3. Образът ζ2(z1) = y2 ∈ Y2 е гладка точка, така че dimC Ty2Y2 = 2.
Следователно диференциалът

(dζ2)z1 : Tz1Z1 −→ Ty2Y2

има нетривиално ядро. Това изисква ζ2 да е постоянно върху подмногообразие с по-
ложителна размерност. Но ζ2 е покритие и има дискретни слоеве. Противоречието
доказва гладкостта на Z1, Q.E.D.

Лема 3.2. Нека A е абелевият минимален модел на гладка аритметична тороидал-
на компактификация (B/Γ)′, T ⊂ A е образът на тороидалния компактифициращ
дивизор T ′ = (B/Γ)′ \ (B/Γ) при свиване на (−1)-кривите върху (B/Γ)′, а H е подг-
рупа на G = Aut(A, T ). Тогава минималният модел X на произволно разрешение на
изолираните фактор-особености на A/H е проективна повърхнина, бирационална на
някоя от следните:
(i) рационална повърхнина;
(ii) линейчата повърхнина с елиптична база;
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(iii) абелева повърхнина;

(iv) хиперелиптична повърхнина;

(v)К3 повърхнина;

(vi) повърхнина на Енриквес.

Доказателство: Преди всичко, повърхнината A/H е проективна, защото е бираци-
онална на компактификацията на Baily-Borel B̂/ΓH на аритметичния фактор B/ΓH
на кълбото B. По-точно, свиването на гладките елиптични неприводими компоненти
T ′i на T

′ = (B/Γ)′ \ (B/Γ) в точки дава B̂/Γ. Подгрупата H на G = Aut(A, T ) действа
върху T ′ и факторът T ′/H компактифицира B/ΓH . Свиването ηH : B/ΓH → B̂/ΓH
на неприводимите (елиптични или рационални) компоненти на T ′/H дава компак-
тификацията на Baily-Borel B̂/ΓH на B/ΓH . По този начин получаваме комутативна
диаграма

A (B/Γ)′ B̂/Γ

A/H B/ΓH B̂/ΓH
?

ζAH

� ξ -η

?

ζ′H

??

ζ̂H

�ξ
H

-ηH

,

в която хоризонталните морфизми са бирационални, а всички вертикални морфиз-
ми са H-Галоа покрития. По предположение, Γ е аритметична, т.е. съизмерима с
SU2,1(O−d) за някакво естествено d. Доколкото Γ е нормална подгрупа на ΓH с краен
индeкс [ΓH : Γ] = |H|, решетката ΓH е също аритметична. Класически резултат на
Baily-Borel установява, че B̂/ΓH е нормална проективна повърхнина, за произволна
аритметична решетка ΓH ≤ SU2,1. Като бирационална на B̂/ΓH , повърхнината A/H,
минималното разрешение Y на изолираните фактор-особености на A/H и произволен
гладък модел X на Y са проективни повърхнини.

Размерността на Кодаира κ не нараства по протежение на ζAH : A → A/H и κ(A) =
0, така че A/H е проективна повърхнина с κ(A/H) = 0 или −∞. Достатъчно е да
докажем, че повърхнина A/H не може да е бирационална на линейчата повърхнина X
с база Cg от род g ≥ 2, за да завършим доказателството на лемата. Нека ρ : Y → A/H
е минималното разрешение на изолираните фактор-особености на A/H, а

Y Z X�σ1 -σ2

са раздуванията, осъществяващи бирационалния морфизъм между Y иX. Да означим
с f : X → Cg линейчатата структура върху X, т.е. разслоението с рационални слоеве.
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В комутативната диаграма

A

A/H Y Z X

Cg

?

ζAH

� ρ � σ1 -σ2

?

f

твърдим, че разслоението fσ2 : Z → Cg се пропусква до f0 : A/H → Cg. За цел-
та е достатъчно да установим, че регулярното изображение fσ2 е постоянно върху
неприводимите компоненти на изключителния дивизор на ρσ1. Еквивалентно, всяка
неприводима рационална компонента C0 на σ−1

1 ρ−1 (A/H)sing се изобразява в точка
fσ2(C0). При допускане на противното, fσ(C0) е неприводима рационална крива, съ-
държаща се в Cg. Следователно fσ2(C0) = Cg, което е невъзможно съгласно g ≥ 1.
Оттук съществува разслоение f0 : A/H → Cg. Композирайки с ζAH : A → A/H, полу-
чаваме сюрективно регулярно изображение f1 : A→ Cg. Факторизацията на Щайн

A Cgo

Cg

@
@
@@R

f1

-f2

?

f3

на f1 се състои от сюрективно регулярно изображение f2 : A → Cgo със свързани
слоеве и крайно регулярно изображение f3 : Cgo → Cg. Кривата Cgo е от род go ≥ g ≥ 2.
Свързаността на слоевете на f2 : A → Cgo води до сюрективност на индуцираното
изображение (f2)∗ : π1(A) → π1(Cgo) на фундаменталните групи. От една страна,
π1(A) ' Z4 е абелева, така че образът и π1(Cgo) = (f2)∗π1(A) също трябва да е
абелева група. От друга страна, фундаменталната група π1(Cgo) не е абелева за род
go ≥ 2. Противоречието доказва, че повърхнината A/H не може да е бирационална
на линейчата с база от род ≥ 2, Q.E.D.

Определение 3.3. Автоморфизмът

τ(P1,Q1)

(
α β
γ δ

)
∈ TA oGl2(O−d)

се нарича отражение, ако фиксира елиптична крива върху A = E × E.
Множеството на отраженията в група G ≤ Aut(A) ще бележим с R(G).

Следващото твърдение установява, че наличието на отражение h ∈ H е необходи-
мо и достатъчно условие за κ(A/H) = −∞. За произволно крайно регулярно изоб-
ражение f : X → Y на гладки повърхнини, което е разклонено върху дивизора
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B ⊂ X, каноничният дивизор KX = f∗KY ⊗ B. Затова колкото по-обилен е ди-
визорът B, толкова "по-отдалечени"са проективните повърхнини X и Y в класи-
фикацията на Кодаира-Енриквес. В конкретния случай, размерността на Кодаира
κ(A/H) = κ(A) = 0 се запазва точно когато B се състои от краен брой точки и
намалява −∞ = κ(A/H) < κ(A) = 0 за B с коразмерност 1.

Твърдение 3.4. Нека (B/Γ)′ е гладка аритметична тороидална компактификация,
ξ : (B/Γ)′ → A е свиването на рационалните (−1)-криви до абелева повърхнина A =
E ×E с E = C/O−d, T ′ = (B/Γ)′ \ (B/Γ), T = ξ(T ′) и H е подгрупа на G = Aut(A, T ).
Факторът A/H е с размерност на Кодаира κ (A/H) = −∞ тогава и само тогава,
когато H съдържа отражение.

Доказателство: Ако h ∈ H е отражение, то след преместване на началото на A
върху фиксираната от h елиптична крива, представяме

h =

(
α β
γ δ

)
∈ Gl2(O−d)

като линейна трансформация. Характеристичните корени на h са λ1 = 1 и λ2 6= 1. От
λ1λ2 = det(h) ∈ O∗−d следва, че λ2 ∈ O∗−d \ {1}. По-точно, за d 6= 1 и 3 трябва λ2 = −1.
Ако d = 1, то λ2 ∈ {−1,±i}. За d = 6 имаме λ2 ∈ {e

2πik
6 | 1 ≤ k ≤ 5}. Елементът

h ∈ Gl2(O−d) е от краен ред и затова се диагонализира. Нека матрицата S−1 ∈ Gl2(C)
е съставена по стълбове от собствените вектори на h, отговарящи на λ1 = 1 и на
λ2 6= 1. Съгласно Лема 2.1, линейният автоморфизъм

ShS−1 =

(
1 0
0 λ2

)
се диагонализира върху абелевата повърхнина B = S−1(A). По Лема 2.2, h ∈ ker(q1)
и 1 6= λ2 = q2(h) ∈ q2 ker(q1). Следователно

p1 : B/〈ShS−1〉 −→ C1 = F1

е разслоение чрез рационални криви или B/〈ShS−1〉 е линейчата повърхнина. То-
ва е достатъчно за κ(B/〈ShS−1〉) = −∞. Повърхнината A/〈h〉 е бирегулярна на
B/〈ShS−1〉, така че и κ(A/〈h〉) = −∞. Подгрупата 〈h〉 на H отговаря на крайно
регулярно изображение A/〈h〉 → A/H, което не е обезателно покритие на Галоа, за-
щото цикличната група 〈h〉 не винаги е нормална в H. Размерността на Кодаира не
расте по протежение на морфизъм, така че −∞ = κ(A/〈h〉) ≥ κ(A/H), а оттам и
κ(A/H) = −∞.
Обратно, проективната повърхнина A/H с размерност на Кодаира κ(A/H) = −∞ е
бирационална на линейчата повърхнина. Допускаме, че групата H не съдържа от-
ражения. Тогава покритието на Галоа ζAH : A → A/H има най-много краен брой
изолирани точки на разклонение. Нека ρo : Yo → A/H е минималното разрешение
на особеностите на A/H, а f : X → B е линейчата повърхнина с база B, бирацио-
нална на A/H. Тогава X е бирационална на Yo, така че съществува повърхнина Y1 и
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раздувания σo : Y1 → Yo, σ : Y1 → X, участващи в комутативната диаграма

A/H Yo Y1 X

B

�ρo � σo -σ

?

f .

Нека M1 ⊂ A/H е множеството от точки x ∈ A/H, за които слоят Fx = (ρoσo)
−1(x)

на ρoσo : Y1 → A/H е нетривиален и се изобразява от fσ : Y → B върху fσ(Fx) = B.
АкоM1 6= ∅ е непразно множество, то рационалността на Fx изисква рационалност на
базата B. Бирационалното изображение ρoσo : Y1 → A/H е биективно в обща точка,
така че M1 е дивизор върху A/H. Допълнението Z1 = (A/H) \M1 е отворена повърх-
нина, върху която fσ : Y1 → B индуцира морфизъм f1 : Z1 → B с рационални слоеве,
който не е обезателно сюрективен. Покритието на Галоа ζAH : A → A/H има краен
брой точки на разклонение. След премахване на онези от тях, които са от Z1 получа-
ваме отворена повърхнина Z0 ⊂ Z1 с неразклонено покритие ζAH :

(
ζAH
)−1

(Z0) → Z0,
което издърпва всеки слой Fy = f−1

1 (y), y ∈ f1(Z0) до рационална крива върху A.
Това е противоречие, защото абелевата повърхнина A не съдържа рационални криви.
Следователно дивизорът на разклонение на ζAH : A → A/H трябва да пресича всяка
рационална крива върху Z1 от слоя на f1. Последното е възможно само когато H
съдържа отражение, Q.E.D.

Лема 3.5. Нека (2.3) е едновременна диагонализация на крайна подгрупа H < Aut(A)
с абелева линейна част L(H), а qj : SHS−1 → Aut(Fj) са проекциите върху авто-
морфизмите на множителите. Двете канонични разслоения

pj : B/SHS−1 −→ Cj = Fj/qj(SHS
−1), 1 ≤ j ≤ 2

на диагонализацията SHS−1 на H са елиптични разслоения тогава и само тогава,
когато факторът A/H е с размерност на Кодаира κ (A/H) = 0.

Доказателство: Да допуснем, че pj : B/SHS−1 → Cj са елиптични разслоения за
j = 1 и j = 2, но κ (A/H) = −∞. Съгласно Лема 2.1, факторът B/SHS−1 е бирегуля-
рен, а оттам и бирационален на A/H. Следователно κ

(
B/SHS−1

)
= −∞ и от Твър-

дение 3.4 следва съществуването на отражение ShS−1 ∈ SHS−1. Диагонализираното
отражение ShS−1 = (q1(ShS−1), q2(ShS−1)) има тривиална компонента qj(ShS−1) = 1
и компонента q3−j(ShS

−1) с нетривиална линейна част L(q3−j(ShS
−1)) = λ 6= 1.

Следователно ShS−1 ∈ ker(qj) и q3−j ker(qj) 3 q3−j(ShS
−1) е нетранслационна под-

група на Aut(F3−j). Прилагаме Лема 2.2 и получаваме, че pj : B/SHS−1 → Cj
задава линейчата структура, противно на предположението. С това доказахме, че
p1 : B/SHS−1 → C1 и p2 : B/SHS−1 → C2 са елиптични разслоения само когато A/H
е с размерност на Кодаира κ (A/H) = 0.
Обратно, ако κ

(
B/SHS−1

)
= κ (A/H) = 0, то SHS−1 не съдържа отражение съгласно

Твърдение 3.4. С други думи, всяко h ∈ ker(qj) има L(q3−j(h)) = 1 и q3−j(h) ∈ TF3−j е
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транслация. Следователно q3−j ker(qj) е транслационна група и pj : B/SHS−1 → Cj
е елиптично разслоение по Лема 2.2, Q.E.D.
Да отбележим, че съществуват рационални повърхниниX и линейчати повърхниниX
с елиптична база, които са елиптични разслоения f : X → B. Например, раздуването
на P2 в деветте пресечни точки на две кубични проективни криви в общо положение
е елиптично разслоение с база P1 и без кратни слоеве.

Следствие 3.6. Нека 2.3 е едновременна диагонализация на крайна подгрупа H на
Aut(A) с абелева линейна част L(H), qj : SHS−1 → Aut(Fj) са проекциите върху
автоморфизмите на множителите, pj : B/SHS−1 → Cj = Fj/qj(H), 1 ≤ j ≤ 2 са
каноничните разслоения на тази диагонализация, а A/H е с размерност на Кодаира
κ(A/H) = 0. Тогава:
(i) p1 и p2 нямат кратни слоеве;
(ii) p1 и p2 нямат глобални сечения, ако A/H не е абелева повърхнина.

Доказателство: (i) Съгласно Лема 2.2, слоят над (Rj)qj(H) ∈ Cj е

p−1
j ((Rj)qj(H)) = F3−j/q3−jq

−1
j Stabqj(SHS−1)(Rj).

Да допуснем, че съществува кратен слой p−1
j ((Rj)qj(SHS−1)). Тогава за всяка точка P ∈

F3−j съществува δ(P ) ∈ q−1
j Stabqj(SHS−1)(Rj) с 1 6= q3−j(δ(P )) ∈ Stabq3−j(SHS−1)(P ).

С други думи, δ(P ) ∈ SHS−1 стабилизира (P,R2) или, съответно, (R1, P ). По този
начин, множеството на фиксираните точки на SHS−1 върху B = F1 × F2 съдържа
елиптична крива F1×R2 или, съответно, R1×F2. Оттук SHS−1 съдържа отражение
и κ(A/H) = −∞, противно на допускането. Следователно каноничните елиптични
разслоения pj : B/SHS−1 → Cj нямат кратни слоеве.
(ii) Извeстно е, че всяко елиптично разслоение върху гладка проективна неабелева
повърхнина X с κ(X) = 0 има рационална база. Ако ρ : Y → B/SHS−1 е минимал-
ното разрешение на изолираните фактор-особености на B/SHS−1, то композициите
pjρ : Y → Cj са елиптични разслоения върху гладката проективна повърхнина Y . Сле-
дователно C1 и C2 са рационални. Да допуснем, че съществува глобално холоморфно
сечение σj : Cj → B/SHS−1 на pj : B/SHS−1 → Cj . Да означим с IF крайното мно-
жество на изолираните фиксирани точки на SHS−1 върху B = F1×F2 и да положим
Br = IF/SHS−1. Тогава покритието на Галоа ζSHS−1 : B \ IF →

(
B/SHS−1

)
\ Br

е неразклонено. Твърдим, че ограничението σj : Cj \ σ−1
j (Br) →

(
B/SHS−1

)
\ Br се

повдига до холоморфно влагане

Σj : Cj \ σ−1
j (Br) −→ B \ IF.

Съгласно линейната свързаност и локалната едносвързаност на Cj \ σ−1
j (Br), доста-

тъчно е да провeрим, че (σj)∗π1(Cj \σ−1
j (Br)) ⊂ (ζSHS−1)∗π1(B \ IF ) за индуцираните

изображения
(σj)∗ : π1(Cj \ σ−1

j (Br))→ π1

((
B/SHS−1

)
\Br

)
и

(ζSHS−1)∗ : π1(B \ IF )→ π1

((
B/SHS−1

)
\Br

)
.
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на фундаменталните групи. Рационалната крива Cj е едносвързана. АкоBr = {p1, . . . , pk}
и σj(Cj) ∩Br = {p1, . . . , pm} за някое m ≤ k, то

σ−1
j (Br) = {q1 = σ−1

j (p1), . . . , qm = σ−1
j (pm)}.

Фундаменталната група π1(Cj \ {q1, . . . , qm}) = Fm е свободна група от ранг m, поро-
дена от достатъчно малки примки γ1, . . . , γm ⊂ Cj около q1, . . . , qm. Достатъчно е да
докажем, че (σj)∗(γs) = 1 за ∀1 ≤ s ≤ m, за да получим, че (σj)∗π1(Cj \ σ−1

j (Br)) =
{1} ⊂ (ζH)∗π1(B \ IF ) и съществува комутативна диаграма

B \ IF

Cj \ σ−1
j (Br) (B/H) \Br

?
ζH

�
��

�
��*Σj

-
σj

от холоморфни изображения. За целта разглеждаме достатъчно малка околност Us
на qs върху Cj , която съдържа γs. Следователно σj(Us) съдържа σj(γs) и същест-
вува околност Vs на σj(qj) = ps върху B/SHS−1, която съдържа σj(Us). Пробитата
околност Vs \ ps е едносвързана, защото реалната и размерност е по-голяма от 1.
Следователно (σj)∗(γs) = σj(γs) се свива в Vs и

(σj)∗ : π1(Cj \ σ−1
j (Br)) −→ π1((B/SHS−1) \Br)

има тривиален образ. Понеже σj : Cj \ σ−1
j (Br) → (B/SHS−1) \ Br е влагане и пок-

ритието ζSHS−1 : B \ IF → (B/SHS−1) \Br е неразклонено, повдигането

Σj : Cj \ σ−1
j (Br) −→ B \ IF

през фиксирана точка на B e влагане. Това се дължи на локалната бихоломорфност
на ζH над B \ IF . По-нататък, Σj има холоморфно продължение Σj : Cj → B по Тео-
ремата на Риман. (Изображението Σj е локално ограничено, защото взема стойности
в комплексната абелева повърхнина B = F1 × F2.) Сега Σj(Cj) е рационална крива
в абелевата повърхнина B. Това е противоречие, установяващо несъществуването на
сечение на каноничното елиптично разслоение pj : B/H → Cj на диагонализацията
на H, Q.E.D.
Да споменем обзора [6] за елиптични разслоения X → B със сечение и с неположи-
телна размерност на Кодаира κ(X) ≤ 0. Такива X са рационални или K3 повърхнини.
От друга страна, всяка повърхнина на Енриквес Y е елиптично разслоение Y → P1

над проективната права P1 без глобално сечение. В Твърдение 6.3 са изброени всич-
ки подгрупи H на G−1, за които A−1/H е бирационално на повърхнина на Енриквес.
Първите седем серии от тях са абелеви и съответните фактори A−1/H имат по две ка-
нонични елиптични разслоения. Последната серия се състои от неабелеви, изоморфни
помежду си групи, за които каноничните разслоения не са определени.
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Определение 3.7. Елементът g ∈ Aut(A, T ) е потенциално отражение, ако съ-
ществува естествено k, така че gk 6= Id е отражение.
Да означим с PR(Aut(A, T )) множеството на потенциалните отражения от гру-
пата Aut(A, T ).

Съгласно Твърдение 3.4, факторът A/H е с размерност на Кодаира κ(A/H) = −∞
тогава и само тогава, когато подгрупата H на G = Aut(A, T ) съдържа потенциално
отражение.

Твърдение 3.8. Нека A−1 = E−1 × E−1 с E−1 = C/Z+ Zi и H е погрупа на

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤ 1}.

Факторът A−1/H има размерност на Кодаира κ(A−1/H) = −∞ тогава и само то-
гава, когато H пресича множеството на потенциалните отражения

PR(G−1) = R(G−1) ∪ {τ33I
2m+1, τ33J

2m+1, τn33I
2m+1J2, τn33I

2J2m+1 | 0 ≤ m,n ≤ 1},

където отраженията

R(G−1) = {Ik, Jk, τn33(I lJ−lθ) | 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Доказателство: Да означим с L1(G−1) множеството на онези τn33(IkJ lθm) ∈ G−1,
чиито линейни части L(τn33I

kJ lθm) = IkJ lθm имат характеристични корени λ1 = 1 и
λ2 6= 1. Подмножеството

G′−1 = {τn33I
kJ l | 0 ≤ n ≤ 1, 0 ≤ k, l ≤ 3} ⊂ G−1

е абелева подгрупа на G−1 от ред 32. Понеже L(τn33I
kJ l) = IkJ l има характеристични

корени ik и il, сечението

G′−1 ∩ L1(G−1) = {τn33I
k, τn33J

k | 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Елементите от вида g = τn33(IkJ lθ) ∈ G−1 имат характеристичен полином fg = λ2 −
ik+l. Числото 1 е негов корен точно когато 0 = fg(1) = 1 − ik+l или l ≡ −k(mod 4). В
такъв случай, вторият корен на fg(λ) = λ2 − 1 = 0 е λ2 = −1, така че

(G−1 \G′−1) ∩ L1(G−1) = {τn33(I lJ−lθ) | 0 ≤ l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Окончателно,

L1(G−1) = {τn33I
k, τn33J

k, τn33(I lJ−lθ) | 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Автоморфизмът go ∈ L1(G−1) е отражение точно когато има фиксирана точка. Не-

посредствено се вижда, че Ik =

(
ik 0
0 1

)
с 1 ≤ k ≤ 3 фиксира елиптичната крива
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ǒE−1 ×E−1 и е отражение. Аналогично, Jk =

(
1 0
0 ik

)
с 1 ≤ k ≤ 3 фиксира елиптич-

ната крива E−1 × ǒE−1 и е отражение. Ако допуснем, че τ33I
k има фиксирана точка

(P,Q) ∈ A−1, то ∣∣∣∣ ikP +Q3 = P
Q+Q3 = Q

,

откъдето Q3 = Q0 = ǒE−1 . Противоречието доказва, че τ33I
k с 1 ≤ k ≤ 3 няма

фиксирани точки и не е отражение. Подобни разглеждания установяват, че τ33J
k с

1 ≤ k ≤ 3 не са отражения.
Фиксираните точки (P,Q) ∈ A−1 на g = τn33(I lJ−lθ) се характеризират с уравненията∣∣∣∣ ilQ+ nQ3 = P

i−lP + nQ3 = Q
. (3.1)

За произволна точка P ∈ E−1 избираме Q = i−lP + nQ3 и проверяваме, че il(i−lP +
nQ3) + nQ3 = P . Следователно решенията на (3.1) образуват елиптичната крива

Cg = {(P, i−lP + nQ3) |P ∈ E−1}

и g = τn33(I lJ−lθ) е отражение. По този начин доказахме, че отраженията от G−1

образуват множеството

R(G−1) = {Ik, Jk, τn33(I lJ−lθ) | 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Ако h = τn33I
kJ lθm ∈ G−1 е потенциално отражение, то характеристичните корени

λ1(L(h)) и λ2(L(h)) на линейната част L(h) на h са от различен ред r1 < r2. Причина
за това е, че hj ∈ R(G−1) е отражение за някакво естествено j, така че λ1(L(h))j = 1,
λ2(L(h))j 6= 1. Оттук r1 дели j, но r2 не дели j. При подходяща номерация можем да
считаме, че r1 < r2. Автоморфизмите τn33I

kJ l ∈ G−1 имат характеристични корени ik

и il. Ако τn33J
l ∈ PR(G−1) \ R(G−1), то l 6= 0 и l 6= 2, защото J2 ∈ R(G−1), а τ33J

2 ∈
L1(G−1) е от ред 2. Автоморфизмите τ2m+1

33 с 0 ≤ m ≤ 1 да потенциални отражения,
но не и отражения, защото (τ33J

2m+1)2 = J2 ∈ R(G−1). Елементите τn33I
2m+1J l ∈

PR(G−1) \ R(G−1) с 0 ≤ m ≤ 1 са τ33I
2m+1 и τn33I

2m+1J2. Всички τn33I
2J2m+1 с 0 ≤

m,n ≤ 1 са потенциални отражения, но не и отражения. Следователно

G′−1∩[PR(G−1)\G(G−1)] = {τ33I
2m+1, τ33J

2m+1, τn33I
2m+1J2, τn33I

2J2m+1 |0 ≤ m,n ≤ 1}.

Да напомним, че характеристичните корени λs(L(h)) на линейната част на g = τn33I
kJ lθ

са корените на полинома λ2 = ik+l. Вече видяхме, че τn33I
kJ−kθ ∈ R(G−1) за ∀0 ≤ n ≤

1, ∀0 ≤ k ≤ 3. Характеристичните корени e
2πi
8 = e

πi
4 =

√
2

2 +
√

2
2 и −e

2πi
8 = −e

pii
4 =

−
√

2
2 + i

√
2

2 на линейните части на τn33I
kJ1−kθ ∈ G−1 \ G′−1 са от един и същи ред 8,

така че тези елементи не са потенциални отражения. Автоморфизмите τn33I
kJ2−kθ ∈

G−1 \ G′−1 имат линейни части IkJ2−kθ с характеристични корени ±i, така че не са
потенциални отражения. Накрая, τn33I

kJ3−kθ ∈ G−1 \ G′−1 имат линейни части с ха-

рактеристични корени
(
e

2πi
8

)3
= e

3πi
4 = −

√
2

2 + i
√

2
2 и −

(
e

2πi
8

)3
= −e

3πi
4 =

√
2

2 − i
√

2
2 ,
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така че не попадат в множеството на потенциалните отражения. С това получихме,
че (G−1 \G′−1) ∩ [PR(G−1) \R(G−1)] = ∅ и

PR(G−1) = R(G−1) ∪ {τ33I
2m+1, τ33J

2m+1, τn33I
2m+1J2, τn33I

2J2m+1 |0 ≤ m,n ≤ 1},

Q.E.D.



Глава 4

Ирегулярни повърхнини

За изследване на ирегулярността и геометричния род на едно, а оттам и на всяко едно
разрешение на особеностите на A/H ще използваме следната

Лема 4.1. Нека ζAH : A → A/H е покритие на Галоа с трансформационна група H,
ρ : Y → A/H е минималното разрешение на изолираните фактор-особености на
A/H, а

A Z = A×(A/H) Y

A/H Y

?

ζAH

�ρA

?

ζH

� ρ

е тяхното разслоено произведение. Тогава Z е гладка повърхнина и кохомологичните
групи

H0(Y,Ω1
Y ) ' ζ∗HH0(Y,Ω1

Y ) = H0(Z,Ω1
Z)H ' H0(A,Ω1

A)H ,

H0(Y,Ω2
Y ) ' ζ∗HH0(Y,Ω2

Y ) = H0(Z,Ω2
Z)H ' H0(A,Ω2

A)H

съвпадат с H-инвариантите на съответните кохомологични групи на A.

Доказателство: Ако в Лема 3.1 изберем H1 = {Id}, H2 = H, то Y1 = A и X2 = A/H.
Следователно Z = A×(A/H) Y е гладка повърхнина. Това позволява определянето на
кохомологичните групи H0(Z,Ωi

Z) за 1 ≤ i ≤ 2 и разглеждането на индуцираното
C-линейно изображение

ζ∗H : H0(Y,Ωi
Y ) −→ H0(Z,Ωi

Z).

От сюрективността на ζH : Z → Y следва инективността на

ζ∗H : H0(Y,Ωi
Y )→ H0(Z,Ωi

Z).

Образът ζ∗HH
0(Y,Ωi

Y ) се съдържа в пространството H0(Z,Ωi
Z)H на H-инвариантите,

защото елементите му са постоянни по протежение на H-орбитите. Обратно, всеки

30
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елемент на H0(Z,Ωi
Z)H има една и съща стойност върху точките от фиксирана H-

орбита и индуцира кохомологичен клас върху Y = Z/H. Следователно

ζ∗HH
0(Y,Ω1

Y ) = H0(Z,Ω1
Z)H .

Накрая, бирационалното изображение ρA : Z → A индуцира C-линеен изоморфизъм
ρ∗A : H0(A,Ωi

A)→ H0(Z,Ωi
Z). Дефиниционната комутативна диаграма на разслоеното

произвeдение гарантира H-еквивариантността на ρA, а оттам и на ρ∗A. Това води до
C-линеен изоморфизъм

ρ∗A : H0(A,Ωi
A)H → H0(Z,Ω1

Z)H ,

Q.E.D.
Ирегулярността q(Y ) = dimCH

0(Y,Ω1
Y ) и геометричният род pg(Y ) = dimCH

0(Y,Ω2
Y )

на гладка повърхнина Y са бирационални инварианти. Това означава, че ако гладка
повърхнина Y1 е бирационална на Y , то q(Y1) = q(Y ) и pg(Y1) = pg(Y ). В частност,
ако Y и Y1 са произволни разрешения на особеностите на A/H, то q(Y1) = q(Y ) и
pg(Y1) = pg(Y ). Това дава възможност да определим ирегулярността и геометричния
род на A/H като съответните инварианти на кое и да е разрешение на особеностите
на A/H.

Следствие 4.2. Факторът A/H е абелева повърхнина тогава и само тогава, когато
групата H ≤ TA ∩Aut(A, T ) е транслационна.

Доказателство: Съгласно класификацията на Енриквес, проективната повърхнина
A/H е абелева тогава и само тогава, когато едно, а оттам и всяко едно разрешение на
особеностите Y на A/H има ирегулярност q(Y ) = 2. На езика на Лема 4.1, това оз-
начава H-инвариантност на H0(A,Ω1

A). Ако (u, v) ∈ C2 = Ã са глобални холоморфни
координати върху универсалната покриваща Ã = C2 на A, то

H0(A,Ω1
A) = {adu+ bdv | a, b ∈ C} ' C2.

Произволен автоморфизъм

h = τ(P1,Q1)

(
α β
γ δ

)
∈ H

се състои от две компоненти,

h(P,Q) = (h1(P,Q), h2(P,Q)) за ∀(P,Q) ∈ A.

Ако P = u(modO−d) и Q = v(modO−d), то

h∗(adu+ bdv) = adh1(u(modO−d), v(modO−d)) + bdh2(u(modO−d), v(modO−d)) =

ad[(αu+ βv)(modO−d) + P1] + bd[(γu+ δv)(modO−d) +Q1] =

a(αdu+ βdv) + b(γdu+ δdv)
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или
h∗(adu+ bdv) = (αa+ γb)du+ (βa+ δb)dv. (4.1)

Условието h∗(adu+ bdv) = adu+ bdv е еквивалентно на системата уравнения∣∣∣∣ (α− 1)a+ γb = 0
βa+ (δ − 1)b = 0

. (4.2)

Ако

L(h) =

(
α β
γ δ

)
∈ Gl2(O−d

е линейната част на h спрямо фиксирано начало ǒA. Това означава, че StabAut(A)(ǒA) =
End(A). За A = E × E с E = C/O−d отъждествяваме End(A) = Gl2(O−d). Системата
(4.2) е еквивалентна на равенството

(L(h)t − I2)

(
a
b

)
=

(
0
0

)
. (4.3)

Множеството от решения (a, b) ∈ C2 на тази хомогенна линейна система съвпада с
цялото пространство C2 тогава и само тогава, когато L(h)t = I2 или L(h) = I2. Това
е еквивалентно на h = τ(P1,Q1) ∈ TA, Q.E.D.

Твърдение 4.3. Нека A = E × E с E = C/O−d за някое d ∈ N, H е подгрупа на
G = Aut(A, T ) и Y е минималното разрешение на изолираните фактор-особености
на A/H. Ирегулярността q(Y ) = 1 тогава и само тогава, когато

H = TH〈h〉

е произведение на транслационна група TH с циклична група 〈h〉, чийто пораждащ

h ∈ L1(G) = {h ∈ G |λ1(L(h)) = 1, λ2(L(h)) ∈ O∗−d \ {1}}

има линейна част с точно един характеристичен корен, равен на 1.

Доказателство: Нека Y е произволно разрешение на евентуалните изолирани цик-
лични особености на A/H. В доказателството на Следствие 4.2 установихме, че 0 6=
ω = adu+ bdv ∈ H0(A,Ω1

A)H ' H0(Y,Ω1
Y ) точно когато векторът (a, b) ∈ C2 е решение

на хомогенната линейна система

(L(h)t − I2)

(
a
b

)
=

(
0
0

)
за всички h ∈ H. (4.4)

Да направим линейна смяна на координатите върху C2 = Ã с матрица S−1 ∈ Gl2(C),
така че първият координатен вектор да се трансформира в общото ненулево решение
(a, b) на (4.4) за ∀h ∈ H. За втори координатен вектор избираме произволен вектор
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(a1, b1) ∈ C2, линейно независим с (a, b). Съгласно Лема 2.1 съществува комутативна
диаграма

A B

A/H B/Σ
?

ζH

-S

?

ζΣ

-S

,

където Σ = SHS−1, S и S са бирегулярни, а ζH и ζΣ са покрития на Галоа. Условието
q(B/Σ) = 1 е равносилно на

(L(σ)t − I2)

(
1
0

)
=

(
0
0

)
за ∀σ ∈ Σ.

Следователно линейната част

L(σ) =

(
ασ βσ
γσ δσ

)
∈ Gl2(C),

на ∀σ ∈ Σ изпълнява равенството(
ασ − 1 γσ
βσ δσ − 1

)(
1
0

)
=

(
0
0

)
или

L(σ) =

(
1 0
γσ δσ

)
.

Ако δσ = 1 за ∀σ ∈ Σ, то Σ е транслационна група и B/Σ ' A/H е абелева повърхнина.
По този начин получихме, че q(B/Σ) = 1 тогава и само тогава, когато Σ се състои от

σ = τ(Po,Qo)

(
1 0
γ δ

)
= τ(Po,Qo)(ShS

−1)

с (Po, Qo) ∈ B, (
1 0
γ δ

)
∈ S(O−d)2×2S

−1,

det

(
1 0
γ δ

)
= det(h) ∈ O∗−d,

и поне едно σo ∈ Σ има δo 6= 1.
Съпоставянето на линейна част

L : Σ −→ S[Gl2(O−d)]S−1

и детерминантата
det : S[Gl2(O−d)]S−1 −→ O∗−d



34 ГЛАВА 4. ИРЕГУЛЯРНИ ПОВЪРХНИНИ

са хомоморфизми на групи. Следователно композицията им

detL : Σ −→ O∗−d

е хомоморфизъм на групи. Образът im(detL) = detL(Σ) е подгрупа на цикличната
група O∗−d = 〈ωo〉, така че

im(detL) = detL(Σ) = 〈ωkoo 〉

е също циклична група. Съгласно

detL(σo) = detL
(
τ(Po,Qo)

(
1 0
γo δo

))
= det

(
1 0
γo δo

)
= δo ∈ 〈ωkoo 〉,

пораждащият ω = ωkoo 6= 1. Твърдим, че групата на линейните части L(Σ) е циклична.
За целта да изберем

lω =

(
1 0
γω ω

)
∈ L(Σ) ∩

−1
det(ω).

За произволно

l =

(
1 0
γ δ

)
∈ L(Σ)

съществува естествено m, така че δ = ωm. Причина за това е, че det(l) = δ ∈
detL(Σ) = 〈ω〉. Пресмятаме непосредствено, че

l−1
ω =

(
1 0

−ω−1γω ω−1

)
.

С индукция по m ∈ N получаваме

l−mω =

 1 0

−
(

m∑
i=1

ω−i
)
γω ω−m

 .

Оттук

l−mω l =

 1 0

ω−mγ −
(

m∑
i=1

ω−i
)
γω 1

 ∈ L(Σ).

Съгласно [5], подгрупата H ≤ G = Aut(A, T ) е крайна. Следователно Σ = SHS−1 и
L(Σ) са крайни групи. В резултат, елементът l−mω l ∈ Gl2(C) е от краен ред r ∈ N.

Полагаме γm = ω−mγ −
(

m∑
i=1

ω−i
)
γω и пресмятаме

(l−mω l)n =

(
1 0

nγm 1

)
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с индукция по n ∈ N. В частност,

(l−mω l)r =

(
1 0
rγm 1

)
=

(
1 0
0 1

)
дава γm = 0, така че l−mω l = I2. С други думи, l = lmω и L(Σ) = 〈lω〉.
Сега ще проверим, че 〈lω〉 ' 〈ω〉. Ако ω ∈ O∗−d е от ред s, а lω ∈ Gl2(C) е от ред s1, то
ls1ω = I2 изисква ωs1 = 1, така че s дели s1. Обратно, от ωs = 1 следва

lsω =

 1 0(
s−1∑
i=0

ωi
)
γω 1

 .

Ако положим λω =

(
s−1∑
i=0

ωi
)
γω, то

I2 = (ls1ω )s = (lsω)s1 =

(
1 0

s1λω 1

)
показва, че λω = 0 и lsω = I2. Оттук s1 дели s и s = s1.
Нека σω ∈ L−1(lω) и TΣ = ker(L) ∩ Σ. Тогава TΣ е нормална подгрупа на Σ, така
че произведението Σ′ = TΣ〈σω〉 с цикличната подгрупа 〈σω〉 на Σ е подгрупа на Σ.
Произволен елемент σ ∈ Σ има линейна част L(σ) = lkω за някое 0 ≤ k ≤ s − 1.
Следователно L(σσ−kω ) = Id и σσ−kω = τ ∈ TΣ = ker(L)∩Σ. Оттук σ = τσkω ∈ TΣ〈σω〉 =
Σ′ и Σ = Σ′ = TΣ〈σω〉. По този начин получаваме H = S−1ΣS = (S−1TΣS)〈S−1σωS〉,
където S−1TΣS = ker(L) ∩ H = TH е транслационна подгрупа, а h = S−1σωS има
линейна част L(h) с характеристични корени 1 и ω ∈ O∗−d \ {1}, Q.E.D.
Комбинирайки Следствие 4.2 с Твърдение 4.3 получаваме следното

Следствие 4.4. Факторът A/H на A = E×E с E = C/O−d притежава ирегулярен
гладък бирационален модел точно когато H = TH е транслационна група или H =
TH〈h〉 е произведение на транслационна група TH и циклична група, чийто пораждащ
има линейна част L(h) с прост характеристичен корен 1.

Следствие 4.5. Нека A = E×E с E = C/O−d и H = TH〈h〉 с h ∈ L1(Aut(A)). В такъв
случай, A/H е линейчата повърхнина с елиптична база тогава и само тогава, когато
h ∈ PR(Aut(A)) е потенциално отражение или h = τ(P1,P2)L(h) 6∈ PR(Aut(A)) с
i∑

s=0
L(h)s(P1, P2) ∈ TH за някое 0 ≤ i ≤ r − 2, където r е редът на h.

Доказателство: Съгласно Твърдение 4.3, повърхнината A/H има ирегулярност
q(A/H) = 1. В такъв случай, A/H е линейчата повърхнина с елиптична база точ-
но когато H = TH〈h〉 съдържа потенциално отражение или отражение. С индукция
по 0 ≤ i ≤ r − 2 ще проверим, че hi+1 = τ i∑

s=0
L(h)s(P1,P2)

L(h)i+1. Наистина, ако

hj = τj−1∑
s=0
L(h)s(P1,P2)

L(h)j ,
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то

hj+1(P,Q) = τ(P1,P2)L(h)

τj−1∑
s=0
L(h)s(P1,P2)

L(h)j(P,Q)

 =

τ(P1,P2)τj−1∑
s=0
L(h)s+1(P1,P2)

L(h)j+1(P,Q) = τ j∑
s=0
L(h)s(P1,P2)

L(h)j+1(P,Q).

По този начин, τ(Q1,Q2)h
i+1 ∈ L(Aut(A)) е отражение точно когато

(Q1, Q2) +
i∑

s=0

L(h)s(P1, P2) = ǒA

или
i∑

s=0
L(h)s(P1, P2) ∈ TH , Q.E.D.

Следствие 4.6. Нека A−1 = E−1 × E−1 с E−1 = C/(Z+ iZ), а H е подгрупа на

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤ 1},

с отражения

R(G−1) = {Ik, Jk, τn33I
lJ−lθ | 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1} и

L1(G−1) ∩ PR(G−1) = R(G−1) ∪ {τ33I
2m+1, τ33J

2m+1 | 0 ≤ m ≤ 1},
L1(G−1) \ PR(G−1) = {τ33I

2, τ33J
2}.

В такъв случай, A−1/H е линейчата повърхнина с елиптична база тогава и само
тогава, когато H = 〈h〉 с h ∈ L1(G−1) ∩ PR(G−1) или H = 〈τ33, h〉 с h ∈ L1(G−1).

Доказателство: Повърхнината A−1/H има ирегулярност q(A−1/H) = 1 точно то-
гава, когато H = TH〈h〉 с h ∈ L1(G−1). Подгрупите TH на TG−1 = 〈τ33〉 са TH = {Id} и
TH = 〈τ33〉. Цикличната група 〈h〉 съдържа отражение точно когато h ∈ PR(G−1) е по-
тенциално отражение. Групата H = 〈τ33, h〉 съдържа отражение за h ∈ PR(G−1). Ако
h ∈ L1(G−1)\PR(G−1), то h е от ред 2 и транслационната част τ33 на h ∈ {τ33I

2, τ33J
2}

принадлежи на TH = 〈τ33〉. Съгласно Следствие 4.5, това е достатъчно за наличие на
отражение в H = 〈τ33, h〉 с h ∈ L1(G−1) \ PR(G−1), Q.E.D.
От Следствие 4.5 и Следствие 4.6 получаваме следното

Следствие 4.7. Нека A = E × E с E = C/O−d, H е крайна подгрупа на Aut(A).
В такъв случай, A/H е хиперелиптична повърхнина тогава и само тогава, когато

H = TH〈h〉 с h = τ(P1,P2)L(h) ∈ L1(Aut(A)) \ PR(Aut(A)) и
i∑

s=0
L(h)s(P1, P2) 6∈ TH за

всички 0 ≤ i ≤ r − 2, където r е редът на h.
В частност, за A−1 = E−1 × E−1 с E−1 = C/(Z+ iZ) и подгрупа H на

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤}

факторът A−1/H е хиперелиптична повърхнина точно когато

H = 〈τ33I
2〉 или H = 〈τ33J

2〉.
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Бомбиери и Мамфорд са доказали в [2], всяка хиперелиптична повърхнинаX е фоктор
X = (E1 × E2)/H на Декартово произведение E1 × E2 на елиптични криви Ej под
действието на крайна абелева група H без фиксирани точки върху E1 × E2. По-
точно, H = 〈h1〉 или 〈h1, h2〉 с h1 ∈ L1(Aut(E1 × E2)), h2 ∈ TE1×E2 . Следствие 4.7
установява, че хиперелиптичните фактори X = (E × E)/H на Декартов квадрат
E × E на елиптична крива E се получават при факторизация с произведение H =
TH〈h〉 на крайна транслационна група TH с циклична група 〈h〉, породена от h ∈
L1(Aut(E × E)). Това е частен случай от резултата на Бомбиери-Мамфорд, защото
абелевата повърхнина Ao = (E × E)/TH не е проста и се представя като Декартово
произведение Ao = E1 × E2 на елиптични криви Ej . Оттук X = (E1 × E2)/〈h〉 с
h ∈ L1(Aut(E1 × E2)). Относно приводимостта на Ao, да разгледаме нормализатора
N на E × ǒE в TH . Тогава (E × ǒE)/N е елиптична крива върху Ao и повърхнината
Ao се разлага в Декартово произведение на елиптични криви..
Следващата лема характеризира групите от вида H = TH〈h〉 чрез техните линейни
части.

Лема 4.8. Нека H е подгрупа на група G от автоморфизми на абелева повърхнина
A. В такъв случай:
(i) H = TH〈h〉 тогава и само тогава, когато линейната част L(H) = 〈L(h)〉 е цик-
лична;
(ii) H = TH〈h〉 с h ∈ L1(G) точно когато линейната част L(H) = 〈L(h)〉 е циклична,
породена от отражение L(h) ∈ R(G).

Доказателство: (i) От H = TH〈h〉 следва L(H) = 〈L(h)〉 съгласно TH = kerL.
Обратно, ако L(H) = 〈L(h)〉 за h ∈ H, то подгрупата Ho = TH〈h〉 на H има линейна
част L(Ho) = 〈L(h)〉 = L(H). От дурта страна, транслационните части

kerL ∩Ho = TH = kerL ∩H

са равни, така че H = Ho = TH〈h〉.
(ii) Ако H = TH〈h〉 с h ∈ L1(G), то L(h) ∈ L1(G) и L(h) фиксира поне една точка
- началото ǒA. Следователно L(h) ∈ R(G) е отражение. Обратно, ако L(h) ∈ R(G) е
отражение, то L(h) ∈ L1(G). Понеже L(h) и h имат едни и същи характеристични
корени, h ∈ L1(G), Q.E.D.
Сега ще характеризираме групите H с рационални A/H чрез техните линейни части.

Следствие 4.9. Нека H е подгрупа на G < Aut(A), която съдържа отражение.
Тогава факторът A/H е рационална повърхнина тогава и само тогава, когато ли-
нейната част L(H) не е циклична или линейната част L(H) = 〈L(h)〉 е циклична с
L(h) ∈ PR(G) \R(G).

Доказателство: АкоH∩R(G) 6= ∅, то повърхнината A/H е рационална точно когато
не е линейчата с елиптична база. Знаем, че H 6= TH〈h〉 с h ∈ L1(G) точно когато
L(H) 6= 〈L(h)〉 с L(h) ∈ R(G). Последното условие означава, че L(H) не е циклична
или L(H) = 〈L(h)〉 е циклична с L(h) 6∈ R(G). Ако ho ∈ H ∩ R(G) и L(H) = 〈L(h)〉
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за някое h ∈ H, то L(ho) = L(h)k за подходящо k ∈ N. Лиенйната част L(ho) на
отражение ho е ъсщо отражение. Следователно L(h) е потенциално отражение, Q.E.D.
Например, групата

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤, 0 ≤ m,n ≤ 1}

има рационален факторA/G−1, защото съдържа отражение I и линейната част L(G−1) =
〈I, J, θ〉 не е циклична.



Глава 5

К3 повърхнини

Факторите A/H с геометричен род pg(A/H) = dimCH
0(Y,Ω2

Y ) = 1 за кое и да е разре-
шение на особеностите Y на A/H са точно абелевите повърхнини и К3 повърхнините.
Съгласно Лема 4.1, H0(Y,Ω2

Y ) ' H0(A,Ω2
A)H . Да напомним, че

H0(A,Ω2
A) = {adu ∧ dv | a ∈ C} ' C.

За произволен елемент

h = τ(P0,Q0)

(
α β
γ δ

)
∈ TA oGl2(O−d)

с h(u(modO−d), v(modO−d) = (h1(u(modO−d), v(modO−d)), h2u(modO−d), v(modO−d)) =
(h1(u, v)(modO−d), h2(u, v)(modO−d)) и P0 = p0(modO−d), Q0 = q0(modO−d) имаме

h∗(du ∧ dv) = dh1(u, v) ∧ dh2(u, v) = d(αu+ βv + p0) ∧ d(γu+ δv + q0) =

(αdu+ βdv) ∧ (γdu+ δdv) = (αδ − βγ)du ∧ dv = detL(h)(du ∧ dv).

СледователноH0(A,Ω2
A)H = H0(A,Ω2

A) ' C тогава и само тогава, когатоH е подгрупа
на ядрото K на хомоморфизма

detL : G = Aut(A, T ) −→ O∗−d.

Да отбележим, че K не съдържа потенциални отражения от G = Aut(A, T ). В проти-
вен случай, G съдържа отражение h. Линейната част L(h) на h има характеристични
корени λ1(L(h)) = 1 и λ2(L(h)) 6= 1. Следователно

detL(h) = λ1(L(h))λ2(L(h)) = λ2(L(h)) 6= 1,

противно на h ∈ K = ker detL.

Твърдение 5.1. Факторът A/H е бирационален на К3 повърхнина тогва и само
тогава, когато H е нетранслационна подгрупа на K = ker detL.
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В частност, ако съществува елемент h1 = τ(P1,Q1)(−I2) ∈ G, то h1 ∈ ker detL и факто-
рът A/〈h1〉 е бирационален на Кумеровата повърхнина на A.

Следствие 5.2. Факторът A−1/H на A−1 = (C/Z+ Zi)× (C/Z+ Zi) по подгрупа H
на

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤ 1}

е бирационален на К3 повърхнина тогава и само тогава, когато H е някоя от след-
ните групи:

K1(n) = 〈τn33I
2J2〉 ' Z2 за 0 ≤ n ≤ 1,

K+
1 = 〈I2J2, τ33〉 ' Z2 × Z2,

K2(n) = 〈τn33IJ
−1〉 ' Z4 за 0 ≤ n ≤ 1,

K+
2 = 〈IJ−1, τ33〉 ' Z4 × Z2,

K3(n) = 〈τn33IJθ〉 ' Z4 за 0 ≤ n ≤ 1,

K+
3 = 〈IJθ, τ33〉 ' Z4 × Z2,

K4(n) = 〈τn33I
2θ〉 ' Z4 за 0 ≤ n ≤ 1,

K+
4 = 〈I2θ, τ33〉 ' Z4 × Z2,

K5(m,n) = 〈τm33IJ
−1, τn33IJθ〉 ' Q8 за 0 ≤ m,n ≤ 1,

K+
5 = K = ker detL = 〈IJ−1, IJθ, τ33〉 ' Q8 × Z2.

Доказателство: Вземайки предвид det(I) = det(J) = i и det(θ) = −1, пресмятаме
че

detL(τn33I
kJ lθm) = det(IkJ lθm) = (−1)mik+l = 1

тогава и само тогава, когато m = 0, k + l ≡ 0(mod 4) или m = 1, k + l ≡ 2(mod 4). С
други думи,

K = ker detL = {τn33I
kJ−k, τn33I

kJ2−kθ | 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Непоследствено се проверява, че τ33 е в центъра на G−1, така че K = Ko × 〈τ33〉 за

Ko = {IkJ−k, IkJ2−kθ | 0 ≤ k ≤ 3}.

Групата Ko не е абелева, къгласно

(IkJ−k)(I lJ2−lθ) = Ik+lJ2−k−lθ 6= I l−kJ2−l+kθ = (I lJ2−lθ)(IkJ−k)

за k = l = 1. Следователно Ko е изоморфна на диедралната група D4 или на групата
на кватернионите Q8. Равенствата (IkJ−k)2 = I2J2 = −Id за k ∈ {1, 3} и (I lJ2−lθ)2 =
I2J2 = −Id за ∀0 ≤ l ≤ 3 уточняват, чеKo има 6 елемента от ред 4 и единствен елемент
I2J2 от ред 2. Следователно групата Ko е изоморфна на групата на кватернионите
Q8. В частност, Ko се поражда от произволни два некомутиращи елемента от ред 4,
например Ko = 〈IJ−1, IJθ〉.
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Да напомним, че групаH ≤ Aut(A−1) е транслационна точно когато съпоставянето на
линейната част L : H → Gl2(Z[i]) изобразява H в тривиалната подгрупа L(H) = {Id}.
Търсим онези подгрупи H на K, които се изобразяват в подгрупа на L(K) = Ko ' Q8,
различна от {Id}. Можем да имаме

L(H) = 〈I2J2〉 ' Z2,

L(H) = 〈IJ−1〉 ' Z4,

L(H) = 〈IJθ〉 ' Z4,

L(H) = 〈I2θ〉 ' Z4 или

L(H) = 〈IJ−1, IJθ〉 = Ko.

Всеки елемент h ∈ L(H) ≤ L(G−1) се повдига до τn33h ∈ G−1 за някакво 0 ≤ n ≤ 1. По
Теоремата за хомоморфизмите на групи,

H/(TA ∩H) = H/(ker(L) ∩H) ' L(H).

Ако L(H) = 〈L(h1), . . . ,L(hs)〉 за подходящи h1, . . . , hs ∈ H, то

H = 〈h1, . . . , hs〉(ker(L) ∩H)

е произведение на 〈h1, . . . , hs〉 с ядрото на L : H → L(H), защото всеки съседен клас
на H по модул ker(L) ∩H има представител в 〈h1, . . . , hs〉 и подгрупата ker(L) ∩H е
нормална в H. Сечението ker(L) ∩ H = {Id} или ker(L) ∩ H = 〈τ33〉 ' Z2. По този
начин получаваме H = K1(n) с 0 ≤ n ≤ 1 или H = K+

1 за L(H) = 〈I2J2〉. Ако
L(H) = 〈IJ−1〉, то H = K2(n) с 0 ≤ n ≤ 1 или H = K+

2 . В случая L(H) = 〈IJθ〉 имаме
H = K3(n) с 0 ≤ n ≤ 1 или H = K+

3 . За L(H) = 〈I2θ〉 следва H = K4(n) с 0 ≤ n ≤ 1
или H = K+

4 . Накрая, повдиганията на пораждащите на L(H) = 〈IJ−1, IJθ〉 = Ko се
избират по 22 = 4 начина и H = K5(m,n) за някакви 0 ≤ m,n ≤ 1 или H = K+

5 = K,
Q.E.D.



Глава 6

Повърхнини на Енриквес

Факторът A/H е бирационален на повърхнина на Енриквес тогава и само тогава,
когато когато H не съдържа отражение, не се съдържа в K = ker detL и A/H не е
хиперелиптична.
Да означим с N(G) = G \PR(G) множеството на елементите на G, които не са потен-
циални отражения. Да напомним, че хомоморфизмът

detL : H −→ O∗−d

взема стойности в цикличната група O∗−d на единиците в пръстена на целите чис-
ла O−d на имагинерното квадратично числово поле Q(

√
−d). Следователно образът

im detL = detL(H) = 〈ω〉 е циклична група с пораждащ ω от ред m ∈ {2, 3, 4, 6}. (Тук
предполагаме, че detL(H) 6= 〈1〉 съгласно H " K = ker detL. ) За произволен елемент
α ∈ O∗−d означаваме

Nα = {h ∈ N(G) | detL(h) = α}.

По Теоремата за хомоморфизмите, фактор-групата

H/H ∩K ' detL(H) = 〈ω〉 ' Zm

е циклична или съществува hω ∈ H \K, така че

H = ∪m−1
i=0 h

i
ω(H ∩K).

Това дава възможност да представим H = (H ∩K)〈h〉 като произведение на H ∩K
с цикличната група 〈h〉. Ако H ∩K = TH е транслационна, то факторът A/(H ∩K)
е абелева повърхнина. В противен случай, A/(H ∩K) е K3 повърхнина. Следващите
две твърдения обсъждат поотделно тези две възможности.

Твърдение 6.1. Нека H е такава крайна подгрупа на Aut(A), че минималният
модел YH на A/H е повърхнина на Енриквес, A/(H ∩ K) е абелева повърхнина и
H = (H ∩K)〈h〉. Тогава:
(i) редът r на h съвпада с реда ro на detL(h) ∈ O∗−d;
(ii) произведението H = (H ∩K)× 〈h〉 е директно, т.е. (H ∩K) ∩ 〈h〉 = {Id};
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(iii) съществуват гладка повърхнина на Енриквес Z〈h〉, бирационална на A/〈h〉 и не-
разклонено (H ∩K)-Галоа покритие

ζH∩K : Z〈h〉 −→ YH ,

което се повдига до крайно неразклонено покритие

Z̃〈h〉 −→ ỸH

на съответните универсални покриващи от тип K3,

A/〈h〉 Z〈h〉 Z̃〈h〉

A/H YH ỸH

?

ζAH∩K

�σh

?

ζH∩K

�
U〈h〉

?

ζ̃H∩K

�ρH � UH

.

Доказателство: Ако A/(H ∩K) е абелева повърхнина, то H ∩K = TH е транслаци-
онна група. Щом A/TH〈h〉 е бирационално на повърхнина на Енриквес, то h 6∈ L1(G).
Понеже h 6∈ TH ⊂ K, линейната част L(h) има характеристични корени λ(L(h)) 6= 1
и λ(L(h)) 6= 1. С други думи, h има изолирани фиксирани точки. Преместваме нача-
лото ǒA в една от тях, така че h = L(h) да се представи с линейна трансформация.
Диагонализираме h чрез изоморфизъм на абелеви многообразия и получаваме

h =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Нека λj ∈ C∗ е елемент от ред rj . Тогава h е от ред r = (r1, r2). Наистина, от

Id = hr =

(
λr1 0
0 λr2

)
следва λrj = 1 за 1 ≤ j ≤ 2. В резултат, rj дели r или (r1, r2) дели r. Обратно,

h(r1,r2) =

(
λ

(r1,r2)
1 0

0 λ
(r1,r2)
2

)
= Id

показва, че r дели (r1, r2), откъдето r = (r1, r2). Нека detL(h) = det(h) = λ1λ2 ∈ O∗−d
е от ред ro. Съгласно (λ1λ2)r = det(h)r det(hr) = det(Id) = 1, естественото число ro
дели r. От друга страна, 1 = (λ1λ2)ro = det(h)ro = [detL(h)]ro = detL(hro) показва,
че hro ∈ H ∩K. Но H ∩K е абелева, така че линейната трансформация hro = Id или
λro1 = λro2 = 1. По този начин, ro е общо кратно на r1 и r2, така че r = (r1, r2) дели ro
и r = ro.
(ii) Елементите k = hi ∈ (H ∩K) ∩ 〈h〉 имат detL(hi) = detL(h)i = 1. Следователно
общият ред ro = r на detL(h) и h дели i и hi = Id.
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(iii) Съгласно разлагането h = (H ∩ K) × 〈h〉 в директно произведение, подгрупата
〈h〉 на H е нормална с фактор-група H/〈h〉 = H ∩K = TH . Прилагането на Лема 3.1
дава комутативна диаграма

A/〈h〉 Y〈h〉 Z〈h〉

A/H XH YH

?

ζAH∩K

�ρ1

?

ζ′H∩K

?

ζH∩K

� η1

�ν2 � µ2

с гладка повърхнина Z〈h〉, бирационални ρ1, η1 и (H ∩K)-Галоа покритие ζH∩K . По
предположение, YH е повърхнина на Енриквес, така че H не съдържа отражения.
Оттук и подгрупата 〈h〉 на H не съдържа отражения и размерността на Кодаира
κ(Z〈h〉) = 0. По-нататък, h 6∈ K гарантира, че Z〈h〉 не е нито абелева, нито K3 повърх-
нина. Ако Z〈h〉 е хиперелиптична, то ирегулярността q(Z〈h〉) = dimCH

0(Z〈h〉,Ω
1
Z〈h〉

) = 1

и 〈h〉 = TH〈h1〉 за подходящо h1 ∈ L1(G). Следователно h = τhh
i
1 има линейна част

L(h) = L(h1)i с поне един характеристичен корен λ1(L(h)) = 1. Ако λ2(L(h)) = 1, то
h ∈ TH = H ∩ K, противно на избора на h 6∈ H ∩ K. В случая λ2(L(h)) 6= 1 имаме
h ∈ L1(G), така че A/H = A/TH〈h〉 е хиперелиптична повърхнина. Това опровергава
допускането за хиперелиптичност на Z〈h〉 и доказва, че Z〈h〉 е повърхнина на Енриквес.
Нека U〈h〉 : Z̃〈h〉 → Z〈h〉 и UH : ỸH → YH са съответните универсални покриващи изоб-
ражения с K3 повърхнини Z̃〈h〉, ỸH . Композицията ζH∩KU〈h〉 : Z̃〈h〉 → YH изобразява
тривиалната фундаментална група π1(Z̃〈h〉) = 1 в (ζH∩KU〈h〉)∗π1(Z̃〈h〉) = {Idπ1(YH)}.
Тази подгрупа на π1(YH) се съдържа в (UH)∗π1(ỸH) = (UH)∗{1} = {Idπ1(YH)} и пок-
ритието UH : ỸH → YH е неразклонено.
Следователно ζH∩KU〈h〉 : Z̃〈h〉 → YH се повдига до холоморфно изображение ζ̃H∩K :

Z̃〈h〉 → ỸH , затварящо комутативната диаграма

Z̃〈h〉 ỸH

Z〈h〉 YH

?

U〈h〉

-ζ̃H∩K

?

UH

-ζH∩K

.

Понеже U〈h〉 и ζH∩K са покрития (т.е. имат дискретни слоеве), изображението ζ̃H∩K
е покритие от степен deg ζ̃H∩K = deg ζH∩K = card(H ∩K), Q.E.D.

Твърдение 6.2. Нека H = (H ∩ K)〈h〉 е крайна подгрупа на Aut(A), така че ми-
нималното разрешение YH на особеностите на A/H е повърхнина на Енриквес, а
A/(H ∩K) е бирационално на K3 повърхнина. Тогава индексът

[H : (H ∩K)] = 2 или 4.
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(a) Ако [H(H ∩K)] = 2, то универсалната покриваща ỸH на YH от тип K3 е бира-
ционална на A/(H ∩K).
(б) Ако [H(H∩K)] = 4, то A има комплексно умножение с Q(i) и съществува гладка
повърхнина на Енриквес Z, така че
(i) Z е бирационална на A/[(H ∩K)〈h2〉];
(ii) Z е двулистно покритие на YH и
(iii) универсалната покриваща Z̃ на Z от тип K3 е бирационална на A/(H ∩K).

Доказателство: Да напомним, че

H/(H ∩K) = (H ∩K)〈h〉/(H ∩K) ' 〈detL(h)〉

е подгрупа на мултипликативната група O∗−d. За d = 1, 3 имаме O∗−d = 〈−1〉 ' Z2.
Целите Гаусови числа O−1 = Z[i] са с мултипликативна група Z[i]∗ = 〈i〉 ' Z4, а
целите числа на Айзенщайн O−3 са с O∗−3 = 〈e

2πi
6 〉 ' Z6. Следователно индексът

[H : (H ∩K)] = 2, 3, 4 или 6.
За произволно разлагане [H : (H ∩ K)] = mn с m,n ∈ N, m > 1, полагаме F =
(H ∩ K)〈hn〉 и забелязваме, че H ∩ K  F ⊆ H с [H : F ] = n, [F : (H ∩ K)] = m.
Съгласно Лема 3.1 съществува комутативна диаграма

A/(H ∩K) ZH∩K

A/F YF

?

ζAH∩K

�νH∩K

?

ζ′H∩K

� ρF

,

в която YF е минималното разрешение на особеностите на A/F , ZH∩K е гладка повър-
хнина, ζAH∩K , ζ ′H∩K са покрития на Галоа с трансформационна група F/(H∩K) ' Zm,
а νH∩K , ρF са бирационални изображения. Повторното приложение на Лема 3.1 към
H1 = F и H2 = H продължава тази диаграма до

A/(H ∩K) ZH∩K

A/F YF ZF

A/H XH YH

?

ζAH∩K

�νH∩K

?

ζ′H∩K

?

ζAF

� ρF

?

ζ′F

?

ζF

� ηF

� νH � µH

,

където ZF е гладка повърхнина, ζAF , ζ
′
F , ζF са покрития на Галоа с трансформационна

група F/H ' Zn, а ηF , νH , µH са бирационални изображения. Както в доказател-
ството на Лема 3.1, опрeделяме VH∩K = ZH∩K ×YF ZF като разслоено произведение.
Наличието на покритие ζH∩K : VH∩K → ZF над гладката повъхртнина ZF гарантира
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гладкостта на VH∩H . Повърхнината YH∩K е от тип K3, защото е бирационална на
ZH∩K . В частност, VH∩K е едносвързана. От друга страна, групата F = (H ∩K)〈hn〉
не съдържа отражения, така че κ(A/F ) = κ(ZF ) = 0. Условието hn 6∈ H ∩K не поз-
волява ZF да е K3 или абелева повърхнина. Ако допуснем, че ZF е хиперелиптична,
то F = (H ∩K)〈hn〉 няма фиксирани точки върху A. Но A/(H ∩K) е бирационално
на K3 повърхнина, така че H ∩K има изолирани фиксирани точки върху A, а оттам
и F има фиксирани точки върху A. Противоречието доказва, че ZF е повърхнина на
Енриквес. В резултат, универсалната покриваща Z̃F е K3 повърхнина. Покритието
ζH∩K : VH∩K → ZF изобразява тривиалната фундаментална група на VH∩K в три-
виалната подгрупа на π1(ZF ), (ζH∩K)∗π1(VH∩K) = 1π1(ZF ). Универсалното покритие
UF : Z̃F → ZF трансформира π1(Z̃F ) = 1 в (UF )∗π1(Z̃F ) = 1π1(ZF ). Поради неразкло-
неността на UF : Z̃F → ZF , покритието ζH∩K : VH∩K → ZF се повдига до покритие
ζ̃H∩K : VH∩K → Z̃F , затварящо комутативната диаграма

VH∩K Z̃F

ZF

@
@
@
@@R

ζH∩K

-ζ̃H∩K

?

UF.

От ζH∩K = UF ζ̃H∩K следва, че степента

m = deg ζH∩K = deg(UF ζ̃H∩K) = degUF deg ζ̃H∩K = 2 deg ζ̃H∩K .

Ако редът mn на цикличната група H/(H ∩K) ' Zm има нечетен прост делител p,
то изборът на m = p води до противоречие. Следователно [H : (H ∩K)] = 2 или 4.
В случая H/(H ∩ K) ' Z2 имаме единствена възможност m = 2, n = 1. За нея
deg ζ̃H∩K = 1, така че универсалната покриваща Z̃F = VH∩K е бирационална на
A/(H ∩K). Аналогично, ζ ′H∩K : ZH∩K → YF индуцира хомоморфизъм на фундамен-
талните групи (ζ ′H∩K)∗π1(ZH∩K) = 1→ π1(YF ) ' Z2 с (ζ ′H∩K)∗π1(ZH∩K) = {1π1(YF )} =

(U ′F )∗π1(ỸF ) за универсалната покриваща U ′F : ỸF → YF . Следователно ζ ′H∩K има хо-
ломорфно повдигане ζ̃ ′H∩K : ZH∩K → ỸF , затварящо комутативната диаграма

ZH∩K ỸF

YF

@
@
@
@@R

ζ′H∩K

-
ζ̃′H∩K

?

U ′F.

Степента

deg ζ̃ ′H∩K =
deg(U ′F ζ̃

′
H∩K)

degU ′F
=

deg ζH∩K
2

= 1,
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така че универсалната покриваща ỸF = ỸH на YF = YH е бирационална на A/(H∩K).
В случая, [H : (H ∩K)] = 4 избираме m = n = 2. Това е възможно само когато E−1 =
C/(Z+ iZ) и A−1 = E−1×E−1 имат комплексно умножение с полето Q(i) на Гаусовите
числа. Повърхнината на Енриквес Z = ZF е бирационална ан A/F = A/[(H∩K)〈h2〉].
Универсалната и покриваща Z̃ = Z̃F е бирационална на A/(H ∩K) и ζF : Z → YH е
двулистно покритие, Q.E.D.
Да напомним, че всяка повърхнина на Енриквес YH е елиптично разслоение

g : YH → C

с рационална база. Твърдим, че ако линейната част L(H) на H е абелева, то кано-
ничните разслоения на A/H индуцират две елиптични разслоения fj : YH → Cj с
рационални бази Cj . За целта избираме матрица S ∈ Gl2(C), която диагонализира
едновременно L(H). Съгласно Лема 3.5, каноничните разслоения

pj : S(A)/(SHS−1) −→ Cj = Fj/(SHS
−1)

имат елиптични общи слоеве. Те индуцират елиптични разслоения

p′j = pjS : A/H → Cj .

Композирайки с минималното разрешение ρ : YH → A/H на изолираните фактор-
особености на A/H, получаваме елиптични разслоения fj = p′jρH : YH → Cj . Ако до-
пуснем, че qj(SHS−1) е транслационна група за някое 1 ≤ j ≤ 2, то Cj = Fj/qj(SHS

−1)
е гладка елиптична крива и H0(Cj ,Ω

1
Cj

) ' C. Разслоението fj индуцира C-линейно
влагане f∗j : H0(Cj ,Ω

1
Cj

)→ H0(YH ,Ω
1
Yh

), така че ирегулярността

q(YH) = dimCH
0(YH ,Ω

1
YH

) ≥ 1.

Повърхнината на Енриквес YH има q(YH) = 0 и това и противоречие, доказващо нали-
чието на qj(SHS−1)-фиксирана точка върху Fj В резултат, кривата Cj = Fj/qj(SHS

−1)
е рационална и елиптичните разслоения fj : YH → Cj имат рационални бази.
Да изложим накратко един алгоритъм за определяне на подгрупите H ≤ G, за които
A/H е повърхнина на Енриквес. Нека N(G) = G\PR(G) е допълнението на потенци-
алните отражения на G. Търсим подгрупите H = ∪m−1

j=0 h
j
ω(H ∩K) на G, съдържащи

се в N(G). Това изисква hjω(H ∩ K) ⊆ Nωj за всички 0 ≤ j ≤ m − 1. В частност, за
j = 0 условието H ∩K ⊆ K ≡ N1 е тривиално изпълнено. Подгрупата H ∩K на K
трябва да има h−jω (H ∩K) ⊆ Nω−j за ∀1 ≤ j ≤ m− 1. Следователно

H ∩K ⊆ ∩m−1
j=1 h

j
ωNω−j .

Това ни кара да определим множествата

M(h) = ∩m−1
j=1 h

jN(deth)−j

за произволни h ∈ N(G) \ K. За всяко фиксирано h ∈ N(G) \ K намираме под-
групите K(h) на K, които се съдържат в M(h). Тогава множествата H = K(h)〈h〉
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се съдържат в N(G). Произведенията H = K(h)〈h〉 са подгрупи на G точно ко-
гато K(h)〈h〉 = 〈h〉K(h). Условията K(h)hi ⊂ 〈h〉K(h), hiK(h) ⊂ K(h)〈h〉 следват
от K(h)h ⊂ 〈h〉K(h), hK(h) ⊂ K(h)〈h〉 с индукция по i ∈ N. Ако k1h = hik2 ∈
K(h)h ∩ 〈h〉K(h) за 0 ≤ i ≤ m − 1, то detL(h) = detL(k1h) = detL(hik2) = detL(h)i

изисква i = 1, защото detL(h) ∈ O∗−d е от ред m. По този начин, H = K(h)〈h〉 е
подгрупа на G точно когато K(h)h ⊂ hK(h) ⊂ K(h)h или h−1K(h)h ⊆ K(h). Ако
H = K(h)h ⊂ N(G) има поне една фиксирана точка върху A, то факторът A/H е
бирационален на повърхнина на Енриквес. Да обърнем внимание, че K(h) се съдър-
жа в H ∩K = K(h)〈h〉 ∩K, но може да не съвпада. От друга страна, ако индексът
[H : (H ∩K)] = m, то hm ∈ H ∩K, то редът на h може да е по-голям от m. Това се
случва само когато H ∩K е нетранслационна група и K(h) ∩ 〈h〉 6= {Id}. Тогава про-
изведението H = K(h)〈h〉 не е директно и подгрупата 〈h〉 не е обезателно нормална.

Твърдение 6.3. Нека A−1 = E−1 × E−1 с E−1 = C/(Z+ iZ), H е подгрупа на

G−1 = {τn33I
kJ lθm | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ m,n ≤ 1}, а

K1(n) = 〈τn33I
2J2〉, K+

1 = 〈I2J2, τ33〉, K2(n) = 〈τn33IJ
−1〉

са групите от Твърдение 5.1. Тогава минималното разрешение YH на особеностите
на A/H е повърхнина на Енриквес за следните 8 серии от подгрупи на G−1:
(i) Ако H1 = K1(0)〈τ33I

2〉 = 〈I2J2, τ33I
2〉 ' Z2×Z2, то YH1 е повърхнина на Енриквес

с универсална покриваща ỸH1, бирационална на A−1/K1(0).
(ii) Ако H2(n) = K2(n)〈τ33I

2〉 = 〈τn33IJ
−1, τ33I

2〉 ' Z4×Z2, то YH2(n) е повърхнина на

Енриквес, чиято универсална покриваща ỸH2(n) е бирационална на A−1/K2(n).
(iii) Ако H3(n) = K1(0)〈τn33IJ〉 = 〈τn33IJ〉 ' Z4, то YH3(n) е повърхнина на Енриквес,

чиято универсална покриваща ỸH3(n) е бирационална на A−1/K1(0).
(iv) Ако H+

3 = K+
1 〈τn33IJ〉 = 〈IJ, τ33〉 ' Z4 × Z2, то YH+

3
е повърхнина на Енриквес с

универсална покриваща ỸH+
3
, бирационална на A−1/K

+
1 .

(v) Ако H4(n) = K2(n + 1)〈τn33IJ〉 = 〈τn33IJ, τ33I
2〉 ' Z4 × Z2, то YH4(n) е повърхнина

на Енриквес с универсална покриваща ỸH4(n), бирационална на A−1/K2(n+ 1).
(vi) Ако H5(n, k) = K1(0)〈τn33I

kJ3−kθ〉 = 〈τn33I
kJ3−kθ〉 ' Z8, то съществува гладък

модел ZH3(0) на YH3(0), който е двулистно покритие на YH5(n,k).
(vii) Ако H+

5 (k) = K+
1 〈τn33I

kJ3−kθ〉 = 〈IkJ3−kθ, τ33〉 ' Z8 × Z2 за 0 ≤ k ≤ 1, то YH+
5 (k)

е повърхнина на Енриквес, която се покрива двулистно от гладък модел на YH+
3
.

(viii) Ако H6(n, k) = K2(1)〈τn33I
kJ3−kθ〉 = 〈τn33I

kJ3−kθ, τ33IJ
−1〉 за 0 ≤ n, k ≤ 1, то

YH6(n,k) е повърхнина на Енриквес с двулистно покритие ZH4(0), бирационално на
YH4(0). Неабелевата група H6(n, k) се задава с пораждащи ν(n, k) = τn33I

kJ3−kθ от
ред 8 и µ = τ33J

2 от ред 2, изпълняващи съотношението ν(n, k)µ = µν(n, k)5. Тя е
известна като модулярна група от ред 16 или като група на Ивасава.

Доказателство: Допълнението N(G−1) = G−1 \ PR(G−1) на потенциалните отра-
жения PR(G−1) се разбива в непресичащо се обединение

N(G−1) = K ∪N−1 ∪Ni ∪N−i
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на
K = ker detL = {τn33I

kJ−k, τn33I
kJ2−kθ | 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1},

N−1 = {τ33I
2mJ2−2m, τn33I

2m+1J2m+1 | 0 ≤ m,n ≤ 1},

Ni = {τn33I
kJ3−kθ | 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1},

N−i = {τn33I
kJ1−kθ | 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1}.

Непосредствено пресмятаме, че

M(τ33I
2mJ2−2m) = τ33I

2mJ2−2mN−1 = {Id, I2J2, τn33I
2m+1J2m−1 | 0 ≤ m,n ≤ 1}.

Ако подгрупа Ki на G−1 се съдържа в M(τ33I
2mJ2−2m), то редът на Ki е 2si < 6, т.е.

card(Ki) = 1, 2 или 4. Множеството M(τ33I
2mJ2−2m) съдържа неутралния елемент

Id, един елемент от ред 2 и четири елемента от ред 4. Следователно M(τ33I
2mJ2−2m)

съдържа само циклични групи от ред 1, 2 или 4. Вземайки предвид, че

〈τn33I
2m+1J2m−1〉 = 〈(τn33I

2m+1J2m−1)3〉 = 〈τn33I
2m−1J2m+1〉,

стигаме до извода, че подгрупите наK, съдържащи се вM(τ33I
2mJ2−2m) саK0 = {Id},

K1(0) = 〈I2J2〉 ' Z2 и

K2(n) = 〈τn33IJ
−1〉 ' Z4 за 0 ≤ n ≤ 1.

Да отбележим, че множеството N−1 се съдържа в абелевата подгрупа

G′−1 = {τn33I
kJ l | 0 ≤ k, l ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 1} = 〈I, J, τ33〉 ' Z4 × Z4 × Z2

на G−1 = 〈I, J, θ, τ33〉. Следователно

K(τ33I
2mJ2−2m)τ33I

2mJ2−2m = τ33I
2mJ2−2mK(τ33I

2mJ2−2m)

за всяко подгрупа K(τ33I
2mJ2−2m) на K, съдържаща се в M(τ33I

2mJ2−2m) и

H = K(τ33I
2mJ2−2m)〈τ33I

2mJ2−2m〉

са подгрупи на G−1, съдържащи се в N(G−1). По-точно, K0〈τ33I
2mJ2−2m〉 = 〈τ33J

2〉
или 〈τ33I

2〉 имат хиперелиптични фактори, съгласно Следствие 4.7. Вземайки пред-
вид, че (I2J2)(τ33I

2) = τ33J
2, разпознаваме подгрупата

H1 = K1(0)〈τ33J
2〉 = K1(0)〈τ33I

2〉 = 〈I2J2, τ33I
2〉 ' Z2 × Z2

сH1∩K = 〈I2J2〉 = K1(0) и [H1 : (H1∩K)] = 2. Възоснова на (τn33IJ
−1)2(τ33I

2mJ2−2m) =
τ33I

2(m+1)J2−2(m+2) забелязваме независимостта на

K2(n)〈τ33I
2mJ2−2m〉 = K2(n)〈τ33I

2(m+1)J2−2(m+1)〉

от 0 ≤ m ≤ 1 и означаваме

H2(n) = K2(n)〈τ33I
2〉 = 〈τn33IJ

−1, τ33I
2〉 ' Z4 × Z2
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с H2(n) ∩K = 〈τn33IJ
−1〉 = K2(n), [H2(n) : (H2(n) ∩K)] = 2.

По-нататък,

M(τn33I
2m+1J2m+1) = τn33I

2m+1J2m+1N−1 = {τ l33, τ
l
33I

2J2, τn+1
33 I2l+1J2l−1 | 0 ≤ l ≤ 1}

съдържа неутралния елемент τ0
33 = Id, три елемента от ред 2 и два елемента от ред

4. Подгрупите на K, съдържащи се в M(τn33I
2m+1J2m+1) се изчерпват с K0(l) = 〈τ l33〉,

K1(l) = 〈τ l33I
2J2〉 ' Z2, K+

1 = 〈I2J2, τ33〉 ' Z2 × Z2 и K2(n + 1) = 〈τn+1
33 IJ−1〉 ' Z4,

защото 〈τn+1
33 I−1J〉 = 〈τ33IJ

−1〉. Всички тези групи се съдържат в G′−1, заедно с
h(m,n) = τn33I

2m+1J2m+1 и пораждат подгрупиH(m,n) = K(h(m,n))〈h(m,n)〉 наG−1.
Съгласно (τn33IJ)3 = τn33I

−1J−1 и (τn33I
−1J−1)3 = τn33IJ , групите H(m,n) не зависят от

0 ≤ m ≤ 1. По-точно, това са

H3(n) = K0(0)〈τn33IJ〉 = K1(0)〈τn33IJ〉 = 〈τn33IJ〉 ' Z4

с H3(n) ∩K = K1(0), [H3(n) : (H3(n) ∩K)] = 2,

H+
3 = Ko(1)〈τn33IJ〉 = K1(1)〈τn33IJ〉 = K+

1 〈τ
n
33IJ〉 = 〈τ33, IJ〉 ' Z4 × Z2

с H+
3 ∩K = K+

1 , [H+
3 : (H+

3 ∩K)] = 2,

H4(n) = K2(n+ 1)〈τn33IJ〉 = 〈τn33IJ, τ33I
2〉 ' Z4 × Z2

с H4(n) ∩K = K2(n+ 1), [H4(n) : (H4(n) ∩K)] = 2.
Остава да класифицираме H = (H ∩K)〈h〉 с h ∈ Ni. В конкретната група G−1, всеки
елемент h−i ∈ N−i е от ред 8, така че h−i = (h3

−i)
3 и (H ∩K)〈h−i〉 = (H ∩K)〈h3

−i〉 с
h3
−i ∈ Ni.

Да означим ν(no, ko) = τno33 I
koJ3−koθ ∈ Ni и да отбележим, че

M(ν(no, ko)) = ν(no, ko)N−i ∩ ν(no, ko)
2N−1 ∩ ν(no, ko)

3Ni =

= {h ∈ I−1J−1N−1 | ν(no, ko)
−1h ∈ N−i, ν(no, ko)

−3h ∈ Ni}.

Следователно M(ν(no, ko)) се състои от h = τ33I
2m−1J2m+1 или h = τn33I

2mJ2m, така
че τno33 I

ko+1J−koθh ∈ N−i и τno33 I
ko+2J1−koθh ∈ Ni за 0 ≤ m,n ≤ 1. Оттук

M(ν(no, ko)) = {τ33I
2m−1J2m+1, τn33I

2mJ2m | 0 ≤ m,n ≤ 1}.

Множествата M(ν(no, ko)) не зависят от 0 ≤ no ≤ 1, 0 ≤ ko ≤ 3 и съдържат не-
утралния елемент Id, три елемента от ред 2 и два елемента от ред 4. Подгрупи-
те на K, съдържащи се в M(ν(no, ko)) са K0(n) = 〈τn33〉, K1(n) = 〈τn33I

2J2〉 ' Z2,
K+

1 = 〈I2J2, τ33〉 ' Z2 × Z2 и K2(1) = 〈τ33IJ
−1〉 ' Z4, съгласно (τ33I

−1J)3 = τ33IJ
−1.

В този случай, ν(no, ko) = τno33 I
koJ3−koθ 6∈ G′−1, така че не може да се използва ко-

мутативността на G′−1 за проверка на ν(no, ko)
−1Kjν(no, ko) ⊆ Kj . Вместо това, да

отбележим, че IJ и τ33 се съдържат в центъра Z(G−1) на G−1, защото принадлежат
на абелевата група G′−1 = 〈I, J, τ33〉 и (IJ)θ = θ(IJ), θτ33 = τ33θ. Следователно K0(n),
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K1(n), K+
1 са подгрупи на Z(G−1) и произведенията им с 〈ν(no, ko)〉 са подгрупи на

G−1. Непосредствено пресмятаме, че

ν(no, ko)
−1K2(1)ν(no, ko) = 〈(τno33 I

koJ3−koθ)−1τ33IJ
−1(τno33 I

koJ3−koθ)〉 =

= 〈τ33I
−1J〉 = 〈τ33IJ

−1〉 = K2(1).

От ν(no, 0)5 = ν(no, 2) и ν(no, 2)5 = ν(no, 0) следва, че 〈ν(no, 0)〉 = 〈ν(no, 2)〉. Анало-
гично, ν(no, 1)5 = ν(no, 3), ν(no, 3)5 = ν(no, 1), ν(no, 1)5 = ν(no, 3), ν(no, 3)5 = ν(no, 1)
гарантират 〈ν(no, 1)〉 = 〈ν(no, 3)〉, така че в ν(no, ko) можем да ограничим стойностите
на ko до 0 ≤ ko ≤ 1. По този начин получаваме групите

H5(no, ko) = K0(0)〈τno33 I
koJ3−koθ〉 = K1(0)〈τno33 I

koJ3−koθ〉 = 〈τno33 I
koJ3−koθ〉 ' Z8

с H5(no, ko) ∩ K = K1(0), [H5(no, ko) : (H5(no, ko) ∩ K)] = 4, K1(0)〈ν(no, ko)
2〉 =

〈I−1J−1〉 = 〈IJ〉 ' H3(0),

H+
5 (ko) = K0(1)〈τno33 I

koJ3−koθ〉 = K1(1)〈τno33 I
koJ3−koθ〉 =

= K+
1 〈τ

no
33 I

koJ3−koθ〉 = 〈IkoJ3−koθ, τ33〉 ' Z8 × Z2

с H+
5 (ko) ∩K = K+

1 , [H+
5 (ko) : [H+

5 (ko) ∩K)] = 4, K+
1 〈ν(no, ko)

2〉 = 〈IJ, τ33〉 = H+
3 ,

H6(no, ko) = K2(1)〈τno33 I
koJ3−koθ〉 = 〈τno33 I

koJ3−koθ, τ33IJ
−1〉 за 0 ≤ no, ko ≤ 1.

За да разпознаем неабелевите групи H6(no, ko) с пораждащи ν(no, ko) = τno33 I
koJ3−koθ

от ред 8 и σ = τ33IJ
−1 от ред 4 забелязваме, че

H6(no, ko) = 〈ν(no, ko), σ〉 = 〈ν(no, ko), µ = ν(no, ko)
2σ = τ33J

2〉.

Сега µ = τ33J
2 е от ред 2 и µν(no, ko)

5 = τno+1
33 Iko+2J3−koθ = ν(no, ko)µ, така че всяка

от групите H6(no, ko) е изоморфна на неабелевата група

M16 = 〈s, t | s8 = 1, t2 = 1, st = ts5〉

модулна група от ред 16 или групата на Ивасава. СечениятаH6(no, ko)∩K = 〈τ33IJ
−1〉 =

K2(1) са с индекс [H6(no, ko) : (H6(no, ko)∩K)] = 4 и произведениетоK2(1)〈ν(no, ko)
2〉 =

〈τ33IJ
−1, I−1J−1〉 = 〈τ33I

2, IJ〉 = H4(0), Q.E.D.



Глава 7

Покриващи съотношения между
построените повърхнини

Твърдение 7.1. Нека раздуването на A = E×E в особените точки T sing на мулти-

елиптичен дивизор T =
h∑
i=1

Ti е гладка тороидална компактификация A′ = (B/Γ)′ =

(B/Γ)∪T ′ на фактор на кълбото. За произволни подгрупи H1 < H2 на G = Aut(A, T )
да разгледаме повдиганията им ΓHj до решетки на SU2,1 и компактификациите
B/ΓHj =

(
B/ΓHj

)
∪ (T ′/Hj) на съответните фактори на кълбото. Тогава за всеки

гладък бирационален модел XH2 на B/ΓH2 съществува комутативна диаграма

B/ΓH1
A/H1 ZH1 VH1 XH1

B/ΓH2
A/H2 YH2 ZH2 XH2

?

ζH2/H1

-ξH1

?

ζA
H2/H1

� µ1

?

ζρ
H2/H1

� σ1 -s1

?

ζσ
H2/H1

?

ζH2/H1

-ξH2
� ρ2 � σ2 -s2

, (7.1)

в която хоризонталните изображения са бирационални, вертикалните изображе-
ния са покрития и всички повърхнини освен B/ΓHj , A/Hj са гладки. Ще казваме, че

двойката
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива двойката

(
B/ΓH2 , XH2

)
.

Доказателство: Нека ξ : A′ = (B/Γ)′ → A е свиването на (−1)-кривите до абелевия
минимален модел A. Покритието ζAH2/H1

: A/H1 → A/H2 се ограничава до

ζAH2/H1
: [A′ \ ξ−1(T sing)]/H1 = (A \ T sing)/H1 −→ (A \ T sing)/H2 = [A′ \ ξ−1(T sing)]/H2,

възоснова на G-инвариантността на T sing и ξ−1(T sing). То се продължава до покритие

ζH2/H1
: B/ΓH1 −→ B/ΓH2 ,

което е съгласувано със свиванията ξHj на ξ−1(T sing)/Hj до T sing/Hj . Това дава ко-
мутативността на най-левия квадрат ζAH2/H1

ξH1 = ξH2ζH2/H1
на (7.1).
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Съгласно Лема 3.1, минималното разрешение ρ2 : YH2 → A/H2 на изолираните
фактор-особености на A/H2 има (необезателно регулярно) покритие

ζρH2/H1
: ZH1 −→ YH2

от степен [H2 : H1] с регулярно бирационално изображение µ1 : ZH1 → A/H1, обра-
зуващо комутативния квадрат ζAH2/H1

µ1 = ρ2ζ
ρ
H2/H1

. Повърхнината ZH1 е гладка по
Лема 3.1.
Бирационалният морфизъм между гладките повърхнини YH2 и XH2 се състои от две
раздувания

YH2 ZH2 XH2
�σ2 -s2

до гладък модел ZH2 . Определяме VH1 = ZH1 ×YH2
ZH2 като разслоено произведение,

за да получим комутативния квадрат

ZH1
VH1 = ZH1 ×YH2

ZH2

YH2 ZH2

?

ζρ
H2/H1

?

ζσ
H2/H1

�σ2

с бирационални σ1, σ2 и покрития ζρH2/H1
, ζσH2/H1

. Както в Лема 3.1, повърхнината
VH1 е гладка.
Слоевете на s2ζ

σ
H2/H1

: VH1 → XH2 са крайни обединения на гладки рационални (−1)-
криви. Ако

VH1 XH1 XH2
-ρ1 -

ζH2/H1

е факторизацията на Щайн на s2ζ
σ
H2/H1

, то ρ1 е бирационално, а ζH2/H1
е покритие

от степен [H2 : H1]. Още повече, ρ1 е раздуване, така че XH1 е гладка повърхнина,
Q.E.D.
За да опишем покриващите отношения

(
ζH2/H1

, ζH2/H1

)
:
(
B/ΓH1 , XH1

)
→
(
B/ΓH2 , XH2

)
,

ще използваме, че регулярните изображения ζH2/H1
: XH1 → XH2 индуцират C-

линейни влагания

ζ∗H2/H1
: H0(XH2 ,Ω

1
XH2

) −→ H0(XH1 ,Ω
1
XH1

),

ζ∗H2/H1
: H0(XH2 ,Ω

2
XH2

) −→ H0(XH1 ,Ω
2
XH1

).

Следователно ирегулярността и геометричният род изпълняват неравенствата

q(XH2) ≤ q(XH1), pg(XH2) ≤ pg(XH1).

Освен това, размерността на Кодаира

κ(XH2) ≤ κ(XH1).

Всички покрития
(
B/ΓH1 , XH1

)
на абелева двойка

(
B/ΓH , XH

)
са абелеви. Причина

за това е, че ирегулярността q(XH1) ≥ q(XH) ≥ 2 и размерността на Кодаира κ(XH1) ≤
0, защото повърхнината XH1 е бирационална на A/H1.
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Следствие 7.2. (i) Покритията
(
B/ΓH1 , XH1

)
на хиперелиптична двойка

(
B/ΓH , XH

)
са абелеви или хиперелиптични.
(ii) Хиперелиптична двойка

(
B/ΓH , XH

)
може да покрива хиперелиптична, Енрик-

вес, рационална или линейчата двойка
(
B/ΓH2 , XH2

)
с елиптична база.

(iii) Хиперелиптичните двойки
(
B/ΓHE(m), XHE(m)

)
с HE(m) = 〈τ33I

2mJ2−2m〉 за
0 ≤ m ≤ 1 покриват повърхнините на Енриквес(

B/ΓH1 , XH1

)
с H1 = 〈I2J2, τ33I

2〉,

(
B/ΓH2(n), XH2(n)

)
с H2(n) = 〈τn33IJ

−1, τ33I
2〉, 0 ≤ n ≤ 1,(

B/ΓH4(n), XH4(n)

)
с H4(n) = 〈τn33IJ, τ33I

2〉, 0 ≤ n ≤ 1, и(
B/ΓH6(n,k), XH6(n,k)

)
с H6(n, k) = 〈τn33I

kJ3−kθ, τ33J
2〉, 0 ≤ n ≤ 1, 0 ≤ k ≤ 3.

(iv) Линейчатите двойки с елиптична база, които се покриват от хиперелиптична(
B/ΓHE(m), XHE(m)

)
са(

B/ΓRE(m), XRE(m)

)
с RE(m) = 〈τ33, HE(m)〉 и

(
B/ΓRE(m,l), XRE(m,l)

)
с RE(m, l) = 〈τ33, τ

n
33I

m(2l+1)J (1−m)(2l+1)〉 0 ≤ l ≤ 1.

Доказателство: (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива хиперелиптична двойка

(
B/ΓH , XH

)
,

то размерността на Кодаира 0 ≥ κ(XH1) ≥ κ(XH) ≥ 0 и ирегулярността q(XH1) ≥
q(XH) = 1. Следователно двойката

(
B/ΓH1 , XH1

)
е абелева или хиперелиптична.

(ii) Ако допъснем, че хиперелиптична двойка
(
B/ΓH , XH

)
покрива абелева или K3

двойка
(
B/ΓH2 , XH2

)
, то геометричният род pg(XH) ≥ pg(XH2) = 1. Това противоречи

на pg(XH) = 0.
(iii) В означенията от Твърдение 6.3, елементите τ33I

2mJ2−2m с 0 ≤ m ≤ 1 принадле-
жат на групите H1, H2(n), H4(n), H6(n, k) с 0 ≤ n ≤ 1, 0 ≤ k ≤ 3 и не принадлежат
на групите H3(n), H+

3 , H5(n, k), H+
5 (k) с 0 ≤ n ≤ 1, 0 ≤ k ≤ 3.

(iv) Подгрупа RE < G−1 определя линейчата двойка
(
B/ΓRE , XRE

)
с елиптична база

точно когато RE = 〈h〉 с h ∈ L1(G−1) ∩ PR(G−1) или H = 〈τ33, h〉 с h ∈ L1(G−1).
Двойката

(
B/ΓHE(m), XHE(m)

)
покрива двойката

(
B/ΓRE , XRE

)
тогава и само тога-

ва, когато HE(m) = 〈τ33I
2mJ2−2m〉 е подгрупа на RE. Непосредствено се вижда, че

τ33I
2mJ2−2m 6∈ 〈h〉 за h ∈ L1(G−1) ∩ PR(G−1). Условието τ33I

2mJ2−2m ∈ 〈τ33, h〉 е ек-
вивалентно на I2mJ2−2m ∈ 〈τ33, h〉 и е изпълнено за τn33I

k, τn33J
k с 0 ≤ n ≤ 1, 1 ≤ k ≤ 3,

Q.E.D.
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Следствие 7.3. (i) Всяко покритие
(
B/ΓH1 , XH1

)
на K3 двойка

(
B/ΓH , XH

)
се със-

тои от абелеви или K3 повърхнини.
В частност,

(
B/ΓH , XH

)
с ΓH B Γ

(6,8)
−1 има абелево покритие

(
B/Γ〈τ33〉, X〈τ33〉

)
за

H = K+
1 = 〈I2J2, τ33〉, K+

2 = 〈IJ−1, τ33〉, K+
3 = 〈IJθ, τ33〉, K+

4 = 〈I2θ, τ33〉 или K+
5 =

ker detL = 〈IJ−1, IJθ, τ33〉.
(ii) Двойка

(
B/ΓH , XH

)
от тип K3 може да покрива K3, Енриквес или рационална

двойка
(
B/ΓH2 , XH2

)
.

В частност, ако ΓH B Γ
(6,8)
−1 , то в означенията от Твърдение 6.3 покриващите

съотношения (
B/ΓH , XH

)
−→

(
B/ΓH2 , XH2

)
−→

(
B/ΓH3 , XH3

)
на K3 двойки

(
B/ΓH , XH

)
и повърхнини на Енриквес

(
B/ΓH2 , XH2

)
,
(
B/ΓH3 , XH3

)
са (

B/ΓK1(0), XK1(0)

)
−→

(
B/ΓH1 , XH1

)
,(

B/ΓK2(n), XK2(n)

)
−→

(
B/ΓH2(n), XH2(n)

)
(
B/ΓK1(0), XK1(0)

)
−→

(
B/ΓH3(0), XH3(0)

)
−→

(
B/ΓH5(n,k), XH5(n,k)

)
,(

B/ΓK1(0), XK1(0)

)
−→

(
B/ΓH3(1), XH3(1)

)
,(

B/ΓK+
1
, XK+

1

)
−→

(
B/ΓH+

3
, XH+

3

)
−→

(
B/ΓH+

5 (k), XH+
5 (k)

)
,(

B/ΓK2(n+1), XK2(n+1)

)
−→

(
B/ΓH4(0), XH4(0)

)
−→

(
B/ΓH6(n,k), XH6(n,k)

)
,(

B/ΓK2(n+1), XK2(n+1)

)
−→

(
B/ΓH4(1), XH4(1)

)
.

Доказателство: (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива K3 двойка

(
B/ΓH , XH

)
, то гео-

метричният род pg(XH1) ≥ pg(XH) = 1 и размерността на Кодаира 0 ≥ κ(XH1) ≥
κ(XH) = 0. Следователно

(
B/ΓH1 , XH1

)
се състои от абелеви или K3 повърхнини.

Конкретно,
(
B/ΓH , XH

)
с ΓH B Γ

(6,8)
−1 има абелево покритие

(
B/Γ1, XH1

)
точно когато

H1 = 〈τ33〉 и τ33 ∈ H. Чрез Следствие 5.2 определяме подгрупите H на G−1, които
съдържат τ33 и отговарят на K3 двойки

(
B/ΓH , XH

)
.

(ii) Ако K3 двойка
(
B/ΓH , XH

)
покрива

(
B/ΓH2 , XH2

)
, то 0 = κ(XH) ≥ κ(XH2). От

друга страна, ирегулярността 0 = q(XH) ≥ q(XH2), така че
(
B/ΓH2 , XH2

)
не може да

е абелева, хиперелиптична или линейчата с елиптична база. Следователно K3 двойка
може да покрива K3, Енриквес или рационална двойка.
В частния случай ΓH B Γ

(6,8)
−1 , покриващите съотношения между K3 и Енриквес двой-

ки са непосредствено следствие от Твърдение 6.3, Q.E.D.
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Следствие 7.4. (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива двойка

(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини

на Енриквес, то
(
B/ΓH1 , XH1

)
се състои от абелеви, хиперелиптични, K3 или по-

върхнини на Енриквес.
В случая ΓH B Γ

(6,8)
−1 , двойката

(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини на Енриквес има абелево

покритие
(
B/Γ〈τ33〉, X〈τ33〉

)
за H = H+

3 = 〈IJ, τ33〉 или H+
5 (k) = 〈IkJ3−kθ, τ33〉.

(ii) Двойка
(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини на Енриквес може да покрива Енриквес или

рационална двойка
(
B/ΓH2 , XH2

)
.

Доказателство: (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива двойка

(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини

на Енриквес, то размерността на Кодаира 0 ≥ κ(XH1) ≥ κ(XH) = 0. Следователно(
B/ΓH1 , XH1

)
се състои от абелеви, хиперелиптични, K3 или повърхнини на Енриквес.

За ΓH B Γ
(6,8)
−1 имаме единствена нетривиална абелева двойка

(
B/Γ〈τ33〉, X〈τ33〉

)
, която

покрива двойка
(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини на Енриквес точно когато H е от списъка

на Твърдение 6.3 и τ33 ∈ H.
(ii) Ако двойка

(
B/ΓH , XH

)
от повърхнини на Енриквес покрива

(
B/ΓH2 , XH2

)
, то

ирегулярността 0 = q(XH) ≥ q(XH2) и геометричният род 0 ≥ pg(XH) ≥ pg(XH2).
Следователно

(
B/ΓH2 , XH2

)
не е абелева, хиперелиптична, K3 или линейчата с елип-

тична база. Остава
(
B/ΓH2 , XH2

)
да е съставена от повърхнини на Енриквес или

рационални повърхнини, Q.E.D.

Следствие 7.5. (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива двойка

(
B/ΓH , XH

)
от линейчати

повърхнини с елиптична база, то
(
B/ΓH1 , XH1

)
е съставена от абелеви, хиперелип-

тични или линейчати повърхнини с елиптична база.
(ii) Двойка

(
B/ΓH , XH

)
от линейчати повърхнини с елиптична база може да пок-

рива двойка
(
B/ΓH2 , XH2

)
от рационални или линейчати повърхнини с елиптична

база.

Доказателство: (i) Ако
(
B/ΓH1 , XH1

)
покрива двойка

(
B/ΓH , XH

)
от линейчати

повърхнини с елиптична база, то ирегуляността q(XH1) ≥ q(XH) = 1. Следователно(
B/ΓH1 , XH1

)
се състои от абелеви, хиперелиптични или линейчати повърхнини с

елиптична база.
(ii) Ако двойка

(
B/ΓH , XH

)
от линейчати повърхнини с елиптична база покрива(

B/ΓH2 , XH2

)
, то размерността на Кодаира −∞ = κ(XH) ≥ κ(XH2). Следователно(

B/ΓH2 , XH2

)
са рационални или линейчати с елиптична база, Q.E.D.
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Следствие 7.6. (i) Всяка рационална двойка
(
B/ΓH , XH

)
има линейчато покритие

с елиптична база.
(ii) Рационална двойка

(
B/ΓH , XH

)
може да покрива само рационални

(
B/ΓH2 , XH2

)
.

Доказателство: (i) Рационалната двойка
(
B/ΓH , XH

)
има размерност на Кодаира

κ(XH) = −∞. Следователно подгрупата H < Aut(A) съдържа отражение h ∈ H.
Ако TH = H ∩ kerL е подгрупата на транслациите от H, то съгласно Следствие
4.5, подгрупата RE = TH〈h〉 на H има линейчат фактор A/RE с елиптична база.
Съответната двойка

(
B/ΓRE , XRE

)
покрива

(
B/ΓH , XH

)
.

(ii) Ако рационална двойка
(
B/ΓH , XH

)
покрива

(
B/ΓH2 , XH2

)
, то размерността на

Кодаира κ(XH2) ≤ κ(XH) = −∞ и ирегулярността q(XH2) ≤ q(XH) = 0. Следователно(
B/ΓH2 , XH2

)
е рационална двойка, Q.E.D.
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