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УВОД

Разглеждат се само крайни и неориентирани графи, без кратни ребра и
примки. С V (G) и E(G) означаваме съответно множеството на върховете
и множеството на ребрата на графа G. Допълнителният граф на графа G
ще бележим с G. Множеството от p върха на графа G се нарича p-клика,
ако всеки два от тях са съседни. Най-голямото естествено число p, за което
G има p-клика, се нарича кликово число на G и се бележи с cl(G). Едно
множество от върхове на графа G, се нарича независимо, ако всеки два от
тях не са съседни. Максималният брой независими върхове, които можем да
изберем в G, се нарича число на независимост на G и се бележи с α(G).
Всички останали означения и понятия са дадени в първа глава.

За даден граф G r-разлагане (r-оцветяване) на върховете на G наричаме
всяко разлагане

(1) V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j.

Ако всяко от множествата Vi е независимо множество, тогава казваме, че (1)
е r-хроматично разлагане. Казваме, че G е r-хроматичен граф, ако той има
поне едно r-хроматично разлагане.

Екстремалните задачи, които решаваме са свързани с две обобщения
на r-хроматичните графи. Първото обобщение са (a1, . . . , ar)-свободните r-
разлагания, където ai са естествени числа. Казваме, че r-разлагането (1)
е (a1, . . . , ar)-свободно, ако Vi не съдържа ai-клика за всяко i = 1, . . . , r.
В тази терминология r-хроматичните разлагания са (2, . . . , 2)︸ ︷︷ ︸

r

-свободни r-

разлагания. Символът
G

v
−→ (a1, . . . , ar)

означава, че G няма (a1, . . . , ar)-свободно r-разлагане. За произволни естес-
твени числа a1, . . . , ar и q дефинираме

Hv(a1, . . . , ar; q) = {G |G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < q}.

Първата екстремална задача, която разглеждаме, е определянето на миниму-
ма на броя на върховете на графите от Hv(a1, . . . , ar; q). Във връзка с тази
задача дефинираме

Fv(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G ∈ Hv(a1, . . . , ar; q)}.

Ясно е, че от G
v

−→ (a1, . . . , ar) следва cl(G) ≥ max{a1, . . . , ar}. В [F2]
J. Folkman доказва, че ако

q > max{a1, . . . , ar}, тогава Hv(a1, . . . , ar; q) 6= ∅.

Следователно

(2) Fv(a1, . . . , ar; q) съществува ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.

Числата Fv(a1, . . . , ar; q) се наричат върхови числа на Folkman. За естестве-
ните числа a1, . . . , ar дефинираме

(3) p = max{a1, . . . , ar} и m =

r∑

i=1

(ai − 1) + 1.
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Очевидно е, че

Km
v

−→ (a1, . . . , ar) и Km−1
v
9 (a1, . . . , ar),

където Km е пълният граф с m върха. Следователно, ако cl(G) ≥ m, тогава
G

v
−→ (a1, . . . , ar). От тези разсъждения става ясно, че

(4) Fv(a1, . . . , ar; q) = m, ако q > m.

Поради това, интересни са тези числа на Folkman Fv(a1, . . . , ar; q), за които
q ≤ m. В [L3] Luczak и Urbanski доказват, че

(5) Fv(a1, . . . , ar;m) = m+ max{a1, . . . , ar}.

За числата Fv(a1, . . . , ar; q), q ≤ m − 1 знаем много малко. Ние получаваме
оценки за някои от числата Fv(a1, . . . , ar; q), q ≤ m − 1, като в някои спе-
циални ситуации разглежданите върхови числа на Folkman са пресметнати
точно.

Всяко разлагане

(6) E(G) = E1 ∪ . . . ∪ Er, Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j

се нарича r-оцветяване на ребрата на графа G. Нека a1, . . . , ar са естествени
числа и ai ≥ 2, i = 1, . . . , r. Ако K е клика на G и E(K) ⊆ Ei, казваме че
K е едноцветна клика от i-тия цвят. Казваме, че (6) е (a1, . . . , ar)-свободно
r -разлагане, ако за всяко i ∈ {1, . . . , r} не съществува едноцветна ai-клика
от i-тия цвят. Символът G

e
−→ (a1, . . . , ar) означава, че G няма (a1, . . . , ar)-

свободно r-оцветяване на ребрата. Дефинираме

He(a1, . . . , ar; q) = {G |G
e

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < q}.

Втората основна задача, която разглеждаме е намирането на минимума на
броя на върховете на графите от He(a1, . . . , ar; q). Във връзка с тази задача
дефинираме

Fe(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G ∈ He(a1, . . . , ar; q)}.

Вярно е, че

(7) Fe(a1, . . . , ar; q) съществува ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.

В случая r = 2, твърдението (7) е доказано от J. Folkman в [F2], а в общия
случай това твърдение е доказано от J. Nešetřil и V. Rödl в [N44]. Числата
Fe(a1, . . . , ar; q) се наричат ребрени числа на Folkman.

Припомняме, че числото на Ramsey R(a1, . . . , ar) се дефинира като най-
малкото естествено число n, за което Kn

e
−→ (a1, . . . , ar). От тази дефиниция

става ясно, че

(8) Fe(a1, . . . , ar; q) = R(a1, . . . , ar), ако q > R(a1, . . . , ar).

Поради това, числата на Ramsey са специален случай на ребрените чис-
ла на Folkman. Известни са много малко от числата Fe(a1, . . . , ar) даже
в ситуацията, когато R(a1, . . . , ar) е пресметнато. Още преди 38 години
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P. Erdös поставя като проблем пресмятането на числото Fe(3, 3; 5). Този
проблем е решен окончателно през 1998 година в [P3]. Точната стойност
на това число е 15. В тази дисертация ние разглеждаме нашия принос (не-
равенството Fe(3, 3; 5) ≤ 15) към решаването на този проблем на P. Erdös.
Пресмятаме още четири ребрени числа на Folkman, а именно числата

Fe(3, 4; 9) = 14, Fe(3, 3, 3; 16) = 21,

Fe(3, 3, 3; 15) = 23, Fe(3, 3, 3; 14) = 25.

Второто обобщение на r-хроматичните графи, което разглеждаме е след-
ното:

Казваме, че графът G е обобщен r-хроматичен граф, ако съществува
r-разлагане (1) на V (G) такова, че

(9) d(v) ≤ |V (G)| − |Vi|, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r,

където d(v) е степента на върха v.
Ако Vi е независимо множество, тогава неравенството (9) е изпълнено,

тъй като ако v ∈ Vi, съседите му принадлежат на V (G)\Vi. При фиксира-
ни естествени числа n и r пресмятаме максимума на броя на ребрата на n-
върховите обобщени r-хроматични графи. Получените резултати разширяват,
обобщават и допълват класическата теорема на Turan, тъй като класът на
обобщените r-хроматични графи включва в себе си класа на графите, които
не съдържат (r + 1)-клика.

Ще формулираме по-точно основните резултати във всяка глава.

ГЛАВА 1. Дефинират се необходимите понятия и означения от Те-
ория на графите.

ГЛАВА 2. r-разлагането (1) се нарича p-плътно, ако обединението
на всеки p от множествата Vi съдържа p-клика. Казваме, че графът G е p-
плътен, ако всяко χ(G)-хроматично разлагане, където χ(G) е хроматичното
число на G, е p-плътно. Основният резултат във втора глава е следната:

Теорема 2.2. Нека G е граф, такъв че χ(G) = r и cl(G) < r. Ако G
е p-плътен, тогава

(а) |V (G)| ≥ r + p;

(б) от |V (G)| = r + p следва G = Kr−p−1 + C2p+1.

С Cn означаваме простия цикъл с дължина n. Теорема 2.2 в случая p = 2
е доказана от G. Dirac в [D1]. Тази теорема играе важна роля в ГЛАВА 9
при пресмятането на числото Fe(3, 4; 9).

ГЛАВА 3. Изследват се върховите числа на Folkman и се доказват
някои основни техни свойства. Доказана е следната:

Теорема 3.1. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и числата m и
p са дефинирани с равенствата (3). Нека G е граф и G

v
−→ (a1, . . . , ar).

Тогава χ(G) ≥ m и ако χ(G) = m, графът G е p-плътен.
Както отбелязахме по-горе, интересни са само числата Fv(a1, . . . , ar; q),

за които q ≤ m. За изследване на числата от този тип важно значение има
следната:
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Теорема 3.4. Нека a1, . . . , ar са естествени числа. Нека G е граф,
такъв че G

v
−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m. Тогава е вярно неравенството

π(G) ≥ p.
Числото π(G) означава максималния брой независими (без общ връх)

ребра, които можем да изберем в G. С помощта на Теорема 3.4 даваме нови
и елегантни доказателства на следните резултати:

Следствие 3.1, [L3] Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m. Тогава
|V (G)| ≥ m+ p.

Следствие 3.2, [L4] Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m и |V (G)| =
m+ p. Тогава G = Km−p−1 + C2p+1.

Основният резултат в трета глава е:

Теорема 3.5. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и G е граф с
cl(G) < m− 1 и G

v
−→ (a1, . . . , ar). Тогава

(а) |V (G)| ≥ m+ p+ α(G) − 1;

(б) Ако |V (G)| = m+ p+α(G)− 1, тогава G съдържа като подграф
графа Km−p−2 + Lp. Поради това |V (G)| ≥ m+ 3p.

Числата m и p се дефинират с равенството (3), а Lp е конкретен граф,
дефиниран в ГЛАВА 3.

В [L4] е доказано неравенството:

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ p+ 1.

Това неравенство не е точно, тъй като доказваме следната:

Теорема 3.6. Нека a1, . . . , ar са естествени числа иm ≥ p+2. Тогава

F (a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ p+ 2.

В специалния случай a1 = · · · = ar = 2, r ≥ 5, неравенството от Теорема
3.6 е точно.

ГЛАВА 4. От (2) става ясно, че

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) съществува ⇐⇒ m ≥ p+ 2,

Числата m и p са дефинирани с равенствата (3). В тази глава разглеждаме
граничния случай m = p + 2. В уводната част на ГЛАВА 4 изясняваме, че
от m = p+ 2 следва, че числата Fv(a1, . . . , ar;m− 1) са следните:

Fv(2, 2, 2; 3); Fv(2, 2, p; p+ 1) и Fv(3, p; p+ 1) при p ≥ 3.

В [M4] J. Mycielski доказва, че Fv(2, 2, 2; 3) ≤ 11, а в [C1] V. Chvatal доказва,
че Fv(2, 2, 2; 3) ≥ 11. Така, че Fv(2, 2, 2; 3) = 11. В тази глава разглеждаме
останалите числа Fv(2, 2, p; p + 1) и Fv(3, p; p + 1), където p ≥ 3. В [L4] е
доказано, че

2p+ 3 ≤ Fv(3, p; p+ 1) ≤ 2p2 + 1.

Ние усилваме този резултат като доказваме, че:
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Теорема 4.1. За всяко естествено число p ≥ 3 са верни неравенства-
та

2p+ 4 ≤ Fv(2, 2, p; p+ 1) ≤ Fv(3, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2.

От Теорема 4.1 следва Fv(3, 3; 4) ≤ 14. Това неравенство доказваме през
1981 година в [N16]. С помощта на компютър през 1998 година в [P3] е дока-
зано, че Fv(3, 3; 4) ≥ 14. Така, че Fv(3, 3; 4) = 14. Това е второто пресметнато
число от разглеждания тип.

За числата Fv(2, 2, p; p + 1) получаваме друга оценка отгоре с помощта
на:

Теорема 4.2. Нека p ≥ 2, r и q са естествени числа такива, че

R(3, p) + 2r < R(3, q).

Тогава Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; q) ≤ R(3, p) + 2r. От Теорема 4.2 получаваме

Следствие 4.1. Верни са неравенствата

Fv(2, 2, 4; 5) ≤ 13;

Fv(2, 2, 6; 7) ≤ 22;

Fv(2, 2, 7; 8) ≤ 27;

Fv(2, 2, 8; 9) ≤ 32;

Fv(2, 2, 9; 10) ≤ 40, ако R(3, 10) 6= 40.

Първите четири неравенства дават по-добра оценка от Теорема 4.1. За чис-
лото F (2, 2, 9; 10) обаче от Теорема 4.1 получаваме по-добрата оценка отгоре
38.

Интересно е да отбележим, че за числото F (2, 2, 5; 6), Теорема 4.2 не е
приложима, понеже R(3, 6) = R(3, 5) + 4. Тъй като R(3, 7) > R(3, 5) + 6, от
Теорема 4.2 (r = 3, p = 5 и q = 7) следва

Fv(2, 2, 2, 5; 7) ≤ 20.

По-нататък се пресмятат още две числа от разглеждания тип:

Fv(2, 2, 4; 5) = 13 (Теорема 4.4) и

Fv(3, 4; 5) = 13 (Следствие 4.2).

В края на ГЛАВА 4 разглеждаме и числата от вида

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; r + p− 1) = Fv(2r, p; r + p− 1)

Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

, p; 2r + p− 1) = Fv(3r, p; 2r + p− 1).

За тези числа доказваме:
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Теорема 4.6. За всеки две естествени числа p ≥ 3 и r ≥ 2 са верни
неравенствата

2p+ r + 2 ≤ Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ 4p+ r.

Теорема 4.7. Нека p ≥ 3 и r ≥ 1 са естествени числа. Тогава

2p+ 2r + 2 ≤ Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ 4p+ 2r.

ГЛАВА 5. Разглеждат се числата на Folkman Fv(a1, . . . , ar; q), ко-
гато max{a1, . . . , ar} = 2, т.е. числата

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

; q) = Fv(2r; q).

От (4) имаме Fv(2r; q) = r+1, ако q > r+1. Съгласно (5) имаме Fv(2r; r+1) =
r + 3. За следващото число Fv(2r; r) доказваме:

Теорема 5.1. Верни са равенствата

Fv(2r; r) =

{
11, ако r = 3 или r = 4;

r + 5, ако r ≥ 5.

Както отбелязахме по-горе в случая r = 3 Теорема 5.1 е доказана в [M4]
и [C1]. Ние доказваме Теорема 5.1 при r ≥ 4. Ще отбележим, че доказател-
ството на тези теореми в случая r = 4 е значително по-сложно отколкото в
случая r ≥ 5.

При r ≥ 5 Теорема 5.1 е усилена по следния начин:

Теорема 5.5. Нека G е граф такъв, че

G
v

−→ (2r), cl(G) < r и |V (G)| = Fv(2r; r),

където r ≥ 5. Тогава G = Kr−5 + C5 + C5.
Разгледани са и числата на Folkman Fv(2r; r−1) и Fv(2r; r−2). Доказани

са следните две теореми:

Теорема 5.7. Нека r е естествено число и r ≥ 4. Тогава

(а) Fv(2r; r − 1) ≥ r + 7;

(б) Fv(2r; r − 1) = r + 7, ако r ≥ 8.

Теорема 5.9. Нека r ≥ 5 е естествено число. Тогава

(а) Fv(2r, r − 2) ≥ r + 9;

(б) Fv(2r, r − 2) = r + 9, ако r ≥ 11.

ГЛАВА 6. Разглеждат се числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1), в случая
когато max{a1, . . . , ar} = 3 или 4. Ако max{a1, . . . , ar} = 3, съгласно (2)
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числото Fv(a1, . . . , ar;m−1) съществува тогава и само тогава, когато m ≥ 5.
В граничния случай m = 5 има две такива числа: Fv(3, 3; 4) и Fv(2, 2, 3; 4).

В Глава 4 видяхме, че Fv(3, 3; 4) = 14. От Теорема 4.1 имаме неравен-
ството Fv(2, 2, 3; 4) ≤ 14. В края на октомври 2004 година в [C5] се появи
анонс, според който F (2, 2, 3; 4) = 14. За сега няма подробна публикация във
връзка с този анонс.

Ако max{a1, . . . , ar} = 3 и m = 6, тогава има две числа от вида

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) : Fv(2, 2, 2, 3; 5) и Fv(2, 3, 3; 5).

За тези числа доказваме

Теорема 6.1. Fv(2, 2, 2, 3; 5) = Fv(2, 3, 3; 5) = 12.
Числата на Folkman от вида

Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

, q) = Fv(3r; q)

се наричат триъгълни числа на Folkman. От (4) имаме Fv(3r; q) = 2r+1, ако
q > 2r + 1. Съгласно (5), Fv(3r; 2r + 1) = 2r + 4. В тази глава ние правим
следващата стъпка към пресмятането на триъгълните числа на Folkman като
доказваме:

Теорема 6.4.
Fv(3r; 2r) = 2r + 7, r ≥ 3.

Ако max{a1, . . . , ar} = p, числото Fv(a1, . . . , ar;m − 1) зависи от число-
то Fv(2, 2, p; p + 1). Това става ясно от следващата теорема, която допълва
Теорема 3.6.

Теорема 6.5 Нека a1, . . . , ar са естествени числа и за тях m и p
са дефинирани с равенствата (3), като m ≥ p + 2 и p ≥ 3. Тогава, ако
F (2, 2, p; p+ 1) ≥ 2p+ 5, е вярно неравенството

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ p+ 3.

Изследването на числата Fv(a1, . . . , ar;m− 1), за които е в сила m ≥ 6 и
max{a1, . . . , ar} = 3 завършва с тяхното окончателно пресмятане.

Теорема 6.7. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които p и m
са дефинирани с равенствата (3). Ако p = 3 и m ≥ 6, тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) = m+ 6.

Съгласно (2), числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1), max{a1, . . . , ar} = 4, съществу-
ват тогава и само тогава, когато m ≥ 6. С разработената в тази глава техника
пресмятаме тези числа.

Теорема 6.8. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които p и m
са дефинирани с равенствата (3). Ако p = 4 и m ≥ 6, тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) = m+ 7.
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Накрая на 6-та глава се разглеждат и числата Fv(a1, . . . , ar;m−1), когато
max{a1, . . . , ar} = 5. Съгласно (2) тези числа съществуват тогава и само
тогава, когато m ≥ 7. В [L4] е доказано, че

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ m+ 25, ако m ≥ 12.

Също в [L4] е анонсирано без доказателство неравенството

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ 77 − 3m, 8 ≤ m ≤ 11.

Ние подобряваме тези оценки като доказваме, че:

Теорема 6.9 Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които m ≥ 7
и max{a1, . . . , ar} = 5. Тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ m+ 15.

ГЛАВА 7. Да си припомним, че

Fv(a1, . . . , ar; q) съществува ⇐⇒ q ≥ max{a1, . . . , ar} + 1.

Най-трудни за пресмятане Fv(a1, . . . , ar; q) са в граничния случай, когато
q = max{a1, . . . , ar} + 1. В ГЛАВА 7 се разглеждат числата Fv(p, p; p + 1).
За тези числа са известни следните две общи оценки:

(10) Fv(p, p; p+ 1) ≤ ⌊2p ! (e− 1)⌋ − 1, [L4].

(11) Fv(p, p; p+ 1) ≤ ⌊p ! e⌋ − 2, p ≥ 3, [N23].

Знаем точните стойности само на две от числата Fv(p, p; p + 1). Първо-
то е Fv(2, 2; 3) = 5 и е очевидно. Второто е Fv(3, 3; 4) = 14. Неравенството
Fv(3, 3; 4) ≤ 14 е получено в [N16] и е доказано подробно в ГЛАВА 4.
Неравенството Fv(3, 3; 4) ≥ 14 е получено с помощта на компютър в [P3]. За
следващото число Fv(4, 4; 5) от (10) имаме Fv(4, 4; 5) ≤ 81, а от (11) следва,
че Fv(4, 4; 5) ≤ 63.

Ние подобряваме тези оценки като доказваме, че

Теорема 7.1. 16 ≤ Fv(4, 4; 5) ≤ 35.
Доказваме и рекурентното неравенство:

Теорема 7.2. За всяко естествено число p ≥ 2 е вярно неравенство-
то

Fv(p+ 1, p+ 1; p+ 2) ≤ (p+ 1)Fv(p, p; p+ 1).

От последното неравенство очевидно следва

Fv(p, p; p+ 1) ≤
p !

24
Fv(4, 4 : 5), p ≥ 4.

Тъй като Fv(4, 4 : 5) ≤ 35 получаваме

Следствие 7.1. За всяко естествено число p ≥ 4 е вярно неравен-
ството

Fv(p, p; p+ 1) < 1.46p !.
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Тази оценка съществено подобрява оценките (10) и (11).

ГЛАВА 8. В тази глава се разглеждат оцветявания на ребрата на
пълния граф с n върха Kn. Нека γ е r-оцветяване на ребрата на пълния граф
с R(a1, . . . , ar) върха. С t(ai) означаваме броя на едноцветните ai-клики от
i-тия цвят. Дефинираме t(γ) = t(a1)+ · · ·+ t(ar). С M(a1, . . . , ar) означаваме
min t(γ) по всички r-оцветявания γ на ребрата на пълния граф с R(a1, . . . , ar)
върха. ЧислотоM(a1, . . . , ar) се нарича кратност на Ramsey съответствуваща
на числото на Ramsey R(a1, . . . , ar).

Първата теорема, която доказваме в тази глава е:

Теорема 8.1.

(а) M(3, 4) = 1;

(б) съществува единствено (с точност до изоморфизъм) 2-оцветя-
ване на E(K9), в което няма едноцветни 3-клики от първия
цвят и има единствена едноцветна 4-клика от втория цвят.

Теорема 8.1 по-нататък играе важна роля при пресмятането на числото
Fe(3, 4; 9). Ясно е, че M(a1, . . . , ar) ≥ 1. Измежду известните кратности на
Ramsey единствено M(3, 4) е равна на 1. Изглежда доста вероятно, че други
такива кратности на Ramsey няма. В подкрепа на тази хипотеза доказваме:

Теорема 8.2. Нека естествените числа a1, . . . , ar, ai ≥ 3, i = 1, . . . , r,
са такива, че

(12) R(a1, . . . , ar) = R1 + · · · +Rr + 2 − r,

където R1 = R(a1 − 1, a2, . . . , ar), . . . , Rr = R(a1, a2, . . . , ar − 1). Тогава
M(a1, a2, . . . , ar) ≥ 2.

Полагаме

R(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Rr(3) и M(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Mr(3).

От доказаните в тази глава резултати получаваме

Следствие 8.2. Нека n ≥ Rn(3). Тогава във всяко r-оцветяване на
E(Kn) има поне

1

r
Mr(3)

(
n

3

)(
Rr(3)

3

)−1

едноцветни 3-клики от един и същи цвят.
С помощта на Следствие 8.2 доказваме основния резултат в ГЛАВА 8:

Теорема 8.3. Нека F е крайно поле и |F | ≥ Rn(3). Тогава уравнени-
ето xn + yn = zn има в полето F поне

|F |(|F | − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

абсолютно ненулеви решения.
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Тази теорема съществено обобщава резултата на I. Shur от [S3].

ГЛАВА 9. Тази глава е посветена на ребрените числа на Folkman.
В началото на главата се разглеждат ребрените (3, 3)-графи (това са графите
G

e
−→ (3, 3)). Най-простите примери за такива графи са следните

K6
e

−→ (3, 3), [G14];

K8 − C5 = K3 + C5
e

−→ (3, 3), [G8].

Тези два факта се обобщават по следния начин:

Теорема 9.1. За всяко естествено число r е вярно, че

C3 + C2r+1
e

−→ (3, 3).

По-нататък се разглежда числото Fe(3, 3; 5). Пресмятането на това число
е поставено като проблем от P. Erdös, който е публикуван в [G9]. Този
проблем е решен окончателно в [P3]. Историята на оценяването на Fe(3, 3; 5)
е дадена в Таблица 9.1, която е взета от [P3].

Year Reference Lower Upper

1967 P. Erdos, A. Hajnal [E7] ?

1969 M. Schauble [S2] 42

1971 R.L. Graham, J. H. Spencer [G9] 23

1972 S. Lin [L1] 10

1973 R.W. Irving [I1] 18

1979 N. Hadziivanov, N. Nenov [K23] 16

1980 N. Nenov [N9] 11

1981 N. Nenov [N16] 15

1985 N. Hadziivanov, N. Nenov [N43] 12

1993 M. Erikson [E4] 17

1994 J. Bukor [B16] 16

1998 Piwakowski et’al. [P3] 15

Таблица 9.1. История на оценяването на Fe(3, 3; 5) според [P3].

В тази глава ние излагаме нашия принос към решаването на този проблем
на P. Erdös, като доказваме:

Теорема 9.2.
Fe(3, 3; 5) ≤ 15.

От равенството (8) става ясно, че когато числото R(a1, . . . , ar) е известно,
интересни са тези от числата Fe(a1, . . . , ar; q), за които

q ≤ R(a1, . . . , ar).
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В [L1] Lin доказва, че ако е вярно равенството (12), тогава

Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)) = R(a1, . . . , ar) + 2.

Оттук Lin пресмята, че

Fe(3, 3; 6) = 8, Fe(3, 5; 14) = 16, Fe(4, 4; 18) = 20, Fe(3, 3, 3; 17) = 19.

Най-малкото число на Ramsey, за което равенството (12) не е изпълнено
е R(3, 4) = 9. Поради това най-малкото число от вида

Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)),

което не може да се пресметне по метода на Lin е Fe(3, 4; 9). Ние пресмятаме
това число като доказваме

Теорема 9.7. Fe(3, 4; 9) = 14.
Неравенството Fe(3, 4; 9) ≥ 14 получаваме с помощта на:

Теорема 9.6. Нека естествените числа a1, . . . , ar, ai ≥ 3, i = 1, . . . , r,
r ≥ 2, са такива, че пълният граф с R = R(a1, . . . , ar) върха има r-
оцветяване

E(KR) = E1 ∪ . . . ∪ Er,

в което има единствена едноцветна ai-клика от i-я цвят и няма едно-
цветна aj-клика от j-я цвят при i 6= j. Нека G е граф такъв, че

G
e

−→ (a1, . . . , ar), χ(G) = R и cl(G) < r.

Тогава

(а) G е ai-плътен граф (виж Определение 2.1);

(б) |V (G)| ≥ R+ ai;

(в) Ако KR−ai−1 + C2ai+1
e

9 (a1, . . . , ar), тогава |V (G)| > R+ ai.

Дефинираме графа

G(r, s) = K4 + C2r+1 + C2s+1.

Оценката Fe(3, 4; 9) ≤ 14 следва от:

Теорема 9.8. За всеки две естествени числа r и s имаме

G(r, s)
e

−→ (3, 4).

В [L1] Lin доказва също неравенството

(13) Fe(a1, . . . , ar; R(a1, . . . , ar)) ≥ R(a1, . . . , ar) + 4.

Също в [L1] той изказва предположението, че неравенството (13) е винаги
строго. Ние уточняваме този резултат на Lin като доказваме:

Теорема 9.10. Равенство в (13) имаме тогава и само тогава, кога-
то

KR−6 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar).
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Тъй като K11 + C5 + C5
e

−→ (3, 3, 3) (виж Теорема 9.13), от Теорема 9.10
следва, че Fe(3, 3, 3; 16) = 21, т.е. хипотезата на Lin не е вярна.

В края на ГЛАВА 9 пресмятаме числата:

Fe(3, 3, 3; 16) = 21 (Следствие 9.3);

Fe(3, 3, 3; 15) = 23 (Следствие 9.4);

Fe(3, 3, 3; 14) = 25 (Следствие 9.5).

Дефинираме графа

L5(p, q, r, s) = K5 + C2p+1 + C2q+1 + C2r+1 + C2s+1.

Оценките отгоре за тези числа получаваме от:

Теорема 9.13. За произволни естествени числа p, q, r и s е вярно,
че

L5(p, q, r, s)
e

−→ (3, 3, 3).

Равенството Fe(3, 3, 3; 16) = 21 е получено от Теорема 9.13 и Теорема 9.10.
Числото Fe(3, 3, 3; 15) = 23 е получено с помощта на Теорема 9.13 и следната:

Теорема 9.11. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, такива че ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

(а) Fe(a1, . . . , ar;R− 2) ≥ R+ 6;

(б) Ако (a1, . . . , ar) 6= (3, 3) и KR−9 + C5 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar),
тогава Fe(a1, . . . , ar;R− 2) = R+ 6.

Числото Fe(3, 3, 3; 14) = 25 е пресметнато с помощта на Теорема 9.13 и
следната:

Теорема 9.12. Нека a1, . . . , ar са естествени числа такива, че ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r, r ≥ 2 и (a1, . . . , ar) 6= (3, 3). Тогава

(а) Fe(a1, . . . , ar;R− 3) ≥ R+ 8;

(б) Ако (a1, . . . , ar) 6= (3, 4) и KR−12+C5+C5+C5+C5
e

−→ (a1, . . . , ar),
тогава Fe(a1, . . . , ar;R− 3) = R+ 8.

ГЛАВА 10. С e(G) означаваме броя на ребрата на графа G. СK(p1, . . . , pr)
означаваме пълния r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr, където pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r. Ако n = p1 + · · · + pr и |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j, тогава K(p1, . . . , pr)
се нарича r-хроматичен n-върхов граф на Turan и се бележи с Tr(n). Резул-
татите в тази глава са свързани със следната класическа:

Теорема на Turan. Нека G е n-върхов граф и cl(G) ≤ r. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n));

(б) e(G) = e(Tr(n)) само когато G = Tr(n).
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Определение 10.1. Нека G е граф и V ⊆ V (G). Казваме, че V е
δ-множество в графа G, ако

d(v) ≤ |V (G)| − |V |, ∀ v ∈ V.

Основното понятие обобщен r-хроматичен граф се дефинира по следния на-
чин:

Определение 10.2. Казваме, че графът G е обобщен r-хроматичен
граф с части V1, . . . , Vr, ако

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j

и всяко от множествата Vi, i = 1, . . . , r е δ-множество в G. Ако

d(v) = |V (G)| − |Vi|, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r,

тогава казваме, че графът G е обобщен пълен r-хроматичен граф с части
V1, . . . , Vr.

Обобщените r-хроматични графи са въведени в съвместната ни с Н. Ха-
джииванов статия [K35]. За тези графи доказваме:

Теорема 10.1. Нека G е обобщен r-хроматичен граф с части

V1, . . . , Vr, където |Vi| = pi, i = 1, . . . , r.

Тогава:

(а) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(б) e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) само когато графът G е обобщен пълен
r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr.

Тъй като от cl(G) ≤ r следва, че G е обобщен r-хроматичен граф, Теорема
10.1 може да се разглежда като разширение на Теоремата на Turan.

Ако M ⊆ V (G) с Γ(M) означаваме множеството от върховете на G,
които са съседни на всичките върхове от M . В третия пункт на ГЛАВА 10
се разглеждат обобщени r-хроматични графи, породени от така наречените
α-редици от върхове в граф.

Определение 10.4. Нека G е граф и v1, . . . , vr ∈ V (G). Казваме, че
редицата v1, . . . , vr е наследствена, ако

vi ∈ ΓG(v1, . . . , vi−1), i = 2, . . . , r.

Определение 10.5. Нека v1, . . . , vr е наследствена редица от върхове
в графа G. Дефинираме

V1 = V (G)\ΓG(v1), Vi = ΓG(v1, . . . , vi−1)\ΓG(vi), i = 2, . . . , r − 1

Vr = ΓG(v1, . . . , vr−1).

Редицата от подмножества V1, . . . , Vr се нарича разслоение на V (G), по-
родено от наследствената редица v1, . . . , vr. Множеството Vi се нарича
i-ти слой на това разслоение.

13



Определение 10.6. Нека G е граф и v1, . . . , vr ∈ V (G). Казваме, че
редицата v1, . . . , vr е α-редица на графа G, ако тя удовлетворява следни-
те условия:

(i) v1, . . . , vr е наследствена редица в G;

(ii) v1 е връх с максимална степен в G;

(iii) Ако 2 ≤ i ≤ r, тогава vi има максимална степен в графа
G[ΓG(v1, . . . , vi−1)].

В екстремалната теория на графите α-редиците са въведени през 1976 година
в [K17] и [K20]. Доказваме следните:

Теорема 10.4. Нека v1, . . . , vr е α-редица в n-върховия граф G и
V1, . . . , Vr е разслоението, породено от тази редица, където pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r. Ако Vr е δ-множество в G, тогава:

(а) G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr;

(б) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) и равенство се достига само когато G
е обобщен пълен r-хроматичен граф;

(в) e(G) ≤ (Tr(n)) и равенство се достига само когато G е обобщен
r-хроматичен граф на Turan.

Теорема 10.5. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е α-редица в G,
която не се съдържа в (r + 1)-клики на G (или, което е еквивалентно,
ΓG(v1, . . . , vr−1) е независимо множество). Нека V1, . . . , Vr е разслоението,
породено от тази α-редица и pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. Тогава

(а) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(б) Равенство в (а) е възможно само когато G = K(p1, . . . , pr).

Следващата теорема съществено обобщава Теоремата на Turan.

Теорема 10.6. Нека v1, . . . , vr е α-редица в графа G, която не се
съдържа в (r + 1)-клика на G. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n)), където n = |V (G)|;

(б) Равенството e(G) = e(Tr(n)) е възможно само когато
G = Tr(n).

Теорема 10.6 може да се формулира и по следния еквивалентен начин:

Ако G е n-върхов граф и e(G) ≥ e(Tr(n)), r ≤ n, тогава всяка
максимална (в смисъл на включване) α-редица има поне r + 1 члена, или
G = Tr(n).

В тази еквивалентна форма Теорема 10.6 е повторена от B. Bollobas в [B6]
(виж Теорема 5, стр, 163) и в монографията [B7] (виж Теорема 6, стр. 109).
Това обстоятелство наложи публикуването на критичното писмо [K39].

Ако в един граф има връх с максимална степен, който не се съдържа
в (r + 1)-клика, тогава всяка α-редица с първи член този връх също не се
съдържа в (r + 1)-клика. Поради това от Теорема 10.6 получаваме:

14



Следствие 10.5. Нека G е n-върхов граф и e(G) ≥ Tr(n), r ≤ n.
Тогава всеки връх с максимална степен в G се съдържа в (r + 1)-клика
или G = Tr(n).

Теорията на α-редиците, която развихме в тази глава, дава възможност
да докажем и следния резултат:

Теорема 10.7. Нека G е n-върхов граф и e(G) > e(Tr(n)), r ≥ 2.
Тогава всяка (r − 1)-членна α-редица на G се съдържа поне в две
(r + 1)-клики или съществува e ∈ E(G) такова, че G− e = Tr(n).

Нека v1, . . . , vr е α-редица в графа G. Разглеждаме подграфите

G1 = G и Gi = G[ΓG(v1, . . . , vi−1)], 2 ≤ i ≤ r.

Дефинираме
d′i = dGi

(vi), i = 1, . . . , r

и
tG(v1, . . . , vr) = d′1 + · · · + d′r.

От следващите две теореми става ясно, че числото tG(v1, . . . , vr) е важна
характеристика на графа G.

Теорема 10.8. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е α-редица в G
такава, че за някое s, 1 ≤ s ≤ r имаме

tG(v1, . . . , vs) ≤
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Тогава G е обобщен r-хроматичен граф.

От Теорема 10.8 и Теорема 10.2 получаваме

Следствие 10.6. Нека G е n-върхов граф и v1 . . . , vr е α-редица в G
такава, че за някое s, 1 ≤ s ≤ r имаме

tG(v1 . . . , vs) ≤
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Тогава e(G) ≤ e(Tr(n)).

Теорема 10.9. Нека G е n-върхов граф, в който има α-редица
v1, . . . , vk такава, че

tG(v1, . . . , vk) ≤
k e(G)

n
.

Тогава G е обобщен k-хроматичен граф.

Резултатите от дисертацията са публикувани в [K17], [K20], [K22], [K24],
[K30], [K35],[K40], [N3], [N5], [N8], [N13], [N14], [N15], [N16], [N17], [N18],
[N20], [N21], [N22], [N23], [N26], [N27], [N28], [N29], [N30], [N31], [N32],
[N33], [N34], [N35], [N37], [N39], [N40], [N42], [N45].

С изключение на [K40], която е приета за печат, всички статии са из-
лезли от печат. Освен най-новите работи [K35], [K40], [N32] и [N35], те са
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реферирани в реферативните списания. Теореми 8.1 и 8.3 и цялата десета
глава са получени съвместно с Н. Хаджииванов. Частният случай m = 7 на
Теорема 6.8 е получен съвместно с Е. Недялков. Всички останали резултати
са получени самостоятелно. Не е публикувана единствено Теорема 7.2.

Резултатите от дисертацията се цитират в:
— енциклопедията [G4];
— книгите [C3], [K5], [K17], [K13], [R6], [Z4];
— статиите [B1], [B2], [B4], [C5], [E1], [G3], [G5], [H2],

[J3], [P2], [P3], [U1], [R8];
— дисертациите [P5] и [U2];
—master thesis [C4];
— Рефератите [B15] и [Z1].

Следните резултати от дисертацията са повторени буквално или в по-
слаба форма от други автори.

Теорема 5.1. В случая r = 4 е повторена в [H2] и [J3].
Теорема 5.1. В случая r ≥ 5 е повторена в [G13] и [L4].
Теорема 8.1. (а) е повторена в [B17].
Теорема 9.1. е повторена в [B17].
Теорема 9.2. в по-слаба форма е повторена в [B16], [E4], [G5], [M3].
Следствие 10.2. (а) е повторено в [B12].
Следствие 10.2. е повторено в [B6] и [B7].
Теорема 10.5 (а) е повторена в [H6]и [M5].
Теорема 10.6. е повторена в [B6] и [B7].

Резултатите от дисертацията са получени в периода от 1976 година до
2004 година. През този период те са докладвани на няколко конференции
на СМБ, на семинари по комбинаторика в МГУ (1980), по време на се-
местъра по дискретна математика в Банаховия център във Варшава (1987).
Най-последните резултати са докладвани на Third EuroWorkshop on Optimal
Codes and Related Topics, 2001, Sunny Beach, Bulgaria и на семинара по
Алгебра и Теория на кодирането в ИМИ - БАН през 2004 година.

В Теорията на графите ме въведе професор Николай Хаджииванов. Под
негово ръководство през 1981 година защитих кандидатската си дисертация.
Сътрудничеството ни продължава и до днес. За всичко това му изказвам
своята благодарност. Благодаря на докторантите Е. Недялков и Н. Колев за
оказаната помощ. Благодаря също и на участниците в семинара по Алгебра
и Теория на кодирането в ИМИ - БАН за вниманието към тази работа.

януари, 2005 година
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ГЛАВА 1

ОСНОВНИ ПОНЯТИЯ ОТ ТЕОРИЯ НА ГРАФИТЕ

Разглеждат се само крайни и неориентирани графи, без кратни ребра и прим-
ки. С V (G) и E(G) ще означаваме съответно множеството на върховете и
множеството на ребрата на графа G. Ако v1, v2 ∈ V (G) и [v1, v2] ∈ E(G),
ще казваме, че върховете v1 и v2 са съседни в графа G. Допълнителният
граф на графа G ще бележим с G, който се дефинира по следния начин:
V (G) = V (G) и ако x, y ∈ V (G), тогава

[x, y] ∈ E(G) ⇔ [x, y] /∈ E(G).

Множеството на всичките съседи на v ∈ V (G) в графа G ще означаваме с
ΓG(v). Числото |ΓG(v)| се нарича степен на върха v в графа G и се бележи
с dG(v). Графът G е регулярен, ако степените на всичките му върхове са
равни.
Множество от p върха на графа G, всеки два от които са съседни в G, се
нарича p-клика на графа G. Най-голямото естествено число p, за което G
има p-клика, се нарича кликово число на G и се бележи с cl(G). Едно мно-
жество от върхове на графа G, се нарича независимо множество от върхове
на този граф, ако всеки два негови върхове не са съседни в G. Най-големият
брой независими върхове, които можем да изберем в G, се нарича число на
независимост на G и се бележи с α(G). Ясно е, че α(G) = cl(G).
Ще са необходими и следните стандартни означения:

e(G) = |E(G)| - броят на ребрата на G;

G[M ],M ⊆ V (G) - подграфа на графа G, породен от множеството M ;

ΓG(M) =
⋂

v∈M

ΓG(v), M ⊆ V (G);

NG(M) =
⋃

v∈M

ΓG(v), M ⊆ V (G);

π(G) - максималният брой независими ребра (ребра без общ връх) в
графа G;

G−M,M ⊆ V (G) - подграфът на G породен от V (G) \M ;

G− e, e ∈ E(G) - подграфът, който се получава от G, като премахнем
реброто e.

G+ e, e ∈ E(G) - надграфът на G, който се получава като към E(G)
добавим реброто e.

Kn - пълният граф с n върха;

Cn - простият цикъл с n върха.
Нека G1 и G2 са два графа без общи върхове. С G1 + G2 ще означаваме
графа G, който се получава като всеки връх на G1 съединим с ребро с всеки
връх на G2, т.е. V (G) = V (G1)

⋃
V (G2) и

E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {[x, y], x ∈ V (G1), y ∈ V (G2)}.
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Дефиниция 1.1. Нека G е граф. Всяко разлагане

(1.1) V (G) = V1 ∪ ... ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j

се нарича r-разлагане на върховете на G. Множествата V1, ..., Vr се на-
ричат части на това разлагане.

Дефиниция 1.2. Казваме, че r-разлагането (1.1) е r-хроматично
разлагане, ако частите му V1, ..., Vr са независими множества, а графът
G се нарича r-хроматичен граф. Хроматичното число на графа G е най-
малкото естествено число r, за което G има r-хроматично разлагане и
се бележи с χ(G).

Дефиниция 1.3. Нека G е r-хроматичен граф с части V1, ..., Vr.
Казваме, че G е пълен r-хроматичен граф с части V1, ..., Vr, ако всеки
два върха, които са от различни части, са съседни и ще го бележим с
K(p1, ..., pr), където pi = |Vi|, i = 1, ..., r.

Ясно е, че K(p1, ..., pr) = Kp1 + ...+Kpr
.

Дефиниция 1.4. Пълният r-хроматичен граф K(p1, ..., pr) се нарича
r-хроматичен граф на Туран, ако |pi − pj | ≤ 1,∀i, j, и се означава с Tr(n),
където n = p1 + · · · + pr е броят на върховете на този граф.

Ясно е, че с точност до изоморфизъм, графът Tr(n) се определя еднознач-
но от числата r и n.
В следващите глави ще ни е необходимо следното просто твърдение:

Твърдение 1.1. За всеки граф G е вярно неравенството

χ(G) + π(G) ≤ |V (G)|.

Доказателство. Нека |V (G)| = n, π(G) = s и {x1, y1}, ..., {xs, ys} са
независими ребра на G. Ако v1, ..., vn−2s са останалите върхове на G, тогава

{x1, y1} ∪ ... ∪ {xs, ys} ∪ {v1} ∪ ... ∪ {v2n−2s}

е (n − s)-хроматично разлагане за G. Следователно χ(G) ≤ n − s, т.е. n ≥
χ(G) + s.
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ГЛАВА 2

ОБОБЩЕНИЕ НА ЕДНА ТЕОРЕМА НА ДИРАК

2.1. Формулировка на основния резултат.

Дефиниция 2.1. Казваме, че r-разлагането

V (G) = V1 ∪ ... ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

е p-плътно, ако обединението на всеки p от неговите части V1, ..., Vr
съдържа p-клика на графа G. Графът G се нарича p-плътен, ако всяко
χ(G)-хроматично разлагане на G е p-плътно.

Ясно е, че ако G е p-плътен, тогава той е и (p− 1)-плътен. Ясно е също,
че G е 2-плътен тогава и само тогава, когато χ(G) ≥ 2.
В [D1] Дирак доказва следния резултат:

Теорема 2.1. Нека χ(G) = r и cl(G) < r. Тогава |V (G)| ≥ r + 2 и ако
|V (G)| = r + 2, тогава G = Kr−3 + C5.

Забележка 2.1. Очевидно от χ(G) 6= cl(G), следва r ≥ 3.

Основният резултат в тази глава е следното обобщение на Теорема 2.1:

Теорема 2.2. Нека G е граф, такъв че χ(G) = r и cl(G) < r. Ако G
е p-плътен, тогава

(а) |V (G)| ≥ r + p;

(б) от |V (G)| = r + p следва G = Kr−p−1 + C2p+1.

Забележка 2.2. От това, че G е p-плътен, очевидно следва p ≤
cl(G). Понеже cl(G) < χ(G) = r имаме r ≥ p + 1. Поради това Kr−p−1

съществува.

Забележка 2.3. Понеже C5 = C5 Теорема 2.1. се получава от Тео-
рема 2.2. при p = 2.

За доказателство на някой от следващите резултати ще ни е необходима
следната:

Лема 2.1. Нека V ′ ⊂ V (C2p+1), |V
′| = m < 2p + 1 и G = C2p+1[V

′].

Тогава cl(G) ≥
⌈m

2

⌉
.

Доказателство. Понеже |V ′| < 2p+ 1, допълнителният граф G е соб-
ствен подграф на C2p+1. Всеки собствен подграф на C2p+1 обаче има хрома-
тично число по-малко от 3. Следователно χ(G) ≤ 2. Нека V (G) = V1 ∪ V2

е 2-хроматично разлагане. Понеже V1 и V2 са независими множества в G,

имаме α(G) ≥ max{|V1|, |V2|}. Но |V1| + |V2| = m. Ето защо, α(G) ≥
⌈m

2

⌉
.

Последното неравенство е еквивалентно на cl(G) ≥
⌈m

2

⌉
.

Следващите две твърдения дават примери на p-плътни графи.
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Твърдение 2.1. Нека p е естествено число. Тогава:

(а) C2p+1 е p-плътен;

(б) Всеки собствен подграф на C2p+1 или има хроматично число
по-малко от p+ 1 или не е p-плътен.

Доказателство. Ако p = 1, твърдението е очевидно. Нека p ≥ 2. Тога-
ва α(C2p+1) = 2. От това равенство следва χ(C2p+1) = p+ 1. Да разгледаме
произволно (p+ 1)-хроматично разлагане на C2p+1:

V (C2p+1) = V1 ∪ ... ∪ Vp+1.

За всяко от множествата V ′
i = V (C2p+1) \ Vi, i = 1, ..., p дефинираме

Gi = C2p+1[V
′
i ], i = 1, ..., p. Понеже α(C2p+1) = 2, имаме че |Vi| ≤ 2. По-

ради това |V ′
i | ≥ 2p − 1. Съгласно Лема 2.1., cl(Gi) ≥ p, т.е. V ′

i съдържа
p-клика, i = 1, ..., p + 1. С това (а) е доказано. В доказателството на (б) ще
предполагаме, че:

V (C2p+1) = {v1, ..., v2p+1};

E(C2p+1) = {[vi, vi+1], i = 1, ..., 2p} ∪ {[v1, v2p+1]}.

Тъй като p ≥ 2, графът C2p+1 е свързан. Това ни дава право да докажем
(б) само за подграфи от вида C2p+1 − e, e ∈ E(C2p+1). Без ограничение на
общността можем да считаме, че единият край на реброто e е върхът v1, т.е.
e = [v1, vs], 2 ≤ s ≤ 2p+ 1. Ако s е четно число, то след като преномерираме
върховете на C2p+1 в обратен ред, върхът vs ще има нечетен индекс. С
тези предварителни разсъждения изяснихме, че е достатъчно да докажем
(б) за подграфи от вида C2p+1 − [v1, vs], където s е нечетно число. Нека
H = C2p+1 − [v1, vs].

Случай 1. s = 3.
В този случай {v1, v2, v3} е независимо множество в C2p+1 и

{v1, v2, v3} ∪ {v4, v5} ∪ ... ∪ {v2p, v2p+1}

е r-хроматично разлагане на H. Следователно χ(H) ≤ r.

Случай 2. 5 ≤ s ≤ 2p− 1.
В този случай α(H) = 2. Поради това χ(H) = p + 1. Да забележим, че
(2p− 1)-върховият подграф C2p+1 − {v2p, v2p+1} има единствена p-клика

Q = {v1, v3, ..., v2p−1}.

Понеже s е нечетно число, Q не е p-клики в H − {v2p, v2p+1}. Следователно
H−{v2p, v2p+1} не съдържа p-клики. Това означава, че (p+1)-хроматичното
разлагане

V (H) = {v1} ∪ {v2, v3} ∪ ... ∪ {v2p, v2p+1}

не е p-плътно и H не е p-плътен.

Твърдение 2.2. Нека p и r са естествени числа и p < r. Тогава

(а) G = Kr−p−1 + C2p+1 е p-плътен;
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(б) Всеки собствен подграф на G или има хроматично число по-
малко от r, или не е p-плътен.

Доказателство. Ще докажем (а) по индукция относно r. Понеже r ≥
p + 1, базата на индукцията е r = p + 1 и (а) следва от Твърдение 2.1. (а).
Нека r ≥ p+ 2. Тогава G = K1 +G1, където G1 = Kr−p−2 +C2p+1. Съгласно
индуктивната хипотеза G1 е p-плътен. Всяко χ(G)-хроматично разлагане
на G се получава като към произволно χ(G1)-хроматично разлагане на G1

добавим като самостоятелна част V (K1). Следователно G също е p-плътен.
Преминаваме към доказателството на (б). Доказателството ще напра-

вим по индукция относно r. Базата на индукцията е r = p + 1 и следва от
Твърдение 2.1. (б). Нека r ≥ p+2 и G = K1+G1, където G1 = Kr−p−2+C2p+1.
Ясно е, че G е свързан граф. Поради това достатъчно е да докажем (б) за
подграфи от вида G− e, e ∈ E(G).

Случай 1. e 6∈ E(G1), т.е. единият край на e е V (K1).
В тази ситуация очевидно χ(G− e) = χ(G1) = r − 1.

Случай 2. e ∈ E(G1).
В този случай е вярно равенството

(2.1) G− e = K1 + (G1 − e).

Съгласно индуктивната хипотеза χ(G1 − e) < r− 1 или G1 − e не е p-плътен.
От (2.1) следва χ(G− e) < r, или че G− e не е p-плътен.

Твърдение 2.2. е доказано.

2.2. Доказателство на теорема 2.2.

Дефиниция 2.2. Графът G се нарича α-критичен, ако

α(G− e) > α(G), ∀e ∈ E(G).

Ще ни са необходими следните два резултата за α-критичните графи.

Теорема 2.3. ([H1], вж. също [B4], Т. 8, стр. 290).
Нека G е α-критичен граф, който няма изолирани върхове. Тогава, всяко
независимо множество от върхове A ⊆ V (G) удовлетворява неравенство-
то

|NG(A)| ≥ |A|.

Теорема 2.4. ([L2], стр. 58, задача 25).
Нека G е свързан α-критичен граф и |V (G)| = 2α(G)+1. Тогава G е прост
цикъл с 2α(G) + 1 върха.

Ще ни са необходими и следващите няколко леми.

Лема 2.2. Нека G е граф такъв, че cl(G − v) = cl(G), ∀ v ∈ V (G).
Тогава:

(а) |NG(Q)| ≥ |Q| за всяка клика Q на G;

(б) π(G) ≥ cl(G);
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(в) |V (G)| ≥ χ(G) + cl(G).

Доказателство. С евентуално добавяне на нови ребра към графа G
получаваме граф H, такъв че V (H) = V (G), cl(H) = cl(G), E(H) ≥ E(G) и
cl(H + e) > cl(H), ∀ e ∈ E(H). За този граф имаме

cl(H − v) ≤ cl(H) = cl(G) = cl(G− v) ≤ cl(H − v).

Следователно

(2.2) cl(H − v) = cl(H), ∀v ∈ V (H).

Тъй като
cl(H + e) > cl(H) ⇐⇒ α(H − e) > α(H)

допълнителният граф H е α-критичен. От (2.2) следва, че H няма изолирани
върхове. Нека Q е произволна клика на G. Тогава Q ще бъде независимо
множество в H. Съгласно Теорема 2.3., |NH(Q)| ≥ |Q|. Понеже NG(Q) ⊇
NH(Q), от последното неравенство следва (а).

Нека Q е клика на G и |Q| = cl(G). От (а) и теоремата на Хол за
представителите (вж. [H5]) имаме π(G) ≥ cl(G), с което (б) е доказано.

Твърдението (в) очевидно следва от (б) и Твърдение 1.1.
Лема 2.2. е доказана.

Забележка 2.4. Твърдението (а) е формулирано като задача 8 в
[B1], стр. 302. Твърдението (б) е резултат от [V1]. Доказателството,
което даваме тук е различно от оригиналното.

Лема 2.3. Нека G е граф, χ(G) = p+1 и cl(G) = p. Ако G е p-плътен,
тогава:

(а) cl(G− v) = cl(G), ∀ v ∈ V (G);

(б) π(G) ≥ p;

(в) Ако |V (G)| = 2p+1, тогава допълнителният граф G е свързан.

Доказателство. Нека V1 ∪ ...∪Vp+1 е (p+1)-хроматично разлагане на
G. Понеже това разлагане е p-плътно имаме

cl(G− Vi) = p, i = 1, ..., p+ 1

От тези равенства следва (а). От (а) и Лема 2.2. (б) имаме π(G) ≥ p, с което
(б) също е доказано.

Преминаваме към доказателството на (в). Нека V (G) = {v1, ..., v2p+1}
и [v1, v2], ..., [v2p−1, v2p] са независими ребра в G (поради π(G) ≥ p, такива
ребра има). Ясно е, че

{v1, v2} ∪ ... ∪ {v2p−1, v2p} ∪ {v2p+1}

е (p + 1)-хроматично разлагане на G. Да означим с M компонентата на
свързаност на G, която съдържа v2p+1. От (а) следва, че в G няма изолирани
върхове. Следователно |M | ≥ 2. Да забележим, че ако единият от върховете
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v2k−1, v2k принадлежи наM , тогава другият също принадлежи наM . Поради
това можем да предположим, че

M = {v1v2, ..., v2s−1, v2s, v2p+1}

за някое s, 1 ≤ s ≤ p. Да предположим, че G не е свързан. Тогава s < p. Тъй
като G е p-плътен, M съдържа (s+1)-клика Q на графа G. Без ограничение
на общността можем да предположим, че

Q = {v2i+1|i = 1, ..., s− 1} ∪ {v2p+1}.

Ясно е, че NG(Q) ⊆ M . Поради това NG(Q) = {v2, v4, ..., v2s}. Следовател-
но |NG(Q)| = s. От друга страна, съгласно Лема 2.3 (а) и Лема 2.2 (а),
|NG(Q)| ≥ s+1. Полученото противоречие завършва доказателството на (в).

Лема 2.4. Нека G е граф, χ(G) = p+1 и cl(G) = p. Ако G е p-плътен,
тогава:

(а) |V (G)| ≥ 2p+ 1;

(б) от |V (G)| = 2p+ 1 следва G = C2p+1.

Доказателство. От Лема 2.3 (а) имаме

(2.3) cl(G− v) = cl(G), ∀ v ∈ eV (G).

От (2.3) и Лема 2.2 (в) имаме |V (G)| ≥ 2p + 1. Нека |V (G)| = 2p + 1. С
евентуално добавяне на няколко нови ребра към E(G) получаваме граф H
такъв, че V (H) = V (G), cl(H) = cl(G), E(H) ⊇ E(G) и cl(H + e) > cl(H),
∀ e ∈ E(H). Както изяснихме в доказателството на лема 2.2, от (2.3) следва

(2.4) cl(H − v) = cl(H), ∀ v ∈ V (H).

От (2.4) и Лема 2.2 (в) получаваме χ(H) ≤ p+ 1. Понеже

χ(H) ≥ χ(G) = p+ 1,

имаме χ(H) = p+1. Ясно е, че всяко (p+1)-хроматично разлагане на H също
е (p + 1)-хроматично разлагане и за G. Следователно H също е p-плътен.
Съгласно Лема 2.3 (в), допълнителният граф H е свързан. В доказателст-
вото на Лема 2.2 изяснихме, че H е α-критичен. Това че H е свързан и
α-критичен, заедно с Теорема 2.4 ни дава, че H = C2p+1, т.е. G е подграф на
C2p+1. От Твърдение 2.1 (б) следва, че G не е собствен подграф на C2p+1.
Остава единствената възможност G = C2p+1.

Лема 2.4 е доказана.

Доказателство на Теорема 2.2. Нека q е най-голямото естествено
число, за което G е q-плътен. Понеже G е p-плътен имаме

(2.5) q ≥ p.

Тъй като G не е (q + 1)-плътен, съществува r-разлагане

V (G) = V1 ∪ ... ∪ Vr
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такова, че обединението на някои q+1 от множествата Vi не съдържа (q+1)-
клика. Нека например V ′ = V1∪ ...∪Vq+1 не съдържа (q+1)-клика. Полагаме
G′ = G[V ′] и V ′′ = V (G) \V ′. Ясно е, че cl(G′) ≤ q. От това, че G е q-плътен
следва, че G′ също е q-плътен. Следователно cl(G′) = q. Да забележим, че
χ(G′) = q+1. От Лема 2.4 получаваме |V ′| ≥ 2q+1. Понеже |V ′′| ≥ r−q−1,
имаме |V (G)| = |V ′| + |V ′′| ≥ r + q. Последното неравенство заедно с (2.4)
ни дава, че |V (G)| ≥ r + p. С това (а) е доказано.

Нека |V (G)| = r + p. Тогава q = p, |V ′| = 2p + 1 и |V ′′| = r − p − 1.
Съгласно Лема 2.4 имаме G′ = C2p+1, което означава, че G е подграф на
графа Kr−p−1 + C2p+1. От Твърдение 2.2 (б) следва, че G не е собствен
подграф на Kr−p−1 +C2p+1. Остава единствената възможност G = Kr−p−1 +
C2p+1. Теорема 2.2 е доказана.

Теорема 2.2 и всичките междинни резултати са публикувани в [N29].
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ГЛАВА 3

ВЪРХОВИ ФОЛКМАНОВИ ГРАФИ

3.1. Дефиниция и основни свойства на върховите Фолкма-

нови графи.

Дефиниция 3.1. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и G е даден
граф. Казваме, че r-разлагането

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

е (a1, . . . , ar)-свободно, ако за всяко i ∈ {1, . . . , r} множеството Vi не съ-
държа ai-клика на графа G.

Символът G
v

−→ (a1, . . . , ar) означава, че всяко r-разлагане на V (G)

не е (a1, . . . , ar)-свободно. Ако G
v

−→ (a1, . . . , ar), казваме че G е върхов
(a1, . . . , ar)-граф на Фолкман.

Следващите три твърдения са очевидни.

Твърдение 3.1. Нека a1, . . . , ar, r ≥ 2 са естествени числа и ai = 1
за някое i ∈ {1, . . . , r}. Тогава

G
v

−→ (a1, . . . , ar) ⇐⇒ G
v

−→ (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar).

Твърдение 3.2. За всяка пермутация ϕ от симетричната група Sr
имаме

G
v

−→ (a1, . . . , ar) ⇐⇒ G
v

−→ (aϕ(1), . . . , aϕ(r)).

Твърдение 3.3. Нека H е подграф на графа G. Тогава

H
v

−→ (a1, . . . , ar) =⇒ G
v

−→ (a1, . . . , ar).

Ще ни са необходими и следните твърдения:

Твърдение 3.4. Нека G е граф и G → (a1, . . . , ar). Нека ai ≥ 2, за
някое i ∈ {1, . . . , r} и A е независимо множество от върхове на G. Тогава

G−A
v

−→ (a1, . . . , ai − 1, . . . , ar).

Доказателство. Да допуснем противното и нека

V1 ∪ . . . ∪ Vr

е (a1, . . . , ai − 1, . . . , ar)-свободно r-разлагане на G − A. Добавяйки към Vi
върховете на A получаваме (a1, . . . , ar)-свободно разлагане на G, което е
противоречие.

Твърдение 3.5. Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и ai ≥ k за някое i ∈
{1, . . . , r}. Тогава

G
v

−→ (a1, . . . , ai−1, k, ai − k + 1, ai+1, . . . , ar).
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Доказателство. Да допуснем противното и нека

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr+1

е (a1, . . . , ai−1, k, ai − k+ 1, ai+1, . . . , ar)-свободно (r+ 1)-разлагане на V (G).
Тогава

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ (Vi ∪ Vi+1) ∪ . . . ∪ Vr

е (a1, . . . , ar)-свободно r-разлагане на G, което е противоречие.

Твърдение 3.6. Нека G
ϕ

−→ H е хомоморфизъм на графа G в графа
H. Тогава

G
v

−→ (a1, . . . , ar) =⇒ H
v

−→ (a1, . . . , ar).

Доказателство. Съгласно Твърдение 3.3, достатъчно е да разгледаме
случая, когато ϕ е изображение на V (G) върху V (H). Нека

V (H) = V1 ∪ . . . ∪ Vr

е произволно r-разлагане на H. Тогава

V (G) = ϕ−1(V1) ∪ . . . ∪ ϕ
−1(Vr)

е r-разлагане на G. Съгласно условието ϕ−1(Vi) съдържа ai-клика Q за някое
i ∈ {1, . . . , r}. Тогава ϕ(Q) е ai-клика на H и ϕ(Q) ⊆ Vi. И така, доказахме че
всяко r-разлагане на V (H) не е (a1, . . . , ar)-свободно, т.е. H

v
−→ (a1, . . . , ar).

За произволни естествени числа a1, . . . , ar дефинираме

(3.1) m = m (a1, . . . , ar) =

r∑

i=1

(ai − 1) + 1;

(3.2) p = p (a1, . . . , ar) = max{a1, . . . , ar}.

Очевидно е, че Km
v

−→ (a1, . . . , ar). Поради това, съгласно Твърдение 3.3.,
имаме

(3.3) cl(G) ≥ m =⇒ G
v

−→ (a1, . . . , ar).

Ясно е, че

(3.4) G
v

−→ (a1, . . . , ar) =⇒ cl(G) ≥ p.

В [F2] Фолкман доказва, че съществува граф G
v

−→ (a1, . . . , ar) с

cl(G) = max{a1, . . . , ar}.

Поради това графите G
v

−→ (a1, . . . , ar) се наричат върхови (a1, . . . , ar)-графи
на Фолкман.

Важна характеристика на върховите Фолкманови графи дава следната:
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Теорема 3.1. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и числатаm и p са
дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). Нека G е граф и G

v
−→ (a1, . . . , ar).

Тогава χ(G) ≥ m и ако χ(G) = m, графът G е p-плътен.

Доказателство. Да разгледаме r-разлагането

V (Km−1) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, където |Vi| = ai − 1.

Очевидно това r-разлагане е (a1, . . . , ar)-свободно. Поради това

(3.5) Km−1
v
9 (a1, . . . , ar).

Да допуснем, че χ(G) ≤ m− 1 и нека

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vm−1

е (m − 1)-хроматично разлагане. Да положим V (Km−1) = {w1, . . . , wm−1}.
Дефинираме V (G)

ϕ
−→ V (Km−1) по следния начин:

v
ϕ

−→ wi, ако v ∈ Vi.

Ясно е, че ϕ е хомоморфизъм. Съгласно Твърдение 3.6,

Km−1
v

−→ (a1, . . . , ar),

което противоречи на (3.5).
Нека χ(G) = m. Да предположим, че G не е p-плътен и нека V1∪ . . .∪Vm

е m-хроматично разлагане на G, такова че V ′ = V1 ∪ . . . ∪ Vp не съдържа
p-клика. Съгласно Твърдение 3.2., можем да предположим, че

a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ar = p.

Полагаме G′ = G− V ′. Тогава

χ(G′) = m− p = m− ar =

r−1∑

i=1

(ai − 1) = m(a1, . . . , ar−1) − 1.

Поради това G′ има (a1, . . . , ar−1)-свободно (r−1)-разлагане W1∪ . . .∪Wr−1.
Ясно е, че тогаваW1∪. . .∪Wr−1∪V

′ е (a1, . . . , ar−1, ar)-свободно r-разлагане,
което противоречи на условието.

Теорема 3.1 е доказана.
Следващата теорема дава възможност да се строят върхови Фолкманови

графи (това ще бъде направено по-нататък).

Теорема 3.2. Нека n и p са фиксирани естествени числа и p ≥ 2.
Нека G е граф такъв, че

G
v

−→ (b1, . . . , bs)

за всички естествени числа b1, . . . , bs такива, че b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bs ≤ p и
s∑

i=1

(bi − 1) + 1 = n (числото s не е фиксирано). Тогава, за всички естест-

вени числа a1, . . . , ar такива, че

max{a1, . . . , ar} ≤ p и

r∑

i=1

(ai − 1) + 1 = m ≥ n
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имаме
Km−n +G

v
−→ (a1, . . . , ar).

Доказателство. Ще докажем тази теорема по индукция относно t =
m − n. Базата на индукцията е t = 0, т.е. m = n. Съгласно Твърдение
3.2 можем да предположим, че a1 ≤ . . . ≤ ar. Съгласно условието, G

v
−→

(a1, . . . , ar).
Да предположим, че t ≥ 1. Графът Kt +G = Km−n +G означаваме с G̃.

Нека w ∈ V (Kt). Дефинираме G′ = G̃ − w = Kt−1 + G. Нека V1 ∪ . . . ∪ Vr
е произволно r-разлагане на V (G̃). Ще докажем, че това r-разлагане не е
(a1, . . . , ar)-свободно. Да допуснем, че w ∈ Vi и че Vj , j 6= i не съдържа
aj-клика. Трябва да докажем, че Vi съдържа ai-клика. Тъй като w ∈ Vi, ако
ai = 1 това е очевидно. Нека ai ≥ 2. Съгласно индуктивната хипотеза

(3.6) G′ v
−→ (a1, . . . , ai−1, ai − 1, ai+1, . . . , ar).

Да разгледаме r-разлагането

V (G′) = V1 ∪ . . . ∪ Vi−1 ∪ (Vi − {w}) ∪ . . . ∪ Vr.

От допускането, че Vj , j 6= i не съдържа aj-клика и (3.6) следва, че Vi−{w}
съдържа (ai − 1)-клика. Тази клика заедно с w образуват ai-клика, която се
съдържа в Vi. И така, всяко r-разлагане на V (G̃) не е (a1, . . . , ar)-свободно,
което означава, че

G̃ = Km−n +G
v

−→ (a1, . . . , ar).

Теорема 3.2 е доказана.

Теорема 3.1 е публикувана в [N29], а Теорема 3.2 е публикувана в [N34].
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3.2. Върхови Фолкманови (a1, . . . , ar)-графи с кликово число
по-малко от m (a1, . . . , ar).

Да припомним, че m = m (a1, . . . , ar) и p = p (a1, . . . , ar) са дефинирани
с равенствата (3.1) и (3.2). Ако G

v
−→ (a1, . . . , ar) и cl (G) < m, тогава от

(3.4) следва

(3.7) m ≥ p+ 1.

Пример на граф G
v

−→ (a1, . . . , ar) с cl(G) < m дава следната теорема от
[L3].

Теорема 3.3., [L3]. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, такива че
m ≥ p+ 1. Тогава

Km−p−1 + C2p+1
v

−→ (a1, . . . , ar).

За пълнота ще дадем ново доказателство на Теорема 3.3.

Доказателство. Нека b1, . . . , bs са естествени числа,

max{b1, . . . , bs} ≤ p и m (b1, . . . , bs) = p+ 1.

Ще докажем, че

(3.8) C2p+1
v

−→ (b1, . . . , bs).

Да допуснем противното и нека V1 ∪ . . . ∪ Vs е (b1, . . . , bs)-свободно s-
разлагане на V (C2p+1). Понеже Vi не съдържа bi-клика и bi ≤ p, имаме
Vi 6= V (C2p+1), i = 1, . . . , s. От Лема 2.1. следва |Vi| ≤ 2bi − 2, i = 1, . . . , s.
Поради това

|V (G)| =

s∑

i=1

|Vi| ≤
s∑

i=1

(2bi − 2) = 2m (b1, . . . , bs) − 2 = 2p,

което е противоречие.
И така (3.8.) е изпълнено за всички естествени числа b1, . . . , bs такива,

че max{b1, . . . , bs} ≤ p и m (b1, . . . , bs) = p + 1. Поради това, от Теорема 3.2
следва

Km−p−1 + C2p+1
v

−→ (a1, . . . , ar).

Теорема 3.3 е доказана.
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За разглеждания клас от върхови Фолкманови графи е вярна следната:

Теорема 3.4. Нека a1, . . . , ar са естествени числа. Нека G е граф,
такъв че G

v
−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m. Тогава е вярно неравенството

π(G) ≥ p.

Доказателство. Съгласно Твърдение 3.2. можем да считаме, че

(3.9) a1 ≤ . . . ≤ ar = p.

От (3.4) имаме

(3.10) cl(G) ≥ p.

Ще докажем неравенството π(G) ≥ p по индукция относно m. Поради
(3.7), базата на индукцията е m = p + 1. В тази ситуация от (3.9) следва
a1 = . . . = ar−2 = 1; ar−1 = 2 и ar = p. Ето защо, Твърдение 3.1 ни дава
G

v
−→ (2, p). От (3.10) и cl(G) < m = p+ 1 става ясно, че cl(G) = p. Ясно е,

че

G
v

−→ (2, p) =⇒ cl(G) = cl(G− v) = p, ∀ v ∈ V (G).

Съгласно Лема 2.2 (б) имаме π(G) ≥ p. С това базата на индукцията е
доказана.

Нека m ≥ p+ 2. Ще разгледаме следните два случая:

Случай 1. cl(G− v) = cl(G), ∀ v ∈ V (G).
От Лема 2.2 (б) следва π(G) ≥ cl(G). От последното неравенство и (3.10)

получаваме π(G) ≥ p.

Случай 2. cl(G− v) < cl(G) за някой връх v ∈ V (G).
В тази ситуация от cl(G) < m следва cl(G−v) < m−1. Тъй като m ≥ p+2,

от (3.9) следва ar−1 ≥ 2. Съгласно Твърдение 3.4,

G− v
v

−→ (a1, . . . , ar−2, ar−1 − 1, ar).

Прилагайки индуктивната хипотеза към графа G− v, получаваме π(G−
v0) ≥ p. Следователно π(G) ≥ p.

Теорема 3.4 е доказана.

Следствие 3.1., [L3]. Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m. Тогава
|V (G)| ≥ m+ p.

Доказателство. Съгласно Теорема 3.1., χ(G) ≥ m, а съгласно Теорема
3.4. имаме π(G) ≥ p. От Твърдение 1.1. следва |V (G)| ≥ m+ p.

Следствие 3.2., [L4]. Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m и |V (G)| =
m+ p. Тогава G = Km−p−1 + C2p+1.

Доказателство. От Твърдение 1.1 и Теорема 3.4 имаме |V (G)| ≥
χ(G)+p. Последното неравенство заедно с |V (G)| = m+p ни дава χ(G) ≤ m.
От Теорема 3.1. следва χ(G) = m и че G е p-плътен. Съгласно Теорема 2.2.
имаме G = Km−p−1 + C2p+1.

30



Забележка 3.1. Доказателството на Следствие 3.2, дадено в [L4]
се базира на Лема 4 в [L4](вж. стр. 251). Доказателството на тази лема
обаче не е коректно, тъй като твърдението, изказано в предпоследното
изречение (вж. стр. 252), не е вярно.

Основният резултат в този пункт Теорема 3.4 е публикуван в [N29].
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3.3. Върхови Фолкманови (a1, . . . , ar)-графи с кликово число
по-малко от m (a1, . . . , ar) − 1.

Ако m и p са дефинирани с равенствата (3.1)и (3.2), тогава съгласно (3.4),
от G

v
−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m− 1 следва

(3.11) m ≥ p+ 2.

Ще смятаме, че простият цикъл C2p+1 е зададен с равенствата

(3.12) V (C2p+1) = {v1, . . . , v2p+1}

(3.13) E(C2p+1) = {[vi, vi+1], i = 1, . . . , 2p+ 1} ∪ {[v1, v2p+1]}.

Дефинираме:

Q = {v2i+1 | i = 0, . . . , p− 2}, M1 = Q ∪ {v2p−2, v2p+1}

Mi = σi−1(M1), i = 1, . . . , 2p+ 1,

където σ(vi) = vi+1, i = 1, . . . , 2p, и σ(v2p+1) = v1.
Да забележим, че v2p и v2p−1 са единствената двойка несъседни върхове

в V (C2p+1)\M1 на графа C2p+1. Поради това имаме

(3.14) v2p, v2p−1 /∈Mi =⇒Mi ≡M1.

С Lp означаваме графа, който се получава като към C2p+1 добавим
нови 2p + 1 независими върхове u1, . . . , u2p+1 такива, че ΓLp

(ui) = Mi,
i = 1, . . . , 2p+ 1.

Ще докажем следната

Теорема 3.5. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и G е граф с
cl(G) < m− 1 и G

v
−→ (a1, . . . , ar). Тогава

(а) |V (G)| ≥ m+ p+ α(G) − 1;

(б) Ако |V (G)| = m+ p+α(G)− 1, тогава G съдържа като подграф
графа Km−p−2 + Lp. Поради това |V (G)| ≥ m+ 3p.

Доказателство. Съгласно Твърдение 3.2., достатъчно е да разгледаме
ситуацията, когато

(3.15) a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ar = p.

От (3.11) и (3.15) следва ar−1 ≥ 2.
Нека A е независимо множество от върхове на G такива, че |A| = α(G).

Разглеждаме графа G1 = G−A. Съгласно Твърдение 3.4 имаме

(3.16) G1
v

−→ (a1, . . . , ar−1 − 1, ar).

Понеже cl(G1) < m − 1 = m (a1, . . . , ar−1 − 1, ar), от (3.16) и Следствие 3.1
получаваме |V (G1)| ≥ m+ p− 1. Следователно |V (G)| ≥ m+ p+ α(G) − 1 и
(а) е доказано.

32



Преминаваме към доказателството на (б). Нека |V (G)| = m+p+α(G)−1.
Тогава

(3.17) |V (G1)| = m+ p− 1.

Ще докажем (б) по индукция относно m. Съгласно (3.11) базата на индукци-

ята е m = p + 2. От това равенство следва
r−1∑

i=1

(ai − 1) = 2. Като вземем под

внимание (3.15), стигаме до извода, че или a1 = . . . = ar−2 = 1, ar−1 = 3,
или r ≥ 3 и a1 = . . . ar−3 = 1 и ar−2 = ar−1 = 2. Поради това от Твърдение
3.1. следва G

v
−→ (3, p) или G

v
−→ (2, 2, p). Съгласно Твърдение 3.5 (k = 2),

от G
v

−→ (3, p) следва G
v

−→ (2, 2, p). И така, ако m = p+ 2, тогава

(3.18) G
v

−→ (2, 2, p).

Твърдение 3.4 и (3.18) ни дават G1
v

−→ (2, p). От cl(G) < m − 1 = p + 1,
следва cl(G1) ≤ p (и следователно cl(G1) = p). От (3.17) и m = p + 2
получаваме |V (G1)| = 2p + 1. От тези разсъждения става ясно, че за G1

можем да приложим Следствие 3.2. Откъдето получаваме G1 = C2p+1. Ще
предположим, че за C2p+1 са изпълнени (3.12) и (3.13).

Най-напред ще докажем, че за всяко Mi, i = 1, . . . , 2p + 1 съществува
u ∈ A, такъв че ΓG(u) ⊇ Mi. Тъй като Mi = σi−1(M1), достатъчно е да
докажем, че ∃ u ∈ A, такъв че ΓG(u) ⊇M1. Да допуснем противното, т.е.

(3.19) M1 * ΓG(u), ∀ u ∈ A.

Дефинираме:

W1 = {u ∈ A : ΓG(u) ⊇ Q и v2p−2 /∈ ΓG(u)};

W2 = {u ∈ A\W1 : ΓG(u) ⊇ Q и v2p+1 /∈ ΓG(u)};

W3 = A\(W1 ∪W2).

От (3.19)имаме

(3.20) u ∈W3 =⇒ Q * ΓG(u).

Нека V ′
1 = {v2p−2, v2p−1}, V ′

2 = {v2p, v2p+1} и V ′
3 = V (C2p+1)\(V

′
1 ∪ V ′

2).
Полагаме Vi = Wi ∪ V

′
i , i = 1, 2, 3. Ясно е, че V1 ∪ V2 ∪ V3 е 3-разлагане на

V (G). Ще докажем, че V1 е независимо множество на G. Понеже W1 ⊆ A и
V ′

1 са независими множества, трябва да докажем, че всеки връх u ∈W1 не е
съседен на v2p−2 и v2p−1. Всеки връх u ∈W1 не е съседен на v2p−2 съгласно
дефиницията на W1. Също съгласно дефиницията на W1 имаме ΓG(u) ⊇ Q,
∀ u ∈ W1. Понеже Q ∪ {v2p−1} е p-клика на C2p+1, от cl(G) < p + 1 следва,
че [u, v2p−1] /∈ E(G), ∀ u ∈ W1. Доказахме, че V1 е независимо множество.
Аналогично се доказва, че V2 също е независимо множество. Поради това от
(3.18) следва, че V3 съдържа p-клика. Тъй като Q е единствената (p − 1)-
клика в V ′

3 , трябва NG(u) ⊇ Q за някой връх u ∈ W3. Това противоречи на
(3.20).

И така, доказахме че за всяко i ∈ {1, . . . , 2p + 1} съществува ui ∈ A
такъв, че ΓG(ui) ⊇ Mi. За да докажем, че G съдържа Lp като подграф
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(това е твърдението (б) в случая m = p+ 2) остава да докажем, че ui 6= uj ,
i 6= j. Да допуснем противното и нека, например, u1 = uk, k 6= 1. Тогава
ΓG(u1) ⊇ M1 ∪ Mk. Съгласно (3.14), v2p ∈ Mk или v2p−1 ∈ Mk. Понеже
M1 ⊃ Q, следва че ΓG(u1) съдържа p-кликата Q ∪ {v2p} или p-кликата
Q∪ {v2p−1}, което противоречи на условието cl(G) < p+ 1. С това базата на
индукцията е доказана.

Нека m ≥ p+ 3. Ще разгледаме два случая.

Случай 1. G − v
v
9 (a1, . . . , ar), ∀ v ∈ V (G).

В този случай имаме

(3.21) ΓG(v) * ΓG(u), ∀ u, v ∈ V (G).

Да допуснем противното, т.е. ΓG(v) ⊆ ΓG(u). Тогава u и v не са съседни. Да
разгледаме някое (a1, . . . , ar)-свободно r-разлагане на G− v. Ако добавим v
към тази част на това разлагане, където е върхът u, ще получим (a1, . . . , ar)-
свободно r-разлагане на G, което е противоречие. Това противоречие доказва
(3.21). Тъй като G1 удовлетворява (3.16) и (3.17), от Следствие 3.2 имаме
G1 = Km−p−2 +C2p+1. Нека w ∈ V (Km−p−2). От (3.21) следва ΓG(w) ⊇ A и
поради това G = K1 + G̃. Ясно е, че cl(G̃) = cl(G) − 1 < m− 2. Прилагайки
Твърдение 3.4 за A = {w} и i = r−1 получаваме G̃

v
−→ (a1, . . . , ar−1−1, ar).

Освен това |V (G̃)| = |V (G)|−1 = m+p+α(G)−2 = m+p+α(G̃)−2. Съгласно
индуктивната хипотеза G̃ съдържа като подграф Km−p−3+Lp. Следователно
Km−p−2 + Lp е подграф на G.

Случай 2. G′ = G− v
v

−→ (a1, . . . , ar) за някой връх v ∈ V (G).
Прилагайки (а) за графа G′ получаваме |V (G′)| ≥ m+ p+α(G′)− 1. Тъй

като
|V (G′)| = |V (G)| − 1 = m+ p+ α(G) − 2

следва, че α(G′) ≤ α(G) − 1. Тъй като α(G′) = α(G − v) ≥ α(G) − 1 имаме
α(G′) = α(G)− 1. Поради това |V (G′)| = m+ p+ α(G′)− 1. Ако съществува
v′ ∈ V (G′) такъв, че G′′ = G′−v′

v
−→ (a1, . . . , ar) по същия начин доказваме,

че |V (G′′)| = m + p + α(G′′) − 1 и т.н. Продължавайки тази процедура, в
крайна сметка получаваме подграф H на G такъв, че H

v
−→ (a1, . . . , ar),

|V (H)| = m + p + α(H) − 1 и H − v
v
9 (a1, . . . , ar), ∀ v ∈ V (H). Съгласно

доказаното в Случай 1, H съдържа като подграф Km−p−2+Lp. Следователно
G също съдържа като подграф Km−p−2 + Lp.

Теорема 3.5 е доказана

Частният случай p = 3, m = 5 и G
v

−→ (3, 3) на тази теорема е доказан в
съвместната ни работа с Е. Недялков [N2]. Общият случай е публикуван в
[N33].
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3.4. Върхови числа на Фолкман.

Дефинираме:

Hv(a1, . . . , ar; q) = {G : G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < q};

Fv(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G ∈ Hv(a1, . . . , ar)}.

Ясно е, че G
v

−→ (a1, . . . , ar) следва cl(G) ≥ max{a1, . . . , ar}. Folkman в [F2]
доказва, че съществуват графи

G
v

−→ (a1, . . . , ar) с cl(G) = max{a1, . . . , ar}.

Поради това

(3.22) Fv(a1, . . . , ar; q) съществува ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.

Числата Fv(a1, . . . , ar; q) се наричат върхови числа на Фолкман.
Нека m и p са дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). Тъй като Km

v
−→

(a1, . . . , ar) и Km−1
v
9 (a1, . . . , ar) имаме

(3.23) Fv(a1, . . . , ar; q) = m, ако q ≥ m+ 1.

От (3.22) става ясно, че Fv(a1, . . . , ar;m) съществува само когато m ≥
p + 1. Luczac и Urbanski в [L13] доказват, че F (a1, . . . , ar;m) = m + p (във
формулировката на този резултат е пропуснато условието m ≥ p + 1). Съг-
ласно (3.22)

(3.24) Fv(a1, . . . , ar;m− 1) съществува ⇐⇒ m ≥ p+ 2.

Много малко е известно за числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1). В тази дисер-
тация даваме оценки за тези числа, които подобряват оценките, получени
от други автори. В случаите p = 2, 3 и 4 числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1) са
пресметнати.

В [L4] е доказано, че Fv(a1, . . . , ar;m − 1) ≥ m + p + 1. Вярно е обаче
следното точно неравенство:

Теорема 3.6. Нека a1, . . . , ar са естествени числа иm ≥ p+2. Тогава

(3.25) F (a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ p+ 2.

Доказателство. Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < m − 1. Трябва да
докажем, че |V (G)| ≥ m + p + 2. Съгласно Теорема 3.5, достатъчно е да
разгледаме следните два случая:

Случай 1. |V (G)| > m+ p+ α(G) − 1.
От cl(G) < m − 1 и Теорема 3.1. следва, че G не е пълен граф. Поради

това α(G) ≥ 2 и |V (G)| ≥ m+ p+ 2.

Случай 2. |V (G)| = m+ p+ α(G) − 1.
Съгласно Теорема 3.5, G съдържа като подграф Km−p−2 + Lp. Понеже

този подграф има m+ 3p върха, имаме |V (G)| ≥ m+ 3p > m+ p+ 2.
Теорема 3.6 е доказана.
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Забележка 3.2. Както ще стане ясно по-нататък, в случая

a1 = . . . = ar = 2 и r ≥ 5,

неравенството (3.25) е точно.

Теорема 3.6 е публикувана в [N28] и [N33]. Доказателството в [N28] е
директно (без използването на Теорема 3.5).

Основните резултати за върховите Фолкманови графи и числа, получе-
ни от други автори, са публикувани в: [A1], [B13], [B14], [C1], [F2], [G13],
[H2], [J3], [L3], [L4], [L5], [M4], [P3], [U1] и [U2]. Най-съществени са
резултатите от [L4].
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ГЛАВА 4

ЧИСЛАТА НА ФОЛКМАН Fv(a1, . . . , ar;m− 1) при m = p+ 2.

4.1. Уводни бележки. Да припомним, че

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) съществува ⇐⇒ m ≥ p+ 2,

(вж. (3.22)), където m и p са дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). В тази
глава ще разгледаме граничния случай m = p+ 2. Съгласно Твърдение 3.1 и
Твърдение 3.2, достатъчно е да разгледаме числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1), за
които

(4.1) 2 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = p.

Ако p = 2, от m = p+ 2 и (4.1) следва

r∑

i=1

(ai − 1) = 3.

От последното равенство и (4.1) следва r = 3 и a1 = a2 = a3 = 2.
Ако p ≥ 3, от m = p+ 2 и (4.1) получаваме

r−1∑

i=1

(ai − 1) = 2.

Това равенство и (4.1) ни дават, че r = 2 и a1 = 3, a2 = p или r = 3,
a1 = a2 = 2 и a3 = p. И така, съществените числа Fv(a1, . . . ar;m − 1) при
m = p+ 2 са Fv(2, 2, p; p+ 1), p ≥ 2 и Fv(3, p; p+ 1), p ≥ 3.

В [M4] Mycielski построява 11-върхов граф G с χ(G) = 4 и cl(G) = 2.
Тъй като

G
v

−→ (2, 2, 2) ⇐⇒ χ(G) ≥ 4

този граф доказва, че Fv(2, 2, 2; 3) ≤ 11. Chvatal [C1] доказва, че графът
на Mycielski е единствен 11-върхов граф с хроматично число 4, който ня-
ма 3-клики. С това той доказва, че F (2, 2, 2; 3) ≥ 11. Поради това е вярно
равенството

(4.2) Fv(2, 2, 2; 3) = 11, [M4] и [C1].

Подробно доказателство на равенството (4.2) е дадено и в книгата на Н. Ха-
джииванов [K7]. Ще отбележим също, че Fv(2, 2, 2; 3) е първото нетривиално
пресметнато Фолкманово число.
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4.2. Оценки за числата Fv(2, 2, p; p+ 1) и Fv(3, p; p+ 1).

В [L4] е доказано, че

2p+ 3 ≤ Fv(3, p; p+ 1) ≤ 2p2 + 1.

Ще усилим този резултат по следния начин:

Теорема 4.1.За всяко естествено число p ≥ 3 са верни неравенства-
та

2p+ 4 ≤ Fv(2, 2, p; p+ 1) ≤ Fv(3, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2.

Доказателство. Неравенството

(4.3) Fv(2, 2, p; p+ 1) ≥ 2p+ 4

следва от Теорема 3.6. Съгласно Твърдение 3.4

G
v

−→ (3, p) =⇒ G
v

−→ (2, 2, p).

Следователно

(4.4) Fv(2, 2, p; p+ 1) ≤ Fv(3, p; p+ 1).

Остава да докажем, че Fv(3, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2..
Нека C2p+1 е зададен с равенствата (3.12) и (3.13). Дефинираме изобра-

жението σ както следва:

σ(vi) = vi+1, i = 1, . . . , 2p и σ(v2p+1) = v1.

Разглеждаме множеството Mi ⊆ V (C2p+1), i = 1, . . . , 2p+ 1, където

M1 = V (C2p+1) − {v1, v2p−1, v2p−2}

и

(4.5) Mi = σi−1(M1), i = 1, . . . , 2p+ 1.

С Tp означаваме графа, който се получава като към C2p+1 добавим новите
върхове u1, . . . , u2p+1, всеки два от които не са съседни и

(4.6) ΓTp
(ui) = Mi, i = 1, . . . , 2p+ 1.

В специалния случай p = 3, графът T3 е даден на Фиг. 4.1. За пръв път
графът T3 е публикуван в [N16].
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Разширяваме σ по следния начин σ(ui) = ui+1, i = 1, . . . , 2p и σ(u2p+1) =
u1. Ясно е, че

(4.7) σ е автоморфизъм на графа Tp.

◦

◦

◦

◦

◦◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦◦

◦

v1

v2

v3

v4

v5v6

v7

u1

u2

u3

u4

u5u6

u7

Фигура 4.1, граф T3

Ще докажем, че cl(Tp) = p. Понеже очевидно C2p+1 съдържа p-клика,
достатъчно е да се убедим, че Tp не съдържа (p + 1)-клики. Да допуснем
противното и нека Q е (p+1)-клика на Tp. Понеже C2p+1 не съдържа (p+1)-
клика, следва че за някое i ∈ {1, . . . , 2p+ 1} имаме ui ∈ Q. От (4.6) следва,
че Mi съдържа p-клика. От (4.5) става ясно, че M1 също съдържа p-клика.
От друга страна

{v2, v3} ∪ . . . ∪ {v2p−4, v2p−3} ∪ {v2p, v2p+1}

е (p− 1)-хроматично разлагане за подграфа Tp [M1]. Ето защо, този подграф
не може да съдържа p-клики. Полученото противоречие доказва, че

(4.8) cl(Tp) = p.
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Ще докажем също, че

(4.9) Tp
v

−→ (3, p).

Да допуснем, че това не е така и нека V1 ∪ V2 е (3, p)-свободно 2-разлагане
на Tp. Ако V ′

i = V (C2p+1)
⋂
Vi и Gi = C2p+1[V

′
i ], i = 1, 2, това означава, че

(4.10) cl(G1) < 3 и cl(G2) < p.

От (4.10) и Лема 2.1 следва |V ′
1 | ≤ 4 и |V ′

2 | ≤ 2p− 2. От последното неравен-
ство имаме |V ′

1 | ≥ 3. И така, |V ′
1 | = 3 или |V ′

1 | = 4. Ще разгледаме тези две
възможности поотделно:

Случай 1. |V ′
1 | = 3.

Понеже cl(G1) < 3, V ′
1 съдържа два несъседни върха на C2p+1. Съгласно

(4.7), можем да предположим, че тези два несъседни върха в V ′
1 са v1 и v2.

Да означим третият връх на V ′
1 с w, т.е. V ′

1 = {v1, v2, w}. Нека Q = {v2i+1 :
i = 1, . . . , p}. Тъй като Q е p-клика на C2p+1 и V ′

2 не съдържа p-клики,
някой от върховете на Q не принадлежи на V ′

2 . Следователно, поне един от
върховете на Q принадлежи на V ′

1 . Понеже v1, v2 /∈ Q, остава единствената
възможност w ∈ Q.

Подслучай 1.а. w ∈ Q− {v2p−1, v2p+1}.
В този подслучай v1 и w са съседни и w ∈ ΓTp

(u2). Понеже също v1 ∈
ΓTp

(u2), [v1, w, u2] е 3-клика. Тъй като w, v1 ∈ V1 и V1 не съдържа 3-клика,
имаме че u2 ∈ V2. Дефинираме

Q′ = {v2k : k = 2, . . . , p− 1}.

Ясно е, че Q′ е (p− 2)-клика на C2p+1 и

Q′ ⊆ ΓTp
(u2).

Освен това v2p+1 ∈ V ′
2 и v2p+1 ∈ ΓTp

(u2). Следователно, Q′ ∪ {v2p+1, u2} е p-
клика в V2. Това противоречи на нашето допускане, че 2-разлагането V1 ∪V2

е (3, p)-свободно.

Подслучай 1.в. w = v2p−1, т.е. V ′
1 = {v1, v2, v2p−1}.

Тъй като ΓTp
(u2p) ⊇ {v1, v2p−1}, {v1, v2p−1, u2p} е 3-клика. Понеже v1, v2p−1 ∈

V ′
1 и V1 не съдържа 3-клика, следва u2p ∈ V2. Дефинираме

Q′′ = Q− {v2p−1, v2p−3}.

Ясно е, че
Q′′ ∪ {v2p−2} ⊆ ΓTp

(u2p).

Понеже Q′′ ∪ {v2p−2} е (p − 1)-клика на C2p+1, от последното включване
става ясно, че V2 съдържа p-клика, което противоречи на нашето допускане,
че V2 не съдържа p-клики.

Подслучай 1.с. w = v2p+1, т.е. V ′
1 = {v1, v2, v2p+1}.

Тъй като σ(V ′
1) = {v1, v2, v3}, този подслучай е еквивалентен на случая w =

v3, който е разгледан в подслучай 1.а.

Случай 2. |V ′
1 | = 4.
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От (4.10) следва χ(G1) ≤ 2. Нека V ′
1 = W1 ∪W2 е 2-хроматично разлагане на

G1. Тъй като α(C2p+1) = 2, имаме |W1| = |W2| = 2. Съгласно (4.7), можем да
предположим, че W1 = {v1, v2} и W2 = {vi, vi+1}, където i ∈ {3, 4, . . . , 2p}.

Подслучай 2.а. i = 2k, 2 ≤ k ≤ p.
Дефинираме

Q1 = {v2i+1 : i = 1, . . . , k − 1}.

Q2 = {v2i : i = k + 1, . . . , p} ако k < p и Q2 = ∅, ако k = p.

Q̃ = Q1 ∪Q2.

Ясно е, че Q̃ е (p− 1)-клика на C2p+1. Тъй като

ΓTp
(u4) = V (C2p+1) − {v1, v4, v2p+1}

имаме Q̃ ⊆ ΓTp
(u4). Следователно, Q̃ ∪ {u4} е p-клика на Tp. Понеже Q̃ ⊆

V2 и V2 не съдържа p-клики, имаме u4 ∈ V1. Нека k = 2. Тогава V ′
1 =

{v1, v2, v4, v5}. Поради това {u4, v2, v5} е 3-клика в V1, което е противоречие.
Да разгледаме сега ситуацията, когато 3 ≤ k ≤ p. Тъй като v2, v2k ∈ V ′

1 и са
съседни, {v2, v2k, u4} е 3-клика на V1, което отново е противоречие.

Подслучай 2.в. i = 2k − 1, 2 ≤ k ≤ p.
Нека m = 2p− 2k + 3. Тогава σm(v2k−1) = v1, σm(v2k) = v2, σm(v1) = vm+1

и σm(v2) = vm+2. Понеже m + 1 е четно число, от тези равенства и (4.7)
следва, че този подслучай е еквивалентен на подслучая 2.а.

И така, доказахме (4.8) и (4.9). Понеже |V (Tp)| = 4p+ 2, имаме

(4.11) Fv(3, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2.

Теорема 4.1 следва от неравенствата (4.3), (4.4) и (4.11).

Съгласно Теорема 4.1 имаме Fv(3, 3; 4) ≤ 14. Този резултат е подобрение
на неравенството Fv(3, 3; 4) ≤ 17 от [I1] и е публикуван в [N16].

С помощта на компютър, използвайки специални програми от [M2] и
техниката, разработена в [N11], [N9], [N20] и [N26], в [P3] е доказано, че
Fv(3, 3; 4) ≥ 14. Поради това е вярно равенството

(4.12) Fv(3, 3; 4) = 14 [N16] и [P3].

Без компютър, най-добрата оценка отдолу е Fv(3, 3; 4) ≥ 12 и е получена
в съвместната ни работа с Е. Недялков [N1]. Теорема 4.1 е публикувана в
[N28].
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4.3. Оценки за числата Fv(2, 2, p; p+ 1) с помощта на числата на
Рамзи R(3, q).

Числото на Рамзи R(3, q) е най-малкото естествено число n, за което
пълният граф Kn има свойството, че при всяко оцветяване на ребрата му
с два цвята има едноцветен триъгълник от първия цвят или едноцветна q-
клика от втория цвят. Числото R(3, q) се дефинира еквивалентно и като най-
малкото естествено число n, за което всеки n-върхов граф G има α(G) ≥
3 или cl(G) ≥ q. В следващата таблица са дадени всички известни числа
R(3, q), [R2]:

q 3 4 5 6 7 8 9 10

R(3, q) 6 9 14 18 23 28 36 40 − 43

Таблица 4.1

Ще докажем следната:

Теорема 4.2. Нека p ≥ 2, r и q са естествени числа такива, че

(4.13) R(3, p) + 2r < R(3, q).

Тогава Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; q) ≤ R(3, p) + 2r.

Доказателство. Нека G е граф, такъв че |V (G)| = R(3, p)+2r, cl(G) <
q и

(4.14) α(G) = 2.

Съгласно (4.13), такъв граф съществува. Нека V1 ∪ . . . ∪ Vr+1 е произволно
(r + 1)-разлагане на V (G). Да предположим, че V1, . . . , Vr са независими.
Тогава от (4.14) следва |Vi| ≤ 2, i = 1, . . . , r. Следователно |Vr+1| ≥ R(3, p).
Нека G1 = G[Vr+1]. От (4.14) имаме α(G1) ≤ 2. Тъй като |V (G1)| ≥ R(3, p),
от α(G1) ≤ 2 следва cl(G1) ≥ p, т.е. Vr+1 съдържа p-клика. С тези разсъж-
дения доказахме, че G няма (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

r

, p)-свободно (r + 1)-разлагане, с което

доказахме, че
G

v
−→ (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

r

, p).

Понеже |V (G)| = R(3, p) + 2r и cl(G) < q имаме

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, q) ≤ R(3, p) + 2r.

Теорема 4.2. е доказана.
От Теорема 4.2 (r = 2 и q = p+ 1) и от Таблица 4.1 получаваме

Следствие 4.1. Верни са неравенствата

Fv(2, 2, 4; 5) ≤ 13;
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Fv(2, 2, 6; 7) ≤ 22;

Fv(2, 2, 7; 8) ≤ 27;

Fv(2, 2, 8; 9) ≤ 32;

Fv(2, 2, 9; 10) ≤ 40, ако R(3, 10) 6= 40.

Първите четири неравенства дават по-добра оценка от Теорема 4.1. За чис-
лото F (2, 2, 9; 10) обаче от Теорема 4.1 получаваме по-добрата оценка отгоре
38.

Интересно е да отбележим, че за числото F (2, 2, 5; 6), Теорема 4.2 не е
приложима, понеже R(3, 6) = R(3, 5) + 4. Тъй като R(3, 7) > R(3, 5) + 6, от
Теорема 4.2 (r = 3, p = 5 и q = 7) следва

(4.15) Fv(2, 2, 2, 5; 7) ≤ 20.

Оценките, получени в тази част са публикувани в [N32].
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4.4. Пресмятане на числата Fv(2, 2, 4; 5) и Fv(3, 4; 5).

Да разгледаме графа P , допълнението P на който е дадено на Фигура
4.2. Всеки от графите P = P0, P1, . . . , P11 се получава от някой предишен
чрез премахване точно на едно ребро. По-точно тези графи се дефинират по
следния начин:

P0 = P, P1 = P0 − [a1, a6], P2 = P0 − [a1, a5],

P3 = P1 − [a2, a5], P4 = P1 − [a4, a7], P5 = P1 − [a3, a7],

P6 = P2 − [a4, a8], P7 = P2 − [a3, a7], P8 = P3 − [a4, a7],

P9 = P7 − [a2, a6], P10 = P8 − [a3, a8], P11 = P9 − [a4, a8].

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦
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a3

a4

a5

a6

a7

a8

◦

◦◦

◦◦

◦◦

◦◦◦

◦◦

◦◦

◦◦

b1

b2

b3

b4

Фигура 4.2, Граф P

Ще ни е необходима следната

Теорема 4.3 [N42]. Нека G е 12-върхов граф, cl(G) = 4 и α(G) =
2. Тогава G е изоморфен на един от графите Pi, i = 0, . . . , 11. Между
графите Pi, i = 0, . . . , 11, няма изоморфни.

Подробно доказателство на тази теорема е дадено в [N42]. Поради това,
че доказателството е обемисто и обременено с много технически детайли,
ние не го включваме тук.

Теорема 4.4 [N30]. Вярно е равенството

Fv(2, 2, 4; 5) = 13.
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Доказателство. Съгласно Следствие 4.1 имаме F (2, 2, 4; 5) ≤ 13. Нека
G

v
−→ (2, 2, 4) и cl(G) < 5. За да докажем обратното неравенство, трябва да

покажем, че |V (G)| ≥ 13. Съгласно Теорема 3.6, |V (G)| ≥ 12. Да допуснем,
че |V (G)| = 12. От Теорема 3.5 (а) следва, че α(G) ≤ 3, а от Теорема 3.5
(б) следва α(G) 6= 3, т.е. α(G) ≤ 2. Тъй като R(3, 4) = 9 имаме cl(G) = 4.
Съгласно Теорема 4.3, G е изоморфен на някой от графите Pi. Следователно

Pi
v

−→ (2, 2, 4) за някое i ∈ {0, . . . , 11}.

Тъй като всеки от графите Pi е подграф на P , от Твърдение 3.3 имаме

(4.16) P
v

−→ (2, 2, 4).

Да разгледаме 3-разлагането V (P ) = V1∪V2∪V3, където V1 = {a1, a2} и V2 =
{b1, b2}. Ясно е, че V1 и V2 са независими множества на P . Допълнението на
подграфа P [V3] е 8-цикъла a8, a7, a6, a5, a4, a3, b3, b4, с диагоналите [b3, a6] и
[b4, a5]. Лесно се съобразява, че V3 не съдържа 4-клики на P . И така V (P ) =
V1 ∪ V2 ∪ V3 е (2, 2, 4)-свободно 3-разлагане на графа P , което противоречи
на (4.16).

Теорема 4.4 е доказана.
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С Q означаваме 13-върховия граф, допълнителният граф Q на който е
даден на фигура 4.3. Този граф е построен от Greenwood и Gleasson в [G14]
за доказателството на равенството R(3, 5) = 14.
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Фигура 4.3, граф Q

Теорема 4.5. Вярно е, че

Q
v

−→ (3, 4).

Доказателство. Нека V (Q) = V1∪V2 е 2-разлагане на Q и G1 = Q[V1],
G2 = Q[V2]. Понеже α(Q) = 2, имаме

(4.17) α(G1) ≤ 2 и α(G2) ≤ 2.

Ще разгледаме следните три случая:

Случай 1. |V1| ≤ 4.
В този случай |V2| ≥ 9. От (4.17) и равенството R(3, 4) = 9 следва, че
cl(G2) ≥ 4, т.е. V2 съдържа 4-клики на Q. Поради това, 2-разлагането V1∪V2

в Случай 1 не е (3, 4)-свободно.

46



Случай 2. |V1| ≥ 6.
От (4.17) и равенството R(3, 3) = 6 следва cl(G1) ≥ 3, т.е. V1 съдържа 3-
клика. Това означава, че в Случай 2, разглежданото 2-разлагане не е (3, 4)-
свободно.

Случай 3. |V1| = 5.
Да допуснем, че V2 не съдържа 3-клика. Този факт заедно с (4.17) ни дава,
че G1 = G1 = C5. Дефинираме

E1 = {[vi, vi+1], i = 1, . . . , 12} ∪ {[v1, v13]} ⊂ E(Q).

Нека E2 = E(Q)\E1. От |E(G1)| = 5 следва, че

|E(G1) ∩ E1| ≥ 3 или |E(G1) ∩ E2| ≥ 3.

Тъй като изображението

ψ =

(
v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13
v1 v6 v11 v3 v8 v13 v5 v10 v2 v7 v12 v4 v9

)

е автоморфизъм на Q и ψ(E1) = E2, достатъчно е да разгледаме само си-
туацията, когато |E(G1) ∩ E1| ≥ 3. Поради това можем да предположим, че
∃ e1, e2, e3 ∈ E(G1)

⋂
E1. Тъй като |V1| = 5, две от ребрата e1, e2, e3 имат общ

връх. Нека например e1 и e2 са две ребра с общ връх. Понеже e1, e2 ∈ E1,
тези ребра са съседни ребра в цикъла v1, v2, . . . , v13, v1. Поради симетрията
на Q, можем да предположим, че e1 = [v1, v2] и e2 = [v2, v3]. Също поради
симетрията на Q, достатъчно е да разгледаме ситуацията, когато

e3 ∈ {[v3, v4], [v4, v5], [v5, v6], [v6, v7], [v7, v8], [v8, v9]}.

От G1 = C5 следва e3 6= [v4, v5], e3 6= [v5, v6], e3 6= [v6, v7] и e3 6= [v7, v8].
Поради това остава да разгледаме следните два подслучая:

Подслучай 3.а. e3 = [v3, v4].
В тази ситуация от G1 = C5 следва V1 = {v1, v2, v3, v4, v9}. Тогава 4-кликата
[v6, v8, v10, v12] на графа Q се съдържа в V2, което означава, че V1 ∪ V2 не е
(3, 4)-свободно 2-разлагане на Q.

Подслучай 3.в. e3 = [v8, v9], т.е. V1 = {v1, v2, v3, v8, v9}.
В този подслучай V2 съдържа 4-кликата [v4, v7, v10, v13] и следователно 2-
разлагането V1 ∪ V2 не е (3, 4)-свободно разлагане на Q.

И така, всяко 2-разлагане на Q не е (3, 4)-свободно, което доказва Теорема
4.5.

Следствие 4.2. Вярно е равенството

Fv(3, 4; 5) = 13.

Доказателство. От (4.4) и Теорема 4.4 имаме Fv(3, 4; 5) ≥ 13. Тъй
като cl(Q) = 4 (вж. [G14]), от Теорема 4.5 следва F (3, 4; 5) ≤ |V (Q)| = 13.

Следствие 4.2 е доказано.

Теорема 4.5 и Следствие 4.2 са публикувани в [N31].
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4.5. Оценки за числата

Fv(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

, p; r + p− 1) и Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

, p; 2r + p− 1), p ≥ 3.

За краткост на записването полагаме

(q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
r

) = (qr);

(q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
r

, p) = (qr, p).

В [L4] са формулирани следните резултати:

(4.17) r + 2p+ 1 ≤ Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ p2 + p+ r, r ≥ p+ 2, p ≥ 2;

(4.18) r+2p+1 ≤ Fv(2r, p; r+p−1) ≤ 2p2 +3p− rp+2r−3, 3 ≤ r ≤ p+1;

(4.19) r + 2p+ 1 ≤ Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ 2p2 + 1, r = 2, p ≥ 3.

Да припомним, че съгласно (3.24), r ≥ 2.
Неравенствата (4.17) и (4.19) са доказани в [L4], а неравенството (4.18) е

анонсирано също там без доказателство.
Ще усилим неравенствата (4.17), (4.18) и (4.19) по следния начин:

Теорема 4.6. За всеки две естествени числа p ≥ 3 и r ≥ 2 са верни
неравенствата

(4.20) 2p+ r + 2 ≤ Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ 4p+ r.

Забележка 4.1. Случаят p = 2 не е включен в Теорема 4.6, тъй
като в следващата глава числата Fv(2r, 2; r + 1) = Fv(2r+1; r + 1) ще
бъдат пресметнати точно.

Ще ни са необходими следните леми.

Лема 4.1. Нека G е граф и G
v

−→ (a1, . . . , ar). Тогава

(4.21) K1 +G
v

−→ (2, a1, . . . , ar).

Доказателство. Съгласно Твърдение 3.2., (4.21) е еквивалентно на

(4.22) K1 +G
v

−→ (a1, . . . , ar, 2).

За удобство на записването ще докажем (4.22). Нека V1 ∪ . . .∪Vr+1 е (r+1)-
разлагане на K1 +G и V (K1) = {a}. Да предположим, че Vr+1 е независимо
множество. Тогава Vr+1 = {a} или a /∈ Vr+1. Ако Vr+1 = {a}, имаме че
V1∪ . . .∪Vr е r-разлагане на G. От условието следва, че за някое i ∈ 1, . . . , r,
Vi съдържа ai-клика. Следователно, разглежданото (r + 1)-разлагане не е
(a1, . . . , ar, 2)-свободно.
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Нека сега разгледаме другата ситуация, когато a /∈ Vr+1. Без ограниче-
ние на общността можем да предположим, че a ∈ Vr. Полагаме V ′

r = Vr\{a}.
Ясно е, че

V1 ∪ . . . ∪ Vr−1 ∪ (V ′
r ∪ Vr+1)

е r-разлагане на G. Сега нека допуснем, че всяко от подмножествата Vi,
където i ∈ {1, . . . , r − 1} не съдържа ai-клика. Тогава от условието след-
ва, че V ′

r ∪ Vr+1 съдържа ar-клика. Понеже Vr+1 е независимо множество,
множеството V ′

r непременно съдържа (ar − 1)-клика. Заедно с върха a тази
(ar − 1)-клика образува ar-клика в Vr.

И така, всяко (r + 1)-разлагане на K1 +G не е (a1, . . . , ar, 2)-свободно, с
което (4.22) (а с това и (4.21)) е доказано.

Чрез последователно прилагане на Лема 4.1 получаваме

Следствие 4.3. Нека G е граф и G
v

−→ (a1, . . . , ar). Тогава

Ks +G
v

−→ (2s, a1, . . . , ar).

Лема 4.2. Нека r и s са естествени числа и 2 ≤ s ≤ r. Тогава

Fv(2r, p; p+ r − 1) ≤ Fv(2s, p; s+ p− 1) + r − s.

Доказателство. Нека графът G е такъв, че

cl(G) < s+ p− 1, G
v

−→ (2s, p) и |V (G)| = Fv(2s, p; s+ p− 1).

Разглеждаме графа G̃ = Kr−s +G. Имаме

cl(G̃) = cl(Kr−s) + cl(G) < r + p− 1.

Съгласно Следствие 4.3

G̃
v

−→ (2r−s, 2s, p) = (2r, p).

Следователно

Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ |V (G̃)| = Fv(2s, p; s+ p− 1) + r − s.

Лема 4.2 е доказана.

Доказателство на Теорема 4.6. Съгласно Теорема 4.1 имаме

Fv(2, 2, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2.

Поради това от Лема 4.2 получаваме

Fv(2r, p; r + p− 1) ≤ 4p+ r.

Неравенството
Fv(2r, p; r + p− 1) ≥ 2p+ r + 2

следва от Теорема 3.6.
Теорема 4.6. е доказана.
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Оценките от Следствие 4.1 и (3.25) заедно с Лема 4.2 ни дават, че

r + 10 ≤ Fv(2r, 4; r + 3) ≤ r + 11, r ≥ 2;

r + 14 ≤ Fv(2r, 6; r + 5) ≤ r + 20, r ≥ 2;

r + 16 ≤ Fv(2r, 7; r + 6) ≤ r + 25, r ≥ 2;

r + 18 ≤ Fv(2r, 8; r + 7) ≤ r + 30, r ≥ 2.

От (4.15), (3.25) и Лема 4.2 следва, че

r + 12 ≤ Fv(2r, 5; r + 4) ≤ r + 17, r ≥ 3.

Накрая на тази глава ще получим оценки за числата

Fv(3r, p; 2r + p− 1).

За тези числа в [L4] е доказано, че

(4.23) Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ p2 + 2r + p, r ≥
p+ 2

2
;

(4.24) Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ 2p2 + 3p− 2pr + 4r − 3, 2 ≤ r <
p+ 2

2
;

(4.25) Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ 2p2 + 1, r = 1.

Неравенствата (4.23) и (4.25) са доказани в [L4], а (4.24) е анонсирано в
[L4] без доказателство.

Ще докажем следното усилване на (4.23), (4.24) и (4.25)

Теорема 4.7. Нека p ≥ 3 и r ≥ 1 са естествени числа. Тогава

2p+ 2r + 2 ≤ Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ 4p+ 2r.

За доказателство на Теорема 4.7 ще са ни необходими следните леми:

Лема 4.3. Нека G е граф и G
v

−→ (3r, p), r ≥ 1. Тогава

K2 +G
v

−→ (3r+1, p).

Доказателство. Нека V1 ∪ . . .∪Vr+2 е (r+2)-разлагане на K2 +G. Да
допуснем, че

(4.26) Vi не съдържа 3-клики, i = 1, . . . , r + 1.

Нека V (K2) = {a, b}. Ще разгледаме следните четири случая:

Случай 1. a, b ∈ Vi за някое i ∈ {1, . . . , r + 1}.
Без ограничение на общността можем да предположим, че a, b ∈ V1. От (4.26)
следва, че V1 = {a, b}. Поради това

V2 ∪ . . . ∪ Vr+2
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е (r+1)-разлагане за G. Съгласно условието и (4.26), Vr+2 съдържа p-клика.
Следователно в Случай 1 разглежданото (r + 2)-разлагане не е (3r+1, p)-
свободно.

Случай 2. a ∈ Vi, b ∈ Vj , i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , r + 1}.
Без ограничение на общността можем да предположим, че a ∈ V1 и b ∈ V2.
Полагаме V ′

1 = V1 − {a} и V ′
2 = V2 − {b}. Ясно е, че

(V ′
1 ∪ V ′

2) ∪ V3 ∪ . . . ∪ Vr+2

е (r+1)-разлагане на G. От (4.26) следва, че V ′
1 и V ′

2 са независими множес-
тва. Поради това V ′

1 ∪ V ′
2 не съдържа 3-клика. Този факт и (4.26) ни дават,

че Vr+2 съдържа p-клика. Поради това, разглежданото (r + 2)-разлагане на
K2 +G в Случай 2 не е (3p+1, p)-свободно.

Случай 3. a ∈ Vi, i 6= r + 2 и b ∈ Vr+2.
Без ограничение на общността можем да предположим, че a ∈ Vr+1. Полага-
ме V ′

r+1 = Vr+1 − {a}, V ′
r+2 = Vr+2 − {b}. Тогава

V1 ∪ . . . ∪ Vr ∪ (V ′
r+1 ∪ V

′
r+2)

е (r+1)-разлагане на G. От условието и (4.26) следва, че V ′
r+1∪V

′
r+2 съдържа

p-клика. Съгласно (4.26), V ′
r+1 е независимо множество. Следователно V ′

r+2

съдържа (p−1)-клика. Заедно с върха b, тази (p−1)-клика образува p-клика
в Vr+2. С това доказахме, че и в Случай 3, разглежданото (r + 2)-разлагане
на K2 +G не е (3r+1, p)-свободно.

Случай 4. a, b ∈ Vr+2.
Полагаме V ′

r+2 = Vr+2 − {a, b}. Ясно е, че

V1 ∪ . . . ∪ Vr ∪ (Vr+1 ∪ V
′
r+2)

е (r+1)-разлагане на G. От условието и (4.26) следва, че Vr+1∪V
′
r+2 съдържа

p-клика. Тъй като Vr+1 не съдържа 3-клики (съгласно допускането (4.26)),
множеството V ′

r+2 съдържа (p − 2)-клика. Заедно с върховете a и b тази
(p− 2)-клика образува p-клика в Vr+2.

И така, и в Случай 4 разглежданото (r + 2)-разлагане не е (3r+1, p)-
свободно, с което Лема 4.3 е доказана.

С последователно прилагане на Лема 4.3 получаваме:

Следствие 4.4. Нека G е граф и G
v

−→ (3r, p). Тогава

K2t +G
v

−→ (3r+t, p).

Лема 4.4. Нека r и s са естествени числа и 1 ≤ s ≤ r. Тогава е
вярно неравенството

Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ Fv(3s, p; 2s+ p− 1) + 2(r − s).

Доказателство. Нека G е граф такъв, че cl(G) < 2s + p − 1, G
v

−→
(3s, p) и

|V (G)| = Fv(3s, p; 2s+ p− 1).
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Разглеждаме графа G̃ = K2(r−s) +G. Имаме

cl(G̃) = cl(K2(r−s)) + cl(G) < 2r + p− 1.

Съгласно Следствие 4.4
G̃

v
−→ (3r, p).

Поради това

Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ |V (G̃)| = Fv(3s, p; 2s+ p− 1) + 2(r − s).

Лема 4.4 е доказана.

Доказателство на Теорема 4.7. Съгласно Теорема 4.1 имаме

Fv(3, p; p+ 1) ≤ 4p+ 2.

От това неравенство и Лема 4.4 получаваме

Fv(3r, p; 2r + p− 1) ≤ Fv(3, p; p+ 1) + 2(r − 1) ≤ 4p+ 2r.

Неравенството
Fv(3r, 2r + p− 1) ≥ 2p+ 2r + 2

следва от Теорема 3.6.
Теорема 4.7 е доказана.

Теоремите 4.6 и 4.7 са публикувани в [N28]. Оценките, получени след
доказателството на Теорема 4.6, са публикувани в [N32].
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ГЛАВА 5

ПРЕСМЯТАНЕ НА ФОЛКМАНОВИТЕ ЧИСЛА

Fv(a1, . . . , ar; q − 1)

В СЛУЧАЯ, КОГАТО max{a1, . . . , ar} = 2.

5.1. Уводни бележки и формулировки на основния резултат.

Нека a1, . . . , ar са естествени числа, такива, че max{a1, . . . , ar} = 2. То-
гава

m =

r∑

i=1

(ai − 1) + 1 = s+ 1,

където s е броят на числата в {a1, . . . , ar}, които са равни на 2. От Твърдение
3.3 следва

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) = Fv(2s; s),

където 2s = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
s

). Следователно, достатъчно е да разглеждаме само

Фолкмановите числа от вида Fv(2r; r). Съгласно (3.24) имаме

(5.1) Fv(2r; r) съществува ⇐⇒ r ≥ 3.

По-нататък ще ни бъде полезен и следния очевиден факт

(5.2) G
v

−→ (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

) ⇐⇒ χ(G) ≥ r + 1.

Ще ни са необходими и следните очевидни равенства

(5.3) cl(G1 +G2) = cl(G1) + cl(G2) и χ(G1 +G2) = χ(G1) + χ(G2).

Първият резултата в тази глава е следната:

Теорема 5.1. Верни са равенствата

(5.4) Fv(2r; r) = 11, ако r = 3 или r = 4;

(5.5) Fv(2r; r) = r + 5, ако r ≥ 5.

Равенство (5.4) в случая r = 3 е вярно съгласно (4.2). Ние ще дока-
жем Теорема 5.1 в останалите случаи r ≥ 4. Доказателството на (5.5) лесно
следва от Теорема 3.6 и е дадено по-долу. Най-трудно е доказателството на
Теорема 5.1 в случая r = 4. Ще разгледаме случая r = 4 в по-следващия
пункт.Равенството(5.5) е публикувано в [N20] през 1983 година. През 1998
година този резултат е повторен в [G13], през 2001 година е преповторен в
[L4].

Доказателство на (5.5). Съгласно Теорема 3.6 имаме

Fv(2r; r) ≥ r + 5
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Разглеждаме графа G = Kr−5+C5+C5. Понеже r ≥ 5, графът G е дефиниран
(ако r = 5, тогава G = C5 + C5). От равенствата (5.3) имаме

cl(G) = r − 1 и χ(G) = r + 1.

Съгласно (5.2), G
v

−→ (2r). Следователно

Fv(2r; r) ≤ |V (G)| = r + 5.

С това равенството (5.5) е доказано.

Определение 5.1. Казваме, че графът G е ребрено-критичен k-
хроматичен граф, ако χ(G) = k и χ(G′) < k за всеки собствен подграф G′

на G.
Ясно е, че G е ребрено-критичен k-хроматичен граф тогава и само тогава,

когато G е свързан, χ(G) = k и χ(G− e) < k, ∀ e ∈ E(G).

Определение 5.2. Казваме, че графът G е върхово-критичен k-
хроматичен граф, ако χ(G) = k и χ(G− v) < k, ∀ v ∈ (G).

Ще ни са необходими следните два класически резултата на Gallai:

Теорема 5.2. ([G1], виж също [G2]). Нека G е върхово-критичен
k-хроматичен граф, k ≥ 2. Ако |V (G)| < 2k − 1, тогава G = G1 + G2,
където V (Gi) 6= ∅, i = 1, 2.

Теорема 5.3. ([G2], виж също[G2]). Нека G е върхово-критичен
k-хроматичен граф, |V (G)| = n и k ≥ 3. Тогава съществуват поне

⌈
3

2

(
5

3
k − n

)⌉

върха в G, всеки от които е съседен на всичките останали n − 1 върха
на G.

Бележка 5.1. В оригиналните условия на Теорема 5.2 и Теорема
5.3 графът G е ребрено-критичен k-хроматичен (а не върхово-критичен
k-хроматичен). Тъй като всеки върхово-критичен k-хроматичен граф G
съдържа ребрено-критичен k-хроматичен подграф H такъв, че V (G) =
V (H), формулировките, които даваме тук, са еквивалентни на ориги-
налните. Формулировките, които ние даваме са по-удобни за следващи-
те приложения.

Бележка 5.2. Оригиналното условие на Теорема 5.3 включва също

условието n <
5

3
k. Ние пропускаме това условие, понеже при n ≥

5

3
k

Теорема 5.3 е вярна по тривиални съображения.

Накрая на този пункт ще формулираме два широко известни факта, които
ще ни бъдат полезни по-нататък.

χ(G) ≥ 3 ⇐⇒ G съдържа като подграф прост

цикъл с нечетна дължина [K41].
(5.6)

(5.7) ако χ(G− v) < k и dG(v) ≤ k − 2, тогава χ(G) < k.
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5.2. Едно свойство на 10-върховите графи.

За доказателство на Теорема 5.1 в случая r = 4, ще ни е необходима
следната:

Теорема 5.4. За произволен 10-върхов граф G е вярно едно от след-
ните три твърдения:

(а) cl(G) ≥ 4

(б) α(G) ≥ 4

(в) G съдържа две 3-клики без общ връх и две независими 3-върхови
множества без общ връх.

Доказателството на Теорема 5.4 ще направим с помощта на следните леми:

Лема 5.1. Нека G е 7-върхов граф, cl(G) ≤ 3 и α(G) = 2. Нека още

dG(v) ≤ 4, ∀ v ∈ V (G).

Тогава G е върхово-критичен 4-хроматичен граф.

Доказателство. От α(G) = 2 очевидно следва, че χ(G) ≥ 4. Да до-
пуснем противното, т.е. че χ(G− v0) ≥ 4 за някой връх v0 ∈ V (G). Съгласно
Теорема 2.1 имаме G − v0 = K1 + C5. Следователно G има връх със степен
по-голяма от 4, което е противоречие.

Лема 5.2, [N11]. Нека G е 7-върхов 4-хроматичен върхово-критичен
граф и α(G) = 2. Тогава

3 ≤ dG(v) ≤ 4, ∀ v ∈ V (G).

Нещо повече, G непременно има връх със степен 4 и ако G има точно един
връх със степен 4, тогава G е изоморфен на графа от Фиг. 5.1.

Лема 5.3. Нека G е граф, такъв, че |V (G)| ≥ 7, cl(G) < 3 и всеки две
независими 3-върхови множества в G имат общ връх. Тогава α(G) ≥ 4.

Доказателство. Нека H е 7-върхов породен подграф на G. Ясно е,
че H удовлетворява условията на Лема 5.3. Достатъчно е да докажем, че
α(H) ≥ 4. Ако χ(H) < 3 и V1 ∪ V2 е 2-хроматично разлагане на H, тогава
едното от множествата V1, V2 има поне 4-върха и следователно α(H) ≥ 4.
Нека χ(H) ≥ 3. Съгласно (5.6), H съдържа нечетен цикъл. Тъй като cl(H) <
3, това означава, че H съдържа цикъл с дължина 5 без диагонали или
H = C7. Втората ситуация обаче не е възможна, понеже C7 съдържа две
независими 3-върхови множества без общ връх.
И така, H съдържа цикъл с дължина 5 без диагонали. Нека този цикъл е
v1, v2, v3, v4, v5, а останалите два върха на H да са v6 и v7. (виж Фиг. 5.2.)
Понеже в H всеки две независими 3-върхови множества имат общ връх, със
сигурност единият от върховете v6, v7 е съседен на някой връх от 5-цикъла
v1, v2, v3, v4, v5. Без ограничение на общността можем да предположим, че
v3 и v6 са съседни. Тогава от cl(H) < 3 следва, че {v6, v2, v4} е независимо
множество в H. Ако допуснем, че v2 и v7 са съседни, от cl(H) < 3 следва,
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че {v1, v3, v7} е независимо множество, което е дизюнктно с {v2, v4, v6}. Това
противоречи на условието. Следователно v2 и v7 не са съседни, По същите
съображения v4 и v7 не са съседни. Ако допуснем, че v6 и v7 са съседни,
тогава от cl(H) < 3 следва, че v3 и v7 не са съседни. От cl(H) < 3 следва
също, че v7 не е съседен на единия от върховете v1, v5. В единия и другия
случай, освен независимото множество {v2, v4, v6} графът H съдържа или не-
зависимото множество {v1, v3, v7} или независимото множество {v3, v5, v7},
което противоречи на условието.

◦

◦ ◦◦ ◦

◦

◦◦◦

1 2 3 4

5

6

7

Фигура 5.1

◦

◦

◦

◦ ◦

v3

v4

v5

v1 v2

◦ v7

◦ v6

Фигура 5.2

И така v6 и v7 не са съседни. Следователно {v2, v4, v6, v7} е независимо
множество на H. Поради това α(H) ≥ 4. Тъй като H е породен подграф на
G имаме α(G) ≥ 4.

Лема 5.3 е доказана.

Лема 5.4. Нека G е подграф на графа C3 + C5 такъв, че

V (G) = V (C3 + C5) и E(G) ⊃ E(C3) ∪ E(C5).

Тогава cl(G) ≥ 4 или α(G) = 3.

Доказателство. От E(G) ⊃ E(C3) ∪ E(C5) следва, че α(G) ≤ 3. Ясно
е, че α(G) ≥ 2. Следователно, α(G) = 2 или α(G) = 3. Да допуснем, че
α(G) = 2. Нека V (C3) = {v1, v2, v3}. Дефинираме

Gi = G
[
ΓG(vi)

]
, i = 1, 2, 3.

От α(G) = 2 следва, че
∣∣∣E(Gi) ∩ E(C5)

∣∣∣ ≥ 2, i = 1, 2, 3.

Тъй като
∣∣∣E(C5)

∣∣∣ = 5, от последните неравенства става ясно, че ∃ i 6= j
такива, че

E(C5) ∩ E(Gi) ∩ E(Gj) 6= ∅,

което означава, че върховете vi и vj заедно с два съседни върха на C5

образуват 4-клика. Поради това cl(G) ≥ 4.
Лема 5.4 е доказана.
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Лема 5.5. Нека G е 9-върхов граф с cl(G) ≤ 3. Тогава χ(G) ≤ 4.

Доказателство. Да допуснем противното, т.е. χ(G) ≥ 5. Съгласно
(5.2) имаме

G
v

−→ (2, 2, 2, 2).

От Теорема 3.5 (а) (m = 5, r = 4 и p = 2) имаме α(G) ≤ 3. От равенст-
вото R(3, 4) = 9 и cl(G) ≤ 3 следва α(G) ≥ 3. Поради това α(G) = 3. От
последното равенство и Теорема 3.5 (б) получаваме

|V (G)| ≥ |V (K1 + L2)| = 11,

което е противоречие.
Лема 5.5 е доказана.

Доказателство на Теорема 5.4. Да допуснем, че твърденията (а) и (б)
не са верни, т.е. cl(G) < 4 и α(G) < 4. Ще докажем, че от тези неравенства
следва (в). При това, достатъчно е да докажем само втората част на (в),
т.е. че G има две независими 3-върхови множества, които нямат общ връх
(защото това свойство ще има и графа G, което е точно първата част на (в)).

И така,ще докажем че от cl(G) < 4 и α(G) < 4 следва, че G има две ди-
зюнктни 3-върхови независими множества. Ще разгледаме следните четири
случая:

Случай 1. dG(v0) ≥ 7 за някой връх v0 ∈ V (G).
Нека G0 = G[ΓG(v0)]. От cl(G) < 4 следва, че cl(G0) < 3, а от α(G) < 4
следва α(G0) < 4. От Лема 5.3 следва, че G0 има две дизюнктни и незави-
сими 3-върхови множества. Понеже G0 е породен подграф, тези дизюнктни
и независими 3-върхови множества ще бъдат такива и за G.

Случай 2. dG(v0) ≤ 3 за някой връх v0 ∈ V (G).
Нека G′ = G − v0. Съгласно Лема 5.5 имаме χ(G′) ≤ 4. От (5.7) следва
χ(G) ≤ 4. Нека V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 е 4-хроматично разлагане на G. Понеже
α(G) < 4, две от подмножествата Vi, i = 1, 2, 3, 4 са 3-елементни. Поради
това G съдържа две дизюнктни и независими 3-върхови множества.

Случай 3. dG(v0) = 6 за някой връх v0 ∈ V (G).
Нека G0 = G[ΓG(v0)]. Да допуснем най-напред, че χ(G0) ≤ 2. Нека V1 ∪ V2

е 2-хроматично разлагане на G0. Тогава от α(G) < 4 следва |V1| = |V2| = 3.
Следователно V1 и V2 са независими и дизюнктни 3-върхови множества. По-
нататък ще предполагаме, че χ(G0) ≥ 3. Съгласно (5.6), графът G0 съдържа
нечетен цикъл. От cl(G) < 4 следва cl(G0) < 3. Поради това G0 съдържа
5-цикъл без диагонали. Нека този 5-цикъл е v1, v2, v3, v4, v5 и v6 е върхът
на G0 извън този цикъл. От cl(G0) < 3 следва, че dG0

(v6) ≤ 2. С тези
разсъждения изяснихме, че G0 съвпада с един от графите на Фиг. 5.3., Фиг.
5.4. и Фиг. 5.5.
Нека a, b и c са върховете на G, които са различни от v0 и не са съседни
на v0. Да допуснем, че два от тези върхове, например a и b, не са съседни.
Тогава {v0, a, b} е независимо множество. Тъй като G0 съдържа независимо
3-върхово множество (виж Фиг. 5.3, 5.4 и 5.5), в тази ситуация G съдържа
дизюнктни 3-върхови независими множества. Поради това по-нататък ще
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предполагаме, че

(5.8) {a, b, c} е 3-клика на графа G.

Прилагайки Лема 5.4. за подграфа G1 = G− {v0, v6}, получаваме, че G1

съдържа независимо 3-върхово множество. Поради това имаме:

единият от върховете a, b, c заедно с два

несъседни върха от 5-цикъла v1, v2, v3, v4, v5

образува независимо 3-върхово множество на G

(5.9)
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◦

◦ ◦
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v4

v5

v1 v2

◦

v6

Фигура 5.3
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◦ ◦
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v4
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v1 v2

◦◦
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Фигура 5.4

◦

◦

◦

◦ ◦

v3

v4

v5

v1 v2

◦◦◦

v6

Фигура 5.5

Ще разгледаме трите възможности за G0 както следва:

Подслучай 3.а. G0 съвпада с графа на Фиг. 5.3.
Съгласно (5.9), можем да предположим, че {a, v1, v3} е независимо мно-
жество на графа G. Това независимо множество и независимото множество
{v2, v4, v6} са дизюнктни, така че в този подслучай Теорема 5.4 е доказана.

Подслучай 3.в. G0 съвпада с графа на Фиг. 5.4.
Съгласно (5.9), можем да считаме, че едно от множествата

(5.10) {a, v1, v3}, {a, v1, v4}, {a, v2, v4}, {a, v2, v5}, {a, v3, v5}

е независимо. Ако едно от първите четири от тези множества е независимо,
тогава v6 заедно с други два несъседни върха на 5-цикъла v1, v2, v3, v4, v5
образува независимо 3-върхово независимо множество, което е дизюнктно с
независимото множество от (5.10). Поради това, остава да разгледаме ситуа-
цията, когато {a, v3, v5} е независимо множество и върхът a е съседен на v1
и v2. От α(G) < 4 следва, че a и v6 са съседни. Поради това, от cl(G) < 4
следва, че върхът v6 не е съседен на единия от върховете b и c. Без огра-
ничение на общността можем да предположим, че b и v6 не са съседни, Тъй
като a е съседен на v1 и v2 и cl(G) < 4, върхът b не е съседен на v1 или v2.
В единия и в другия случай получаваме независимо 3-върхово множество,
което е дизюнктно с {a, v3, v5}.

Подслучай 3.с. G0 съвпада с графа от Фиг. 5.5.
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Както и в Подслучай 3.в. можем да предположим, че едно от подмножествата
в (5.10) е независимо. Всяко от подмножествата

(5.11) {a, v1, v3}, {a, v2, v5}, {a, v3, v5}

е дизюнктно или с {v1, v4, v6} или с {v2, v4, v6}. Поради това, ако едно от
подмножествата в (5.11) е независимо, твърдението е доказано. Нека мно-
жествата в (5.11) не са независими. Понеже сме допуснали, че в (5.10) има
независимо множество или {a, v2, v4}, или {a, v1, v4} е независимо. Поради
симетрията, достатъчно е да разгледаме случая, когато {a, v1, v4} е незави-
симо. Тъй като в разглеждания подслучай върховете v4 и v6 са равноправни
(виж Фиг. 5.5), по същия начин стигаме до извода, че единия от върхо-
вете a, b, c заедно с {v2, v6} или с {v1, v6} образува независимо множество.
От допускането, че {a, v1, v4} е независимо и α(G) < 4 следва, че a и v6
са съседни. Следователно, {a, v2, v6} и {a, v1, v6} не са независими. С тези
разсъждения доказахме, че едно от множествата

{v1, v6, b}, {v1, v6, c}, {v2, v6, b}, {v2, v6, c}

е независимо. Ако {v2, v6, .b} или {v2, v6, c} е независимо, тогава то ще бъде
дизюнктно с независимото множество {a, v1, v4}. Остава да разгледаме си-
туацията, когато {v1, v6, b} или {v1, v6, c} е независимо. Върховете b и c в
разглежданата ситуация са равноправни. Поради това можем да предполо-
жим, че {v1, v6, b} е независимо. Ако върхът a не е съседен на v3, тогава
{a, v1, v3} и {v2, v4, v6} са дизюнктни независими множества. Ако върхът b
не е съседен на v3, тогава {b, v1, v3} и {v2, v4, v6} са дизюнктни независими
множества. Нека върхът v3 е съседен на a и b. Тогава от cl(G) < 4 следва,
че върхът v2 не е съседен или на a или на b. Ако v2 и a не са съседни,
{v2, v4, a} и {v1, v6, b} са независими дизюнктни множества. Ако v2 и b не са
съседни, тогава {v2, v6, b} и {v1, v4, a} са независими дизюнктни множества.

Случай 4. Верни са неравенствата

(5.12) 4 ≤ dG(v) ≤ 5, ∀ v ∈ V (G).

От R(3, 4) = 9 и cl(G) < 4 следва, че G съдържа независимо множество
{w1, w2, w3}. Нека

H = G− {w1, w2, w3}.

Ясно е, че ако α(H) = 3, тогава G има две независими и дизюнктни 3-
върхови множества. Поради това ще предполагаме, че α(H) = 2. От α(G) < 4
следва, че всеки връх на H е съседен на поне един от върховете w1, w2, w3.
Поради това от (5.12) следва

(5.13) dH(v) ≤ 4, ∀ v ∈ V (H).

Изяснихме, че H удовлетворява условията на Лема 5.1, с което доказахме,
че H е върхово-критичен 4-хроматичен граф. Съгласно Лема 5.2 имаме

(5.14) dH(v) ≥ 3, ∀ v ∈ V (H).

Дефинираме
l = |E(G) \ E(H)|.
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Понеже {w1, w2, w3} е независимо множество, за l е вярно равенството

(5.15) l = dG(w1) + dG(w2) + dG(w3).

От (5.15) и (5.12) следва

(5.16) l ≥ 12.

Да означим с x броя на върховете v ∈ V (H) с dH(v) = 3. От (5.13) и (5.14)
става ясно, че броят на върховете на H, които имат степен 4 в H е равен на
7− x. От (5.12) следва, че всеки от върховете на H, който има степен 3 в H
е съседен най-много на два от върховете {w1, w2, w3}, а всеки от върховете
на H, който има степен 4 в H е съседен най-много на един от върховете
{w1, w2, w3}. Поради това е вярно неравенството

(5.17) l ≤ 2x+ (7 − x) = x+ 7.

От (5.16) и (5.17) следва x ≥ 5. Понеже броят на върховете с нечетна степен в
даден граф е четно число, трябва x = 6. Следователно H е върхово-критичен
4-хроматичен граф, който има единствен връх със степен 4. Съгласно Лема
5.2, H съвпада с графа от Фиг. 5.1. От α(G) < 4 следва, че върхът 1 е съседен
на някои от върховете {w1, w2, w3}. Нека например 1 и w1 са съседни. Тогава
от (5.12) правим извода, че {1, w2, w3} е независимо множество. От cl(G) < 4
следва, че w1 не е съседен на един от върховете 5 и 7, а също така че w1 не
е съседен на един от върховете 2 и 6. Поради това, едно от множествата

{w1, 5, 2}, {w1, 5, 6}, {w1, 7, 2}, {w1, 7, 6}

е независимо и дизюнктно с независимото множество {1, w2, w3}.
Теорема 5.4 е доказана.

Теорема 5.4 е публикувана в [N21].
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5.3. Доказателство на равенството (5.4) в случая r = 4.

I. Доказателство на неравенството Fv(2, 2, 2, 2; 4) ≤ 11.
Да разгледаме графа G на фиг. 5.6.

◦

◦

◦

◦ ◦

◦

◦

◦

◦ ◦

3

4

5

1 2

11

8

9

10

6 7

◦◦◦◦◦

Фиг. 5.6.

Ще докажем, че G
v

−→ (2, 2, 2, 2), т.е. че G не е 4-хроматичен граф. Нека
V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 е произволно 4-разлагане на V (G). Дефинираме подграфа
G1 = G[1, 2, 3, 4, 5]. Ясно е, че G1 = C5. Нека

V ′
i = V (G1) ∩ Vi, i = 1, 2, 3, 4.

Ако две от множествата V ′
i са празни, тогава непременно едно от другите

две множества съдържа съседни върхове, понеже χ(G1) = 3. Поради това, в
тази ситуация, V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 не е 4-хроматично разлагане на G.

Да допуснем сега, че и четирите множества V ′
i не са празни. Тогава, ако

11 ∈ Vi, непременно 11 е съседен на върховете от V ′
i ⊆ Vi. Следователно, и

в тази ситуация V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 не е 4-хроматично разлагане на G.
Остава да разгледаме ситуацията, когато точно три от множествата V ′

i не
са празни. Без ограничение на общността можем да предположим, че V ′

i 6= ∅,
i = 1, 2, 3 и V ′

4 = ∅. Да допуснем, че

(5.18) V1, V2, V3 са независими множества на G.
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Тогава V ′
1 , V

′
2 и V ′

3 също са независими. Понеже α(C5) = 2, следва че |V ′
i | ≤ 2.

Поради това две от множествата V ′
i , i = 1, 2, 3 имат точно по два върха, а

третото има точно един връх. Тъй като изображението

ϕ = (1 2 3 4 5)(6 7 8 9 10)(11) ∈ S11

е автоморфизъм на графа G и степените на ϕ действат транзитивно на V (G1),
достатъчно е да разгледаме само ситуацията, когато

V ′
1 = {1} и |V ′

2 | = |V ′
3 | = 2.

От това, че V ′
2 и V ′

3 са независими, следва че

V ′
2 = {2, 4} и V ′

3 = {3, 5}.

Понеже 1 ∈ V ′
1 , 2 ∈ V ′

2 , 3 ∈ V ′
3 и 1, 2, 3 ∈ ΓG(7), от (5.18) следва 7 ∈ V4.

Понеже 1 ∈ V ′
1 , 4 ∈ V ′

2 , 5 ∈ V ′
3 и 1, 4, 5 ∈ ΓG(10), от (5.18) следва 10 ∈ V4.

И така 7, 10 ∈ V4. Понеже 7 и 10 са съседни, доказахме че V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4

не е 4-хроматично разлагане на G. С това доказахме, че G
v

−→ (2, 2, 2, 2).
Очевидно cl(G) = 3. Следователно

Fv(2, 2, 2, 2; 4) ≤ |V (G)| = 11.

II. Доказателство на неравенствотоFv(2, 2, 2, 2; 4) ≥ 11.
Съгласно Лема 5.5 имаме Fv(2, 2, 2, 2; 4) ≥ 10. Поради това, трябва да

докажем, че Fv(2, 2, 2, 2; 4) 6= 10, т.е. трябва да докажем, че всеки 10-върхов
граф, който не съдържа 4-клики има 4-хроматично разлагане.

И така, нека G е произволен 10-върхов граф с cl(G) < 4. Да допуснем,
че съществуват два несъседни върха v1, v2 ∈ V (G), такива че ΓG(v1) ⊆
ΓG(v2). Разглеждаме подграфа G1 = G − {v1}. Съгласно Лема 5.5, G1 има
4-хроматично разлагане V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4. Ако v2 ∈ V1, тогава

(V1 ∪ {v1}) ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4

е 4-хроматично разлагане на G. Съгласно тези разсъждения по-нататък мо-
жем да предположим, че

(5.19) ΓG(vi) * ΓG(vj) за всеки два несъседни върха vi, vj ∈ V (G).

Да допуснем, че ∃ v0 ∈ V (G), такъв че dG(v0) = 9. Нека G0 = G − v0.
От cl(G) < 4 следва cl(G0) < 3. Съгласно (4.2), χ(G0) ≤ 3. Поради това
χ(G) ≤ 4. Нека dG(v) 6= 9, ∀ v ∈ V (G). От (5.19) следва, че dG(v) 6= 8,
∀ v ∈ V (G). Ето защо за разглеждания граф G ще предполагаме, че

(5.20) dG(v) ≤ 7, ∀ v ∈ V (G).

Ще разгледаме следните две възможности:

Случай 1. α(G) ≥ 4.
Нека {v1, v2, v3, v4} е независимо множество на G и G1 = G−{v1, v2, v3, v4}.
Ако χ(G1) ≤ 3, тогава χ(G) ≤ 4. Нека χ(G1) ≥ 4. Понеже cl(G1) ≤ 3, от
Теорема 2.1 следва, че G1 = K1 + C5. Нека V (K1) = {v′}. Съгласно (5.20),
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върхът v′ не е съседен на някой от върховете v1, v2, v3, v4. Нека например v′

и v1 не са съседни. Тогава ΓG(v1) ⊆ ΓG(v′), което противоречи на (5.19).

Случай 2. α(G) < 4.
Съгласно Теорема 5.4, графът G има две независими и дизюнктни множества
{v1, v2, v3} и {v4, v5, v6}. Нека останалите върхове на G са v7, v8, v9 и v10. От
cl(G) < 4 следва, че два от тези върхове не са съседни. Нека, например, v7
и v8 не са съседни. Ако v9 и v10 също не са съседни, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v4, v5, v6} ∪ {v7, v8} ∪ {v9, v10}

е 4-хроматично разлагане на G. Поради това ще считаме, че v9 и v10 са
съседни.

Нека всеки от върховете v1, v2, v3 не е съседен на някой от върховете
v9 и v10. Да означим с V1 множеството на върховете v1, v2, v3, които не са
съседни на v9 и самия връх v9. С V2 означаваме тези от върховете v1, v2, v3,
които не са в V1 и върха v10. Ясно е, че

V1 ∪ V2 ∪ {v4, v5, v6} ∪ {v7, v8}

е 4- хроматично разлагане на G. Поради това, можем да считаме, че поне
един от върховете v1, v2, v3 е съседен на v9 и v10. По същия начин се доказва,
че поне един от върховете v4, v5, v6 е съседен на v9 и v10, а също така, че
поне един от върховете v7, v8 е съседен на v9 и v10. От тези разсъждения
следва, че можем да предположим, че

ΓG(v9, v10) ⊇ {v1, v4, v7}.

Понеже cl(G) < 4 и α(G) < 4 следва, че {v1, v4, v7} е независимо множество
и

(5.21) ΓG(v9, v10) = {v1, v4, v7}.

От (5.21) следва, че върхът v8 не е съседен на единия от върховете v9, v10.
Нека, например, v8 и v9 не са съседни. Ще разгледаме два подслучая:

Подслучай 2.а. Върховете v8 и v10 не са съседни.
Съгласно (5.21) върхът v5 не е съседен на един от върховете v9, v10. Без
ограничение на общността можем да предположим, че v5 и v9 не са съседни.
Ако v6 и v9 не са съседни, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v5, v6, v9} ∪ {v4, v7} ∪ {v8, v10}

е 4-хроматично разлагане на G. Нека v6 и v9 са съседни. Тогава от (5.21)
следва, че v6 и v10 не са съседни.

Ако v5 и v10 не са съседни, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v4, v7} ∪ {v5, v6, v10} ∪ {v8, v9}

е 4-хроматично разлагане. Поради това ще предполагаме, че v5 и v10 са
съседни.

И така

[v5, v9], [v6, v10] /∈ E(G) и [v5, v10], [v6, v9] ∈ E(G).
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Разсъждавайки за върховете v2 и v3 по същия начин, както по-горе разсъж-
давахме за v5 и v6, стигаме до ситуацията, когато

[v2, v9], [v3, v10] /∈ E(G) и [v3, v9], [v2, v10] ∈ E(G).

Ако v5 и v7 не са съседни, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v4, v5, v7} ∪ {v6, v10} ∪ {v8, v9}

е 4- хроматично разлагане на G. По същия начин се убеждаваме, че
когато v7 не е съседен на някой от върховете v2, v3, v6 графът G има 4-
хроматично разлагане. Поради това остава да разгледаме ситуацията, когато
v7 е съседен на v2, v3, v5, v6. В тази ситуация имаме

(5.22) ΓG(v7) ⊇ {v2, v3, v5, v6, v9, v10}.

От cl(G) < 4 и (5.22) следва, че

[v3, v6] /∈ E(G) и [v2, v5] /∈ E(G).

Ето защо
{v1, v4} ∪ {v2, v5, v9} ∪ {v3, v6, v10} ∪ {v7, v8}

е 4-хроматично разлагане на G.

Подслучай 2.в. Върховете v8 и v10 са съседни.
Ако v10 не е съседен на v2 и v3, тогава

{v1, v7} ∪ {v2, v3, v10} ∪ {v8, v9} ∪ {v4, v5, v6}

е 4-хроматично разлагане на G. Ако v10 не е съседен на v5 и v6, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v4, v7} ∪ {v5, v6, v10} ∪ {v8, v9}

е 4-хроматично разлагане на G. Поради това остава да разгледаме ситуаци-
ята, когато v10 е съседен на един от върховете v2, v3 и на един от върховете
v5, v6. Без ограничение на общността можем да предположим, че

[v3, v10] ∈ E(G) и [v6, v10] ∈ E(G).

От (5.20) следва, че v10 не е съседен на v2 и v5, а от (5.21) следва, че v9 не
е съседен на v3 и v6. Ако v1, v4, v3, v6 ∈ ΓG(v8), тогава

ΓG(v8, v10) ⊇ {v1, v4, v3, v6}.

От cl(G) < 4 следва, че {v1, v4, v3, v6} е независимо множество, което проти-
воречи на условието α(G) < 4 в разглеждания случай.

Нека v8 не е съседен на някой от върховете v1, v4, v3, v6. Ако v8 не е
съседен на един от върховете v3, v6, например v8 не е съседен на v3, тогава

{v1, v7} ∪ {v2, v10} ∪ {v3, v8, v9} ∪ {v4, v5, v6}

е 4-хроматично разлагане на графа G. Ако v8 не е съседен на един от вър-
ховете v1, v4, например v8 не е съседен на v4, тогава

{v1, v2, v3} ∪ {v5, v10} ∪ {v6, v9} ∪ {v4, v7, v8}
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е 4-хроматично разлагане на графа G.
Неравенството Fv(2, 2, 2, 2; 4) ≥ 11 е доказано, а с това доказателството

на равенството (5.4), в случая r = 4, е доказано.

Неравенството Fv(2, 2, 2, 2; 4) ≤ 11 е от дисертацията [N12] и е публику-
вано в [N20]. За независимост и пълнота на изложението включваме доказа-
телството му и тук. Окончателното пресмятане на Fv(2, 2, 2, 2; 4) е направено
през 1984 г. и публикувано в [N22]. През 1987 г. B. Toft поставя като проблем
пресмятането на числото Fv(2, 2, 2, 2; 4). Поради това през 1993 г. в [H2]
и през 1995 г. в [J3] това число е пресметнато отново. Странното в тази
ситуация е това, че в [H2] и [J3] се цитира нашата работа [N22]. Това
наложи повторното публикуване на равенството Fv(2, 2, 2, 2; 4) = 11 в [N27].
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5.4. Усилване на Теорема 5.1, когато r ≥ 5.

В този пункт ще усилим равенството (5.5) по следния начин

Теорема 5.5. Нека G е граф такъв, че

G
v

−→ (2r), cl(G) < r и |V (G)| = Fv(2r; r),

където r ≥ 5. Тогава G = Kr−5 + C5 + C5.
Съгласно (5.2), Теорема 5.4. може да се формулира по следния еквива-

лентен начин:

Теорема 5.6. Нека G е граф такъв, че χ(G) ≥ r + 1 и cl(G) < r,
където r ≥ 5. Тогава

|V (G)| ≥ r + 6 или G = Kr−5 + C5 + C5.

Доказателство на Теорема 5.6. Нека G удовлетворява условията на
Теорема 5.6 и да допуснем, че |V (G)| ≤ r + 5. Трябва да докажем, че G =
Kr−5 + C5 + C5. От (5.5) и (5.2) следва, че

(5.23) G е върхово-критичен (r + 1) − хроматичен граф.

Доказателството на равенството G = Kr−5 + C5 + C5 ще направим по ин-
дукция относно r. Понеже r ≥ 5, базата на индукцията е r = 5. В тази
ситуация трябва да докажем, че ако cl(G) < 5, χ(G) ≥ 6 и |V (G)| ≤ 10,
тогава G = C5 + C5. От (5.23) и Теорема 5.2 следва, че G = G1 + G2. Ще
докажем, че

(5.24) cl(G1) = cl(G2) = 2

и

(5.25) χ(Gi) ≥ 3, i = 1, 2.

Съгласно (5.3) имаме cl(G1) + cl(G2) = cl(G) < 5. Поради това, равенствата
(5.24) ще бъдат доказани, ако докажем, че cl(Gi) ≥ 2, i = 1, 2. Да допус-
нем противното и нека, например, cl(G1) = 1. Тогава χ(G1) = 1. От (5.3)
получаваме cl(G2) < 4 и χ(G2) ≥ 5. От (5.2) и Теорема 5.1. (r = 4) следва
|V (G2)| ≥ 11, което противоречи на допускането, че |V (G)| ≤ 10. С това
(5.24) е доказано.

Да допуснем сега, че (5.25) не е вярно и нека, например, χ(G1) ≤ 2.
Тогава от (5.3) и (5.24) правим извода, че cl(G2) = 2 и χ(G2) ≥ 4. Съгласно
(5.2) и Теорема 5.1 (r = 3) имаме |V (G2)| ≥ 11, което отново противоречи на
неравенството |V (G)| ≤ 10.

И така доказахме (5.24) и (5.25). От Теорема 2.1 (r = 3) следва |V (Gi)| ≥
5, i = 1, 2. Последните неравенства и неравенството |V (G)| ≤ 10 ни дават

(5.26) |V (G1)| = |V (G2)| = 5.

От (5.26) и Теорема 2.1 (r = 3) следва G1 = G2 = C5. Доказахме, че G =
C5 + C5. С това базата на индукцията е доказана.

Нека r ≥ 6. Понеже |V (G)| ≤ r + 5 имаме

5

3
(r + 1) − |V (G)| ≥

5

3
(r + 1) − (r + 5) > 0.
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От последното неравенство, (5.23) и Теорема 5.3 получаваме G = K1+G′. От
последното равенство и (5.3)става ясно, че cl(G′) < r−1 и χ(G) ≥ r. Понеже
|V (G′)| ≤ r + 4, индукционната хипотеза ни дава, че G′ = Kr−6 + C5 + C5.
Следователно G = Kr−5 + C5 + C5.

Теорема 5.6 е доказана.
Теорема 5.6 е от дисертацията [N12] и е публикувана в [N20]. През 2003

г. в [N37] публикуваме ново доказателство на тази теорема. Доказателство-
то, което даваме тук, съвпада с това от [N37].
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5.5. Пресмятане на числата Fv(2r; r− 1) и Fv(2r; r− 2) при
достатъчно големи стойности на r.

В този пункт ще пресметнем Фолкмановите числа Fv(2r; r− 1) при r ≥ 8
и Fv(2r; r − 2) при r ≥ 11, където

2r = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

)

Съгласно (3.22) имаме

Fv(2r; r − 1) съществува ⇐⇒ r ≥ 4.

Ще докажем следната:

Теорема 5.7. Нека r е естествено число и r ≥ 4. Тогава

(а) Fv(2r; r − 1) ≥ r + 7;

(б) Fv(2r; r − 1) = r + 7, ако r ≥ 8.

Ще са ни необходими следните две леми:

Лема 5.6. Нека G
v

−→ (a1, . . . , ar), r ≥ 2 и cl(G) < q. Тогава

|V (G)| ≥ Fv(a2, . . . , ar; q) + α(G).

Доказателство. Нека A ⊆ V (G) е независимо множество и |A| =

α(G). Разглеждаме подграфа G1 = G − A. От G
v

−→ (a1, . . . , ar) очевидно
следва

G1
v

−→ (a2, . . . , ar).

Понеже cl(G1) ≤ cl(G) < q имаме

|V (G1)| ≥ Fv(a2, . . . , ar; q).

Следователно |V (G)| ≥ Fv(a2, . . . , ar; q) + α(G).

Лема 5.7. Нека G е върхово-критичен r-хроматичен граф. Тогава

ΓG(vi) * ΓG(vj)

за всеки два несъседни върха vi и vj на графа G.

Доказателство. Да допуснем противното, т.е. че съществуват несъ-
седни върхове vi и vj на G такива, че

ΓG(vi) ⊆ ΓG(vj).

Понеже G е върхово-критичен r-хроматичен граф, χ(G − vi) ≤ r − 1. Нека
V1 ∪ . . . ∪ Vr−1 е (r − 1)-хроматично разлагане на G − vi. Добавяйки върха
vi към това от множествата V1, . . . , Vr−1, в което е върхът vj получаваме
(r − 1)-хроматично разлагане на графа G, което е противоречие.

Теорема 5.7 ще докажем с помощта на следната:

Теорема 5.8. Нека G е граф такъв, че cl(G) < r − 1 и χ(G) ≥ r + 1,
където r ≥ 4. Тогава

|V (G)| ≥ r + 7.
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Доказателство на Теорема 5.8. Съгласно (5.2) имаме

G
v

−→ (2r).

Понеже cl(G) < r − 1, от Лема 5.6 получаваме

|V (G)| ≥ Fv(2r−1; r − 1) + α(G).

От това неравенство и Теорема 5.1 правим извода, че

(5.27) |V (G)| ≥ r + 4 + α(G).

Тъй като всеки (r+1)-хроматичен граф съдържа върхово-критичен (r+1)-
хроматичен подграф, достатъчно е да докажем Теорема 5.8, когато

(5.28) G е върхово-критичен (r + 1) − хроматичен граф.

Доказателството на неравенството |V (G)| ≥ r+ 7 ще направим по индук-
ция относно r. Понеже r ≥ 4, базата на индукцията е r = 4. В тази ситуация
имаме χ(G) ≥ 5 и cl(G) < 3. Съгласно (5.2) имаме G

v
−→ (2, 2, 2, 2). Понеже G

не е пълен граф, α(G) ≥ 2. От Лема 5.6 получаваме |V (G)| ≥ Fv(2, 2, 2; 3)+2.
От това неравенство и равенството Fv(2, 2, 2; 3) = 11 (виж Теорема 5.1, r = 3),
следва |V (G)| ≥ 13. С това базата на индукцията е доказана. При това дока-
захме по-силното неравенство |V (G)| ≥ 13 вместо |V (G)| ≥ 11.

Нека r ≥ 5. Ако G = K1+G1, тогава cl(G1) < r−2 и χ(G1) ≥ r. Съгласно
индуктивната хипотеза |V (G1)| ≥ r+6. Следователно |V (G)| ≥ r+7. Остава
да разгледаме ситуацията, когато

dG(v) ≤ |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G).

От (5.28) и Лема 5.7 следва

dG(v) 6= |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G).

С тези разсъждения изяснихме, че

(5.29) dG(v) ≤ |V (G)| − 3, ∀ v ∈ V (G).

Случай 1. G
v
9 (2, 2, r − 2).

Нека V1 ∪ V2 ∪ V3 е (2, 2, r − 2)-свободно 3-разлагане на G. Ако α(G) ≥ 3,
тогава от (5.27) следва |V (G)| ≥ r + 7. Нека α(G) < 3. Понеже G не е
пълен граф имаме α(G) = 2. Поради това |Vi| ≤ 2, i = 1, 2. Съгласно (5.29)
можем да предположим, че |V1| = 2. От (5.29) и α(G) = 2 следва, че ако
|V2| = 1 и V2 = {w}, тогава w не е съседен на някой от върховете на V3.
Поради това можем да предположим, че |V2| = 2. Нека G̃ = G[V3]. Тъй като
V1∪V2∪V3 е (2, 2, r−2)-свободно 3-разлагане на G, cl(G̃) < r−2. Ясно е, че от
χ(G) ≥ r+ 1 следва χ(G̃) ≥ r− 1. От Теорема 5.1 получаваме |V (G̃)| ≥ r+ 3.
Понеже |V1| = |V2| = 2, следва |V (G)| ≥ r + 7.

Случай 2. G
v

−→ (2, 2, r − 2).
Понеже cl(G) < r − 1, от Теорема 4.1 следва

|V (G)| ≥ 2(r − 2) + 4 = 2r.
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Поради това, ако 2r ≥ r + 7, т.е. r ≥ 7, имаме |V (G)| ≥ r + 7. Остава да
докажем Теорема 5.7 в случаите r = 5 и r = 6.

Нека r = 5. Съгласно (5.27), |V (G)| ≥ 11. Понеже cl(G) < 4, от R(3, 4) = 9
следва α(G) ≥ 3. От последното неравенство и (5.27) следва |V (G)| ≥ 12.

Нека r = 6. В тази ситуация имаме G
v

−→ (2, 2, 4). Тъй като cl(G) < 5

|V (G)| ≥ Fv(2, 2, 4; 5).

Съгласно Теорема 4.4, Fv(2, 2, 4; 5) = 13. Следователно |V (G)| ≥ 13.
Теорема 5.8 е доказана.

Доказателство на Теорема 5.7. Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (2r)
и cl(G) < r − 1. За да докажем (а), трябва да докажем, че |V (G)| ≥ r + 7.
От G

v
−→ (2r), съгласно (5.2), имаме χ(G) ≥ r + 1. Понеже cl(G) < r − 1, от

Теорема 5.8 следва |V (G)| ≥ r + 7. С това (а) е доказано.
Нека r ≥ 8. Разглеждаме графа

G = Kr−8 + C5 + C5 + C5.

От (5.3) имаме cl(G) = r − 2 и χ(G) = r + 1. Съгласно (5.2), G
v

−→ (2r).
Следователно

Fv(2r; r − 1) ≤ |V (G)| = r + 7, ако r ≥ 8.

От последното неравенство и неравенството (а) получаваме

Fv(2r; r − 1) = r + 7, ако r ≥ 8.

Теорема 5.7 е доказана.

Забележка 5.3. В случая r = 4 всъщност доказахме по-силното от
(а) неравенство Fv(2, 2, 2, 2; 3) ≥ 13 (виж базата на индукцията r = 4 в
доказателството на Теорема 5.8)

Пресмятането на числата Fv(2r; r−1) при 4 ≤ r ≤ 7 е екстремално трудна
задача. За сега е пресметнато само числото Fv(2, 2, 2, 2; 3). По-важните етапи
от пресмятането на това число са следните:

Fv(2, 2, 2, 2; 3) ≤ 23, 1955 г. в [M4];

Fv(2, 2, 2, 2; 3) ≥ 18, 1979 г. в [A1];

Fv(2, 2, 2, 2; 3) = 22, 1995 г. в [J3].

Доказателството на последното равенство е получено с помощта на компю-
тър.

Теорема 5.7 е публикувана в [N20]. Доказателството, което даваме тук е
съществено различно от доказателството в [N20].

Преминаваме към пресмятането на числата Fv(2r, r−2), r ≥ 11. Съгласно
(3.22)

Fv(2r, r − 2) съществува ⇐⇒ r ≥ 5.

За тези числа ще докажем следния резултат:

Теорема 5.9. Нека r ≥ 5 е естествено число. Тогава

70



(а) Fv(2r, r − 2) ≥ r + 9;

(б) Fv(2r, r − 2) = r + 9, ако r ≥ 11.

Теорема 5.9 ще докажем с помощта на следната:

Теорема 5.10. Нека G е граф такъв, че cl(G) < r− 2 и χ(G) ≥ r+ 1,
където r ≥ 5. Тогава |V (G)| ≥ r + 9.

Доказателство на Теорема 5.10. Съгласно (5.2) имаме G
v

−→ (2r).
Понеже cl(G) < r − 2, от Лема 5.6 следва

(5.30) |V (G)| ≥ Fv(2r−1; r − 2) + α(G).

От това неравенство и Теорема 5.7 получаваме

(5.31) |V (G)| ≥ r + 6 + α(G).

Тъй като всеки (r + 1)-хроматичен граф съдържа върхово-критичен (r + 1)-
хроматичен подграф, достатъчно е да докажем Теорема 5.10, когато

(5.32) G е върхово-критичен (r + 1) − хроматичен граф.

Доказателството на неравенството |V (G)| ≥ r+ 9 ще направим по индук-
ция относно r. Понеже r ≥ 5 базата на индукцията е r = 5. Когато r = 5
имаме χ(G) ≥ 6 и cl(G) < 3. От (5.2) имаме

G
v

−→ (2, 2, 2, 2, 2).

Съгласно забележка 5.3, Fv(2, 2, 2, 2; 3) ≥ 13. Поради това, от (5.30) получа-
ваме |V (G)| ≥ 15. С това базата на индукцията r = 5 е доказана.

Нека r ≥ 6. Ако G = K1+G1, тогава cl(G1) < r−3 и χ(G1) ≥ r. Съгласно
индуктивната хипотеза |V (G1)| ≥ r + 8. Следователно |V (G)| ≥ r + 9.

По-нататък ще считаме, че

(5.33) dG(v) ≤ |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G).

От (5.32) и Лема 5.7 следва, че

dG(v) 6= |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G).

Този факт и (5.33) дават

(5.34) dG(v) ≤ |V (G)| − 3, ∀ v ∈ V (G).

Ще разгледаме два случая:

Случай 1. G
v
9 (2, 2, r − 3).

Нека V1∪V2∪V3 е (2, 2, r−3)-свободно 3-разлагане на графа G. Ако α(G) ≥ 3,
от (5.31) получаваме |V (G)| ≥ r + 9. Нека α(G) < 3. Понеже G не е пълен
граф, имаме

(5.35) α(G) = 2.

От (5.35) следва |Vi| ≤ 2, i = 1, 2. Съгласно (5.33) можем да предположим,
че |V1| = 2. Да предположим, че |V2| = 1 и нека V2 = {w}. От (5.35) и (5.34)
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правим извода, че върхът w не е съседен на някой от върховете на V3. Тези
разсъждения ни дават право да считаме, че |V2| = 2. Нека G̃ = G[V3]. Тъй
като V1 ∪ V2 ∪ V3 е (2, 2, r − 3)-свободно 3-разлагане, cl(G̃) < r − 3. Ясно е,
че от χ(G) ≥ r + 1 следва χ(G̃) ≥ r − 1. Поради това, от Теорема 5.8 имаме
|V (G̃)| ≥ r + 5. Понеже |V1| = |V2| = 2, |V (G)| ≥ r + 9.

Случай 2. G
v

−→ (2, 2, r − 3).
Понеже cl(G) < r − 2, от Теорема 4.1 следва |V (G)| ≥ 2(r − 3) + 4 = 2r − 2.
Поради това, ако 2r − 2 ≥ r + 9, т.е. r ≥ 11, неравенството |V (G)| ≥ r + 9 е
доказано. Остава да докажем неравенството |V (G)| ≥ r+9, когато 6 ≤ r ≤ 10.

Подслучай 2.а. r = 6.
От (5.31) имаме |V (G)| ≥ 14. Понеже cl(G) < 4 и R(3, 4) = 9, следва α(G) ≥
3. От (5.31) получаваме |V (G)| ≥ 15.

Подслучай 2.в. r = 7.
Съгласно (5.31), |V (G)| ≥ 15. Понеже cl(G) < 5 и R(3, 5) = 14, следва
α(G) ≥ 3. Сега от (5.31) получаваме |V (G)| ≥ 16.

Подслучай 2.с. r = 8.
В тази ситуация от (5.31) имаме |V (G)| ≥ 16. Трябва да докажем, че |V (G)| 6=
16. Да допуснем противното, т.е. |V (G)| = 16. Тогава от (5.31) следва α(G) =
2. От (5.32) и Теорема 5.2 правим извода, че G = G1+G2. Съгласно (5.34), G1

и G2 не са пълни графи. От (5.32) следва, че G1 и G2 са върхово-критични
хроматични графи. От тези два факта имаме

(5.36) cl(Gi) ≥ 2, i = 1, 2.

Без ограничение на общността можем да предположим, че

2 ≤ cl(G1) ≤ cl(G2).

Понеже
cl(G1) + cl(G2) = cl(G) ≤ 5

от (5.36) получаваме cl(G1) = 2 и cl(G2) ≤ 3. Равенствата α(G) = 2, cl(G1) =
2 и R(3, 3) = 6 дават, че |V (G1)| ≤ 5. Равенствата α(G) = 2 и R(3, 4) = 9
заедно с cl(G2) ≤ 3 дават, че

|V (G2)| ≤ 8.

Получихме, че |V (G)| ≤ 13, което е противоречие.

Подслучай 2.д. r = 9.
От (5.31) следва |V (G)| ≥ 17. Трябва да докажем, че |V (G)| 6= 17. Да допус-
нем противното, т.е. |V (G)| = 17. Тогава от (5.31) имаме α(G) = 2. От (5.32)
и Теорема 5.2 правим извода, че G = G1 +G2. От (5.32) следва, че G1 и G2

са върхово-критични хроматични графи, а от (5.34) следва, че G1 и G2 не са
пълни графи. Тези два факта ни дават, че

(5.37) χ(Gi) ≥ 3, i = 1, 2.

и че е вярно (5.36). Без ограничение на общността можем да предположим,
че

2 ≤ cl(G1) ≤ cl(G2).
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Понеже cl(G1) + cl(G2) = cl(G) ≤ 6, имаме cl(G1) = 2 и cl(G2) ≤ 4 или
cl(G1) = cl(G2) = 3.

Нека cl(G1) = 2 и cl(G2) ≤ 4. Тогава от α(G) = 2 и R(3, 3) = 6 следва
|V (G1)| ≤ 5. От (5.37) имаме |V (G1)| ≥ 5. Следователно |V (G1)| = 5. Съг-
ласно Теорема 2.1, G1 = C5. Понеже χ(C5) = 3, от χ(G) ≥ 10 и (5.3) следва
χ(G2) ≥ 7. И така, за графа G2 получихме, че

cl(G2) ≤ 4, χ(G2) ≥ 7 и |V (G2)| = 12.

Това противоречи на Теорема 5.8 (r = 6).
Да допуснем сега, че cl(G1) = cl(G2) = 3. В тази ситуация от

R(3, 4) = 9 и α(G) = 2 следва |V (Gi)| ≤ 8, i = 1, 2. Получихме, че |V (G)| ≤
16, което е противоречие.

Подслучай 2.е. r = 10.
Съгласно (5.33) в G няма връх, който да е съседен на всички останали.
Поради това от (5.32) и Теорема 5.3 имаме

5.11

3
− |V (G)| < 0, т.е |V (G)| > 18.

Теорема 5.10 е доказана.

Доказателство на Теорема 5.9. Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (2r)
и cl(G) < r − 2. За да докажем (а), трябва да докажем, че |V (G)| ≥ r + 9.
От G

v
−→ (2r), съгласно (5.2), имаме χ(G) ≥ r + 1. Понеже cl(G) < r − 2, от

Теорема 5.10 получаваме |V (G)| ≥ r + 9. С това (а) е доказано.
Нека r ≥ 11. Разглеждаме графа

G = Kr−11 + C5 + C5 + C5 + C5.

От (5.3) имаме cl(G) = r − 3 и χ(G) = r + 1. От (5.2) следва G
v

−→ (2r).
Поради това

Fv(2r; r − 3) ≤ |V (G)| = r + 9.

От последното неравенство и неравенството (а) получаваме

Fv(2r; r − 3) = r + 9 ако r ≥ 11.

Теорема 5.9 е доказана.

Теорема 5.9 е публикувана в [N18]. Доказателството, което даваме тук,
е съществено различно от доказателството в [N18].
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ГЛАВА 6

ПРЕСМЯТАНЕ НА ФОЛКМАНОВИТЕ ЧИСЛА

Fv(a1, . . . , ar;m− 1), когато max{a1, . . . , ar} = 3 или 4.

6.1. Пресмятане на числата Fv(2, 3, 3; 5) и Fv(2, 2, 2, 3; 5).

Числата m и p са дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). Ако p = 3,
тогава съгласно (3.24)

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) съществува ⇐⇒ m ≥ 5.

Ако m = 5, тогава има две съществени (в смисъл, че ai ≥ 2) такива числа, а
именно Fv(3, 3; 4) и Fv(2, 2, 3; 4). Съгласно (4.12) имаме Fv(3, 3; 4) = 14, а от
(4.4) имаме Fv(2, 2, 3; 4) ≤ 14. Точната стойност на това число не е известна.
В този пункт ще разгледаме числата Fv(a1, . . . , ar;m − 1), когато p = 3 и
m = 6. Предполагайки, че ai ≥ 2 (виж Твърдение 3.1) от m = 6 и p = 3
следва, че има две такива числа: Fv(2, 2, 2, 3; 5) и Fv(2, 3, 3; 5). Ще докажем
следната:

Теорема 6.1. Fv(2, 2, 2, 3; 5) = Fv(2, 3, 3; 5) = 12.
Преди да докажем тази теорема, ще докажем няколко леми за графа P ,

допълнението P , на който е дадено на Фиг. 4.2. Върховете на този граф
разделяме на следните две подмножества:

A = {a1, a2, . . . , a8} и B = {b1, b2, b3, b4}.

Лема 6.1. Нека W ⊆ V (P ) и P [W ] = C5.

(а) Ако W
⋂
B = {b1}, тогава W = {b1, a1, a2, a7, a8};

(б) Ако W
⋂
B = {b2}, тогава W = {b2, a1, a2, a3, a4};

(в) Ако W
⋂
B = {b3}, тогава W = {b3, a3, a4, a5, a6};

(г) Ако W
⋂
B = {b4}, тогава W = {b4, a5, a6, a7, a8}.

Доказателство. Ще докажем само (а), понеже (б), (в) и (г) се доказват
аналогично. И така, нека W

⋂
B = {b1}. Тогава от b2, b4 /∈ W и P [W ] = C5

следва, че a2, a7 ∈ W . От a7 ∈ W и P [W ] = C5 следва, че a8 ∈ W или
a6 ∈ W . От a2 ∈ W и P [W ] = C5 следва, че или a1 ∈ W или a3 ∈ W . Тъй
като в {a1, a3, a6, a8} единствената съседна в P двойка върхове е {a1, a8},
стигаме до извода, че W = {b1, a1, a2, a7, a8}.

Лема 6.2. Нека W ⊆ V (P ) и P [W ] = C5.

(а) Ако W
⋂
B = {b1, b3}, тогава

W = {b1, b2, a1, a7, a8} или W = {b1, b2, a2, a3, a4};

(б) Ако W
⋂
B = {b2, b3}, тогава

W = {b2, b3, a1, a2, a3} или W = {b2, b3, a4, a5, a6};
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(в) Ако W
⋂
B = {b3, b4}, тогава

W = {b3, b4, a3, a4, a5} или W = {b3, b4, a6, a7, a8};

(г) Ако W
⋂
B = {b1, b4}, тогава

W = {b1, b4, a5, a6, a7} или W = {b1, b4, a1, a2, a8}.

Доказателство. Ще докажем само (а), тъй като (б), (в) и (г) се до-
казват по същия начин. И така, нека W

⋂
B = {b1, b2}. От b1 ∈ W , b4 /∈ W

и P [W ] = C5 следва, че a2 ∈ W или a7 ∈ W . Нека a2 ∈ W . От P [W ] = C5

следва, че a1 ∈ W или a3 ∈ W . Понеже P [a1, a2, b1, b2] = C4 имаме a1 /∈ W .
Поради това a3 ∈ W . Доказахме, че b1, b2, a2, a3 ∈ W . От P [W ] = C5 сега
лесно получаваме, че W = {b1, b2, a2, a3, a4}.

Нека a7 ∈ W . Тогава от P [W ] = C5 следва, че a6 ∈ W или a8 ∈ W . Тъй
като

ΓP (a6) ∩ ΓP (b2) = {b3}

и b3 /∈W имаме a6 /∈W . Поради това a8 ∈W . От P [W ] = C5 и равенството

ΓG(a8) ∩ ΓG(b2) = {a1}

получаваме W = {b1, b2, a7, a8, a1}.

Лема 6.3. Нека W ⊆ V (P ) и P [W ] = C5.

(а) Ако W
⋂
B = {b1, b2, b3}, тогава

W = {b1, b2, b3, a2, a3} или W = {b1, b2, b3, a6, a7};

(б) Ако W
⋂
B = {b2, b3, b4}, тогава

W = {b2, b3, b4, a4, a5} или W = {b2, b3, b4, a1, a8};

(в) Ако W
⋂
B = {b1, b3, b4}, тогава

W = {b1, b3, b4, a6, a7} или W = {b1, b3, b4, a2, a3};

(г) Ако W
⋂
B = {b1, b2, b4}, тогава

W = {b1, b3, b4, a1, a8} или W = {b1, b2, b4, a4, a5}.

Доказателство. Твърдения (а), (б), (в) и (г) се доказват по един и
същ начин. Поради това ще докажем само (а). Нека W

⋂
B = {b1, b2, b3}.

Тогава от b1 ∈W и P [W ] = C5 следва, че a2 ∈W или a7 ∈W . Тъй като

ΓP (a2) ∩ ΓP (b3) = {a3}

от a2 ∈W следва W = {b1, b2, b3, a2, a3}. От равенството

ΓP (a7) ∩ ΓP (b3) = {a6}
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става ясно, че когато a7 ∈W имаме

W = {b1, b2, b3, a6, a7}.

Лема 6.4. Нека W ⊆ V (P ) и P [W ] = C5. Ако |W ∩ B| = 2, тогава
двата върха в W ∩B са съседни в P .

Доказателство. Да допуснем противното и нека, например, W =
{b1, b3}. От P [W ] = C5 следва, че съществува u ∈W такъв, че

u ∈ ΓP (b1) ∩ ΓP (b3) = {b2, b4},

което противоречи на равенството W = {b1, b3}.

Доказателство на Теорема 6.1. Съгласно Твърдение 3.5 (i = 2 и
k = 2) от G

v
−→ (2, 3, 3) следва G

v
−→ (2, 2, 2, 3). Поради това е вярно нера-

венството
Fv(2, 2, 2, 3; 5) ≤ Fv(2, 3.3; 5).

Следователно трябва да докажем неравенствата

Fv(2, 2, 2, 3; 5) ≥ 12 и Fv(2, 3, 3; 5) ≤ 12.

I. Доказателство на неравенството Fv(2, 3, 3; 5) ≤ 12.
Ще докажем, че

(6.1) P
v

−→ (2, 3, 3).

Да допуснем противното и нека V1 ∪ V2 ∪ V3 е (2, 3, 3)-свободно разлагане на
V (P ). Тъй като α(P ) = 2 имаме

(6.2) |V1| ≤ 2.

Множеството Vi, i = 2, 3 не съдържа 3-клика. Поради това от α(P ) = 2 и
R(3, 3) = 6 следва

(6.3) |Vi| ≤ 5, i = 2, 3.

От |V (P )| = 12, (6.2) и (6.3) получаваме, че |V1| = 2, |V2| = |V3| = 5.
Дефинираме подграфите

Gi = P [Vi], i = 2, 3.

От α(Gi) = cl(Gi) = 2 и |V (Gi)| = 5, i = 2, 3 лесно следва, че G2 = G3 =
C5. Да забележим, че P [A] = C8 (множеството A е дефинирано по-горе).
Ето защо Vi * A, i = 2, 3. Поради това имаме, че Vi ∩ B 6= ∅, i = 2, 3. Без
ограничение на общността можем да предположим, че |V2 ∩B| ≤ |V3 ∩B|. От
|B| = 4 и V2 ∩B 6= 0 следва, че 1 ≤ |V2 ∩B| ≤ 2.

Случай 1. |V2 ∩B| = 1.
Поради симетрията на графа P можем да предположим, че V2 ∩ B = {b1}.
Съгласно Лема 6.1 (а) имаме V2 = {b1, a1, a2, a7, a8}.

76



Подслучай 1.а. |V3 ∩B| = 1.
Ако V3 ∩ B = {b2} или V3 ∩ B = {b4}, тогава от Лема 6.1 следва, че

V2 ∩ V3 6= ∅, което е противоречие. Нека V3 ∩ B = {b3}. Съгласно Лема
6.1 (в) имаме V3 = {b3, a3, a4, a5, a6}. Получихме, че V1 = {b2, b4}. Това е
противоречие, понеже V1 не е независимо множество на графа P .

Подслучай 1.в. |V3 ∩B| = 2.
От Лема 6.4 следва, че V3 ∩ B = {b2, b3} или V3 ∩ B = {b3, b4}. Тези

две възможности са равноправни поради съществуващата симетрия. Поради
това ще разгледаме само ситуацията, когато V3 ∩B = {b2, b3}. От V2 ∩V3 = ∅
и Лема 6.2 (б) следва, че V3 = {b2, b3, a4, a5, a6} и V1 = {a3, b4}. Това е
противоречие, понеже V1 не е независимо множество на графа P .

Подслучай 1.с. |V3 ∩B| = 3.
В тази ситуация V3∩B = {v2, v3, v4}. От V2∩V3 = ∅ и Лема 6.3 (б) следва,

че V3 = {b2, b3, b4, a4, a5} и V1 = {a3, a6}. Понеже a3 и a6 са съседни в графа
P , това е противоречие.

Случай 2. |V2 ∩B| = 2.
Ясно е, че |V3 ∩ B| = 2. Поради симетрията и Лема 6.4 достатъчно е да

разгледаме ситуацията, когато V2 ∩B = {b1, b2} и V3 ∪B = {b3, b4}. Съгласно
Лема 6.2 (а) налице са следните две възможности:

Подслучай 2.а. V2 = {b1, b2, a2, a3, a4}.
В този подслучай от Лема 6.2 (в) и V2 ∩V3 = ∅ следва V3 = {b3, b4, a6, a7, a8}
и V1 = {a1, a5}. Получихме противоречие, понеже a1 и a5 са съседни върхове
в графа P .

Подслучай 2.в. V2 = {b1, b2, a1, a7, a8}.
От Лема 6.2 (в) и V2 ∩ V3 = ∅ имаме V3 = {b3, b4, a3, a4, a5} и V2 = {a2, a6}.
Това е противоречие, понеже a2 и a6 са съседни върхове на графа P .

Доказахме (6.1). Понеже cl(P ) = 4 имаме

Fv(2, 3, 3; 5) ≤ |V (P )| = 12.

II. Доказателство на неравенството Fv(2, 2, 2, 3; 5) ≥ 12.
От Теорема 3.6 имаме

(6.4) Fv(2, 2, 2, 3; 5) ≥ 11.

Поради това, трябва да докажем, че Fv(2, 2, 2, 3; 5) 6= 11. Да допуснем про-
тивното, т.е. че Fv(2, 2, 2, 3; 5) = 11. Нека G е 11-върхов граф такъв, че
cl(G) < 5 и G

v
−→ (2, 2, 2, 3). От Теорема 3.5 (а) получаваме α(G) ≤ 3, а от

Теорема 3.5 (б) следва α(G) 6= 3. Понеже G не е пълен граф, α(G) ≥ 2. С
тези разсъждения доказахме, че

(6.5) α(G) = 2.

Да предположим, че съществува u, v ∈ V (G) такива, че ΓG(v) ⊆ ΓG(u).
Ясно е, че [u, v] /∈ E(G). От (6.4) имаме G−v

v
9 (2, 2, 2, 3). Нека V1∪V2∪V3∪V4

е (2, 2, 2, 3)-свободно 4-разлагане на G − v. Добавяйки върха v към това от
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множествата V1, V2, V3, V4, в което е върха u, ще получим (2, 2, 2, 3)-свободно
4-разлагане на V (G), което е противоречие. И така доказахме, че

(6.6) ΓG(v) * ΓG(u). ∀ u, v ∈ V (G).

Да допуснем, че ∃ v ∈ V (G) такъв, че dG(v) = |V (G)| − 1. Тогава cl(G−

v) < 4. Съгласно Твърдение 3.4 от G
v

−→ (2, 2, 2, 3) следва

G− v
v

−→ (2, 2, 2, 2).

Това противоречи на равенството (5.4). Това противоречие доказва, че

dG(v) 6= |V (G)| − 1, ∀ v ∈ V (G).

От (6.6) следва също, че dG(v) 6= |V (G)| − 2. Следователно

(6.7) dG(v) ≤ |V (G)| − 3, ∀ v ∈ V (G).

От |V (G)| = 11 и Теорема 4.4 следва G
v
9 (2, 2, 4). Нека V1∪V2∪V3 е (2, 2, 4)-

свободно 3-разлагане на V (G). От (6.5) правим извода, че |Vi| ≤ 2, i = 1, 2.
Да допуснем, че |V1| = 1 и V1 = {u}. Съгласно (6.5) и (6.7) съществува връх
v ∈ V3, който не е съседен на върха u. Като добавим този връх v към V1

ще получим 3-разлагане V1 ∪ V2 ∪ V3, което е (2, 2, 4)-свободно и |V1| = 2.
Ако |V2| = 1 и V2 = {w}, тогава от (6.5) и (6.7) следва, че съществува връх
v ∈ V3, който не е съседен на w. Добавяйки този връх към V2 получаваме
(2, 2, 4)-свободно 3-разлагане V1 ∪V2 ∪V3 на V (G), такова, че |V1| = |V2| = 2.
Нека V1 = {a, b} и V2 = {c, d}. Тогава дефинираме подграфите

G1 = G− {a, b, c, d} = G[V3] и G2 = G[a, b, c, d].

Ясно е, че от G
v

−→ (2, 2, 2, 3) следва G1
v

−→ (2, 3). Понеже V3 не съдържа
3-клика имаме cl(G1) < 4. Съгласно Следствие 3.2, G1 = C7 (Фиг. 6.1). От
(6.5) става ясно, че E(G2) непременно съдържа две ребра без общ връх.
Поради това можем да предположим, че [a, c], [b, d] ∈ E(G1). Ще разгледаме
два случая.

Случай 1. E(G2) = {[a, c], [b, d]}.
От cl(C) < 5 следва, че един от върховете a и c не е съседен на някой от
върховете v1, . . . , v7 на G1 (Фиг. 6.1). Без ограничение на общността можем
да предположим, че v1 и a не са съседни. Разглеждаме 4-разлагането

{v4, v5} ∪ {v6, v7} ∪ {c, d} ∪ {v1, v2, v3, a, b}.

От G
v

−→ (2, 2, 2, 3) следва, че {v1, v2, v3, a, b} съдържа 3-клика. Поне-
же a и v1 не са съседни, тази 3-клика е {v1, v3, b}. По същия начин от
4-разлагането

{v2, v3} ∪ {v4, v5} ∪ {c, d} ∪ {v1, v6, v2, a, b}.

следва, че {v1, v6, b} е 3-клика. От тези два факта правим извода, че

v1, v3, v6 ∈ ΓG(b).
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Понеже върховете b и d в разглежданата ситуация са равноправни имаме
също, че

v1, v3, v6 ∈ ΓG(d).

Получихме, че {v1, v3, v6, b, d} е 5-клика, което е противоречие.

◦

◦

◦

◦

◦ ◦

◦

v4

v5

v6

v7

v1 v2

v3

Фиг. 6.1

Случай 2. E(G2) ⊇ {[a, c], [b, d], [a, d]}.
Както и в Случай 1 можем да предположим, че v1 и a не са съседни,

От (6.5) следва, че v2, v7 ∈ ΓG(a). От (6.5) следва също, че a е съседен
на единия от върховете v4 и v5. Без ограничение на общността можем да
предположим, че a и v4 са съседни. И така, имаме

(6.8) v2, v4, v7 ∈ ΓG(a).

От (6.8) и cl(G) < 5 следва, че върхът d не е съседен на един от върховете
v2, v4, v7. Поради това, налице са следните три възможности:

Подслучай 2.а. Върховете d и v2 не са съседни.
Разглеждаме 4-разлагането

(6.9) {v5, v6} ∪ {v1, v7} ∪ {a, b} ∪ {v2, v1, v4, c, d}.

От G
v

−→ (2, 2, 2, 3) следва, че {v2, v3, v4, c, d} съдържа 3-клика. Понеже d
и v2 в разглеждания подслучай не са съседни, тази 3-клика е {c, v2, v4}. По
същия начин от 4-разлагането

(6.10) {v3, v4} ∪ {v5, v6} ∪ {a, b} ∪ {v1, v2, v7, c, d}.

следва, че {c, v2, v7} е 3-клика. От тези разсъждения става ясно, че v2, v4, v7 ∈
ΓG(c). Този факт и (6.8) ни дават, че {v2, v4, v7, a, d} е 5-клика, което е
противоречие.
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Подслучай 2.в. Върховете d и v4 не са съседни.
Както и в Подслучай 2.а от 4-разлагането (6.9) следва, че {c, v2, v4} е 3-
клика. От 4-разлагането

{v1, v7} ∪ {v2, v3} ∪ {a, b} ∪ {v4, v5, v6, c, d}

по същия начин следва, че {v4, v6, c} е 3-клика.
Доказахме, че

(6.11) v2, v4, v6 ∈ ΓG(c).

От (6.8), (6.11) и cl(G) < 5 следва, че c и v7 не са съседни. Сега разглеждаме
4- разлагането (6.10). От G

v
−→ (2, 2, 2, 3) следва, че в {v1, v2, v7, c, d} има

3-клика. Тъй като c и v7 не са съседни, тази 3-клика е {v2, v7, d}. По същия
начин от 4-разлагането

{v1, v2} ∪ {v3, v4} ∪ {a, b} ∪ {v5, v6, v7, c, d}

следва, че {v5, v7, d} е 3-клика. По този начин изяснихме, че

(6.12) v2, v5, v7 ∈ ΓG(d).

От (6.8), (6.11) и cl(G) < 5 следва, че a и v6 не са съседни. От (6.8), (6.12) и
cl(G) < 5 следва, че a и v5 не са съседни. Стигнахме до извода, че {a, v5, v6}
е независимо множество, което противоречи на (6.5)
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Подслучай 2.с. Върховете d и v7 не са съседни.
Този подслучай е аналогичен на подслучай 2.в.
Теорема 6.1 е доказана.

Нека P е графът, чието допълнение P е дадено на Фиг. 4.2. С помощта
на Теорема 4.3 ще докажем две допълнения на Теорема 6.1.

Теорема 6.2. Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (2, 3, 3), α(G) = 2 и
cl(G) < 5. Тогава |V (G)| ≥ 13 или G = P .

Доказателство. Съгласно Теорема 6.1 имаме |V (G)| ≥ 12. Да допус-
нем, че |V (G)| = 12. Съгласно Теорема 4.3, G е изоморфен на един от графите
P = P0, P1, . . . , P11. Тъй като 3-разлагането

{a7, a8} ∪ {b2, a1, a4, a5, a6} ∪ {b1, b3, b4, a2, a3}

е (2, 3, 3)-свободно за графа P1, G не е подграф на P1. От 3-разлагането

{a1, a5} ∪ {b1, b2, a2, a3, a4} ∪ {b3, b4, a6, a7, a8}

следва P2
v
9 (2, 3, 3). Следователно G не е подграф и на P2. Остава единст-

вената възможност G = P .

Теорема 6.3. Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (2, 2, 2, 3), α(G) = 2 и
cl(G) < 5. Тогава |V (G)| ≥ 13 или G = Pi за някое i = 0, 1, . . . , 13.

Доказателство. Съгласно Теорема 6.1 имаме |V (G)| ≥ 12. Да допус-
нем, че |V (G)| = 12. Съгласно Теорема 4.3, G е изоморфен на един от графите
Pi, i = 0, 1, . . . , 11. Ще докажем, че всяка една от тези възможности е реална,
т.е. че всеки от графите Pi, i = 0, 1, . . . , 11 има свойството Pi

v
−→ (2, 2, 2, 3).

Наистина, нека V1∪V2∪V3∪V4 е 4-разлагане на Pi. Да допуснем, че V1, V2, V3

са независими множества на графа Pi. Понеже α(Pi) = 2 имаме |Vi| ≤ 2,
i = 1, 2, 3. Следователно |V4| ≥ 6. От α(Pi) = 2 и R(3, 3) = 6 следва, че
V4 съдържа 3-клика. Доказахме, че всяко 4-разлагане на Pi не е (2, 2, 2, 3)-
свободно, което означава, че Pi

v
−→ (2, 2, 2, 3), i = 0, 1, . . . , 11.

Теоремите 6.1, 6.2 и 6.3 са публикувани в [N32].
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6.2. Триъгълни върхови Фолкманови числа.

Фолкмановите числа от вида

Fv(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
r

; q) = Fv(3r; q)

се наричат триъгълни числа на Фолкман. Съгласно (3.23) имаме

Fv(3r; q) = 2r + 1, ако q > 2r + 1.

В [L3] е доказано, че
Fv(3r; 2r + 1) = 2r + 4.

Съгласно (3.24), Fv(3r; 2r) съществува само когато r ≥ 2. От (4.12) имаме
Fv(3, 3; 4) = 14. В този пункт ще пресметнем числата Fv(3r; 2r) при r ≥ 3.
Резултатите, които предшестват окончателното пресмятаме на тези числа са
следните:

11 ≤ Fv(3, 3, 3; 6) ≤ 20 и 2r + 5 ≤ Fv(3r; 2r) ≤ 2r + 10, [L4];

2r + 6 ≤ Fv(3r; 2r) ≤ 2r + 8, [N28].

Ще докажем следната

Теорема 6.4.
Fv(3r; 2r) = 2r + 7, r ≥ 3.

Ще ни е необходима следната

Лема 6.5. Нека G е граф, такъв че

G
v

−→ (3r), r ≥ 3

и χ(G− v) ≥ 2r + 1 за някой връх v ∈ V (G). Тогава |V (G)| ≥ 2r + 7.

Доказателство. Да допуснем противното, т.е. |V (G)| ≤ 2r+ 6. Тогава
|V (G− v)| ≤ 2r+ 5. Тъй като χ(G− v) ≥ 2r+ 1 и cl(G− v) < 2r, от Теорема
5.6 следва G−v = K2r−5 +C5 +C5. Това равенство означава, че G е подграф
на K2r−4 + C5 + C5. От очевидното равенство

K2r−4 + C5 + C5 = K2 + . . .+K2︸ ︷︷ ︸
r−2

+C5 + C5

става ясно, че
K2r−4 + C5 + C5

v
9 (3r).

Следователно G
v
9 (3r), което е противоречие. Лема 6.5 е доказана.

Доказателство на Теорема 6.4.

I. Доказателство на неравенството Fv(3r; 2r) ≤ 2r + 7, r ≥ 3.

Разглеждаме графа P̃ = K1 + P , където допълнителния граф P е даден
на Фиг. 4.2. Ще докажем, че

(6.13) P̃
v

−→ (3, 3, 3).
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Нека V1 ∪ V2 ∪ V3 е 3-разлагане на V (P̃ ) и V (K1) = {a}. Без ограничение
на общността можем да предположим, че a ∈ V1. Да допуснем, че V1 не
съдържа 3-клика. Тогава V1\{a} е независимо множество. Понеже

(V1 − {a}) ∪ V2 ∪ V3

е 3-разлагане на графа P и P
v

−→ (2, 3, 3) (виж (6.1)) следва, че или V2, или
V3 съдържа 3-клика. С това (6.13) е доказано.

Разглеждаме графа P (r) = K2r−6 + P̃ , r ≥ 3. Тъй като cl(P ) = 4 имаме,
че cl(P̃ ) = 5 и cl(P (r)) = 2r− 1. От (6.13) и Следствие 4.4 (r = 3 и t = r− 3)
получаваме

P (r)
v

−→ (3r).

Следователно
Fr(3r; 2r) ≤ |V (P (r))| = 2r + 7.

II. Доказателство на неравенството Fr(3r; 2r) ≥ 2r + 7, r ≥ 3.
Ще докажем това неравенство по индукция относно r. Базата на индукци-

ята е r = 3. Трябва да докажем, че Fv(3, 3, 3; 6) ≥ 13. Да допуснем противното
и нека G е граф такъв, че G

v
−→ (3, 3, 3), cl(G) < 6 и |V (G)| ≤ 12. Съгласно

Теорема 3.1 имаме χ(G) ≥ 7. От Лема 6.5 следва, че G е върхово-критичен
7-хроматичен граф. От Теорема 5.2 следва, че G = G1 +G2. Без ограничение
на общността можем да предположим, че cl(G1) ≤ cl(G2). Тъй като

cl(G1) + cl(G2) = cl(G) < 6

или cl(G1) = 1, или cl(G2) = 2. Ако cl(G1) = 1, тогава cl(G2) < 5. От G
v

−→

(3, 3, 3) следва, че G2
v

−→ (2, 3, 3). Понеже |V (G2)| ≤ 11, това противоречи на
Теорема 6.1. Ако cl(G1) = 2, тогава cl(G2) < 4, а от G

v
−→ (3, 3, 3) следва, че

G2
v

−→ (3, 3). Понеже |V (G2)| < 12 това противоречи на равенството (4.12).
С това базата на индукцията r = 3 е доказана.
Нека r ≥ 4. Нека G

v
−→ (3r) и cl(G) < 2r. Трябва да докажем, че |V (G)| ≥

2r + 7. Да предположим, че

(6.14)
3

2

(
5

3
(2r + 1) − n

)
≤ 1, където n = |V (G)|.

От последното неравенство следва, че n ≥

⌈
10r + 3

3

⌉
. Понеже r ≥ 4 имаме

⌈
10r + 3

3

⌉
≥ 2r + 7. Поради това n = |V (G)| ≥ 2r + 7. Сега да допуснем, че

(6.14) не е изпълнено. Тогава ще бъде изпълнено неравенството

(6.15)

⌈
3

2

(
5

3
(2r + 1) − n

)⌉
≥ 2.

Съгласно Теорема 3.1 имаме χ(G) ≥ 2r+1. Ако χ(G−v) ≥ 2r+1 за някой връх
v ∈ V (G), тогава от Лема 6.5 получаваме желаното неравенство |V (G)| ≥
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2r+7. Остава да разгледаме ситуацията, когато G е върхово-критичен (r+1)-
хроматичен граф. От този факт и неравенството (6.15), съгласно Теорема 5.3,
следва, че G = K2 + G1. От G

v
−→ (3r) и cl(G) < 2r следва, че G1

v
−→

(3r−1) и cl(G1) < 2r − 2. Съгласно индуктивната хипотеза |V (G1)| ≥ 2r + 5.
Следователно |V (G)| ≥ 2r + 7.

Теорема 6.4 е доказана.

Теорема 6.4 е публикувана в [N37].
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6.3. Едно уточнение на Теорема 3.6.

Ще усилим Теорема 3.6 по следния начин:

Теорема 6.5 Нека a1, . . . , ar са естествени числа и за тях m и p са
дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2), като m ≥ p + 2 и p ≥ 3. Тогава,
ако F (2, 2, p; p+ 1) ≥ 2p+ 5, е вярно неравенството

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ p+ 3

Забележка 6.1. Съгласно (3.23) условието m ≥ p + 2 е необходимо
за да съществува числото Fv(a1, . . . , ar;m − 1). Ако p = 2. твърдението
на Теорема 6.5 не е вярно съгласно Теорема 5.1. Поради това условието
p ≥ 3 е необходимо.

Преди да докажем Теорема 6.5 ще докажем следния специален случай
на тази теорема, който е и подобрение на едното от неравенствата (4.20) на
Теорема (4.6).

Теорема 6.6 Нека естественото число p ≥ 3 е такова, че

F (2, 2, p; p+ 1) ≥ 2p+ 5.

Тогава за всяко естествено число r ≥ 2 е вярно неравенството

Fv(2r, p; r + p− 1) ≥ r + 2p+ 3.

Доказателство. Ще докажем Теорема 6.6 по индукция относно r.

I. Доказателство на Теорема 6.6, когато r = 3.
Ако p = 3, Теорема 6.6 следва от Теорема 6.1. Поради това ще считаме, че
p ≥ 4. Нека G е граф такъв, че G

v
−→ (2, 2, 2, p) и cl(G) < p + 2. Трябва

да докажем, че |V (G)| ≥ 2p+ 6. Най-напред ще разгледаме три ситуации, в
които неравенството |V (G)| ≥ 2p+ 6 се доказва лесно.

Ако за някой връх v ∈ V (G) имаме dG(v) = |V (G)| − 1, тогава G− v
v

−→
(2, 2, p) и cl(G− v) < p+ 1. От условието имаме

|V (G− v)| ≥ F (2, 2, p; p+ 1) ≥ 2p+ 5.

Следователно |V (G)| ≥ 2p+ 6. По-нататък ще предполагаме, че

(6.16) dG(v) ≤ |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G).

Да допуснем, че за някой връх v ∈ V (G) в (6.16) имаме равенство. Ако
u е несъседният на v връх, тогава ΓG(u) ⊆ ΓG(v). Разглеждаме подграфа
G − u. От G

v
−→ (2, 2, 2, p) и ΓG(u) ⊆ ΓG(v) следва, че G − u

v
−→ (2, 2, 2, p).

Наистина, ако допуснем, че V1∪V2∪V3∪V4 е (2, 2, 2, p)-свободно 4-разлагане
на V (G− u), като добавим върха u към това от множествата V1, V2, V3, V4, в
което е върха v, ще получим (2, 2, 2, p)-свободно 4-разлагане на V (G), което
е противоречие. Понеже cl(G− u) ≤ cl(G) < p+ 2 имаме

|V (G− u)| ≥ Fv(2, 2, 2, p; p+ 2).

85



Съгласно Теорема 4.6, Fv(2, 2, 2, p) ≥ 2p+ 5. Следователно

|V (G)| ≥ 2p+ 6.

По-нататък ще считаме, че dG(v) 6= |V (G)| − 2, ∀ v ∈ V (G). Поради това от
(6.16) получаваме

(6.17) dG ≤ |V (G)| − 3, ∀ v ∈ V (G).

Ако α(G) ≥ 4, от Теорема 3.5 (а) следва желаното неравенство |V (G)| ≥
2p + 6. Нека α(G) = 3. Да допуснем, че |V (G)| < 2p + 6. Тогава от Теорема
3.5 (а) имаме |V (G)| = 2p+ 5. От Теорема 3.5 (б) следва

2p+ 5 = |V (G)| ≥ |V (Km−p−2 + Lp)| = m+ 3p = 4p+ 3,

което е противоречие. Остана да разгледаме ситуацията, когато α(G) ≤ 2.
Понеже G не е пълен граф, имаме

(6.18) α(G) = 2.

И така, трябва да докажем неравенството |V (G)| ≥ 2p+ 6, когато G има
свойствата (6.17) и (6.18). От Теорема 3.5 (а) имаме |V (G)| ≥ 2p+ 5. Поради
това, трябва да докажем, че |V (G)| 6= 2p + 5. Да допуснем противното, т.е.
|V (G)| = 2p + 5. Съгласно Теорема 3.6 имаме F (2, 2, p + 1; p + 2) ≥ 2p + 6.
Следователно G

v
9 (2, 2, p+1). Нека V (G) = X∪Y ∪Z е (2, 2, p+1)-свободно

3-разлагане. От (6.18) става ясно, че |X| ≤ 2 и |Y | ≤ 2. Ако |X| = 1 и
X = {v′}, тогава от (6.17) и (6.18) следва, че съществува w ∈ Z, който не е
съседен на v′. Ясно е, че {v′, w} ∪ Y ∪ (Z − w) също е (2, 2, p + 1)-свободно
3-разлагане на V (G). От тези разсъждения става ясно, че можем да считаме,
че |X| = |Y | = 2. Нека X = {a, b} и Y = {c, d}. Дефинираме подграфите

G1 = G[a, b, c, d] и G2 = G[Z].

От G
v

−→ (2, 2, 2, p) следва G2
v

−→ (2, p). Понеже Z не съдържа (p + 1)-
клики имаме cl(G2) < p + 1. Като вземем под внимание, че |Z| = 2p + 1, от
Следствие 3.2 получаваме G2 = C2p+1. Ще предполагаме, че C2p+1 е зададен
с равенствата (3.12) и (3.13). Дефинираме множествата

Q = {v2i−1 | i = 1, 2, . . . , p− 2} ∪ {v2p};

Q1 = Q ∪ {v2p−3} и Q2 = Q ∪ {v2p−2}.

Очевидно Q1 и Q2 са p-клики на C2p+1.
От (6.18) следва, че E(G1) съдържа две ребра без общ връх. Поради това

можем да предположим, че [a, c], [b, d] ∈ E(G1). От cl(G) < p + 2 следва, че
единият от върховете a и c не е съседен на някои от върховете на C2p+1.
Нека, например, a и v1 не са съседни. Разглеждаме 4-разлагането V (G) =
V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4, където V1 = {v2p, v2p+1}, V2 = {v2p−1, v2p−2}, V3 = {c, d}.
Тъй като V1, V2, V3 са независими множества и

G
v

−→ (2, 2, 2, p),

множеството V4 съдържа p-клика на G. Тъй като Q′ = Q1 − {v2p} е единст-
вена (p− 1)-клика в V4 −{a, b} следва, че Q′ ∪ {a} или Q′ ∪ {b} е p-клика на
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G. Понеже v1 ∈ Q′ и a не е съседен на v1, множеството Q′ ∪ {a} не е клика.
Следователно Q′ ∪ {b} е p-клика на графа G. Поради това

(6.19) Q′ = Q1 − v2p ⊆ ΓG (b).

Нека Q′′ = Q2−v2p−5. Както по-горе, от 4-разлагането V (G) = V1∪V2∪V3∪V4,
където V1 = {v2p−3, v2p−4}, V2 = {v2p−5, v2p−6}, V3 = {c, d}, правим извода,
че Q′′ ∪ {a} или Q′′ ∪ {b} е p-клика. Понеже p ≥ 4 имаме 2p − 6 ≥ 2.
Следователно V2 е дефиниран коректно и v1 ∈ Q′′. От [a, v1] /∈ E(G) правим
извода, че Q′′ ∪ {b} е p-клика на G. Ето защо имаме

(6.20) Q′′ = Q2 − v2p−5 ⊆ ΓG(b).

От (6.19) и (6.20) получаваме

(6.21) Q1 ⊆ ΓG (b)

(6.22) Q2 ⊆ ΓG (b).

Ще разгледаме следните два случая:

Случай 1. [b, c] ∈ E(G).
Разглеждаме 4-разлагането V (G) = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4, където

V1 = {v2p−1, v2p−2}, V2 = {v2p−3, v2p−4} V3 = {a, b}.

Понеже V1, V2, V3 са независими множества от G
v

−→ (2, 2, 2, p) следва, че V4

съдържа p-клика L. Тъй като Q е единствена (p− 1)-клика в V4 −{c, d}, или
L = Q∪ {c}, или L = Q∪ {d}. Ако L = Q∪ {c} тогава Q ⊆ ΓG(c). Този факт
и (6.21) ни дават, че

(6.23) Q ⊆ ΓG(b) ∩ ΓG(c).

От (6.23), (6.21) и cl(G) < p + 2 следва, че c и v2p−3 не са съседни, а от
(6.23), (6.22) и cl(G) < p+ 2 следва, че c и v2p−2 не са съседни. Получихме,
че {c, v2p−2, v2p−3} е независимо множество, което противоречи на (6.18).

Ако L = Q∪{d}, по същия начин стигаме до противоречието, че множес-
твото {d, v2p−2, v2p−3} е независимо.

Случай 2. [b, c] /∈ E(G).
Разглеждаме 4-оцветяването V (G) = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4, където V1 =

{v2p, v2p+1}, V2 = {v2p−1, v2p−2}, V3 = {v2p−3, v2p−4}. Тъй като V1, V2, V3

са независими множества, от G
v

−→ (2, 2, 2, p) следва, че V4 съдържа p-
клика L. Понеже cl(G1) = 2 имаме |L ∩ V (C2p+1)| ≥ p − 2. Да забележим,
че Q̃ = Q − v2p е единствена (p − 2)-клика в V4 − {a, b, c, d}. Поради това
L ∩ V (C2p+1) = Q̃. Тъй като v1 ∈ Q и [a, v1] /∈ E(G), следва че b ∈ L. В
разглеждания случай [b, c] /∈ E(G). Поради това c /∈ L. Остава единствената
възможност L = Q̃ ∪ {b, d}. Оттук правим извода, че

(6.24) Q̃ = Q− v2p ⊆ ΓG(d).
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По същия начин от 4-разлагането V (G) = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4, където V1 =
{v2p−1, v2p−2}, V2 = {v2p−3, v2p−4}, V3 = {v2p−5, v2p−6} следва, че

(6.25) Q− {v2p−5} ⊆ ΓG(d).

От (6.24) и (6.25) следва

(6.26) Q ⊆ ΓG(d).

От (6.21), (6.26) и cl(G) < p+ 2 получаваме, че d и v2p−3 не са съседни. От
cl(G) < p+ 2, (6.22) и (6.26) следва, че d и v2p−2 не са съседни. Получихме,
че {d, v2p−3, v2p−2} е независимо множество, което противоречи на (18).

II. Доказателство на Теорема 6.6, когато r = 4.
Нека G

v
−→ (2, 2, 2, 2, p) и cl(G) < p+ 3. Трябва да докажем, че |V (G)| ≥

2p + 7. Съгласно Теорема 3.6 имаме |V (G)| ≥ 2p + 6. Остава да докажем,
че |V (G)| 6= 2p + 6. Да допуснем противното, т.е. |V (G)| = 2p + 6. Ако за
някой връх v ∈ V (G) имаме dG(v) = |V (G)| − 1, тогава G − v

v
−→ (2, 2, 2, p)

и cl(G− v) < p+ 2. Тъй като доказахме Теорема 6.6 в случая r = 3, правим
извода, че |V (G−v)| ≥ 2p+6. Това противоречи на допускането, че |V (G)| =
2p+ 6. Поради това е изпълнено неравенството (6.16). Също както в случая
r = 3 правим извода, че ако в (6.16) имаме равенство, тогава |V (G)| ≥
2p + 7. Следователно неравенството (6.16) е строго, т.е. изпълнено е (6.17).
От |V (G)| = 2p+6 и Теорема 3.5 (а) получаваме α(G) ≤ 3. Ако допуснем, че
α(G) = 3, тогава в (а) на Теорема 3.5 имаме равенство. От Теорема 3.5 (б)
следва, че

2p+ 6 = |V (G)| ≥ |V (Km−p−2 + Lp)| = m+ 3p = 4p+ 4,

което е противоречие. Това противоречие доказва, че α(G) ≤ 2. Понеже G
не е пълен граф имаме α(G) = 2. И така, за графа G са изпълнени (6.17) и
(6.18).

Съгласно Теорема 3.6, F (2, 2, p+2; p+3) ≥ 2p+8. Понеже |V (G)| = 2p+6
и cl(G) < p+3, стигаме до извода, че G 9 (2, 2, p+2). Нека V (G) = X∪Y ∪Z
е (2, 2, p + 2)-свободно 3-разлагане. От (6.18) следва |X| ≤ 2 и |Y | ≤ 2. От
(6.17) и (6.18), както в случая r = 3, става ясно, че можем да считаме, че
|X| = |Y | = 2. Нека X = {a, b}, Y = {c, d} и G1 = G[Z]. Да забележим, че

G
v

−→ (2, 2, 2, 2, p) =⇒ G1
v

−→ (2, 2, p).

Тъй като Z не съдържа (p + 2)-клики имаме cl(G2) < p + 2. От Следствие
3.2 получаваме G1 = K1 + C2p+1. Нека V (K1) = {w} и C2p+1 е зададен с
равенствата (3.12) и (3.13). От (6.18) става ясно, че w е съседен на единия от
върховете a, b и че w е съседен на единия от върховете c, d. Без ограничение
на общността можем да предположим, че w е съседен на a и c. От (6.17)
следва, че w не е съседен на b и d.
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Случай 1. [a, c] /∈ E(G).
В този случай G[w, a, b, c, d] не съдържа 3-клика. От (p+1)-хроматичното

разлагане на C2p+1

{v1} ∪ {v2, v3} ∪ . . . ∪ {v2p, v2p+1}

става ясно, че
χ(C2p+1 − {v1, v2, . . . , v7}) < p− 2.

Следователно C2p+1 − {v1, v2, . . . , v7} не съдържа (p − 2)-клики. Понеже
G[w, a, b, c, d] не съдържа 3-клики, правим извода, че

M = V (G) − {v1, . . . , v7}

не съдържа p-клики. Поради това

V (G) = {v1, v2} ∪ {v3, v4} ∪ {v5, v6} ∪ {v7} ∪M

е (2, 2, 2, 2, p)-свободно 5-разлагане, което е противоречие.

Случай 2. [a, c] ∈ E(G).
От cl(G) < p + 3 следва, че единия от върховете a, c не е съседен на

някой от върховете на C2p+1. Поради това ще предполагаме, че a и v1 не
са съседни. Нека N = V (G)− {a, v1, . . . , v7}. Понеже C2p+1 − {v1, . . . , v7} не
съдържа (p− 2)-клики и G[w, b, c, d] не съдържа 3-клики, множеството N не
съдържа p-клики. Получихме, че

V (G) = {v1, a} ∪ {v2, v3} ∪ {v4, v5} ∪ {v6, v7} ∪N

е (2, 2, 2, 2, p)-свободно 5-разлагане, което е противоречие.

III. Доказателство на Теорема 6.6, когато r ≥ 5.
Нека G

v
−→ (2r, p) и cl(G) < p+ r − 1. Трябва да докажем, че

|V (G)| ≥ 2p+ r + 3.

Съгласно Теорема 3.1 имаме

(6.27) χ(G) ≥ r + p.
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Ще разгледаме два случая:

Случай 1. G
v

−→ (2, p+ r − 2).
Очевидно χ(C2p+2r−3) = p + r − 1. Поради това от (6.27) следва, че G 6=
C2p+2r−3. Съгласно Следствие 3.2 имаме |V (G)| ≥ 2p+2r−2. Да забележим,
че от r ≥ 5 следва 2p+ 2r− 2 ≥ r+ 2p+ 3. Следователно |V (G)| ≥ r+ 2p+ 3.

Случай 2. G
v
9 (2, p+ r − 2).

Нека X ∪ Y е (2, p+ r − 2)-свободно 2-разлагане на G и G1 = G[Y ]. Ясно е,
че можем да считаме, че X 6= ∅. Очевидно от

G
v

−→ (2r, p) =⇒ G1
v

−→ (2r−1, p).

Тъй като Y не съдържа (p+ r− 2)-клики имаме cl(G1) < r+ p− 2. Съгласно
индуктивната хипотеза |V (G1)| ≥ 2p+ r + 2. Понеже X 6= ∅ имаме |V (G)| ≥
2p+ r + 3.

Теорема 6.6 е доказана.

Доказателство на Теорема 6.5. Броят на числата в {a1, . . . , ar}, ко-
ито са равни на две, означаваме с l(a1, . . . , ar). Дефинираме

t(a1, . . . , ar) = m− l(a1, . . . , ar) − 1.

От равенствата

m =
∑

ai=2

(ai − 1) +
∑

ai≥3

(ai − 1) + 1 = l(a1, . . . , ar) +
∑

ai≥3

(ai − 1) + 1

следва, че

(6.28) t(a1, . . . , ar) =
∑

ai≥3

(ai − 1).

Доказателството на Теорема 6.5 ще проведем с помощта на индукция относно
t(a1, . . . , ar). Понеже p ≥ 3, от (6.28) следва t(a1, . . . , ar) ≥ p − 1. Поради
това базата на индукцията е t(a1, . . . , ar) = p− 1. Съгласно Твърдение 3.1 и
Твърдение 3.2 можем да предположим, че

2 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = p.

От тези неравенства и t(a1, . . . , ar) = p − 1 (виж (6.28)) получаваме a1 =
. . . = ar−1 = 2. Поради това базата на индукцията следва от Теорема 6.6.

Нека t(a1, . . . , ar) ≥ p. Отново ще предполагаме, че

2 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = p.

От тези неравенства и t(a1, . . . , ar) ≥ p (виж (6.28)) следва, че ar−1 ≥ 3. От
Твърдение 3.5 (k = 2) имаме

(6.29) Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ Fv(a1, . . . , ar−2, 2, ar−1 − 1, ar;m− 1).

Тъй като t(a1, . . . , ar−2, 2, ar−1 − 1, ar) < t(a1, . . . , ar), от индуктивната хипо-
теза имаме

Fv(a1, . . . , ar−2, 2, ar−1 − 1, ar;m− 1) ≥ m+ p+ 3.
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От последното неравенство и (6.29) получаваме желаното неравенство

Fv(a1, . . . , ar) ≥ m+ p+ 3.

Теорема 6.5 е доказана.

Теорема 6.6 и Теорема 6.5 са публикувани в [N34].
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6.4. Пресмятане на числата Fv(a1, . . . , ar;m− 1), когато
max{a1, . . . , ar} = 3.

Теорема 6.7. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които p и m
са дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). Ако p = 3 и m ≥ 6, тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) = m+ 6.

Доказателство. Най-напред ще докажем, че

(6.30) Fv(2, 2, 3; 4) ≥ 11.

Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (2, 2, 3) и cl(G) < 4. От Теорема 4.6 имаме
|V (G)| ≥ 10. Понеже cl(G) < 4 и R(3, 4) = 9 имаме α(G) ≥ 3. Ако α(G) ≥ 4,
тогава (6.30) следва от Теорема 3.5 (а). Ако α(G) = 3, неравенството (6.30)
следва от Теорема 3.5 (б). От неравенството (6.30) и Теорема 6.5 следва
Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ 6.

За да докажем обратното неравенство Fv(a1, . . . , ar;m − 1) ≤ m + 6 раз-
глеждаме графа P , чийто допълнителен граф P е даден на Фиг. 4.3. Ще
докажем, че този граф удовлетворява условията на Теорема 3.2 за n = 6 и
p = 3. Нека b1, . . . , bs са естествени числа такива, че

(6.31) b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bs ≤ 3 и
s∑

i=1

(bi − 1) + 1 = 6.

Трябва да докажем, че

(6.32) P
v

−→ (b1, . . . , bs).

Съгласно Твърдение 3.1 можем да предположим, че bi ≥ 2, i = 1, 2, 3. От
последните неравенства и условията (6.31) получаваме следните възможнос-
ти:

s = 3, b1 = 2, b2 = b3 = 3;

s = 4, b1 = b2 = b3 = 2, b4 = 3;

s = 5, b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 2.

В доказателството на Теорема 6.1 изяснихме, че P
v

−→ (2, 3, 3). От Твърдение
3.5 (i = 2, k = 2) и P

v
−→ (2, 3, 3) следва P

v
−→ (2, 2, 2, 3) От P

v
−→ (2, 2, 2, 3)

и Твърдение 3.5 получаваме P
v

−→ (2, 2, 2, 2, 2).
И така доказахме, че от (6.31) следва (6.32). От Теорема 3.2 следва

Km−6 + P
v

−→ (a1, . . . , ar).

Понеже cl(P ) = 4, имаме cl(Km−6 + P ) = m− 2. Следователно

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ |V (Km−6 + P )| = m+ 6.

Теорема 6.7 е доказана.

Забележка 6.2. Ако max{a1, . . . , ar} = 3 тогава, съгласно (3.22),
Fv(a1, . . . , ar;m−1) съществува само тогава, когато m ≥ 5. Поради това
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Теорема 6.7 не обхваща единствено случая m = 5. От m = 5 и p =
3 следва, че r = 2 и a1 = a2 = 3 или r = 3 и a1 = a2 = 2, a3 = 3.
От (4.12) знаем, че Fv(3, 3; 4) = 14. От последното равенство и (4.4)
следва Fv(2, 2, 3; 4) ≤ 14, а в доказателството на Теорема 6.7 получихме,
че Fv(2, 2, 3; 4) ≥ 11. При коректурите на тази работа се появи анонс в
[C5], че Fv(2, 2, 3; 4) = 14.

Забележка 6.3. Теорема 6.4 е специален случай на Теорема 6.7.
Поради важността на триъгълните числа на Фолкман се постарахме
да дадем директно доказателство на Теорема 6.4, което е сравнително
просто и елегантно. Ще отбележим още, че това доказателство няма
нищо общо с доказателството на Теорема 6.7.

Теорема 6.7 е публикувана в [N34].

93



6.5. Пресмятане на числата Fv(a1, . . . , ar;m− 1), когато
max{a1, . . . , ar} = 4.

Теорема 6.8. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които p и m
са дефинирани с равенствата (3.1) и (3.2). Ако p = 4 и m ≥ 6, тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) = m+ 7.

Доказателство. От Теорема 4.4 имаме F (2, 2, 4; 5) = 13. От последно-
то равенство и Теорема 6.6 получаваме

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≥ m+ 7

За да докажем обратното неравенство, разглеждаме графа Q, чийто допълни-
телен граф Q е даден на Фиг. 4.3. Ще докажем, че графът Q удовлетворява
условията на Теорема 3.2 за n = 6 и p = 4. Нека b1, . . . , bs са естествени
числа такива, че

(6.33) b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bs ≤ 4 и
s∑

i=1

(bi − 1) + 1 = 6.

Трябва да докажем, че

(6.34) Q
v

−→ (b1, . . . , bs).

Съгласно Твърдение 3.1 можем да предположим, че bi ≥ 2, i = 1, . . . , s. От
последните неравенства и условията (6.33) получаваме следните възможнос-
ти:

s = 2, b1 = 3, b2 = 4;

s = 3, b1 = b2 = 2. b3 = 4;

s = 3, b1 = 2, b2 = b3 = 3;

s = 4, b1 = b2 = b3 = 2, b4 = 3;

s = 5, b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 2.

От Теорема 4.5 имаме Q
v

−→ (3, 4). От Q
v

−→ (3, 4) и Твърдение 3.5 следва
Q

v
−→ (2, 2, 4) и Q

v
−→ (2, 3, 3). От Q

v
−→ (2, 3, 3) и Твърдение 3.5 получаваме

Q
v

−→ (2, 2, 2, 3), а от Q
v

−→ (2, 2, 2, 3) получаваме, че Q
v

−→ (2, 2, 2, 2, 2).
И така доказахме, че от (6.33) следва (6.34). От Теорема 3.2 следва

Km−6 +Q
v

−→ (a1, . . . , ar).

Понеже cl(Q) = 4 имаме cl(Km−6 +Q) = m− 2. Следователно

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ |V (Km−6 +Q)| = m+ 7.

Теорема 6.8 е доказана.

Забележка 6.4. Ако max{a1, . . . , ar} = 4 тогава, съгласно (3.22),
Fv(a1, . . . , ar;m−1) съществува само когато m ≥ 6. Поради това Теорема
6.8 обхваща всички числа от разглеждания тип.

Два частни случая на Теорема 6.8 са публикувани в съвместните с Е.
Недялков статии [N3] и [N4]. Самата Теорема 6.8 е публикувана в [N34].
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6.6. Оценка отгоре за числата Fv(a1, . . . , ar;m− 1), където
max{a1, . . . , ar} = 5.

Ако max{a1, . . . , ar} = 5, съгласно (3.22), числото Fv(a1, . . . , ar;m − 1)
съществува тогава и само тогава, когато m ≥ 7. За тези числа в [L4] е
доказано неравенството

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ m+ 25, ако m ≥ 12.

Също в [L4] е анонсирано без доказателство неравенството

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ 77 − 3m, 8 ≤ m ≤ 11.

Ще подобрим тези оценки като докажем следната;

Теорема 6.9 Нека a1, . . . , ar са естествени числа, за които m ≥ 7
и max{a1, . . . , ar} = 5. Тогава

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ m+ 15.

Разглеждаме графа Tp, който е дефиниран във втория пункт на четвърта
глава. Ще ни е необходима следната:

Лема 6.6. Вярно е, че

T5
v

−→ (4, 4).

Доказателство. Нека V (T5) = V1 ∪V2 е произволно 2-разлагане на графа
T5. Трябва да докажем, че едно от множествата V1, V2 непременно съдържа
4-клика. Дефинираме

V ′
1 = V (C11) ∩ Vi, i = 1, 2.

Без ограничение на общността можем да предположим, че

(6.35) |V ′
1 | ≤ |V ′

2 |.

Да допуснем, че V ′
1 и V ′

2 не съдържат 4-клики. Тогава от Лема 2.1 следва,
че |V ′

i | ≤ 6, i = 1, 2. От тези неравенства и (6.35) получаваме, че |V ′
1 | = 5

и |V ′
2 | = 6. Разглеждаме подграфа G1 = C11[V

′
1 ]. Понеже V ′

1 не съдържа
4-клики и α(C11) = 2, непременно допълнителният граф G1 има две ребра
e1 и e2, които нямат общ връх. Без ограничение на общността можем да
предположим, че e1 = {v1, v2}. Това разбира се означава, че v1, v2 ∈ V ′

1 . За
реброто e2 са налице следните възможности:

Случай 1. e2 = {v3, v4} или e2 = [v10, v11].
Поради симетрията, достатъчно е да разгледаме само ситуацията, когато

e2 = {v3, v4}. И така имаме V ′
1 ⊇ {v1, v2, v3, v4}. Тъй като V ′

2 не съдържа
4-клики (така сме допуснали) петият връх на V ′

1 е някой от върховете на
4-кликата {v5, v7, v9, v11}.

Подслучай 1.а. V ′
1 = {v1, v2, v3, v4, v5}.

Ако u2 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u2, v1, v3, v5}.
Ако u2 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u2, v6, v8, v11}.
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Подслучай 1.в. V ′
1 = {v1, v2, v3, v4, v7}.

Ако u2 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u2, v1, v3, v7}.
Ако u2 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u2, v6, v8, v11}.

Подслучай 1.с. V1 = {v1, v2, v3, v4, v9}.
Ако u6 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u6, v1, v4, v9}.
Ако u6 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u6, v5, v7, v11}.

Подслучай 1.д. V1 = {v1, v2, v3, v4, v11}.
Този подслучай е очевидно еквивалентен на Подслучай 1.а.

Случай 2. e2 = [v4, v5] или e2 = [v9, v10].
Поради симетрията ще разгледаме само ситуацията, когато e2 = [v4, v5].

И така, {v1, v2, v4, v5} ⊆ V ′
1 . Ако петият връх на V ′

1 е v3, тогава от Подслучай
1.а следва, че едното от множествата V1, V2 съдържа 4-клики. Нека v3 ∈ V ′

2 .
Тогава една от 4-кликите {v3, v7, v9, v11} и {v3, v6, v8, v10} се съдържа в V ′

2 ,
което противоречи на нашето допускане.

Случай 3. e2 = [v5, v6] или e2 = [v8, v9].
Поради симетрията ще разгледаме само ситуацията e2 = [v5, v6]. Имаме,

че {v1, v2, v5, v6} ⊆ V ′
1 . Ако петият връх на V ′

1 е v3 или v4 попадаме във вече
разгледаните случаи. Нека v3, v4 ∈ V ′

2 . Тъй като сме допуснали, че V ′
2 не

съдържа 4-клика, петият връх на V ′
1 е един от върховете {v9, v7, v11}.

Подслучай 3.а. V ′
1 = {v1, v2, v5, v6, v7}.

Ако u6 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u6, v1, v5, v7}.
Ако u6 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u6, v4, v8, v10}.
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Подслучай 3.в. V ′
1 = {v1, v2, v5, v6, v9}.

Ако u6 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u6, v1, v5, v9}.
Ако u6 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u6, v4, v7, v10}.

Подслучай 3.с. V ′
1 = {v1, v2, v5, v6, v11}.

Ако u1 ∈ V1, тогава V1 съдържа 4-кликата {u1, v2, v11, v5}.
Ако u1 ∈ V2, тогава V2 съдържа 4-кликата {u1, v3, v7, v10}.

Случай 4. e2 = [v6, v7] или e2 = [v7, v8].
Поради симетрията ще разгледаме само ситуацията, когато e2 = [v6, v7].

Имаме, че V ′
1 ⊇ {v1, v2, v6, v7}. Ако петият връх на V ′

1 е някой от върхо-
вете v3, v4, v5 попадаме в условията на някой от предишните случаи. Нека
v3, v4, v5 ∈ V ′

2 . В тази ситуация една от 4-кликите

{v3, v5, v8, v10}, {v3, v5, v9, v11}

се съдържа в V ′
2 . което противоречи на нашето допускане, че V ′

2 не съдържа
4-клики.

Лема 6.6 е доказана.

Доказателство на Теорема 6.9. Най-напред ще докажем, че графът
T5 удовлетворява условията на Теорема 3.2 за n = 7 и p = 5. Нека b1, . . . , bs
са естествени числа такива, че

(6.36) b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bs ≤ s и
s∑

i=1

(bi − 1) + 1 = 7.

Трябва да докажем, че

(6.37) T5
v

−→ (b1, . . . , bs).

Съгласно Твърдение 3.1 можем да предположим, че bi ≥ 2, i = 1, . . . , s. От
тези неравенства и (6.36) получаваме че са налице следните възможности:

s = 2, b1 = 3, b2 = 5;

s = 2, b1 = 4, b2 = 4;

s = 3, b1 = b2 = 2, b3 = 5;

s = 3, b1 = 2, b2 = 3, b3 = 4;

s = 3, b1 = b2 = b3 = 3;

s = 4, b1 = b2 = b3 = 2, b4 = 4;

s = 4, b1 = b2 = 2, b3 = b4 = 3;

s = 5, b1 = b2 = b3 = b4 = 2, b5 = 3;

s = 6, b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = b6 = 2.

От (4.8) имаме T5
v

−→ (3, 5). Прилагайки Твърдение 3.5 за i = 1, k = 2 и за
i = 2, k = 2 получаваме T5

v
−→ (2, 2, 5) и T5

v
−→ (3, 2, 4). Съгласно Твърдение

3.2 от T5
v

−→ (3, 2, 4) следва T5
v

−→ (2, 3, 4). От T5
v

−→ (3, 5) и Твърдение 3.5
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за i = 2 и k = 3 получаваме T5
v

−→ (3, 3, 3). От T5
v

−→ (2, 2, 5) и Твърдение
3.5 последователно получаваме

T5
v

−→ (2, 2, 2, 4), T5
v

−→ (2, 2, 2, 2, 3), T5
v

−→ (2, 2, 2, 2, 2, 2).

От T5
v

−→ (2, 3, 4) и Твърдение 3.5 правим извода, че T5
v

−→ (2, 3, 2, 3). От
Твърдение 3.2 имаме T5

v
−→ (2, 2, 3, 3). Съгласно Лема 6.6, T5

v
−→ (4, 4).

И така, доказахме, че от (6.36) следва (6.37). От Теорема 3.2 правим
извода, че

Km−7 + T5
v

−→ (a1, . . . , ar).

Понеже cl(T5) = 5 имаме cl(Km−7 + T5) = m− 2. Следователно

Fv(a1, . . . , ar;m− 1) ≤ |V (Km−7 + T5)| = m+ 15.

Теорема 6.9 е доказана.
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ГЛАВА 7

ФОЛКМАНОВИТЕ ЧИСЛА Fv(p, p; p+ 1)

7.1. Уводни бележки.

За числата Fv(p, p; p+ 1) са известни следните оценки:

(7.1) Fv(p, p; p+ 1) ≤ ⌊2p ! (e− 1)⌋ − 1, p ≥ 2, [L4];

(7.2) Fv(p, p; p+ 1) ≤ ⌊p ! e⌋ − 2, p ≥ 3, [N23];

Знаем точните стойности само на две от тези числа. Първото от тях е
Fv(2, 2; 3) = 5 и е очевидно. Второто число е Fv(3, 3; 4) = 14. Неравенството
Fv(3, 3; 4) ≤ 14 е получено в [N16] и доказателството му е дадено в четвърта
глава. Неравенството Fv(3, 3; 4) ≥ 14 е получено с помощта на компютър в
[P3]. За следващото число Fv(4, 4; 5) от (7.1) имаме Fv(4, 4; 5) ≤ 81, а от (7.2)
имаме Fv(4, 4; 5) ≤ 63.

В тази глава ще подобрим тези оценки като докажем, че

Fv(4, 4; 5) ≤ 35.

За доказателството на това неравенство ще построим 35-върхов граф R та-
къв, че R

v
−→ (4, 4) и cl(R) = 4. Най-напред ще построим 61-върхов граф

Q
v

−→ (4, 4) с cl(G) = 4. Желаният 35-върхов граф R ще получим като
хомоморфен образ на графа Q. Най-накрая, като използваме равенството
Fv(3, 3; 4) = 14 и оценката Fv(4, 4; 5) ≤ 35 ще подобрим неравенствата (7.1)
и (7.2) като докажем, че

Fv(p+ 1, p+ 1) ≤ 1.46p !, p ≥ 3.

Ако G1, . . . , Gk са графи, всеки два от които нямат общи върхове, тогава

с
k⋃

i=1

Gi ще означаваме графа G, за който

V (G) =

k⋃

i=1

V (Gi) и E(G) =

k⋃

i=1

E(Gi).
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7.2. Построяване на 61-върхов граф Q с cl(Q) = 4 и Q
v

−→ (4, 4).

Най-напред ще докажем следната:

Лема 7.1. Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (p, p). Нека V1 ∪ V2 е
(p + 1, p + 1)-свободно 2-разлагане на графа K2 + G. Тогава двата върха
на K2 или са в V1, или са в V2.

Доказателство. Нека V (K2) = {u, v}. Да допуснем противното, т.е.
u ∈ V1 и v ∈ V2. Тогава (V1 − {u}) ∪ (V2 − {v}) е (p, p)-свободно 2-разлагане
на G, което е противоречие. С това лемата е доказана.

Разглеждаме графите Γi, i = 1, 2, 3, 4, които са дадени на Фиг. 7.1.
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u
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u
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5
u
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u
i
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Фиг. 7.1, граф Fi, i = 1, 2, 3, 4.

Изображението
vk −→ vik, uk −→ uik, i = 1, 2, 3, 4

е изоморфизъм между графа T3, дефиниран в доказателството на Теорема
4.1, и графа Γi, така че графите Γi са изоморфни копия на графа T3.
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◦
v

◦◦

G

Фиг 7.2, Граф K1 +G

a1 a2

a3a4

◦ ◦◦

◦◦◦◦

◦◦

◦

◦

◦

◦◦

Γ1

◦◦

Γ2

◦◦

Γ3

◦◦

Γ4

Фиг. 7.3, Граф P

За произволен граф G, на Фиг. 7.2 е означен графа K1 + G, където
V (K1) = {v}. С помощта на това означение на Фиг. 7.3 е даден 60-върховия
граф P , където Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 са от Фиг. 7.1. С Q означаваме графа, който
се получава като към P добавим нов връх b такъв, че

(7.3) ΓQ(b) =

4⋃

i=1

V (Γi).

Твърдение 7.1. Q
v

−→ (4, 4) и cl(Q) = 4.

Доказателство. От (4.8) имаме cl(Γi) = 3, i = 1, 2, 3, 4. Поради това
cl(P ) = 4. От (7.3) става ясно, че върхът b не е връх на 5-клика. Следователно
cl(Q) = 4.

Да предположим, че Q
v
9 (4, 4) и нека V1∪V2 е (4, 4)-свободно 2-разлагане

на V (Q). Без ограничение на общността можем да предположим, че b ∈ V1.
Нека Wi = V (Γi) ∪ {b, ai}, i = 1, 2, 3, 4. Ясно е, че Q[Wi] = K2 + Γi, където
V (K2) = {b, ai}. Съгласно (4.9) имаме Γi

v
−→ (3, 3). От този факт и Лема

7.1 следва, че ai ∈ V1, i = 1, 2, 3, 4. Получихме, че V1 съдържа 4-кликата
{a1, a2, a3, a4}, което е противоречие.

Твърдение 7.1. е доказано.
Понеже |V (Q)| = 61, от Твърдение 7.1 получаваме Fv(4, 4; 5) ≤ 61.
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7.3. Слепване на несъседни върхове в графи.

Определение 7.1. Нека x и y са два несъседни върха на графа G. С
G/x ∗ y означаваме графа H, който се получава като от G премахнем x
и y заедно с ребрата излизащи от тях и към получения подграф G−{x, y}
добавим нов връх x ∗ y, за който

(7.4) ΓH(x ∗ y) = ΓG(x) ∪ ΓG(y).

Казваме, че графът H се получава от графа G чрез слепване на върховете
x и y.

Определение 7.2. Нека G е граф, xi, yi ∈ V (G) и [xi, yi] /∈ E(G),
i = 1, 2, . . . , k. С

G/
{x1 ∗ y1, . . . , xk ∗ yk}

означаваме графа H/
xk ∗ yk

, където

H = G/
{x1 ∗ y1 . . . , xk−1 ∗ yk−1}

.

Твърдение 7.2. Нека G е граф, xi, yi ∈ V (G) и [xi, yi] /∈ E(G),
i = 1, . . . , k. Тогава съществува хомоморфизъм на графа G в графа

G/{x1 ∗ y1, . . . , xk ∗ yk}
.

Доказателство. Достатъчно е да докажем твърдението в случая k = 1.
Нека H =G /x1 ∗ y1 . Дефинираме изображението V (G)

ϕ
−→ V (H) по следния

начин:

v
v

−→ v, ∀ v ∈ V (G) − {x1, y1}, x1
ϕ

−→ x1 ∗ y1, y1
ϕ

−→ x1 ∗ y1.

От H − {x1 ∗ y1} = G− {x1, y1} и (7.4) следва, че ϕ е хомоморфизъм на G в
H.

Твърдение 7.3. Нека G е граф и cl(G) = q. Нека G1 и G2 са изомор-

фни копия на G и изображението V (G1)
ϕ

−→ V (G2) е изоморфизъм между
G1 и G2. За x1, . . . , xk ∈ V (G1) дефинираме графа

H = G1 ∪G2
/
{x1 ∗ ϕ(x1), . . . , xk ∗ ϕ(xk)}

.

Тогава cl(H) = q.

Доказателство. Нека

V1 = V (G1) − {x1, . . . , xk} и V2 = V (G2) − {ϕ(x1), . . . , ϕ(xk)}.

От дефиницията на графа H имаме, че

(7.5) ако u ∈ V1 и v ∈ V2, тогава [u, v] /∈ E(H).
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Дефинираме следните два подграфа на H:

G̃1 = H − V2 и G̃2 = H − V1.

Ще докажем, че

(7.6) cl(H) = cl(G̃1) или cl(H) = cl(G̃2).

За тази цел разглеждаме произволна клика A на графа H. Да забележим,
че A ⊆ V (G̃1) или A ⊆ V (G̃2). Наистина, ако допуснем противното, тогава
съществуват u, v ∈ A такива, че u ∈ V1 и v ∈ V2. Съгласно (7.5), u и v не са
съседни, което е противоречие. С тези разсъждения доказахме (7.6).

Разглеждаме изображението V (G1)
π

−→ V (G̃1), което се дефинира както
следва:

π(v) = v, ∀ v ∈ V1 и π(xi) = xi ∗ ϕ(xi), i = 1, . . . , k.

Ясно е, че

(7.7) π е биективно изображение.

Понеже

G1 − {x1, . . . , xk} = G̃1 − {x1 ∗ ϕ(x1), . . . , xk ∗ ϕ(xk)}

имаме

(7.8) [u, v] ∈ E(G1), u, v ∈ V1 ⇐⇒ [u, v] ∈ E(G̃1).

От (7.4) става ясно, че

(7.9) [u, xi] ∈ E(G1), u ∈ V1 ⇐⇒ [u, xi ∗ ϕ(xi)] ∈ E(G̃1).

Съгласно (7.4), ако [xi, xj ] ∈ E(G1), тогава

[xi ∗ ϕ(xi), xj ∗ ϕ(xj)] ∈ E(G̃1).

Обратно, ако
[xi ∗ ϕ(xi), xj ∗ ϕ(xj)] ∈ E(G̃1)

от (7.4) следва, че или [xi, xj ] ∈ E(G1), или [ϕ(xi), ϕ(xj)] ∈ E(G2). Понеже
ϕ е изоморфизъм, вярно е едното и другото. С тези разсъждения доказахме,
че

(7.10) [xi, xj ] ∈ E(G1) ⇐⇒ [xi ∗ ϕ(xi), xj ∗ ϕ(xj)] ∈ E(G̃1).

От (7.7), (7.8), (7.9) и (7.10) следва, че π е изоморфизъм между G1 и G̃1.
По същия начин се доказва, че G2 и G̃2 са изоморфни. Поради това от (7.6)
следва, че cl(H) = q.
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7.4. Оценки за числото Fv(4, 4; 5).

Ще докажем следната

Теорема 7.1. 16 ≤ Fv(4, 4; 5) ≤ 35..

Най-напред ще докажем две леми. Разглеждаме графа

L =
4⋃

i=1

Γi,

където графите Γi са дадени на Фиг. 7.1. За графа L дефинираме множест-
вата:

M ′
1 = {u1

i ∗ u
2
i , i = 1, . . . , 7}, M ′′

1 = {v1
1 ∗ v2

1 , v
1
2 ∗ v2

2}, M1 = M ′
1 ∪M

′′
1 ;

M ′
2 = {u3

i ∗ u
4
i , i = 1, . . . , 7}, M ′′

2 = {v3
1 ∗ v4

1 , v
3
2 ∗ v4

2}, M2 = M ′
2 ∪M

′′
2 ;

M ′
3 = {v1

3 ∗ v3
3 , v

1
4 ∗ v3

4}, M ′′
3 = {v1

5 ∗ v3
5 , v

1
6 ∗ v3

6}, M3 = M ′
3 ∪M

′′
3 ;

M ′
4 = {v2

3 ∗ v4
3 , v

2
4 ∗ v4

4}, M ′′
4 = {v2

5 ∗ v4
5 , v

2
6 ∗ v4

6}, M4 = M ′
4 ∪M

′′
4 ;

M =
⋃4
i=1Mi.

Лема 7.2. Множествата M ′
i , M

′′
i , i = 1, 2, 3, 4 са независими мно-

жества в графа L/
M .

Доказателство. Множеството {u1
1, . . . , u

1
7} е независимо множество в

Γ1, а {u2
1, . . . , u

2
7} е независимо множество в Γ2. Поради това

{u1
1, . . . , u

1
7} ∪ {u2

1, . . . , u
2
7}

е независимо множество в L. Оттук става ясно, че M ′
1 е независимо множес-

тво в L/
M . По същия начин се доказва, че и другите множества M ′

i , M
′′
i

са независими в L/
M .

Лема 7.3.
cl
( L/

M
)

= 3.

Доказателство. Нека

L′ = Γ1 ∪ Γ2, L′′ = Γ3 ∪ Γ4 и L1 = L/
M1 ∪M2

.

Тогава имаме

(7.11) L1 = L′/
M1

∪ L′′/
M2

и

(7.12) L/
M = L1

/
M3 ∪M4

.

Разглеждаме изоморфизма V (Γ1)
ϕ

−→ V (Γ2), който се дефинира както
следва:

v1
i

ϕ
−→ v2

i . u1
i

ϕ
−→ u2

i , i = 1, . . . , 7.
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Тъй като

M ′
1 = {u1

i ∗ ϕ(u1
i ), i = 1, . . . , 7} и M ′′

1 = {v1
1 ∗ ϕ(v1

1), v1
2 ∗ ϕ(v1

2)}

от Твърдение 7.3 следва, че

(7.13) cl
(
L′/

M1

)
= 3.

Дефинираме изображението V
(
L′/

M1

)
ψ

−→ V
(
L′′/

M2

)
както следва:

v1
i

ψ
−→ v3

i , v2
i

ψ
−→ v4

i , i = 3, . . . , 7;

v1
1 ∗ v2

1
ψ

−→ v3
1 ∗ v4

1 , v1
2 ∗ v2

2
ψ

−→ v3
2 ∗ v4

2 ;

u1
i ∗ u

2
i

ψ
−→ u3

i ∗ u
4
i , i = 1, . . . , 7.

Очевидно ψ е изоморфизъм между L′/
M1

и L′′/
M2

. Тъй като

M3 = {v1
i ∗ ψ(v1

i ), i = 3, . . . , 6} и M4 = {v2
i ∗ ψ(v2

i ), i = 3, . . . , 6}

от Твърдение 7.3 следва cl
(
L1
/
M3 ∪M4

)
= cl

(
L′/

M1

)
. От последното

равенство, (7.12) и (7.13) получаваме

cl
(
L/

M

)
= 3.
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Доказателство на Теорема 7.1.

I. Доказателство на неравенството Fv(4, 4; 5) ≥ 16.

Нека G е граф такъв, че G
v

−→ (4, 4) и cl(G) < 5. Трябва да докажем, че
|V (G)| ≥ 16. Тъй като G

v
−→ (4, 4) и cl(G) < 6 имаме, че |V (G)| ≥ Fv(4, 4; 6).

Съгласно Теорема 6.8 (r = 2, a1 = a2 = 4), Fv(4, 4; 6) = 14. Поради това
|V (G)| ≥ 14. От последното неравенство, R(3, 5) = 14 и cl(G) < 5 следва, че
α(G) ≥ 3. Нека {v1, v2, v3} е независимо множество на графа G. Съгласно
Твърдение 3.4 имаме, че

G′ = G− {v1, v2, v3}
v

−→ (3, 4).

Тъй като cl(G′) ≤ cl(G) < 5 е вярно, че |V (G′)| ≥ Fv(3, 4; 5). От послед-
ното неравенство и Следствие 4.2 получаваме |V (G′)| ≥ 13. Следователно
|V (G)| ≥ 16.

II. Доказателство на неравенството Fv(4, 4; 5) ≤ 35.

Разглеждаме графа R = Q/
M , където графът Q е дефиниран преди

Твърдение 7.1, а множеството M е дефинирано преди Лема 7.2. Очевидно е,
че

(7.14) R− {a1, a2, a3, a4, b} = L/
M и ΓR(b) = V

(
L/

M

)
,

където графът L
/
M е дефиниран по-горе. От Твърдение 7.2, Твърдение 7.1

и Твърдение 3.6 получаваме R
v

−→ (4, 4). Ще докажем, че cl(R) < 5. Да
допуснем противното, т.е. cl(R) ≥ 5 и нека A е 5-клика на графа R. Съгласно
Лема 7.3 имаме

(7.15) cl
(
L/

M

)
= 3.

От (7.14) и (7.15) следва, че b /∈ A. Поради това

(7.16) A ⊆ V
(
L/

M

)
∪ {a1, a2, a3, a4}.

От (7.15) и (7.16) правим извода, че

(7.17) |A ∩ {a1, a2, a3, a4}| ≥ 2.

Да забележим, че

(7.18) ΓR(a1) ∩ ΓR(a2) = M1 ∪ {a3, a4} = (M ′
1 ∪ a3) ∪ (M ′′

1 ∪ a4).

Съгласно Лема 7.2, множестватаM ′
1 иM ′′

1 са независими множества на графа
L/

M , а поради (7.14) са независими множества и на R. Тъй като

M ′
1 ∩ ΓR(a3) = ∅ и M ′′

1 ∩ ΓR(a4) = ∅

множествата M ′
1 ∪ {a3} и M ′′

1 ∪ {a4} също са независими в R. Следователно
M1 ∪ {a3, a4} не съдържа 3-клики. Поради това, от (7.18) правим извода, че
{a1, a2} 6⊂ A. По същия начин се доказва, че {ai, aj} 6⊂ A, ∀ i 6= j. Това
противоречи на (7.17). Полученото противоречие доказва, че cl(R) ≤ 4. И
така, R

v
−→ (4, 4) и cl(R) < 5. Тъй като |V (R)| = 35, имаме Fv(4, 4; 5) ≤ 35.

Теорема 7.1 е доказана.

Теорема 7.1 е публикувана в [N35].
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7.5. Оценка за числата Fv(p, p; p+ 1).

Ще докажем следната:

Теорема 7.2. За всяко естествено число p ≥ 2 е вярно неравенство-
то

(7.19) Fv(p+ 1, p+ 1; p+ 2) ≤ (p+ 1)Fv(p, p; p+ 1).

Доказателство. Специалните случаи p = 2 и p = 3 следват от равен-
ствата Fv(2, 2; 3) = 5, Fv(3, 3; 4) = 14 и неравенството Fv(4, 4; 5) ≤ 35.
Нека p ≥ 4 и G е граф такъв, че G

v
−→ (p, p), cl(G) = p и

(7.20) |V (G)| = Fv(p, p; p+ 1).

Разглеждаме графа

P = G1 ∪G2 ∪ . . . ∪Gp+1 ∪Kp+1,

където всеки от графите Gi е изоморфно копие на графа G и V (Kp+1) =

{a1, . . . , ap+1}. Графът P̃ се получава като в P върха ai съединим с ребро с
всеки връх на Gi i = 1, . . . , p+ 1. Графът Q се получава като добавим към P̃
нов връх b такъв, че

ΓQ(b) =

p+1⋃

i=1

V (Gi).

Ще докажем, че

(7.21) Q
v

−→ (p+ 1, p+ 1).

Да допуснем противното и нека V1∪V2 е (p+1, p+1)-свободно 2-разлагане на
графа Q. Без ограничение на общността можем да предположим, че b ∈ V1.
Дефинираме множествата

Wi = V (Gi) ∪ {b, ai}, i = 1, . . . , p+ 1.

Ясно е, че Q[Wi] = K2 +Gi, където V (K2) = {b, ai}. Тъй като G
v

−→ (p, p),
от Лема 7.1 следва, че ai ∈ V1, i = 1, . . . , p + 1. Получихме, че V1 съдържа
(p+1)-кликата {a1, . . . , ap+1}, което е противоречие. С това (7.21) е доказано.

От дефиницията на графа Q и cl(G) = p очевидно следва, че

(7.22) cl(Q) = p+ 1.

От (7.20) получаваме

(7.23) |V (Q)| = (p+ 1)Fv(p, p; p+ 1) + p+ 2.

Във всеки от графите Gi, i = 1, . . . , p (без графа Gp+1) избираме върховете
xi, yi ∈ V (Gi) такива, че [xi, yi] /∈ E(Gi) (понеже Gi не е пълен граф, такива
върхове има). Дефинираме множествата:

(7.24) Xi = ΓGi
(xi) ∪ {ai} ∪ {b} и Yi = ΓGi

(yi) ∪ {ai} ∪ {b}, i = 1, . . . , p.
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От cl(Gi) = p следва, че ΓGi
(xi) и ΓGi

(yi) не съдържат p-клики. Понеже
върховете b и ai не са съседни имаме, че

(7.25) Xi и Yi не съдържат (p+ 1) − клики, i = 1, . . . , p.

Да забележим, че

(7.26) ΓQ(xi) = Xi и ΓQ(yi) = Yi.

С R означаваме графа, който се получава като от графа Q премахнем върхо-
вете xi, yi, i = 1. . . . , p и ребрата, излизащи от тях и добавим два нови върха
x и y такива, че

(7.27) ΓR(x) =

p⋃

i=1

Xi, ΓR(y) =

p⋃

i=1

Yi.

Ясно е, че
|V (R)| = |V (Q)| − 2(p− 1).

От последното равенство и (7.23) следва

|V (R)| = (p+ 1)Fv(p, p; p+ 1) − p+ 4.

Тъй като p ≥ 4, получаваме, че

(7.28) |V (R)| ≤ (p+ 1)Fv(p, p; p+ 1).

Ще докажем, че

(7.29) cl(R) < p+ 2.

Да допуснем противното, т.е. cl(R) ≥ p+2 и нека A е (p+2)-клика на графа
R. Понеже R−{x, y} е подграф на графа Q и cl(Q) = p+ 1 следва, че x ∈ A
или y ∈ A. Без ограничение на общността можем да предположим, че x ∈ A.
Разглеждаме (p+ 1)-кликата A′ = A− x. От (7.27) следва, че

(7.30) A′ ⊆

p⋃

i=1

Xi, i = 1, . . . , p.

Понеже |A′| = p+ 1, от (7.30) следва, че някое от множествата Xi съдържа
два върха на A′. Без ограничение на общността можем да предположим, че
X1 съдържа два върха на A′. Понеже b и a1 не са съседни в R, от (7.24),
i = 1, става ясно, че съществува връх w такъв, че

w ∈ A′ ∩ ΓG1
(x1).

Тъй като
ΓR(w) ∩ V (Gi − xi − yi) = ∅, i = 2, . . . , p+ 1

и a2, . . . , ap+1 /∈ ΓR(w) следва, че

A′ ∩ V (Gi − xi − yi) = ∅, i ≥ 2 и a2, . . . , ap+1 /∈ A′.

Тъй като
ΓGi

(xi) ⊆ V (Gi − xi − yi),
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правим извода, че

A′ ∩Xi = ∅ или A′ ∩Xi = {b}, i = 2, . . . , p+ 1.

Поради това, от (7.30) следва, че A′ ⊆ X1, което противоречи на (7.25). С
това (7.29) е доказано.

Разглеждаме изображението V (Q)
ϕ

−→ V (R), което се дефинира както
следва:

v
ϕ

−→ v, ако v 6= xi, v 6= yi, i = 1, . . . , p;

xi
ϕ

−→ x и yi
ϕ

−→ y, i = 1, . . . , p.

От (7.26) и (7.27) става ясно, че ϕ е хомоморфизъм на Q в R. От (7.21) и
Твърдение 3.6 получаваме R

v
−→ (p+ 1, p+ 1). Този факт и (7.29) ни дават

Fv(p+ 1, p+ 1; p+ 2) ≤ |V (R)|.

От това неравенство и (7.28) получаваме желаното неравенство (7.19).

Следствие 7.1. За всяко естествено число p ≥ 4 е вярно неравен-
ството

(7.31) Fv(p, p; p+ 1) < 1.46p!.

Доказателство. Доказателството ще направим по индукция относно
p. Базата p = 4 е вярна понеже при p = 4 дясната част на (7.31) е равна на
35, 04, а съгласно Теорема 7.1, лявата част не е по-голяма от 35.

Нека p ≥ 5. Съгласно индуктивната хипотеза

Fv(p− 1, p− 1; p) < 1.46(p− 1)!.

От последното неравенство и (7.19) следва неравенството (7.31).
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ГЛАВА 8

ОЦВЕТЯВАНЕ РЕБРАТА НА ПЪЛНИ ГРАФИ

8.1. Числа на Ramsey.

Определение 8.1. Всяко разлагане

(8.1) E(G) = E1 ∪ . . . ∪ Er, Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j

се нарича r-оцветяване на ребрата на графа G. Казваме, че кликата Q
на графа G е едноцветна клика от i-я цвят при това оцветяване, ако
E(Q) ⊆ Ei.

Определение 8.2. Нека a1, . . . , ar са естествени числа и ai ≥ 2,
i = 1, . . . , r. Казваме, че r-оцветяването (8.1) е (a1, . . . , ar)-свободно, ако
за всяко i ∈ {1, . . . , r} не съществува едноцветна ai-клика от i-я цвят на
графа G. Символът

G
e

−→ (a1, . . . , ar)

означава, че всяко r-оцветяване на E(G) не е (a1, . . . , ar)-свободно.

Определение 8.3. Нека a1, . . . , ar са естествени числа такива, че
ai ≥ 2, i = 1, . . . , r. Най-малкото естествено число n, за което пълният
граф с n върха има свойството

Kn
e

−→ (a1, . . . , ar)

се нарича число на Ramsey и се бележи с R(a1, . . . , ar).

Съществуването на числата R(a1, . . . , ar) е доказано от Ramsey в [R3].
Поради това тези числа се наричат числа на Ramsey.

Очевидно R(a1) = a1, a1 ≥ 2. По-нататък ще разглеждаме тези от числата
R(a1, . . . , ar), за които r ≥ 2. Очевидно

(8.2) G
e

−→ (a1, . . . , ar) ⇐⇒ G
e

−→ (aϕ(1), . . . , aϕ(r))

за всяка пермутация ϕ на симетричната група Sr. От (8.2) следва, че

(8.3) R(a1, . . . , ar) = R(aϕ(1), . . . , aϕ(ar))

за всяко ϕ ∈ Sr, т.е. R(a1, . . . , ar) е симетрична функция на a1, . . . , ar. Оче-
видно е, че

(8.4) R(a1, . . . , ar) = R(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar) ако ai = 2.

От направените разсъждения става ясно, че е достатъчно да разгледаме чис-
лата R(a1, . . . , ar), когато 3 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ar и r ≥ 2.

Нека ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава е вярно неравенството

R(a1, . . . , ar) ≤ R(a1 − 1, a2, . . . , ar)+

+R(a1, a2 − 1, a3 . . . , ar) + · · · +R(a1, . . . , ar − 1) + 2 − r.
(8.5)

Случаят r = 2 е доказан в [E8]. Общият случай е доказан в [L1]. Трябва
обаче да отбележим, че неявно това неравенство е получено още в [G14]
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(виж Теорема 6). В литературата на български език неравенството (8.5) е
изложено в [K13].

Известни са само няколко от числата R(a1, . . . , ar) и пресмятането на
всяко ново число на Ramsey е голямо събитие в Теория на графите. На чис-
лата на Ramsey са посветени много статии, като най-важните според нас са
[G10], [G11], [G14], [K1]. Какво е съвременното състояние на тази тематика,
може да се види в обзорните статии [R1] и [R2]. Популярно изложение на
числата на Ramsey е дадено в [K17].

Ще отбележим и едно рекурентно неравенство, което дава оценка отдолу
за числата на Ramsey:

R(a1, . . . , ar) >
(
R(a1, . . . , ar) − 1

)(
R(as+1, . . . , ar) − 1

)
,

където r ≥ 2 и s ∈ {1, . . . , r − 1}. В частния случай s = 1, това неравенс-
тво е получено от Robertson в [R7]. Общият случай е публикуван в [N36].
Ние няма да доказваме тук това неравенство, тъй като по-нататък то не се
използва.
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8.2. Кратности на Ramsey.

Равенството R(3, 3) = 6 означава, че графът K5 има (3, 3)-свободно
2-оцветяване на ребрата и че във всяко 2-оцветяване на ребрата на K6 има
едноцветна 3-клика. Goodman [G6] доказва, че във всяко 2-оцветяване на
E(K6) има поне две едноцветни 3-клики (възможно е да са от различен
цвят). Този изненадващ факт мотивира Harary и Prins [H3] да дефинират
важното понятие кратност на Ramsey.

Определение 8.4. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, такива че
ai ≥ 3, i = 1, . . . , r. Нека γ е r-оцветяване на ребрата на пълния граф с
R(a1, . . . , ar) върха. С t(ai) означаваме броя на едноцветните ai-клики от
i-я цвят в разглежданото r-оцветяване γ. Нека t(γ) = t(a1)+ · · ·+ t(ar). С
M(a1, . . . , ar) означаваме min t(γ) по всички r-оцветявания γ на ребрата
на пълния граф с R(a1, . . . , ar) върха. Числото M(a1, . . . , ar) се нарича
кратност на Ramsey съответстваща на числото R(a1, . . . , ar).

От Определение 8.4 става ясно, че

(8.6) M(a1, . . . , ar) ≥ 1.

Както отбелязахме по-горе, в [G6] е доказано, че M(3, 3) = 2. За следващата
кратност M(3, 4) в [K22] е анонсиран и подробно доказан в [N39] следния
резултат:

Теорема 8.1.

(а) M(3, 4) = 1;

(б) съществува единствено (с точност до изоморфизъм) 2-оцве-
тяване на E(K9), в което няма едноцветни 3-клики от първия
цвят и има единствена едноцветна 4-клика от втория цвят.

Доказателство на (а). Разглеждаме 2-оцветяването E(K9) = E1∪E2,
където E2 е дадено на Фиг. 8.1.

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦◦◦◦

v4

v5

v6

v7

v8

v1

v2

v3

v9

Фигура 8.1

Лесно се вижда, че в това 2-оцветяване няма 3-клики от първия цвят и
че [v1, v3, v5, v7] е единствена едноцветна 4-клика от втория цвят. Понеже
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R(3, 4) = 9 следва, че M(3, 4) ≤ 1. От неравенството (8.6) окончателно
получаваме M(3, 4) = 1.

Доказателството на (б) не го включваме тук, понеже е обемисто и освен
това не се използва по-нататък.

Както отбелязахме по-горе, Теорема 8.1 е публикувана през 1978 г. в
[K22]. През 1980 г. в [B17], твърдението (а) на тази теорема е обявено за
резултат на Faudree-Rosta-Schelp, като се цитира непубликувана тяхна рабо-
та. Пресмятането на следващата кратност M(3, 5) е резултат от съвместните
усилия на Н. Ненов, И. Пашов и Н. Хаджииванов, като окончателния ре-
зултат M(3, 5) = 4 е получен в [P2]. Равенството M(3, 6) = 2 е резултат на
Н. Хаджииванов и И. Пашов, публикуван в [K15]. Последната пресметната
кратност на Ramsey е M(4, 4) = 9. В [E9] е доказано, че M(4, 4) ≤ 9. В [P4]
с помощта на компютър е доказано обратното неравенство.

Изглежда доста вероятно, че единствената кратност на Ramsey, която
е равна на единица е M(3, 4). В подкрепа на тази хипотеза ще докажем
следната:

Теорема 8.2. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3, i =
1, . . . , r, за които в (8.5) е налице равенство. Тогава

M(a1, . . . , ar) ≥ 2.

Доказателство. Полагаме

R(a1, . . . , ar) = R, R(a1, . . . , ai − 1, . . . , ar) = Ri.

По условие имаме, че

(8.7) R = R1 + · · · +Rr + 2 − r.

Да допуснем противното, т.е. M(a1, . . . , ar) = 1 и нека

E(KR) = E1 ∪ . . . ∪ Er

е r-оцветяване на ребрата на KR, в което има единствена a1-клика Q =
{v1, . . . , va1

} от първия цвят и няма ai-клики от i-я цвят при i ≥ 2. За всеки
връх w ∈ V (KR) дефинираме

Ai(w) = {v ∈ V (KR) : [w, v] ∈ Ei}.

Тъй като

ΓKR
(w) =

r⋃

i=1

Ai(w) и Ai(w) ∩Aj(w) = ∅, i 6= j

имаме, че

(8.8) R− 1 =

r∑

i=1

|Ai(w)|.

Да предположим, че w ∈ V (KR) и w /∈ Q, т.е. w 6= vi, i = 1, . . . , ai. Да
забележим, че

(8.9) |A1(w)| ≤ R1 − 1.
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Наистина, ако допуснем, че |A1(w)| ≥ R1, тогава понеже няма едноцветни
ai-клики от i-я цвят при i ≥ 2 следва, че A1(w) съдържа едноцветна (a1−1)-
клика Q′ от първия цвят. Ясно е, че Q′ ∪ {w} е едноцветна a1-клика от
първия цвят, която е различна от Q. Тъй като това противоречи на предпо-
ложението, че M(a1, . . . , ar) = 1, неравенството (8.9) е доказано. От (8.7) и
(8.8) получаваме

r∑

i=1

∣∣Ai(w)
∣∣ = R1 + · · · +Rr + 1 − r.

От това равенство и (8.9) следва, че съществува i ≥ 2 такова, че |Ai(w)| ≥ Ri.
Тъй като в разглежданото 2-оцветяване няма едноцветни ak-клики от k-я
цвят при k ≥ 2, от |Ai(w)| ≥ Ri следва, че Ai(w) съдържа единствената
едноцветна a1-клика Q от първия цвят. И така, доказахме, че ако w /∈ Q,
тогава Q ⊆ Ai(w) за някое i ≥ 2. Това означава, че всяко ребро, което
съединява връх от Q с връх извън Q не е оцветено с първия цвят. Поради
това A1(v1) = {v2, . . . , va1

} и

(8.10) |A1(v1)| = a1 − 1.

От това, че Q е единствена едноцветна a1-клика от първия цвят и няма
едноцветни ai-клики от i-я цвят при i ≥ 2 следва, че

(8.11) |Ai(v1)| ≤ Ri − 1, i = 2, . . . , r.

От (8.8), (8.10) и (8.11) получаваме

(8.12) R− 1 ≤ (a1 − 1) +

r∑

i=2

(Ri − 1).

Очевидно Ka1−1 има (a1 − 1, a2, . . . , ar)-свободно r-оцветяване на ребрата.
Поради това

a1 − 1 < R(a1 − 1, a2, . . . , ar) = R1.

Това неравенство и (8.12) дават, че

R− 1 ≤
r∑

i=1

Ri − r,

което противоречи на (8.7).
Теорема 8.2 е доказана.
Частният случай r = 2 на тази теорема е публикуван в [N13]. Общият

случай не е публикуван.
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8.3. Брой на едноцветните 3-клики при оцветяване на ребрата
на пълните графи.

Нека γ е r-оцветяване на ребрата на пълния граф с n върха Kn. Броят
на едноцветните 3-клики на това оцветяване означаваме с t(γ). С g(n, r)
означаваме минимума на числата t(γ) по всички r-оцветявания γ на E(Kn).
В [G6] Goodman доказва, че

g(n, 2) =





n(n− 2)(n− 4)

24
, n ≡ 0 (mod 2);

n(n− 1)(n− 5)

24
, n ≡ 1 (mod 4);

(n+ 1)(n− 3)(n− 4)

24
, n ≡ 3 (mod 4).

По-късно този резултат е допълван и усилван от различни автори. Най-
последните публикации в това направление са [K17], [K26], [K27], [K28],
[K33], [B2], [B3], [B4].

По-подробен обзор и библиография по тези въпроси има в монографията
[K13].

Не е известно нито едно от числата g(n, r) при r ≥ 3. Ще докажем една
оценка отдолу за тези числа, с помощта на която в следващия пункт ще обоб-
щим един класически резултат на Schur, [S3] за решенията на уравнението
xn + yn = zn в прости крайни полета с достатъчно много елементи.

Твърдение 8.1. Вярно е неравенството

(8.13)
g(n− 1, r)(
n− 1

3

) ≤
g(n, r)(
n

3

) , n ≥ 4.

Доказателство. Да разгледаме произволно r-оцветяване γ на E(Kn) и не-
ка V (Kn) = {v1, . . . , vn}. Както и по-горе с t(γ) означаваме броя на едноцвет-
ните 3-клики в това r-оцветяване, а с δ(vi) означаваме броя на едноцветните
3-клики в подграфа Kn − vi. Ясно е, че

(8.14) δ(vi) ≥ g(n− 1, r).

Да забележим, че в сумата δ(v1) + · · · + δ(vn) всяка едноцветна 3-клика са
брои n− 3 пъти. Поради това имаме

(8.15)
n∑

i=1

δ(vi) = (n− 3)t(γ).

От (8.14) и (8.15) получаваме

(8.16) ng(n− 1, r) ≤ (n− 3)t(γ).

И така, броят на едноцветните 3-клики t(γ) в произволно r-оцветяване γ на
E(Kn) удовлетворява неравенството (8.16), Ето защо

n · g(n− 1, r) ≤ (n− 3)g(n, r).
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Последното неравенство очевидно е еквивалентно на неравенството (8.13). С
това Твърдение 8.1 е доказано.

За краткост полагаме

R(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Rr(3)

и за кратността на Ramsey

M(3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

= Mr(3).

Ясно е, че Mr(3) = g(Rr(3), r).

Следствие 8.1. Нека n ≥ Rr(3). Тогава

g(n, r) ≥Mr(3)

(
n

3

)(
Rr(3)

3

)−1

.

Доказателство. От Твърдение 8.1 имаме

g(Rr(3), r)(
Rr(3)

3

) ≤
g(n, r)(
n

3

) .

Това неравенство и желаното неравенство са очевидно еквивалентни.

Следствие 8.2. Нека n ≥ Rr(3). Тогава във всяко r-оцветяване на
E(Kn) има поне

1

r
Mr(3)

(
n

3

)(
Rr(3)

3

)−1

едноцветни 3-клики от един и същи цвят.
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8.4. Оценка отдолу за ненулевите решения на уравнението
xn + yn = zn в крайни полета.

Решението x0, y0, z0 на уравнението

xn + yn = zn

се нарича абсолютно ненулево, ако x0 6= 0, y0 6= 0, z0 6= 0. В този пункт ще
обобщим следния резултат:

Теорема на Schur, [S3]. Нека F е крайно просто поле и |F | ≥ Rn(3).
Тогава уравнението xn+yn = zn има абсолютно ненулево решение в това
поле.

Ще докажем по-силния резултат:

Теорема 8.3. Нека F е крайно поле и |F | ≥ Rn(3). Тогава уравнени-
ето xn + yn = zn има в полето F поне

|F |(|F | − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

абсолютно ненулеви решения.

Ще ни е необходима следната:

Лема 8.1. Нека G е крайна адитивна група и |G| ≥ Rn(3). Нека е
дадено произволно разлагане

(8.17) G− {0} = M1 ∪ . . . ∪Mn, Mi ∩Mj = ∅, i 6= j.

Тогава съществува i ∈ {1, . . . , n} такова, че в множеството Mi уравне-
нието x+ y = z има поне

|G|(|G| − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

решения.

Доказателство. Нека |G| = m и G = {x0 = 0, x1, . . . , xm−1}. Нека
V (Km) = {v0, . . . , vm−1}. С помощта на (8.17) дефинираме n-оцветяването
E(Km) = E1 ∪ . . . ∪ En по следния начин:

[vk, vl] ∈ Ei, k < l ⇐⇒ xl − xk ∈Mi.

Да предположим, че [vk, vl, vs], k < l < s е едноцветна 3-клика от i-я цвят
на това n-оцветяване. Тогава

(8.18) a = xl − xk, b = xs − xl, c = xs − xk

е решение на уравнението x + y = z в множеството Mi. Да забележим, че
ако a, b, c и xk са дадени, тогава xl и xs се определят от (8.18) еднозначно.
Понеже 0 ≤ k < l < s ≤ m− 1 за xk имаме не повече от m− 2 възможности.
Поради това броят на едноцветните 3-клики от i-я цвят, които чрез (8.18)
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определят едно и също решение на уравнението x + y = z не е по-голям от
m− 2. Съгласно Следствие 8.2, съществува i такова, че имаме поне

1

n
Mn(3)

(
|G|

3

)(
Rn(3)

3

)−1

едноцветни 3-клики от i-я цвят. Понеже всяка такава едноцветна 3-клика
от i-я цвят определя чрез равенствата (8.18) решение на x + y = z в Mi и
най-много (m − 2) от тези едноцветни 3-клики определят чрез равенствата
(8.18) едно и също решение на уравнението x+ y = z, стигаме до извода, че
в множеството Mi това уравнение има поне

|G| (|G| − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

различни решения.

Доказателство на Теорема 8.3. Нека ε е примитивен елемент на
полето F . Тогава

F\{0} = {ε, ε2, . . . , εm−1}

където m = |F |. Нека m− 1 = nq + r, 0 ≤ r ≤ n− 1. Дефинираме

Fi = {εi, εi+n, . . . , εi+nq}, ако 1 ≤ i ≤ r;

Fi = {εi, εi+n, . . . , εi+n(q−1)}, ако r < i ≤ n.

Ясно е, че
F\{0} = F1 ∪ . . . ∪ Fn, Fi ∩ Fj = ∅, i 6= j.

Понеже |F | ≥ Rn(3) от Лема 8.1 следва, че съществува i такова, че в Fi
уравнението x+ y = z има поне

|F | (|F | − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

различни решения. Нека

(εi+ku, εi+ln, εi+sn)

е едно от тези решения, т.е.

εi+kn + εi+ln = εi+sn.

Като разделим на εi получаваме

(εk)n + (εl)n = (εs)n.

Следователно (εk, εl, εs) е абсолютно ненулево решение на уравнението xn +
yn = zn. И така, всяко решение на x + y = z в Fi определя абсолютно
ненулево решение на уравнението xn+ yn = zn в F . Ясно е, че две различни
решения на уравнението x + y = z в Fi определят различни решения на
уравнението xn + yn = zn. Поради това xn + yn = zn има в F поне

|F | (|F | − 1)Mn(3)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)
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абсолютно ненулеви решения в полето F , с което Теорема 8.3 е доказана.

В [G14] за числата Rn(3) е получена следната оценка:

(8.19) Rn(3) ≤ ⌊n!e⌋ + 1.

От това неравенство и неравенство (8.6) получаваме

Следствие 8.3. Нека F е крайно поле и |F | ≥ ⌊n!e⌋ + 1. Тогава
уравнението xn + yn = zn има в полето F поне

|F | (|F | − 1)

n Rn(3)(Rn(3) − 1)(Rn(3) − 2)

абсолютно ненулеви решения.

Ще отбележим, че идеята за връзката между решенията на уравнение-
то x + y = z и уравнението xn + yn = zn е от работата на Schur [S3].
Теорема 8.3 и всичките помощни резултати са публикувани в [K24]. Тази
теорема е включена в монографията [K13] и се цитира в енциклопедията [G4].
Подробен обзор и библиография на резултатите за уравнението xn + yn = zn

в крайни полета са дадени в [K13] и [G14].
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ГЛАВА 9

РЕБРЕНИ ФОЛКМАНОВИ ЧИСЛА.

9.1. Ребрени (3, 3)-графи.

Казваме, че графът G е ребрен (3, 3)-граф, ако G
e

−→ (3, 3), т.е. ако при
всяко 2-оцветяване на E(G) има едноцветна 3-клика. Най-простият такъв
граф е пълният граф с шест върха:

(9.1) K6
e

−→ (3, 3), [G14].

От (9.1) следва, че ако cl(G) ≥ 6, тогава G
e

−→ (3, 3). В [E7] Erdos и Hajnal
поставят следния проблем:

Съществува ли ребрен (3, 3)-граф, който не съдържа K6?

Положителен отговор на този проблем пръв дава J. H. van Lint. Той
построява 14-върхов (3, 3)-граф, който не съдържа K6. Този граф е публику-
ван в [G9] (самият автор не е публикувал този резултат).

По-късно Graham доказва, че

(9.2) K8 − C5
e

−→ (3, 3), [G8].

С K8 − C5 е означен графа, който се получава като от E(K8) премахнем
ребрата на някой цикъл с дължина 5. Очевидно е, че cl(K8 −C5) = 5. В [L1]
Lin доказва, че K8 −C5 е най-простият ребрен (3, 3)-граф с кликово число 5.

По-нататък L. Posa доказва, че съществува граф G
e

−→ (3, 3) с cl(G) = 4.
Този резултат не е публикуван, тъй като се появява по-прост пример на
такъв граф в [S2]. Най-накрая J. H. Folkman в [F2] доказва, че съществува
ребрен (3, 3)-граф G с cl(G) = 3. Конструкциите на L. Posa и Folkman са
много сложни (графът на Folkman има стотици милиарди върхове). Поради
това Erdos поставя като проблем, публикуван в [G9], намирането на числата

Fe(3, 3; 5) = min{|V (G)| : G
e

−→ (3, 3) и cl(G) < 5};

Fe(3, 3; 4) = min{|V (G)| : G
e

−→ (3, 3) и cl(G) < 4}.

Числото Fe(3, 3; 5) е пресметнато окончателно. Историята на оценяването
на това число е дадена в Таблица 9.1, която е взета от [P3].

Към фактите от тази Таблица ще добавим още, че вторият 15-върхов реб-
рен (3, 3)-граф, който не съдържа K5 е получен в съвместната ни работа с
Н. Хаджииванов [K31] през 1984 г. Както става ясно от Таблица 9.1, наши-
те резултати, свързани с оценяването на Fe(3, 3; 5), са повторени в [B16] и
[E4]. Тези резултати са повторени също в [G5] и [M3]. Нито една от тези
четири работи обаче няма приноси, тъй като буквално повтарят конструк-
цията от [K23]. В дискусионната статия [U1] Urbanski посочва част от тези
повторения. За да бъдат избегнати следващи повторения, той включва в тази
своя работа с подробни доказателства нашите резултати от [N16] и [K31].
Най-накрая на този обзор ще отбележим, че за числото Fe(3, 3; 4) за сега
няма задоволителни оценки. Освен резултата на Folkman, който доказва, че
Fe(3, 3; 4) <∞ са получени следните оценки:

Fe(3, 3; 4) ≤ 1012, [F3]

Fe(3, 3; 4) ≤ 3 × 109, [S4].
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Според [C4] в настоящия момент Radziszowski усилено атакува с компютъра
това число и се надява да получи, че Fe(3, 3; 4) ≤ 127.

За сега обаче няма публикация на Radziszowski, която да потвърди този
анонс.

Year Reference Lower Upper

1967 P. Erdos, A. Hajnal [E7] ?

1969 M. Schauble [S2] 42

1971 R.L. Graham, J. H. Spencer [G9] 23

1972 S. Lin [L1] 10

1973 R.W. Irving [I1] 18

1979 N. Hadziivanov, N. Nenov [K23] 16

1980 N. Nenov [N9] 11

1981 N. Nenov [N16] 15

1985 N. Hadziivanov, N. Nenov [N43] 12

1993 M. Erikson [E4] 17

1994 J. Bukor [B16] 16

1998 Piwakowski et’al. [P3] 15

Таблица 9.1. История на оценяването на Fe(3, 3; 5) според [P3].

По-нататък ще ни е необходимо следното обобщение на (9.1) и (9.2):

Теорема 9.1. За всяко естествено число r е вярно, че

C3 + C2r+1
e

−→ (3, 3).

Доказателство. Нека V (C3) = {w1, w2, w3}. Нека E1 ∪E2 е произвол-
но 2-оцветяване на E(C3 + C2r+1). Да допуснем, че C3 = [w1, w2, w3] не е
едноцветна 3-клика. Тогава можем да предположим, че

[w1, w2] ∈ E1 и [w1, w3] ∈ E2.

Дефинираме множествата

Bi(w1) = {v ∈ V (C2r+1)
∣∣∣ [v, w1] ∈ Ei}, i = 1, 2.

От |V (C2r+1)| = 2r + 1 следва, че |B1(w1)| ≥ r + 1 или |B2(w1)| ≥ r + 1.
Нека |B1(w1)| ≥ r + 1. Измежду всеки r + 1 върха на C2r+1 непременно
има два съседни. Поради това B1(w1) съдържа два върха u и v, които са
съседни. Разглеждаме 3-кликата {w2, u, v}. Ако някое от ребрата на тази 3-
клика принадлежи на E1, тогава това ребро заедно с w1 образува едноцветна
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3-клика от първия цвят. В противен случай {w2, u, v} е едноцветна 3-клика
от втория цвят. По същия начин, ако |B2(w1)| ≥ r + 1, стигаме до извода,
че в разглежданото 2-оцветяване има едноцветна 3-клика. И така, при всяко
2-оцветяване на E(C3 + C2r+1) има едноцветна 3-клика. С това Теорема 9.1
е доказана.

Да забележим, че ако r = 1 получаваме (9.1). Понеже K8−C5 = K3 +C5,
ако r = 2 получаваме (9.2). Теорема 9.1 е публикувана през 1979 г. в [N40]. В
[N40] е отбелязано също, че ако r ≥ 2, съществува 2-оцветяване на E(C3 +
C2r+1), в което има точно една едноцветна 3-клика (от доказателството на
Теорема 9.1 става ясно как да се построи такова 2-оцветяване). В [N40] е
доказано също, че C3 + C2r+1 е критичен ребрен (3, 3)-граф в смисъл, че
всеки собствен подграф на C3 +C2r+1 не е ребрен (3, 3)-граф. През 1980 г. в
[B17, Теорема 13] Теорема 9.1 е обявен за непубликуван резултат на Erdos и
Faudree.

Накрая на този пункт ще докажем следната:

Теорема 9.2. Fe(3, 3; 5) ≤ 15.

Доказателство. Да разгледаме 14-върховия граф T3, който е специа-
лен случай (p = 3) на дефинирания в доказателството на Теорема 4.1 граф
Tp. Съгласно (4.8) и (4.9) имаме

(9.3) T3
v

−→ (3, 3) и cl(T3) = 3.

Разглеждаме графа G = K1 + T3, където V (K1) = {w}. Нека E1 ∪ E2 е
произволно 2-оцветяване на E(G). Дефинираме

Vi = {v ∈ V (T3) : [w, v] ∈ Ei}, i = 1, 2.

Ясно е, че V1 ∪ V2 е 2-разлагане на V (T3). Съгласно (9.3) можем да предпо-
ложим, че V1 съдържа 3-клика Q. Ако някое от ребрата на Q принадлежи
на E1, тогава това ребро заедно с върха w1 образуват едноцветна 3-клика от
първия цвят. В противен случай Q е едноцветна 3-клика от втория цвят. С
тези разсъждения доказахме, че

G = K1 + T3
e

−→ (3, 3).

От cl(T3) = 3 следва, че cl(G) = 4. Поради това

Fe(3, 3; 5) ≤ |V (G)| = 15.

Теорема 9.2 е доказана.
С помощта на компютър в [P3] е доказано, че Fe(3, 3; 5) ≥ 15. Поради

това Fe(3, 3; 5) = 15. С това единият от формулираните по-горе два проблема
на Erdos, свързани с ребрените (3, 3)-графи бе решен.

Теорема 9.2 е публикувана в [N16]. Най-добрата оценка отдолу за числото
Fe(3, 3; 5), която е получена без компютър е 12 и е публикувана в [N43].
Интересно е да отбележим също, че графът K1 + T3 има 56 ребра и всеки
друг ребрен (3, 3)-граф с кликово число 4 има повече ребра, [P3].

Забележка 9.1. От разсъжденията, направени в доказателството
на Теорема 9.2, става ясно, че е вярно следното твърдение:

G
v

−→ (3, 3) =⇒ K1 +G
e

−→ (3, 3).
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Това е непубликуван резултат на L. Posa, с помощта на който той пос-
троява първия ребрен (3, 3)-граф с кликово число 4.
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9.2. Ребрени Фолкманови числа.

Нека a1, . . . , ar са естествени числа и ai ≥ 2, i = 1, . . . , r. Числата
Fe(3, 3; q), дефинирани в предишния пункт, могат да се обобщят по след-
ния начин:

Fe(a1, . . . , ar; q) = min{|V (G)| : G
e

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < q}.

Тези числа са дефинирани за пръв път в [L1] и се наричат ребрени Фолкма-
нови числа.

Ясно е, че

G
e

−→ (a1, . . . , ar) =⇒ cl(G) ≥ max{a1, . . . , ar}.

Вярно е, че

(9.3) Fe(a1, . . . , ar; q) съществува ⇐⇒ q > max{a1, . . . , ar}.

Твърдението (9.3) в случая r = 2 е доказано от Folkman в [F2], а общи-
ят случай е доказан от Nešetřil и Rödl в [N44]. От (8.2) става ясно, че
Fe(a1, . . . , ar; q) е симетрична функция на a1, . . . , ar.

Ако ai = 2 и r ≥ 2, тогава очевидно

G
e

−→ (a1, . . . , ar) ⇐⇒ G
e

−→ (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar).

Следователно, ако ai = 2, тогава

Fe(a1, . . . , ar; q) = Fe(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar; q).

Очевидно Fe(a1; q) съществува само когато q > a1 и Fe(a1; q) = a1.
По-нататък за Фолкмановите числа Fe(a1, . . . , ar; q) ще предполагаме, че

ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Съгласно направените разсъждения тези ограни-
чения са естествени.

Важна роля за следващите резултати ще има следната:

Теорема 9.3, [L1]. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

G
e

−→ (a1, . . . , ar) =⇒ χ(G) ≥ R(a1, . . . , ar).

Полагаме R(a1, . . . , ar) = R. Тъй като

KR
e

−→ (a1, . . . , ar) и KR−1
e

9 (a1, . . . , ar)

имаме, че

(9.4) Fe(a1, . . . , ar; q) = R(a1, . . . , ar), ако q > R(a1, . . . , ar).

От (9.4) става ясно, че ребрените Фолкманови числа обобщават класическите
числа на Ramsey. От (9.3) имаме, че

Fe(a1, . . . , ar;R) съществува ⇐⇒ R ≥ max{a1, . . . , ar} + 1,
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където, както и по-горе R = R(a1, . . . , ar). Когато ai ≥ 3 и r ≥ 2, нера-
венството R ≥ max{a1, . . . , ar} + 1 е изпълнено. Наистина, нека например
max{a1, . . . , ar} = a1. Оцветявайки две независими (без общ връх) ребра на
Ka1+1 с втория цвят, а останалите ребра с първия цвят, очевидно получа-
ваме (a1, a2)-свободно 2-оцветяване на ребрата на E(Ka1+1), което може да
се разглежда като (a1, a2, . . . , ar)-свободно r-оцветяване на ребрата на този
граф, в което не са използвани от третия до последния цвят (при r ≥ 3).
Това доказва, че R ≥ max{a1, . . . , ar} + 1.

И така, ако ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2, числата Fe(a1, . . . , ar;R) същест-
вуват. За тези числа Lin доказва следната:

Теорема 9.4, [L1]. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

(а) Fe(a1, . . . , ar;R) ≥ R+ 2;

(б) равенство в (а) имаме тогава и само тогава, когато

KR−3 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar).

Друго доказателство на Теорема 9.4. Нека G е граф такъв, че

G
e

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < R.

Съгласно Теорема 9.3 имаме

(9.5) χ(G) ≥ R,

а съгласно Теорема 2.1 имаме

(9.6) |V (G)| ≥ χ(G) + 2.

От (9.5) и (9.6) получаваме |V (G)| ≥ R+ 2 с което (а) е доказано.
Преминаваме към доказателството на (б). Нека

Fe(a1, . . . , ar;R) = R+ 2

и G е граф такъв, че G
e

−→ (a1, . . . , ar), cl(G) < R и |V (G)| = R+2. Тогава в
(9.6) и (9.5) имаме равенство, т.е. χ(G) = R и |V (G)| = χ(G)+2. От Теорема
2.1 следва, че G = KR−3 + C5. Следователно

KR−3 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar).

Нека сега KR−3 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar). Понеже cl(KR−3 + C5) = R− 1 имаме

Fe(a1, . . . , ar;R) ≤ |V (KR−3 + C5)| = R+ 2.

Последното неравенство и (а) ни дават, че

Fe(a1, . . . , ar;R) = R+ 2.

С това Теорема 9.4 е доказана.
Друг важен резултат на Lin за числата Fe(a1, . . . , ar;R) е следната:
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Теорема 9.5, [L1]. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3, i =
1, . . . , r и r ≥ 2. Ако тези числа са такива, че в (8.5) е налице равенство,
тогава

Fe(a1, . . . , ar;R) = R+ 2.

От известните числа на Ramsey само за числата R(3, 3) = 6, R(3, 5) =
R(5, 3) = 14, R(4, 4) = 18 и R(3, 3, 3) = 17 в (8.5) имаме равенство. Поради
това от Теорема 9.5 Lin получава точните стойности на следните ребрени
Фолкманови числа:

Fe(3, 3; 6) = 8;

Fe(4, 4; 18) = 20;

Fe(3, 5; 14) = 16;

Fe(3, 3, 3; 17) = 19.

Най-малкото число на Ramsey, за което неравенството (8.5) е строго, е
R(3, 4) = 9. От Теорема 9.4 (а) имаме Fe(3, 4; 9) ≥ 11. В [L1] Lin показва, че

K6 + C5
e

9 (3, 4)

и от Теорема 9.4 (б) получава Fe(3, 4; 9) ≥ 12. Истинската стойност на това
число обаче е 14. Това ще докажем в следващия пункт.

Накрая на този пункт ще докажем една оценка отдолу за числата

Fe(a1, . . . , ar;R),

в случая, когато кратността M(a1, . . . , ar) = 1. Тази оценка е по-силна от
оценката, която дава Теорема 9.4. В следващия пункт ще използваме този
резултат за пресмятане на числото Fe(3, 4; 9).

Теорема 9.6. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3, i = 1, . . . , r
и r ≥ 2 такива, че пълният граф с R = R(a1, . . . , ar) върха има r-
оцветяване

(9.7) E(KR) = E1 ∪ . . . ∪ Er,

в което има единствена едноцветна ai-клика от i-я цвят и няма едно-
цветна aj-клика от j-я цвят при i 6= j. Нека G е граф такъв, че

G
e

−→ (a1, . . . , ar), χ(G) = R и cl(G) < r.

Тогава

(а) G е ai-плътен граф (виж Определение 2.1);

(б) |V (G)| ≥ R+ ai;

(в) Ако KR−ai−1 + C2ai+1
e

9 (a1, . . . , ar), тогава |V (G)| > R+ ai.

Доказателство на Теорема 9.6. Да предположим, че (а) не е вярно
и нека

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ VR
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е R-хроматично разлагане на графа G, което не е ai-плътно. Без ограничение
на общността можем да предположим, че V1 ∪ . . .∪Vai

не съдържа ai-клика.
Нека единствената едноцветна ai-клика от i-я цвят на KR е P = {z1, . . . , zai

}
и останалите върхове на KR са zai+1, . . . , zR. Разглеждаме изображението

V (G)
ϕ

−→ V (KR),

което се дефинира по следния начин:

v
ϕ

−→ zi, ако v ∈ Vi.

С помощта на изображението ϕ и r-оцветяването (9.7) дефинираме

r-оцветяването E(G) = E′
1 ∪ . . . ∪ E

′
r,

както следва:

[u, v] ∈ E′
i ⇐⇒ [ϕ(u), ϕ(v)] ∈ Ei, ∀ [u, v] ∈ E(G).

От G
e

−→ (a1, . . . , ar) следва, че при това r-оцветяване на E(G) има едно-
цветна ak-клика от k-я цвят Q, за някое k ∈ {1, . . . , r}. Ясно е, че ϕ(Q) е
едноцветна ak-клика от k-я цвят в r-оцветяването (9.7). От свойствата на
това r-оцветяване следва, че

k = i и ϕ(Q) = P = {z1, . . . , zai
}.

От дефиницията на ϕ става ясно, че

Q ⊆ V1 ∪ . . . ∪ Vai
.

Това противоречи на допускането, че V1 ∪ . . . ∪ Vai
не съдържа ai-клика.

Полученото противоречие доказва (а).
Преминаваме към доказателството на (б). Понеже G е ai-плътен граф, от

Теорема 2.2 (а) имаме, че |V (G)| ≥ χ(G) + ai = R+ ai. Тъй като

KR−ai−1 + C2ai+1
e

9 (a1, . . . , ar)

стигаме до извода, че G 6= KR−ai−1 +C2ai+1. Сега от Теорема 2.2 (б) следва,
че |V (G)| > R+ ai.

Теорема 9.6 е доказана.

Теорема 9.6 е публикувана в [N29].
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9.3. Пресмятане на числото Fe(3, 4; 9).

Основен резултат в този пункт е следната:

Теорема 9.7. Fe(3, 4; 9) = 14.

За всеки две естествени числа r и s дефинираме графа

G(r, s) = K4 + C2r+1 + C2s+1.

Преди доказателството на Теорема 9.7 ще докажем необходимата

Теорема 9.8. За всеки две естествени числа r и s имаме

G(r, s)
e

−→ (3, 4).

За доказателството на Теорема 9.8 ще са необходими две леми. Първа-
та се отнася за 2-оцветяванията на ребрата на C2r+1 + C2s+1, когато r ≥
2 и s ≥ 2. Да оцветим ребрата от E(C2r+1) ∪ E(C2s+1) с първия цвят, а
останалите ребра на C2r+1 + C2s+1 с втория цвят. Понеже r ≥ 2 и s ≥ 2,
C2r+1 и C2s+1 не съдържат 3-клики. Поради това полученото 2-оцветяване
на ребрата C2r+1 + C2s+1 е (3, 3)-свободно. Да забележим, че ако r = 1 или
s = 1, съгласно Теорема 9.1, такова 2-оцветяване няма. Следващата лема
дава характеристика на всичките (3, 3)-свободни 2-оцветявания на ребрата
на C2r+1 + C2s+1.

Лема 9.1. Нека r ≥ 2 и s ≥ 2 са естествени числа. Тогава във
всяко (3, 3)-свободно 2-оцветяване на ребрата на C2r+1 + C2s+1 ребрата
на E(C2r+1) ∪ E(C2s+1) са оцветени еднакво.

Доказателство. Нека E1 ∪ E2 е едно произволно (3, 3)-свободно 2-
оцветяване на E(C2r+1 + C2s+1). Най-напред ще докажем, че всяко от мно-
жествата E(C2r+1) и E(C2s+1) е едноцветно. Да допуснем противното и
нека, например, E(C2r+1) не е едноцветно. Тогава съществуват v1, v2, v3 ∈
V (C2r+1) такива, че [v1, v2] ∈ E1 и [v2, v3] ∈ E2 Дефинираме

B1 = {w ∈ V (C2s+1) : [v2, w] ∈ E1}

B2 = {w ∈ V (C2s+1) : [v2, w] ∈ E2}.

Ясно е, че V (C2s+1) = B1∪B2. Поради това или |B1| ≥ s+1 или |B2| ≥ s+1.
Нека |B1| ≥ s+ 1. Тогава съществуват два съседни в цикъла C2s+1 върха a
и b, които принадлежат на B1. Ако едно от ребрата на 3-кликата {a, b, v1}
принадлежи на E1, тогава това ребро, заедно с v2 образува едноцветна 3-
клика от първия цвят. В противен случай {a, b, v1} е едноцветна 3-клика от
втория цвят. Ако |B2| ≥ s + 1 със същите разсъждения стигаме до извода,
че има едноцветна 3-клика. Полученото противоречие доказва, че E(C2r+1)
и E(C2s+1) са едноцветни. Остава да докажем, че E(C2r+1) и E(C2s+1 са
едноцветни от един и същ цвят. Да допуснем противното. Тогава можем да
считаме, че

E(C2r+1) ⊆ E1 и E(C2s+1) ⊆ E2.

Нека B1 и B2 са дефинираните по-горе множества. Ако |B2| ≥ s + 1,
тогава B2 съдържа два съседни върха на C2s+1. Тези два върха и върхът

128



v2 образуват едноцветна 3-клика от втория цвят. Ако |B1| ≥ s + 1, понеже
[v1, v2] ∈ E1, повтаряйки разсъжденията, направени по-горе, отново стигаме
до извода, че има едноцветна 3-клика. Това противоречие завършва доказа-
телството на Лема 9.1.

Лема 9.1 е публикувана в [N45].

Лема 9.2. Нека G е граф и E(G) = E1 ∪ E2 е (3, 4)-свободно 2-
оцветяване. За всеки връх v ∈ V (G) дефинираме

A1(v) = {w ∈ ΓG(v) : [v, w] ∈ E1}

A2(v) = {w ∈ ΓG(v) : [v, w] ∈ E2}

Тогава A1(v) не съдържа 4-клика и в G[A2(v)] няма едноцветни 3-клики.
Поради това

G[A2(v)]
e

9 (3, 3).

Доказателство. Да допуснем, че A1(v) съдържа 4-клика Q. Ако някое
от ребрата на Q принадлежи на E1, тогава това ребро и v образуват едноц-
ветна 3-клика от първия цвят, което е противоречие. В противен случай Q е
едноцветна 4-клика от втория цвят, което отново е противоречие.

Нека H = G[A2(v)]. За да докажем второто твърдение на Лема 9.2
разглеждаме 2-оцветяване E(H) = E′

1 ∪ E′
2, където E′

1 = E(H) ∩ E1 и
E′

2 = E(H) ∩ E2. Тъй като E1 ∪ E2 е (3, 4)-свободно 2-оцветяване, това
2-оцветяване на E(H) не съдържа едноцветни 3-клики от първия цвят. В H
няма и едноцветни 3-клики от втория цвят, защото в противен случай такива
3-клика образува заедно с v едноцветна 4-клика от втория цвят на графа G.
И така, доказахме, че E(H) = E′

1∪E
′
2 е (3, 3)-свободно 2-оцветяване, с което

Лема 9.2 е доказана.

Доказателство на Теорема 9.8. Нека

V (K4) = {z1, z2, z3, z4},

V (C2r+1) = {v1, . . . , v2r+1},

V (C2s+1) = {w1, w2, . . . , w2s+1}.

Ако поне едно от числата r, s е равно на единица, тогава cl(G(r, s)) ≥ 9 и
твърдението на Теоремата следва от равенството R(3, 4) = 9. Поради това
по-нататък ще предполагаме, че r ≥ 2 и s ≥ 2.

Да допуснем, че твърдението на Теорема 9.8 не е вярно и нека E1 ∪E2 е
(3, 4)-свободно 2-оцветяване на E(G(r, s)). За това 2-разлагане и произволен
връх v ∈ V (G(r, s)) дефинираме

A1(v) = {w ∈ ΓG(r,s)(v) : [v, w] ∈ E1}

A2(v) = {w ∈ ΓG(r,s)(v) : [v, w] ∈ E2}.

Ще разгледаме три случая:

Случай 1. В E(K4) има три ребра от първия цвят, които имат
общ връх.
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Нека, например, [z1, z2], [z1, z3], [z1, z4] ∈ E1. Тъй като няма едноцвет-
ни 3-клики от първия цвят, следва, че [z2, z3], [z2, z4], [z3, z4] ∈ E2. Да
забележим, че или A2(z2) ∩ V (C2r+1), или A2(z2) ∩ V (C2s+1) е независимо
множество (иначе A2(z2) съдържа K6

e
−→ (3, 3), което противоречи на Лема

9.2). Нека, например, A2(z2) ∩ V (C2r+1) е независимо множество. Тогава
(тъй като χ(C2r+1) = 3), A1(z2) ∩ V (C2r+1) не е независимо множество.
Без ограничение на общността можем да предположим, че v1, v2 ∈ A1(z2).
Понеже няма едноцветни 3-клики от първия цвят имаме, че [v1, v2] ∈ E2. От
Лема 9.2 следва, че A1(z1) = {z2, z3, z4}. Ето защо

C2r+1 + C2s+1 ⊆ G[A2(z1)].

Поради това от Лема 9.2 следва, че в C2r+1 + C2s+1 няма едноцветни
3-клики. От този факт и Лема 9.1 получаваме, че ребрата на E(C2r+1) ∪
E(C2s+1) са оцветени еднакво. Като вземем под внимание, че [v1, v2] ∈ E2,
стигаме до извода, че

(9.8) E(C2r+1) ⊆ E2 и E(C2s+1) ⊆ E2.

Тъй като z1, v1, v2 ∈ A1(z2), от Лема 9.2 следва, че

V (C2s+1) ⊆ A2(z2).

Повтаряйки разсъжденията, които направихме за върха z2, за върховете z3
и z4 стигаме до извода, че

V (C2r+1) ⊆ A2(z3) или V (C2s+1) ⊆ A2(z3)

V (C2r+1) ⊆ A2(z4) или V (C2s+1) ⊆ A2(z4).

От V (C2s+1) ⊆ A2(z2) и (9.8) следва, че V (C2s+1) * A2(z3) и V (C2s+1) *
A2(z4) (иначе [z2, z3, w1, w2] или [z2, z4, w1, w2] е едноцветна 4-клика от вто-
рия цвят). Следователно

A2(z3) ∩A2(z4) ⊃ V (C2r+1).

Стигнахме до извода, че [z3, z4, v1, v2] е едноцветна 4-клика от втория цвят,
което е противоречие.

Случай 2. В E(K4) има две ребра от първия цвят, които имат
общ връх.

Нека, например, [z1, z2], [z1, z3] ∈ E1 и [z1, z4] ∈ E2. В тази ситуация

V (C2r+1) ⊆ A2(z1) или V (C2s+1) ⊆ A2(z1)

(иначе A1(z1) ще съдържа 4-клика, което противоречи на Лема 9.2). Нека
например

V (C2r+1) ⊆ A2(z1).

В A1(z1) ∩ V (C2s+1) няма съседни върхове (иначе A1(z1) ще съдържа 4-
клика, което противоречи на Лема 9.2). Понеже χ(C2s+1) = 3, в A2(z1) ∩
V (C2s+1) има два съседни върха. Получихме, че A2(z1) съдържа C3 +C2r+1.
Тъй като C3 +C2r+1

e
−→ (3, 3) (виж Теорема 9.1), това противоречи на Лема

9.2.

130



Случай 3. В E(K4) няма две ребра от първия цвят с общ връх.
Понеже E1 ∪E2 е (3, 4)-свободно 2-оцветяване на E(G(r, s)), непременно

поне едно от ребрата на K4 е оцветено с първия цвят. Без ограничение на
общността можем да предположим, че [z1, z2] ∈ E1. Тогава

[z1, z3], [z2, z3], [z1, z4], [z2, z4] ∈ E2.

Да забележим, че поне едното от множествата

A2(z1) ∩ V (C2r+1) и A2(z1) ∩ V (C2s+1)

е независимо (иначе A2(z1) съдържа K6
e

−→ (3, 3), което противоречи на
Лема 9.2). Нека, например, A2(z1)∩V (C2r+1) е независимо множество. Тогава
A1(z1) ∩ V (C2r+1) съдържа два съседни върха. Ще предполагаме, че тези
два върха са v1 и v2. Да забележим, че V (C2s+1) ∩ A1(z1) = ∅ (в противен
случай z2, v1, v2 и един от върховете на C2s+1 образуват 4-клика в A1(z1),
което противоречи на Лема 9.2). Поради това

(9.9) V (C2s+1) ⊂ A2(z1).

От z3, z4 ∈ A2(z1) и (9.9) следва V (C2r+1)∩A2(z1) = ∅ (иначе A2(z1) съдържа
C3 + C2s+1

e
−→ (3, ), което противоречи на Лема 9.2). Следователно

(9.10) V (C2r+1) ⊂ A1(z1).

Тъй като няма едноцветни 3-клики от първия цвят, от (9.10) правим извода,
че

(9.11) E(C2r+1) ⊂ E2.

От (9.10) следва също, че V (C2r+1) ∩ A1(z2) = ∅ (иначе z1, z2 и един от
върховете на C2r+1 образуват едноцветна 3-клика от първия цвят). Поради
това

(9.12) V (C2r+1) ⊂ A2(z2).

От (9.12) следва, че V (C2s+1) ∩ A2(z2) = ∅ (иначе A2(z) съдържа C3 +

C2r+1
e

−→ (3, 3), което противоречи на Лема 9.2). Следователно

(9.13) V (C2s+1) ⊂ A1(z2).

Понеже няма едноцветни 3-клики от първия цвят от (9.13) правим извода,
че

(9.14) E(C2s+1) ⊂ E2.

Ако допуснем, че в A2(z3) ∩ V (C2s+1) има два съседни върха, тогава тези
два върха заедно с z1 и z3 образуват 4-клика, която съгласно (9.9) и (9.14),
е едноцветна 4-клика от втория цвят. Следователно, A2(z3) ∩ V (C2s+1) е
независимо множество. Поради това

(9.15) в A1(z3) ∩ V (C2s+1) има два съседни върха.
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Ако допуснем, че в A2(z3) ∩ V (C2r+1) има два съседни върха, тогава те-
зи два върха заедно с z2 и z3 образуват 4-клика, която, съгласно (9.12) и
(9.11), е едноцветна 4-клика от втория цвят. Следователно A2(z3)∩V (C2r+1)
е независимо множество и

(9.16) в A1(z3) ∩ V (C2r+1) има два съседни върха.

От (9.15) и (9.16) следва, че A1(z3) съдържа 4-клика, което противоречи на
Лема 9.2. С това Теорема 9.8 е доказана.

Теорема 9.8 е от [N12] и е публикувана в [N5].

Доказателство на Теорема 9.7.

I. Доказателство на неравенството Fe(3, 4; 9) ≤ 14.

Съгласно Теорема 9.8 имаме

G(2, 2) = K4 + C5 + C5
e

−→ (3, 4).

Очевидно cl(G(2, 2)) = 8. Поради това имаме

Fe(3, 4; 9) ≤ |V (G(2, 2))| = 14.

II. Доказателство на неравенството Fe(3, 4; 9) ≥ 14.

Нека G е граф, G
e

−→ (3, 4) и cl(G) < 9. Трябва да докажем, че |V (G)| ≥
14. Съгласно Теорема 9.3, χ(G) ≥ R(3, 4) = 9. Ако χ(G) ≥ 10, тогава от
Теорема 5.6 следва желаното неравенство |V (G)| ≥ 14. По-нататък ще пред-
полагаме, че χ(G) = 9 = R(3, 4). Ще докажем, че са налице условията на
теорема 9.6 в ситуацията, когато r = 2, a1 = 3, a2 = 4. Съгласно Теорема
8.1 съществува 2-оцветяване на E(K9), в което няма едноцветни клики от
първия цвят и има единствена едноцветна 4-клика от втория цвят (ребрата,
оцветени с втория цвят са дадени на Фиг. 8.1). Поради това Теорема 9.6 (б)
ни дава, че |V (G)| ≥ 13. За да докажем, че |V (G)| ≥ 14, съгласно Теорема
9.6 (в), трябва да докажем, че K4 + C9

e
9 (3, 4).

И така, трябва да построим (3, 4)-свободно 2-оцветяване на E(K4 + C9).
Нека V (K4) = {u1, u2, u3, u4} и V (C9) = {v1, . . . , v9}. Разглеждаме графите
F1 и F2, които са дадени съответно на Фиг. 9.1 и Фиг. 9.2.

◦◦

◦ ◦
u1 u2

u3u4

Фигура 9.1, граф F1

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦ ◦

◦

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v1 v2

v3

Фигура 9.2, граф F2
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Дефинираме 2-оцветяването E1 ∪ E2 на ребрата на K4 + C9 по следния
начин:

E(K4) ∩ E2 = E(F1) и E(C9) ∩ E2 = E(F2).

Оцветяването на останалите ребра на K4 + C9 ще направим с помощта
на матрицата

A = (aij) =




1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 1 1 2
2 2 1 1 1 1 2 2 2




както следва:
[ui, vj ] ∈ E1 ⇐⇒ aij = 1;

[ui, vj ] ∈ E2 ⇐⇒ aij = 2.

Ще докажем, че това 2-оцветяване на ребрата на K4+C9 е (3, 4)-свободно.
Най-напред ще докажем, че няма едноцветни 3-клики от първия цвят. От
Фигура 9.3 и Фигура 9.4 става ясно, че K4 и C9 не съдържат едноцветни 3-
клики от първия цвят. Следователно, ако има едноцветна 3-клика от първия
цвят, тя има или един връх в V (K4), или два върха в V (K4). Дефинираме

Bi(uk) = {vj ∈ V (C9) : [uk, vj ] ∈ Ei}, i = 1, 2 и k = 1, 2, 3, 4.

Тъй като B1(u1) = {v1, v2, v3, v4} и в {v1, v2, v3, v4} няма ребро от първия
цвят (виж Фигура 9.4), няма едноцветна 3-клика от първия цвят, едини-
ят връх на която е u1, а другите две да са в V (C9). По същия начин от
равенствата

B1(u2) = {v1, v2, v7, v8}

B1(u3) = {v5, v6, v7, v8}

B1(u4) = {v3, v4, v5, v6}

и Фигура 9.4 следва, че няма едноцветна 3-клика от първия цвят, единият
връх на която е върха ui, а останалите два върха да са в V (C9), i = 2, 3, 4.

◦◦

◦ ◦
u1 u2

u3u4

Фигура 9.3, E(K4) ∩ E1

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦ ◦

◦

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v1 v2

v3

Фигура 9.4, E(C9) ∩ E1

До тук доказахме, че няма едноцветна 3-клика от първия цвят, която има
точно един връх в V (K4). Да допуснем сега, че има едноцветна 3-клика от
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първия цвят, която има два върха в V (K4). От Фигура 9.3 става ясно, че
тези два върха са (u1, u3) или (u2, u4). От друга страна

B1(u1) ∩B1(u3) = ∅ и B1(u2) ∩B1(u4) = ∅,

което е противоречие.
И така доказахме, че в разглежданото 2-оцветяване на ребрата на графа

K4 + C9 няма едноцветни 3-клики от първия цвят. Сега ще докажем, че
няма едноцветна 4-клика от втория цвят. Преди всичко да забележим, че
от Фигура 9.1 и Фигура 9.2, където са дадени E2 ∩ E(K4) и E2 ∩ E(C9),
следва че K4 не е едноцветна 4-клика и че в C9 няма едноцветна 4-клика
от втория цвят. Поради това, ако допуснем, че има едноцветна 4-клика от
втория цвят, тя ще има поне един връх в K4. От Фигура 9.1 става ясно, че
тази едноцветна 4-клика от втория цвят не може да има повече от два върха
в K4. Поради това са налице следните две възможности:

Случай 1. Едноцветната 4-клика от втория цвят има точно един
връх в K4.

В тази ситуация трябва едно множествата

B2(u1) = {v5, v6, v7, v8, v9}

B2(u2) = {v3, v4, v5, v6, v9}

B2(u3) = {v1, v2, v3, v4, v9}

B2(u4) = {v1, v2, v7, v8, v9}

да съдържа едноцветна 3-клика от втория цвят. От Фигура 9.2 става ясно,
че това не е така.

Случай 2. Едноцветната 4-клика от втория цвят има точно два
върха в K4.

От Фигура 9.1 се вижда, че тези два върха са една от следните двойки
върхове в K4:

{u1, u2}, {u2, u3}, {u3, u4}, {u4, u1}.

В тази ситуация трябва едно от множествата

B2(u1) ∩B2(u2) = {v5, v6, v9}

B2(u2) ∩B2(u3) = {v3, v4, v9}

B2(u3) ∩B2(u4) = {v1, v2, v9}

B2(u4) ∩B2(u1) = {u7, v8, v9}

да съдържа ребро от втория цвят. От Фигура 9.2 се вижда, че това не е
така. Полученото противоречие доказва, че разглежданото 2-оцветяване на
ребрата на K4 + C9 е (3, 4)-свободно.

И така, доказахме, че K4 + C9
e

9 (3, 4). От Теорема 9.6 (б), следва че
|V (G)| ≥ 14. С това Теорема 9.7 е доказана.

Неравенството Fe(3, 4; 9) ≤ 14 е от [N12] и е публикувано в [N5]. Окон-
чателното пресмятане на числото Fe(3, 4; 9) е публикувано в [N26]. По-късно
в [N29] е дадено ново доказателство на неравенството Fe(3, 4; 9) ≥ 14. Това
ново и по-кратко доказателство привеждаме тук.
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9.4. Оценки отдолу за някои числа Fe(a1, . . . , ar; q) при
q < R(a1, . . . , ar).

За да изясним кога разглежданите числа Fe(a1, . . . , ar; q) съществуват ще
ни е необходимо следното елементарно:

Твърдение 9.1. Нека a1, . . . , ar са естествени числа такива, че ai ≥
3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

R(a1, . . . , ar) ≥ max{a1, . . . , ar} + 3

и равенство е налице тогава и само тогава, когато r = 2 и a1 = a2 = 3.

Доказателство. Ако max{a1, . . . , ar} = 3, тогава

R(a1, . . . , ar) = R (3, . . . , 3)︸ ︷︷ ︸
r

≥ R(3, 3) = 6 = max{a1, . . . , ar} + 3

и равенство е възможно тогава и само тогава, когато r = 2 и a1 = a2 = 3.
Нека max{a1, . . . , ar} ≥ 4. Ако max{a1, . . . , ar} = 4, тогава

R(a1, . . . , ar) ≥ R(3, 4) = 9 > max{a1, . . . , ar} + 3.

Нека p = max{a1, . . . , ar} ≥ 5. Оцветяваме четири независими (без общ
връх) ребра на E(Kp+3) с първия цвят (такива ребра има понеже p ≥ 5), а
останалите ребра с втория цвят. Ясно е, че това r-оцветяване на E(Kp+3) е
(3, p)-свободно. Следователно R(3, p) ≥ p+ 4. Понеже R(a1, . . . , ar) ≥ R(3, p)
получаваме желаното неравенство

R(a1, . . . , ar) ≥ p+ 4 > max{a1, . . . , ar} + 3.

Твърдение 9.1 е доказано.

Съгласно (9.3), числото Fe(a1, . . . , ar;R − 1), където R = R(a1, . . . , ar),
съществува тогава и само тогава, когато

R(a1, . . . , ar) ≥ max{a1, . . . , ar} + 2.

От Твърдение 9.1 имаме, че това неравенство е изпълнено, ако ai ≥ 3, i =
1, . . . , r и r ≥ 2, поради това числата Fe(a1, . . . , ar;R − 1) съществуват при
ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2. За тези числа Lin доказва следния резултат:

Теорема 9.9, [L1]. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

(9.17) Fe(a1, . . . , ar;R− 1) ≥ R+ 4.

Също в [L1] Lin изказва хипотезата, че неравенството (9.17) винаги е
строго. В следващия пункт ще покажем, че има случаи, когато това неравен-
ство е точно. Следващата теорема дава проста характеристика на случаите,
когато в (9.17) имаме равенство.

Теорема 9.10. Равенство в (9.17) имаме тогава и само тогава,
когато

KR−6 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar).
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Доказателство. Да допуснем, че Fe(a1, . . . , ar;R − 1) = R + 4. Нека
G е граф такъв, че G

e
−→ (a1, . . . , ar), cl(G) < R − 1 и |V (G)| = R + 4.

Съгласно Теорема 9.3, χ(G) ≥ R, а от Твърдение 9.1 имаме, че R ≥ 6.
Следователно, χ(G) ≥ 6. Тъй като |V (G)| = R+ 4, от Теорема 5.6 следва, че
G = KR−6 + C5 + C5. Поради това

KR−6 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar).

Нека KR−6 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar). Понеже cl(KR−6 + C5 + C5) = R − 2
имаме

Fe(a1, . . . , ar;R− 1) ≤ |V (KR−6 + C5 + C5)| = R+ 4.

От последното неравенство и (9.17) получаваме

Fe(a1, . . . , ar;R− 1) = R+ 4.

Теорема 9.10 е доказана.
Теорема 9.10 е публикувана в [N20].

Съгласно (9.3) числото Fe(a1, . . . , ar;R − 2), R = R(a1, . . . , ar), същест-
вува тогава и само тогава, когато R ≥ max{a1, . . . , ar}+ 3. От Твърдение 9.1
имаме, че при ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2, това неравенство е изпълнено.
Следователно за всички естествени числа ai ≥ 3, i = 1, . . . , r и r ≥ 2 числата
Fe(a1, . . . , ar;R− 2) съществуват. За тези числа е вярна следната:

Теорема 9.11. Нека a1, . . . , ar са естествени числа, такива че ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r и r ≥ 2. Тогава

(а) Fe(a1, . . . , ar;R− 2) ≥ R+ 6;

(б) Ако (a1, . . . , ar) 6= (3, 3) и KR−9 + C5 + C5 + C5
e

−→ (a1, . . . , ar),
тогава Fe(a1, . . . , ar;R− 2) = R+ 6.

Доказателство. Нека G е граф такъв, че

G
e

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < R− 2.

Трябва да докажем, че |V (G)| ≥ R + 6. От Теорема 9.3 имаме χ(G) ≥ R.
Понеже cl(G) < R − 2, от Теорема 5.8 получаваме желаното неравенство
|V (G)| ≥ R+ 6. С това (а) е доказано.

За доказателството на (б) разглеждаме графа

H = KR−9 + C5 + C5 + C5.

Понеже (a1, . . . , ar) 6= (3, 3) имаме R ≥ 9. Следователно графът H е дефини-
ран коректно. Очевидно е, че cl(H) = R−3. Поради това от H

e
−→ (a1, . . . , ar)

следва, че
Fe(a1, . . . , ar;R− 2) ≤ |V (H)| = R+ 6.

От последното неравенство и неравенството (а) получаваме

Fe(a1, . . . , ar;R− 2) = R+ 6.

С това Теорема 9.11 е доказана.
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Теорема 9.11 е публикувана в [N20]. В следващия пункт ще докажем, че
неравенството (а) е точно.

Числата Fe(a1, . . . , ar;R − 3), съгласно (9.3), съществуват тогава и само
тогава, когато R = R(a1, . . . , ar) ≥ max{a1, . . . , ar}+4. Поради това от Твър-
дение 9.1 следва, че ако ai ≥ 3, i = 1, . . . , r, r ≥ 2 и (a1, . . . , ar) 6= (3, 3),
числата Fe(a1, . . . , ar;R− 3) съществуват.

Теорема 9.12. Нека a1, . . . , ar са естествени числа такива, че ai ≥ 3,
i = 1, . . . , r, r ≥ 2 и (a1, . . . , ar) 6= (3, 3). Тогава

(а) Fe(a1, . . . , ar;R− 3) ≥ R+ 8;

(б) Ако (a1, . . . , ar) 6= (3, 4) и KR−12+C5+C5+C5+C5
e

−→ (a1, . . . , ar),
тогава Fe(a1, . . . , ar;R− 3) = R+ 8.

Доказателство. Нека G е граф, G
e

−→ (a1, . . . , ar) и cl(G) < R − 3.
От Теорема 9.3 имаме χ(G) ≥ R. Тъй като R(a1, . . . , ar) > R(3, 3) следва, че
χ(G) > 6. Понеже cl(G) < R−3, от Теорема 5.10 получаваме |V (G)| ≥ R+8.
С това (а) е доказано.

За доказателството на (б) разглеждаме графа

H = KR−12 + C5 + C5 + C5 + C5.

Понеже (a1, . . . , ar) 6= (3, 4) имаме R > 12. Поради това графът H е дефи-
ниран коректно. Нека сега H

e
−→ (a1, . . . , ar). Ясно е, че cl(H) = R − 4.

Следователно
Fe(a1, . . . , ar;R− 3) ≤ |V (H)| = R+ 8.

От последното неравенство и (а) получаваме, че

Fe(a1, . . . , ar;R− 3) = R+ 8.

Теорема 9.12 е доказана.

Теорема 9.12 е публикувана в [N18]. В следващия пункт ще докажем, че
неравенството (а) е точно.
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9.5. Пресмятане на числата Fe(3, 3, 3; q), q = 14, 15, 16, 17.

В този пункт ще разглеждаме ребрени (3, 3, 3)-графи. Най-простият такъв
граф е получен от Greenwood и Gleason:

(9.18) K17
e

−→ (3, 3, 3), [G14].

Следващият пример на ребрен (3, 3, 3)-граф (който не съдържа K17) е полу-
чен от Lin:

(9.19) K14 +G5
e

−→ (3, 3, 3), [L1] (виж Теорема 9.5).

Да дефинираме графа

Lt(p, q, r, s) = Kt + C2p+1 + C2q+1 + C2r+1 + C2s+1.

Пресмятането на числата Fe(3, 3, 3; q), q = 14, 15, 16, 17 се базира на след-
ващия резултат, който обобщава (9.18) и (9.19):

Теорема 9.13. За произволни естествени числа p, q, r и s е вярно,
че

L5(p, q, r, s)
e

−→ (3, 3, 3).

За доказателството на Теорема 9.13 ще са ни необходими следните ня-
колко леми.

Лема 9.3. Нека E(K5) = E1 ∪E2 ∪E3 е 3-оцветяване, в което няма
едноцветни 3-клики и Ei 6= ∅, i = 1, 2, 3. Тогава има връх, от който
излизат ребра от трите цвята.

Доказателство. Нека V (K5) = {v1, v2, v3, v4, v5}. Ще разгледаме два
случая:

Случай 1. Съществува връх от който излизат три еднакво оцве-
тени ребра. Нека например

[v1, v2], [v1, v3], [v1, v4] ∈ E1.

Разглеждаме 3-кликата [v2, v3, v4]. Ако някое от ребрата на тази 3-клика при-
надлежи на E1, тогава това ребро заедно с v1 образуват едноцветна 3-клика
от първия цвят, което е противоречие. Следователно ребрата на [v1, v2, v3] са
оцветени с втория и третия цвят. Понеже няма едноцветни 3-клики можем
да предположим, че

[v2, v3] ∈ E2 и [v2, v4] ∈ E3.

Ребрата [v2, v1], [v2, v3], [v2, v4] са оцветени различно, с което Случай 1 е
доказан.

Случай 2. От всеки връх излизат най-много две едноцветни ребра.
Да допуснем, че няма връх, от който излизат три различно оцветени

ребра. Тогава от всеки връх излизат две ребра от един цвят, две ребра от
друг цвят и няма ребра от този връх от останалия цвят. Без ограничение на
общността можем да предположим, че

[v1, v2], [v1, v3] ∈ E1 и [v1, v4], [v1, v5] ∈ E2.
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От v4 освен [v1, v4] излиза още едно ребро от втория цвят. Това не е ребро-
то [v4, v5] понеже няма едноцветна 3-клика. Остава едно от ребрата [v2, v4],
[v3, v4] да принадлежи на E2. Без ограничение на общността можем да пред-
положим, че [v2, v4] ∈ E2. Тъй като [v1, v2] ∈ E1 и [v2, v4] ∈ E2 следва, че
[v2, v3], [v2, v5] ∈ E1 ∪ E2. Понеже няма едноцветни 3-клики, [v2, v3] /∈ E1.
Следователно [v2, v3] ∈ E2 и [v2, v5] ∈ E1. Получихме, че от всеки от вър-
ховете v1, v2, v3, v5 излизат ребра от първия и втория цвят. Следователно от
тези върхове не излизат ребра от третия цвят. Това означава, че няма ребра
от третия цвят, което противоречи на условието E3 6= ∅.

Лема 9.4. Всяко 2-оцветяване на E(K5), в което няма едноцветна
3-клика, има свойството, че от всеки връх излизат две ребра от първия
и две ребра от втория цвят.

Доказателство. Нека V (K5) = {v1, v2, v3, v4, v5}. Да допуснем про-
тивното и нека E(K5) = E1 ∪ E2 е 2-оцветяване без едноцветна 3-клика и
такова, че

[v1, v2], [v1, v3], [v1, v4] ∈ E1

Разглеждаме 3-кликата [v2, v3, v4]. Ако някое от ребрата на тази три клика
е оцветено с първия цвят, тогава имаме едноцветна 3-клика от първия цвят,
което е противоречие. В противен случай [v2, v3, v4] е едноцветна 3-клика от
втория цвят, което отново е противоречие.

Забележка. Вярно е по-силното твърдение, че всяко 2-оцветяване
на E(K5), в което няма едноцветни 3-клики е изоморфно на 2-оцветя-
ването дадено на Фигура 9.5. Доказателството на този добре известен
факт може да се намери в [K7].

◦

◦

◦

◦ ◦

Фигура 9.5

Лема 9.5 Нека

H = K2 + C2p+1 + C2q+1 + C2r+1,

където V (K2) = {v1, v2}. Нека V (H) = V1 ∪ V2 е 2-разлагане такова, че
v1 ∈ V1 и v2 ∈ V2. Тогава

H1 = H[V1]
e

−→ (3, 3) или H2 = H[V2]
e

−→ (3, 3).
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Доказателство. Да забележим, че

E(X) ∩ E(H1) 6= ∅ или E(X) ∩ E(H2) 6= ∅,

където X = C2p+1, C2q+1, C2r+1. Следователно можем да предположим, че

(9.20) E(C2p+1) ∩ E(H1) 6= ∅;

(9.21) E(C2q+1) ∩ E(H1) 6= ∅.

Ако допуснем, че V1∩V (C2r+1) 6= ∅, тогава от v1 ∈ V1, (9.20) и (9.21) следва,
че V1 съдържа 6-клика. От (9.1) става ясно, че H1

e
−→ (3, 3). Нека сега

предположим, че V1 ∩ V (C2r+1) = ∅. В тази ситуация имаме

(9.22) V (C2r+1) ⊆ V2.

Ако V1 ⊃ V (C2p+1), тогава от v1 ∈ V1 и (9.21) следва, че H1 съдържа
C3 + C2p+1. От Теорема 9.1 получаваме H1

e
−→ (3, 3). Ако V1 ⊃ V (C2q+1),

тогава от v1 ∈ V1 и (9.20) става ясно, че H1 съдържа C3 +C2q+1. От Теорема
9.1 отново получаваме H2

e
−→ (3, 3). Остава да разгледаме ситуацията, когато

(9.23) V (C2p+1) ∩ V2 6= ∅ и V (C2q+1) ∩ V2 6= ∅.

От v2 ∈ V2, (9.23) и (9.22) следва, че H2 съдържа C3 + C2r+1. Поради това,
съгласно Теорема 9.1, имаме H2

e
−→ (3, 3).

Лема 9.5 е доказана.
По-нататък ще са ни необходими следните два специални случая на лема

9.5.

Следствие 9.1. Нека V (K5 +C2p+1 +C2q+1) = V1 ∪ V2 е 2-разлагане,
такова че V1 ∩ V (K5) 6= ∅ и V2 ∩ V (K5) 6= ∅. Тогава едно от подмножест-
вата V1, V2 поражда подграф, който е ребрен (3, 3)-граф.

Доказателство. Нека v1, v2 ∈ V (K5), v1 ∈ V1 и v2 ∈ V2. Ако означим
реброто [v1, v2] с K2, тогава

K5 + C2p+1 + C2q+1 = K2 + C2p+1 + C2q+1 + C3.

От това равенство става ясно, че към графа K5 +C2p+1 +C2q+1 имаме право
да приложим Лема 9.5, откъдето следва твърдението на Следствие 9.1.

Следствие 9.2. Нека V (K8 + C2p+1) = V1 ∪ V2 е 2-разлагане. Тогава
едно от подмножествата V1, V2 поражда подграф, който е ребрен (3, 3)-
граф.

Доказателство. Ако V (K8) ⊆ V1 или V (K8) ⊆ V2, тогава твърдението
следва от (9.1). Ако V1 ∩ V (K8) 6= ∅ и V2 ∩ V (K8) 6= ∅, тогава Следствие 9.2
е специален случай (q = 1) на Следствие 9.1.

Лема 9.6. Нека

V (L4(p, q, r, s)) = V1 ∪ V2 ∪ V3
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е 3-разлагане такова, че Vi ∩ V (K4) 6= ∅, i = 1, 2, 3. Тогава едно от под-
множествата V1, V2, V3 поражда подграф в L4(p, q, r, s), който е ребрен
(3, 3)-граф.

Доказателство. Нека V (K4) = {v1, v2, v3, v4}. Без ограничение на об-
щността можем да предположим, че v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 и v3, v4 ∈ V3. Разглеж-
даме 2-оцветяването V (L4(p, q, r, s)) = Ṽ ∪ V3, където Ṽ = V1 ∪ V2. Ясно е,
че

(9.24) E(Ṽ ) ∩E(X) 6= ∅ или E(V3) ∩ E(X) 6= ∅,

където X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1 и E(Ṽ ), E(V3) са множествата на
ребрата на подграфите породени съответно от Ṽ и V3. Ако V3 съдържа 6-
клика, тогава от (9.1) следва, че породеният от V3 подграф е ребрен (3, 3)-
граф. Поради това ще предполагаме, че V3 не съдържа 6-клика. От този факт
и v3, v4 ∈ V3 следва, че най-много едно от подмножествата

E(V3) ∩ E(X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1

не е празно. Поради това от (9.24) правим извода, че поне три от подмно-
жествата

E(Ṽ ) ∩ E(X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1

не са празни. Без ограничение на общността можем да предположим, че

(9.25)
E(Ṽ ) ∩ E(C2p+1) 6= ∅, E(Ṽ ) ∩ E(C2q+1) 6= ∅,

E(Ṽ ) ∩ E(C2r+1) 6= ∅.

Ще разгледаме два случая:

Случай 1. E(V3) ∩ E(C2s+1) = ∅.
В тази ситуация, съгласно (9.24) имаме

(9.26) E(Ṽ ) ∩ E(C2s+1) 6= ∅.

Тъй като предполагаме, че V3 не съдържа 6-клика, от v3, v4 ∈ V3 следва, че
едно от множествата

V3 ∩ V (X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1

е празно. Нека, например, V3 ∩ V (C2p+1) = ∅. Тогава

(9.27) V (C2p+1) ⊂ Ṽ .

От v1, v2,∈ Ṽ , (9.25), (9.26) и (9.21) правим извода, че породеният от Ṽ подг-
раф съдържа K8 +C2p+1. От Следствие 9.2 имаме, че едното от множествата
V1, V2 поражда ребрен (3, 3)-граф.

Случай 2. Вярно е, че

(9.28) E(V3) ∩ E(C2s+1) 6= ∅.
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Понеже V3 не съдържа 6-клика, от v3, v4 ∈ V3 и (9.28) следва, че поне две
от сеченията

V (C2p+1) ∩ V3, V (C2q+1) ∩ V3, V (C2r+1) ∩ V3

са празни. Нека, например, V (C2p+1) ∩ V3 = ∅ и V (C2q+1) ∩ V3 = ∅. Тогава

(9.29) V (C2p+1) ⊂ Ṽ и V (C2q+1) ⊂ Ṽ .

Ако Ṽ ∩ V (C2s+1) 6= ∅, тогава от v1, v2 ∈ Ṽ , (9.29) и (9.25) следва, че под-
графът, породен от Ṽ = V1 ∪ V2 съдържа K5 + C2p+1 + C2q+1. Тъй като
v1 ∈ V1 ∩ V (K5) и v2 ∈ V2 ∩ V (K5), от Следствие 9.1 получаваме, че породе-
ният от едно от множествата V1, V2 подграф е ребрен (3, 3)-граф.

Нека сега Ṽ ∩ V (C2s+1) = ∅. Ясно е, че

(9.30) V (C2s+1) ⊂ V3.

Ако V3 ∩ V (C2r+1) 6= ∅, от (9.30) и v3, v4 ∈ V3 следва, че подграфът, породен
от V3, съдържа C3 + C2s+1. Съгласно Теорема 9.1, този подграф е ребрен
(3, 3)-граф. Ако V3 ∩ V (C2r+1) = ∅, тогава V (C2r+1) ⊂ Ṽ . Този факт, заедно
с v1, v2 ∈ Ṽ и (2.29) ни дават, че подграфът, породен от Ṽ , съдържа K2 +

C2p+1 + C2q+1 + C2r+1. Понеже Ṽ = V1 ∪ V2 и v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 от Лема 9.5
следва, че едното от подмножествата V1, V2 поражда подграф, който е ребрен
(3, 3)-граф.

Лема 9.6 е доказана.

Лема 9.7. Нека

V (L4(p, q, r, s)) = V1 ∪ V2 ∪ V3

е 3-разлагане такова, че |Vi∩V (K4)| = 2, i = 1, 2 и всяко от подмножест-
вата V1, V2, V3 поражда подграф, който не е ребрен (3, 3)-граф. Тогава

(а) V3 е обединение на две от множествата V (C2p+1), V (C2q+1),
V (C2r+1), V (C2s+1);

(б) Изпълнено е поне едно от неравенствата

|V1 ∩ V (X)| >
1

2
|V (X)|,

X = V (C2p+1), V (C2q+1), V (C2r+1), V (C2s+1).

Доказателство. Понеже подграфите, породени от Vi, i = 1, 2, 3 не са
ребрени (3, 3)-графи, съгласно (9.1) имаме, че

(9.31) Vi не съдържа 6-клика, i = 1, 2, 3.

Разглеждаме 2-разлагането V (L4(p, q, r, s)) = Ṽ ∪ V3, където Ṽ = V1 ∪ V2.
Нека V (K4) = {v1, v2, v3, v4}. От условието имаме, че v1, v2, v3, v4 ∈ Ṽ .

Ще докажем, че поне две от сеченията

E(V3) ∩ E(X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1,
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не са празни (с E(V3) означаваме множеството на ребрата на подграфа, по-
роден от V3). Да допуснем противното. Тогава поне три от сеченията

E(Ṽ ) ∩ E(X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1,

не са празни. Без ограничение на общността можем да предположим, че

(9.32) E(Ṽ ) ∩ E(X) 6= ∅, X = C2p+1, C2q+1, C2r+1.

Ако допуснем, че Ṽ ⊃ V (C2p+1), тогава от v1, v2, v3, v4 ∈ Ṽ и (9.32) следва,
че подграфът, породен от Ṽ съдържа K8 + C2p+1, което противоречи на
Следствие 9.2. По същия начин се убеждаваме, че Ṽ 6⊃ V (C2q+1) и Ṽ 6⊃
V (C2r+1). Поради това имаме, че

(9.33) V3 ∩ V (X) 6= ∅, X = C2p+1, C2q+1, C2r+1.

Ако V3 ⊃ V (C2s+1), тогава от (9.33) следва, че породеният от V3 подграф
съдържа C3 + C2s+1. Съгласно Теорема 9.1, този подграф е ребрен (3, 3)-
граф, което е противоречие. В противен случай Ṽ ∩ V (C2s+1) 6= ∅. Понеже
v1, v2, v3, v4 ∈ Ṽ , от (9.32) и Ṽ ∩ V (C2s+1) 6= ∅ следва, че Ṽ съдържа 11-
клика. Следователно едно от подмножествата V1, V2 съдържа 6-клика, което
противоречи на (9.31).

И така, доказахме, че поне две от сеченията

E(V3) ∩ E(X), X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2s+1,

не са празни. Без ограничение на общността можем да предположим, че

(9.34) E(V3) ∩ E(C2r+1) 6= ∅ и E(V3) ∩ E(C2s+1) 6= ∅.

От (9.31) и (9.34) следва, че

E(V3) ∩ E(C2p+1) = ∅ и E(V3) ∩ E(C2q+1) = ∅.

Поради това

(9.35) E(Ṽ ) ∩ E(C2p+1) 6= ∅ и E(Ṽ ) ∩ E(C2q+1) 6= ∅.

Ще докажем, че V3 ∩ V (C2p+1) = ∅ и V3 ∩ V (C2q+1) = ∅. Да допуснем
противното и нека, например, V3 ∩ V (C2p+1) 6= ∅. Тогава от (9.31) и (9.34)
следва, че V3 ∩ V (C2q+1) = ∅. Поради това имаме

(9.36) V (C2q+1) ⊂ Ṽ .

Да забележим, че

(9.37) Ṽ ∩ V (C2r+1) 6= ∅ и Ṽ ∩ V (C2s+1) 6= ∅

(в противен случай V3 ⊃ V (C2r+1) или V3 ⊃ V (C2s+1) и заедно с (9.34),
и допускането V3 ∩ V (C2p+1) 6= ∅ ни дава, че породеният от V3 подграф
съдържа C3 + C2r+1 или C3 + C2s+1, което съгласно Теорема 9.1 е проти-
воречие). От v1, v2, v3, v4 ∈ Ṽ , (9.35), (9.36) и (9.37) следва, че породеният
от Ṽ подграф съдържа K8 + C2q+1. Понеже Ṽ = V1 ∪ V2 от Следствие 9.2
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стигаме до извода, че едно от подмножествата V1, V2 поражда подграф, който
е ребрен (3, 3)-граф. С това противоречие доказахме, че V3 ∩ V (C2p+1) = ∅ и
V3 ∩ V (C2q+1) = ∅. Поради това имаме, че

(9.38) V (C2p+1) ∪ V (C2q+1) ⊂ Ṽ .

Ако допуснем, че Ṽ ∩ V (C2r+1 + C2s+1) 6= ∅, тогава този факт заедно с
v1, v2, v3, v4 ∈ Ṽ и (9.38) ни дава, че породеният от Ṽ подграф съдържа
K5 +C2p+1 +C2q+1. Понеже |V (K4)∩ Vi| = 2, i = 1, 2 имаме Vi ∩ V (K5) 6= ∅,
i = 1, 2. От Следствие 9.1 получаваме, че единият от подграфите, породени
от V1, V2, е ребрен (3, 3)-граф, което е противоречие. И така,

(9.39) Ṽ ∩ V (C2r+1 + C2s+1) = ∅.

От (9.38) и (9.39) следва, че

(9.40) Ṽ = V (C2p+1) ∪ V (C2q+1) ∪ V (K4).

Поради това V3 = V (C2r+1) ∪ V (C2s+1). С това (а) е доказано.
Преминаваме към доказателството на (б). Съгласно (а) е вярно равен-

ството (9.40). Ако допуснем, че (б) не е вярно, тогава от (9.40) имаме

|V2 ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1 и |V2 ∩ V (C2q+1)| ≥ q + 1.

От тези неравенства следва, че

(9.41) E(V2) ∩ E(C2p+1) 6= ∅ и E(V2) ∩ E(C2q+1) 6= ∅.

От (9.41) и |V2 ∩ V (K4)| = 2 следва, че V2 съдържа 6-клика, което противо-
речи на (9.31).

Лема 9.7 е доказана.

Доказателство на Теорема 9.13. Да допуснем противното и нека

E(L5(p, q, r, s)) = E1 ∪ E2 ∪ E3

е (3, 3, 3)-свободно 3-оцветяване. За всеки връх v ∈ V (K5) дефинираме

Ai(v) = {w ∈ V (L5(p, q, r, s)) : [v, w] ∈ Ei}, i = 1, 2, 3.

Нека V (K5) = {v1, v2, v3, v4, v5}. Ясно е, че

L5(p, q, r, s) − vi = L4(p, q, r, s), i = 1, 2, 3, 4, 5.

Поради това

(9.42) A1(vi) ∪A2(vi) ∪A3(vi) = V (L4(p, q, r, s)), i = 1, 2, 3, 4, 5.

Понеже няма едноцветни 3-клики имаме, че

(9.43)
всяко от подмножествата A1(vi), A2(vi), A3(vi)
поражда подграф, който не е ребрен (3, 3)-граф.
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Наистина, да допуснем, че това не е така и нека, например A1(vi) пораж-
да ребрен (3, 3)-граф. Нека H е подграфът породен от A1(vi). Понеже няма
едноцветни 3-клики трябва

E(H) ⊂ E2 ∪ E3.

Понеже H
e

−→ (3, 3) следва, че в 2-оцветяването

E(H) = (E(H) ∩ E2) ∪ (E(H) ∩ E3)

има едноцветни 3-клики, което е противоречие. С това (9.43) е доказано.
Ако E(K5) ∩ Ei 6= ∅, i = 1, 2, 3, тогава, съгласно Лема 9.3, можем да

предположим, че от v1 излизат три различно оцветени ребра. Съгласно (9.42)
имаме

V (L4(p, q, r, s)) = A1(v1) ∪A2(v1) ∪A3(v1).

Понеже от v1 излизат ребра от всеки цвят Ai(v1) ∩ V (K4) 6= ∅, i = 1, 2, 3. С
помощта на Лема 9.6 стигаме до извода, че някое от подмножествата A1(v1),
A2(v1), A3(v1) поражда ребрен (3, 3)-подграф, което противоречи на (9.43).

И така, можем да предположим, че

(9.44) E(K5) ⊂ E1 ∪E2.

Съгласно Лема 9.4 имаме

(9.45) |A1(vi) ∩ V (K5)| = 2 и |A2(vi) ∩ V (K5)| = 2, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Съгласно (9.42), (9.43) и (9.45), можем да приложим Лема 9.7 (а), откъдето
стигаме до извода, че

(9.46)
A3(vi) е обединение на две от множествата

V (C2p+1), V (C2q+1), V (C2r+1), V (C2s+1), i = 1, 2, 3, 4, 5.

От Лема 9.7 (б) имаме

(9.47)
За всеки връх vi ∈ V (K5) е вярно поне едно от

неравенствата |A1(vi) ∩ V (X)| > 1
2 |V (X)|,

където X = C2p+1, C2q+1, C2r+1, C2p+1.

Съгласно (9.46) можем да предположим, че

A3(v1) = V (C2r+1) ∪ V (C2s+1).

Понеже няма едноцветни 3-клики, от последното равенство следва, че

E(C2r+1 + C2s+1) ⊆ E1 ∪E2.

Съгласно лема 9.1 можем да предположим още, че

(9.48) E(C2r+1) ⊆ E1 и E(C2s+1) ⊆ E1.

Понеже няма едноцветни 3-клики, от (9.48) следва, че

(9.49) |A1(vi)∩V (C2r+1)| < r+1 и |A1(vi)∩V (C2s+1)| < s+1, i = 1, 2, 3, 4, 5.
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От (9.47) и (9.49) правим извода, че за всяко i = 1, 2, 3, 4, 5 е вярно едно от
неравенствата

|A1(vi) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1, |A1(vi) ∩ V (C2q+1)| ≥ q + 1.

Следователно съществуват a, b, c ∈ V (K5), за които е изпълнено едното от
тези две неравенства. Нека, например,

|A1(a) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1, |A1(b) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1,

|A1(c) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1.

Понеже няма едноцветна 3-клика от (9.44) следва, че непременно едно от
ребрата на 3-кликата [a, b, c] е от първия цвят. Без ограничение на общността
можем да предположим, че [a, b] ∈ E1. От неравенствата

|A1(a) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1 и |A1(b) ∩ V (C2p+1)| ≥ p+ 1

следва, че има връх w ∈ A1(a) ∩ A1(b). Ясно е, че [a, b, w] е едноцветна
3-клика от първия цвят. С това противоречие Теорема 9.13 е доказана.

Теорема 9.13 е публикувана в [N18].

Тъй като L5(1, 1, 1, 1) = K17 и L5(1, 1, 1, 2) = K14 + C5, Теорема 9.13 е
обобщение на (9.18) и (9.19). От (9.19) и Теорема 9.4 следва, че

Fe(3, 3, 3, ; 17) = 19, [L1].

Теорема 9.13 ни дава възможност да пресметнем още няколко от числата
Fe(3, 3, 3; q).

Следствие 9.3.

Fe(3, 3, 3; 16) = 21, [N12].

Доказателство. От Теорема 9.13 имаме

L5(1, 1, 2, 2) = K11 + C5 + C5
e

−→ (3, 3, 3).

От Теорема 9.10 получаваме Fe(3, 3, 3; 16) = 21.

Този резултат е публикуван в [N8].

Следствие 9.4.
Fe(3, 3, 3; 15) = 23.

Доказателство. Съгласно Теорема 9.13 имаме

L5(1, 2, 2, 2, ) = K8 + C5 + C5 + C5
e

−→ (3, 3, 3).

От Теорема 9.11 (б) следва, че Fe(3, 3, 3; 15) = 23.

Този резултат е публикуван в [N17].

Следствие 9.5.
Fe(3, 3, 3; 14) = 25.
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Доказателство. Съгласно Теорема 9.13 имаме

L5(2, 2, 2, 2) = K5 + C5 + C5 + C5 + C5
e

−→ (3, 3, 3).

От Теорема 9.12 (б) следва Fe(3, 3, 3; 14) = 25.

Този резултат е публикуван в [N18].

Следствие 9.6. Нека Hi, i = 1, 2, 3, 4, са графи такива, че χ(Hi) ≥ 3.
Тогава

K5 +H1 +H2 +H3 +H4
e

−→ (3, 3, 3).

Доказателство. Съгласно (5.6) всеки от графите Hi съдържа цикъл
с нечетна дължина. Следователно K5 + H1 + H2 + H3 + H4 съдържа като
подграф граф от вида L5(p, q, r, s). Поради това от Теорема 9.13 следва, че

K5 +H1 +H2 +H3 +H4
e

−→ (3, 3, 3).

Накрая на този пункт ще докажем, едно уточнение на теорема 9.13.

Теорема 9.14. За произволни естествени числа p, q, r и s графът
L5(p, q, r, s) е критичен ребрен (3, 3, 3)-граф в смисъл, че всеки собствен
подграф на L5(p, q, r, s) не е ребрен (3, 3, 3)-граф.

Доказателство. Тъй като L5(p, q, r, s) е свързан граф, всеки собствен
подграф се съдържа в един от подграфите

L5(p, q, r, s) − e, e ∈ E(L5(p, q, r, s)).

Поради това достатъчно е да докажем, че

L5(p, q, r, s) − e
e

9 (3, 3, 3), ∀ e ∈ E(L5(p, q, r, s)).

Ще използваме широко известния факт, че ако G1 е ребрено-критичен
χ(G1)-хроматичен граф (виж Определение 5.1) и G2 е ребрено-критичен
χ(G2)-хроматичен граф, тогава G1 +G2 е ребрено-критичен (χ(G1)+χ(G2))-
хроматичен граф.

Понеже K5 е ребрено-критичен 5-хроматичен граф и всеки цикъл с нечет-
на дължина е ребрено-критичен 3-хроматичен граф, следва че χ(L5(p, q, r, s))
е ребрено-критичен 17-хроматичен граф, което означава, че

χ(L5(p, q, r, s) − e) < 17, ∀ e ∈ E(L5(p, q, r, s)).

От Теорема 9.3 и R(3, 3, 3) = 17 следва, че

L5(p, q, r, s) − e
e

9 (3, 3, 3), ∀ e ∈ E(L5(p, q, r, s)),

с което Теорема 9.14 е доказана.

147



ГЛАВА 10

ОБОБЩЕНИ r-ХРОМАТИЧНИ ГРАФИ.

10.1. Уводни бележки.
Ще припомним, че G е r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr, ако

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

където Vi, i = 1, . . . , r са независими множества. Ако всеки два върха, които
принадлежат на различни части са съседни, тогава G се нарича пълен r-
хроматичен граф с части V1, . . . , Vr и се бележи с K(p1, . . . , pr), където pi =
|Vi|, i = 1, . . . , r. Ясно е, че

K(p1, . . . , pr) = Kp1 + · · · +Kpr
.

Очевидно е вярно следното:

Твърдение 10.1. Нека G е r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr и
pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(б) Равенство в (а) е възможно само когато G = K(p1, . . . , pr).
Тъй като очевидно

(10.1) e(K(p1, . . . , pr)) =
∑

1≤i<j≤r

pipj ,

то неравенството (а) дава оценка отгоре за e(G) чрез числата pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r.

Нека G е n-върхов пълен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr и pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r. Ако |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j, тогава казваме, че G е r-хроматичен n-
върхов граф на Туран. Ако n = rq + ν, 0 ≤ ν ≤ r − 1, тогава от |pi − pj | ≤ 1

следва, че ν от частите Vi се състоят от
⌈n
r

⌉
= q + 1 върха, а останалите

r − ν части имат
⌊n
r

⌋
= q върха. Следователно, (с точност до изоморфизъм)

r-хроматичният n-върхов граф на Turan е определен еднозначно. По-нататък
този граф ще бележим с Tr(n). От направените разсъждения става ясно, че

Tr(n) = Kq+1 + · · · +Kq+1︸ ︷︷ ︸
ν

+Kq + · · · +Kq︸ ︷︷ ︸
r−ν

.

От това равенство непосредствено се пресмята, че

(10.2) e(Tr(n)) =
(n2 − ν2)(r − 1)

2r
+

(
ν

2

)
.

От (10.2) след елементарни преобразувания получаваме

(10.3) e(Tr(n)) =
n2(r − 1)

2r
−
ν(r − ν)

2r
.

От (10.3) става ясно, че
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Твърдение 10.2. Вярно е неравенството

e(Tr(n)) ≤
n2(r − 1)

2r
,

и равенство се достига само когато n ≡ 0 (mod r).
Следващата лема е широко известна. За пълнота на изложението ще я

докажем.

Лема 10.1. Нека p1, . . . , pr са неотрицателни цели числа и нека
n = p1 + · · · + pr. Тогава

(а) e(K(p1, . . . , pr)) ≤ (Tr(n));

(б) Равенство в (а) се достига тогава и само тогава, когато
K(p1, . . . , pr) = Tr(n), т.е. когато |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j.

Доказателство. Да допуснем, че

max{p1, . . . , pr} − min{p1, . . . , pr} ≥ 2

и нека, например p1 − p2 ≥ 2. От (10.1) получаваме

e(K(p1 − 1, p2 + 1, p3, . . . , pr)) − e(K(p1, . . . , pr)) = p1 − p2 − 1.

Понеже p1 − p2 − 1 > 0, от последното равенство получаваме

e(K(p1 − 1, p2 + 1, p3, . . . , pr)) > e(K(p1, . . . , pr)).

С това разсъждение доказахме, че e(K(p1, . . . , pr)) е най-голямо само тогава,
когато |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j, т.е. когато K(p1, . . . , pr) = Tr(n).

Лема 10.1 е доказана.
Нека 2 ≤ r ≤ n и V1, . . . , Vr−1 са частите на (r − 1)-хроматичния граф

Tr−1(n). Тогава Tr−1(n) е r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr−1, ∅. Поне-
же r ≤ n, някое от множествата Vi има поне два елемента. Поради това
Tr−1(n) 6= Tr(n) и от Лема 9.1 следва, че

(10.4) e(Tr−1(n)) < e(Tr(n)), ако 2 ≤ r ≤ n.

От твърдение 10.1 и Лема 10.1 по очевиден начин получаваме:

Твърдение 10.3. Нека G е n-върхов r-хроматичен граф с части
V1, . . . , Vr. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n));

(б) равенство в (а) е възможно само тогава, когато G е r-хрома-
тичният граф на Turan Tr(n) с части V1, . . . , Vr.

През 1941 година в [T2] P. Turan обобщава Твърдение 10.3 по следния начин:

Теорема на Turan. Нека G е n-върхов граф и cl(G) ≤ r. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n));
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(б) e(G) = e(Tr(n)) само когато G = Tr(n).

Теоремата на Turan обобщава Твърдение 10.2, понеже r-хроматичните графи
не съдържат (r + 1)-клики. Тъй като има графи G с cl(G) ≤ r, които не
са r-хроматични, Теоремата на Turan съществено обобщава Твърдение 10.2.
В тази глава ще обобщим Теоремата на Turan за още по-широк клас от
графи. За тази цел ще обобщим r-хроматичните графи. Преди всичко ще
дефинираме важното за по-нататък понятие δ-множество.

Определение 10.1. Нека G е граф и V ⊆ V (G). Казваме, че V е
δ-множество в графа G, ако

d(v) ≤ |V (G)| − |V |, ∀ v ∈ V.

Пример 10.1. Всяко независимо множество V от върхове на графа
G е δ-множество, защото Γ(v) ⊆ V (G)\V .

Пример 10.2. Ако W ⊆ V (G) и |W | ≥ max{d(w), v ∈ V (G)}, тогава
V = V (G)\W е δ-множество, защото

d(v) ≤ max{d(v), v ∈ V (G)} ≤ |W |.

Пример 10.3. Нека cl(G) = s.
Измежду всички подмножества на V (G), които не съдържат s-клики,

избираме множествотоW така че да има най-много върхове. Тогава V (G)\W
е δ-множество. Наистина, нека v е връх с максимална степен на G. Понеже
cl(G) = s, Γ(v) не съдържа s-клика. Следователно, d(v) = |Γ(v)| ≤ |W |. От
Пример 10.2 правим извода, че V (G)\W е δ-множество.

Вече можем да дефинираме основното за тази глава понятие.

Определение 10.2. Казваме, че графът G е обобщен r-хроматичен
граф с части V1, . . . , Vr, ако

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j

и всяко от множествата Vi, i = 1, . . . , r е δ-множество в G. Ако

d(v) = |V (G)| − |Vi|, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r

тогава казваме, че графът G е обобщен пълен r-хроматичен граф с части
V1, . . . , Vr.

Определение 10.3. Нека G е n-върхов граф. Казваме, че G е обобщен
r-хроматичен n-върхов граф на Turan с части V1, . . . , Vr, ако G е обобщен
пълен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr и |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j, където
pi = |Vi|, i = 1, . . . , r.

За разлика от графа на Turan Tr(n), обобщените r-хроматични n-върхови
графи на Turan не са определени еднозначно от r и n и представляват клас
от графи (при фиксирани r и n).

Пример 10.4. Нека G1 и G2 са две дизюнктни копия на Kn и
V (Gi) = {ui1, . . . , u

i
n}, i = 1, 2. Дефинираме графа G с равенствата

V (G) = V (G1) ∪ V (G2), E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {[u1
i , u

2
i ], i = 1, . . . , n}.
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Ясно е, че G е обобщен 2-хроматичен 2n-върхов граф на Turan с части V (G1)
и V (G2) и G 6= T2(2n).

Важни примери на обобщени r-хроматични графи дава следното:

Твърдение 10.4. Нека G е n-върхов граф и r е естествено число,
1 ≤ r ≤ n и

d(v) ≤
n(r − 1)

r
, ∀ v ∈ V (G).

Тогава G е обобщен r-хроматичен граф.

Доказателство. Нека

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j

е r-разлагане на G такова, че
⌊n
r

⌋
≤ |Vi| ≤

⌈n
r

⌉
, i = 1, . . . , r. Ясно е, че

такова r-разлагане съществува. Тъй като

d(v) ≤
n(r − 1)

r
= n−

n

r
, ∀ v ∈ V (G)

имаме, че d(v) ≤ n−
⌈n
r

⌉
≤ n−

⌊n
r

⌋
. Поради това d(v) ≤ n−|Vi|, i = 1, . . . , r,

което означава, че G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr.
Ще ни е необходима следната:

Лема 10.2. Нека G е граф и V (G) = A ∪ B, A ∩ B = ∅, където A
е δ-множество в G. Ако подграфът G[B] е обобщен (r − 1)-хроматичен
граф с части V1, . . . , Vr−1, тогава G е обобщен r-хроматичен граф с части
A, V1, . . . , Vr−1.

Доказателство. Понеже A е δ-множество в G, остава да проверим, че
множествата Vi, i = 1, . . . , r−1 (които са δ-множества в G[B]) са δ-множества
в G. Полагаме G[B] = H. Нека v ∈ Vi. Очевидно е, че

ΓG(v) ⊆ ΓH(v) ∪A.

Следователно, dG(v) ≤ dH(v) + |A|. Понеже Vi е δ-множество в H имаме

dH(v) ≤ |B| − |Vi|.

От последните две неравенства получаваме

dG(v) ≤ |B| + |A| − |Vi| = |V (G)| − |Vi|,

т.е. Vi е δ-множество в G.
Лема 10.2 е доказана.
Както отбелязахме и по-горе, от cl(G) = r не следва, че G е r-хроматичен

граф. Вярно е обаче, че:

Твърдение 10.5. Нека G е граф и cl(G) = r. Тогава G е обобщен
r-хроматичен граф.

Доказателство. Ще докажем това твърдение по индукция относно r с
база r = 1. От cl(G) = 1 следва, че E(G) = ∅ и поради това G е 1-хроматичен
граф.
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Нека r ≥ 2 и v ∈ V (G) е връх с максимални степени на G. Тогава (виж
Пример 10.2) V (G)\Γ(v) е δ-множество. Понеже cl(G) = r в Γ(v) няма r-
клики. Съгласно индуктивната хипотеза G[Γ(v)] е обобщен (r−1)-хроматичен
граф. От Лема 10.2 следва, че G е обобщен r-хроматичен граф.

Забележка 10.1. В [E6] P. Erdős доказва, че ако cl(G) = r, тогава
съществува r-хроматичен граф H и биективно изображение

V (G)
ϕ

−→ V (H),

такова че dG(v) ≤ dH(ϕ(v)), ∀ v ∈ V (G). Лесно се съобразява, че този
резултат на Erdős и твърдение 10.4 са еквивалентни. Поради това, пър-
вите обобщени r-хроматични графи възникват неявно в [E6] през 1970
година. Следващите обобщени r-хроматични графи се появяват (също
неявно) в работите [K17], [K20] и [N41]. В следващите пунктове на та-
зи глава ще разгледаме подробно резултатите от тези работи.

Ще разширим Твърдение 10.1 по следния начин:

Теорема 10.1. Нека графът G е обобщен r-хроматичен граф с части
V1, . . . , Vr, където |Vi| = pi, i = 1, . . . , r. Тогава:

(а) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(б) e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) само когато графът G е обобщен пълен
r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr.

Доказателство. Нека |V (G)| = n. Понеже Vi, i = 1, . . . , r, са δ-
множества в G, имаме

(10.5) d(v) ≤ n− pi, ∀ v ∈ Vi, i = 1, . . . , r.

Понеже V1, . . . , Vr са дизюнктни множества от очевидното равенство

2e(G) =
∑

v∈V (G)

d(v)

получаваме

2e(G) =

r∑

i=1

∑

v∈Vi

d(v).

Това равенство, заедно с (10.5) и (10.1) ни дават, че

2e(G) ≤ 2e(K(p1, . . . , pr)),

с което неравенство (а) е доказано. Равенство в (а) имаме тогава и само
тогава, когато

d(v) = n− pi, ∀ v ∈ V, i = 1, . . . , r,

т.е когато G е обобщен пълен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr. Теорема
10.1 е доказана.

Теорема 10.1 е публикувана в [K35].
С помощта на Теорема 10.1 ще получим следното разширение на теоре-

мата на Turan:

Теорема 10.2. Нека графът G е обобщен r-хроматичен граф с части
V1, . . . , Vr и |V (G)| = n. Тогава:
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(а) e(G) ≤ e(Tr(n));

(б) e(G) = e(Tr(n)) само когато графът G е обобщен r-хроматичен
граф на Turan с части V1, . . . , Vr.

Доказателство. Нека pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. Съгласно Теорема 10.1
имаме

e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)).

От това неравенство и Лема 10.1 (а) следва e(G) ≤ e(Tr(n)). Нека e(G) =
e(Tr(n)). Тогава

e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) и e(K(p1, . . . , pr)) = e(Tr(n)).

От първото равенство и Теорема 10.1 (б) следва, че G е обобщен пълен r-
хроматичен граф с части V1, . . . , Vr. От второто равенство и Лема 10.1 (б)
следва |pi − pj | ≤ 1, ∀ i, j. Следователно G е обобщен r-хроматичен граф на
Туран с части V1, . . . , Vr. Теорема 10.2 е доказана.

Теорема 10.2 е публикувана в [K35].

Пример 10.5. От e(G) ≤ e(Tr(n)) не следва, че графът G е обобщен
r-хроматичен граф.

Нека G = K3 + C5. Очевидно e(G) = 23 < e(T4(8)). Ще докажем, че
G не е обобщен 4-хроматичен граф. Да допуснем противното и нека G е
обобщен 4-хроматичен граф с части V1, V2, V3, V4. Нека V (K3) = {v1, v2, v3}.
Ако vi ∈ Vj , тогава от d(vi) ≤ 8 − |Vj | и d(vi) = 7 следва |Vj | = 1, т.е.
Vj = {vi}. Поради това можем да предположим, че Vi = {vi}, i = 1, 2, 3
и V4 = V (C5). Нека v ∈ V (C5). Тогава d(v) = 5 > 8 − |V4| = 3, което е
противоречие, защото предполагаме, че V4 е δ-множество.

Забележка 10.2. Съгласно Твърдение 10.5, Теорема 10.2 (а) обоб-
щава твърдението (а) на Теоремата на Turan. Екстремалните графи в
Теорема 10.2 (б) са класа на обобщените r-хроматични графи на Turan,
докато в Теоремата на Turan (б) има единствен екстремален граф.
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10.2. Оценка отгоре за броя на ребрата на граф с помощта на
δ-множество.

Със следващата теорема ще покажем, че всяко δ-множество в даден
граф дава възможност да се получи оценка отгоре за броя на ребрата му.

Теорема 10.3. Нека A е δ-множество в n-върховия граф G и нека
B = V (G)\A. Тогава:

(а) e(G) ≤ s(n− s) + e(G[B]), където s = |A|;

(б) Равенство в (а) се достига само когато A е независимо мно-
жество и всеки връх на A е съседен на всеки връх на B, т.е.
когато G = Ks +G[B].

Доказателство. Нека l е броят на ребрата на G, които имат поне един
връх в A. Тогава

(10.6) e(G) = l + e(G[B]).

Ясно е, че

(10.7) l ≤
∑

v∈A

d(v).

Равенство в (10.7) се достига само когато A е независимо множество. Понеже
A е δ-множество

(10.8) d(v) ≤ |B| = n− s, ∀ v ∈ A.

От (10.6), (10.7) и (10.8) получаваме неравенството (а). Нека

e(G) = s(n− s) + e(G[B]).

Тогава в (10.7) и във всяко от неравенствата (10.8) имаме равенство. От
равенството в (10.7) следва, че A е независимо множество. От този факт и
равенствата в (10.8) става ясно, че всеки връх на A е съседен на всеки връх
на B. Поради това G = Ks +G[B]. Теорема 10.3 е доказана.

Специалният случай на Теорема 10.3, когато B = Γ(v), където v е връх
с максимална степен в G, е публикуван през 1976 година в [K17] и [K20].
Специалният случай, когато |B| ≥ Γ(v), където v е връх с максимална степен,
е публикуван в [N41]. Тези частни случаи на Теорема 10.3 са помощни
твърдения в съответните статии. Трети частен случай, съответствуващ на
Пример 10.3 е междинен резултат в доказателството на основната теорема в
[N38]. В окончателен вариант теорема 10.3 е публикувана в [K30].

Ще извлечем две следствия от Теорема 10.3.

Следствие 10.1. Нека A е δ-множество в n-върховия граф G и нека
B = V (G)\A. Ако e(G[B]) ≤ e(Tr−1(n− s)), където s = |A|, тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n));

(б) Равенство в (а) се достига тогава и само тогава, когато

G = Ks +G[B],

където e(G[B]) = e(Tr−1(n− s)) и s =
⌊n
r

⌋
или s =

⌈n
r

⌉
.
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Доказателство. От e(G[B]) ≤ e(Tr−1(n−s)) и Теорема 10.3 (а) следва,
че

(10.9) e(G) ≤ s(n− s) + e(Tr−1(n− s)).

От Теорема 10.3 (б) следва, че равенство в (10.9) имаме само когато

G = Ks +G[B]

и e(G[B]) = e(Tr−1(n− s)).
Разглеждаме графа Ks+Tr−1(n−s). Ясно е, че този граф е r-хроматичен.

Поради това, от Твърдение 10.3 получаваме, че

(10.10) e(Ks + Tr−1(n− s)) ≤ e(Tr(n))

и равенство в (10.10) имаме само когато

Ks + Tr−1(n− s) = Tr(n),

т.е. когато s =
⌊n
r

⌋
или s =

⌈n
r

⌉
. Тъй като

e(Ks + Tr−1(n− s)) = (n− s)s+ e(Tr−1(n− s)),

от (10.9) и (10.10) следва неравенството (а). Нека e(G) = e(Tr(n)). Тогава
имаме равенства в (10.9) и (10.10). Съгласно Теорема 10.3 (б) от равенството
в (10.9) следва G = Ks +G[B] и e(G[B]) = e(Tr−1(n− s)).
От равенството в (10.10) следва, че и Твърдението 10.3

Ks + Tr−1(n− s) = Tr(n),

откъдето s =
⌊n
r

⌋
или s =

⌈n
r

⌉
. Следствие 10.1 е доказано.

Следствие 10.1 е публикувано в [K30].

Следствие 10.2. Нека v е връх с максимална степен d на n-върховия
граф G и Gv = G[Γ(v)]. Ако e(Gv) ≤ e(Tr−1(d)), тогава:

(а) e(G) ≤ e(Tr(n));

(б) Равенство в (а) имаме само когато

G = Kn−d +Gv, e(Gv) = e(Tr−1(d)) и d = n−
⌊n
r

⌋
.

Доказателство. Понеже V (G)\Γ(v) е δ-множество (виж Пример 10.2)
неравенството (а) следва от Следствие 10.1 (а). Ако e(G) = e(Tr(n)), тогава
от Следствие 10.1 (б) получаваме

G = Kn−d +Gv, e(Gv) = e(Tr−1(d)) и
⌊n
r

⌋
≤ n− d ≤

⌈n
r

⌉
.

Остава да изясним, че n − d =
⌊n
r

⌋
. Ако n ≡ 0 (mod r), това е ясно. Нека

n 6≡ 0 (mod r). Да допуснем, че n − d 6=
⌊n
r

⌋
. Тогава n − d =

⌈n
r

⌉
, т.е.
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d = n−
⌈n
r

⌉
. Тъй като n−

⌈n
r

⌉
е минималната степен на върховете на Tr(n),

стигаме до извода, че e(G) < e(Tr(n)), което е противоречие. Следствие 10.2
е доказано.

Следствие 10.2 е публикувано в [K30]. Следствие 10.2 (а) е междинен
резултат в доказателството на основната теорема в [K18] от 1977 година. През
1983 година A. Bondy повтаря Следствие 10.2 (а) в [B12]. Цялото Следствие
10.2 е повторено от B. Bollobas през 1999 година в [B6] като Теорема 2, а в
монографията му [B7]– като Теорема 5. Ще отбележим още, че в обзорната
статия [B11], тези резултати отново се цитират като резултати на Bondy и
Bollobas (виж стр. 791). Това е много странно, тъй като единия от авторите
на [B11] е ученик на проф. Н. Хаджииванов и знае, че тези резултати са
получени съвместно от Н. Хаджииванов и Н. Ненов. Тези обстоятелства
наложиха публикуването на критични бележки в [K30] на страница 237 и
критичното писмо [K39]. По-подобно претенциите на B. Bollobas и A. Bondy,
свързани със Следствие 10.2, са отхвърлени в края на статията ни [K35].
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10.3. α-редици в графи.

Определение 10.4. Нека G е граф и v1, . . . , vr ∈ V (G). Казваме, че
редицата v1, . . . , vr е наследствена, ако

(10.11) vi ∈ ΓG(v1, . . . , vi−1), i = 2, . . . , r.

Ясно е, че всяка наследствена редица е клика. Наследствените редици
възникват в различните алгоритми за намиране на максимални клики в граф
(виж например [Z4], страница 65).

Определение 10.5. Нека v1, . . . , vr е наследствена редица от върхове
в графа G. Дефинираме

V1 = V (G)\ΓG(v1), Vi = ΓG(v1, . . . , vi−1)\ΓG(vi), i = 2, . . . , r − 1

Vr = ΓG(v1, . . . , vr−1).

Редицата от подмножества V1, . . . , Vr се нарича разслоение на V (G), по-
родено от наследствената редица v1, . . . , vr. Множеството Vi се нарича
i-ти слой на това разслоение.

Твърдение 10.6. Нека G е граф, v1, . . . , vr ∈ V (G) е наследствена
редица в G и V1, . . . , Vr е разслоението на V (G) породено от тази редица.
Тогава:

(а) vi ∈ Vi, i = 1, . . . , vr;

(б) V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j.

Доказателство. Полагаме Γ0 = V (G) и Γi−1 = ΓG(v1, . . . , vi−1), 2 ≤
i ≤ r. По определение Vr = Γr−1. Поради това vr ∈ Vr. Нека 1 ≤ i ≤ r − 1.
Тъй като vi ∈ Γi−1 и vi /∈ ΓG(vi) имаме vi ∈ Γi−1\ΓG(vi). С това (а) е
доказано.

Нека v е произволен връх на G. Ако v ∈ Vr и i < r, тогава v ∈ Γi−1 и
v ∈ ΓG(vi). Следователно, v /∈ Vi = Γi−1\ΓG(vi), i < r. Нека v /∈ Vr и i е
най-малкото естествено число, за което v и vi не са съседни. Тогава v ∈ Γi−1

и v /∈ ΓG(vi), откъдето следва v ∈ Vi. Ако j < i, тогава v ∈ Γj−1 и v ∈ ΓG(vj).
Поради това v /∈ Γj−1\ΓG(vj) = Vj . Ако j > i, тогава v /∈ Γj−1, понеже v и
vi не са съседни. Следователно v /∈ Γj−1\ΓG(vj) = Vj . Доказахме, че всеки
връх v ∈ V (G) принадлежи на точно едно от множествата Vi, i = 1, . . . , r, с
което твърдението (б) е доказано.

По-нататък нашата цел е да изберем наследствена редица v1, . . . , vr така,
че слоевете на разслоението, породено от тази редица, да бъдат δ-множества.

Определение 10.6. Нека G е граф и v1, . . . , vr ∈ V (G). Казваме, че
редицата v1, . . . , vr е α-редица на графа G, ако тя удовлетворява следни-
те условия:

(i) v1, . . . , vr е наследствена редица в G;

(ii) v1 е връх с максимална степен в G;

(iii) Ако 2 ≤ i ≤ r, тогава vi има максимална степен в графа
G[ΓG(v1, . . . , vi−1)].
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В еквивалентни форми α-редиците се срещат в някои алгоритми за нами-
ране на максимално независими множества в граф (виж например [H6]). В
екстремалната теория на графите α-редиците са въведени през 1976 годи-
на в съвместните с Н. Хаджииванов работи [K17] и [K20]. Много по-късно
α-редиците са преоткрити в [B8] под името "hammer algorithm", а в [B6],
[B7] и [B12] – под името "degree-greedy algorithm". Съвсем скоро в [Z2],
α-редиците са наречени "s–stable algorithm". В нито една от тези работи не
се споменават нашите статии [K17] и [K20]. Разслоението на върховете на
граф, породено от дадени наследствени редици, се дефинира за пръв път в
[K17] и [K20].

За α-редиците ще докажем следната:

Теорема 10.4. Нека v1, . . . , vr е α-редица в n-върховия граф G и
V1, . . . , Vr е разслоението, породено от тази редица, където pi = |Vi|,
i = 1, . . . , r. Ако Vr е δ-множество в G, тогава:

(а) G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr;

(б) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) и равенство се достига само когато G
е обобщен пълен r-хроматичен граф;

(в) e(G) ≤ (Tr(n)) и равенство се достига само когато G е обобщен
r-хроматичен граф на Turan.

Доказателство. Тъй като Vr е δ-множество, остава да докажем, че
всеки от останалите слоеве Vi, 1 ≤ i ≤ r − 1, е δ-множество. Първият слой
V1 = V (G)\ΓG(v1) е δ-множество съгласно Пример 10.2. Нека 2 ≤ i ≤ r − 1.
Полагаме H = G[ΓG(v1, . . . , vi−1)]. Ясно е, че

ΓG(v) ⊂ ΓH(v) ∪
( i−1⋃

j=1

Vj

)
, ∀ v ∈ Vi.

Следователно

(10.12) dG(v) ≤ dH(v) +

i−1∑

j=1

pj , ∀ v ∈ Vi.

Да забележим, че е вярно равенството

ΓH(vi) =

r⋃

j=i+1

Vj ,

от където намираме, че

(10.13) dH(vi) = pi+1 + · · · + pr.

Съгласно дефиницията на α-редици имаме

dH(v) ≤ dH(vi), ∀ v ∈ V (H).

Поради това от (10.13) следва, че

dH(v) ≤ pi+1 + · · · + pr, ∀ v ∈ Vi.
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От последното неравенство и (10.2) се вижда, че

dG(v) ≤ p1 + · · · + pi−1 + pi+1 + · · · + pr = n− pi, ∀ v ∈ Vi,

което означава, че Vi е δ-множество. С това доказахме, че G е обобщен
r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr, т.е. доказахме (а). Твърдението (б)
следва от Теорема 10.1, а твърдението (в), от Теорема 10.2.

Теорема 10.4 е публикувана в [K40].

За даден граф G дефинираме числото ϕ(G) като най-малкото естест-
вено число r, за което съществува r-членна редица v1, . . . , vr такава, че
ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-множество.

Следствие 10.3. Нека G е граф, който не е обобщен r-хроматичен
граф. Тогава ϕ(G) ≥ r + 1.

Доказателство. Нека ϕ(G) = s и v1, . . . , vs е α-редица такава, че
ΓG(v1, . . . , vs−1) е δ-множество. Съгласно Теорема 10.4 графът G е обобщен
s-хроматичен граф. Понеже G не е обобщен r-хроматичен граф s > r.

Следствие 10.4. Нека G е n-върхов граф и e(G) ≥ e(Tr(n)), 1 ≤ r ≤ n.
Тогава:

(а) ϕ(G) ≥ r;

(б) Равенството ϕ(G) = r се достига само когато G е обобщен
r-хроматичен граф на Turan.

Доказателство. Нека ϕ(G) = s и v1, . . . , vs е α-редица такава, че
ΓG(v1, . . . , vs−1) е δ-множество. Съгласно Теорема 10.4 (в), e(G) ≤ e(Ts(n)).
И така,

e(Tr(n)) ≤ e(G) ≤ e(Ts(n)).

Понеже r ≤ n, от тези неравенства и (10.4) получаваме s ≥ r. Ако r =
s, тогава e(G) = e(Ts(n)) = e(Tr(n)). От Теорема 10.4 (в), следва че G е
обобщен r-хроматичен граф на Turan.

Следствие 10.4 е публикувано в [K40].

Ако условието ΓG(v1, . . . , vr−1) да е δ-множество в Теорема 10.4 заменим
с по-силното условие ΓG(v1, . . . , vr−1) да е независимо множество, тогава е
вярна следната:

Теорема 10.5. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е α-редица в G,
която не се съдържа в (r + 1)-клики на G (или, което е еквивалентно,
ΓG(v1, . . . , vr−1) е независимо множество). Нека V1, . . . , Vr е разслоението,
породено от тази α-редица и pi = |Vi|, i = 1, . . . , r. Тогава

(а) графът G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr и
e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr));

(б) Равенство в (а) е възможно само когато G = K(p1, . . . , pr).

Доказателство. Полагаме H = G[ΓG(v1, . . . , vr−1)]. Понеже v1, . . . , vr
не се съдържа в (r + 1)-клика, ΓG(v1, . . . , vr) = ∅. Поради това dH(vr) = 0.
От дефиницията на α-редици имаме

dH(v) ≤ dH(vr), ∀ v ∈ V (H).
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Следователно dH(v) = 0, ∀ v ∈ V (H), т.е. ΓG(v1, . . . , vr−1) е независимо
множество в графа G. Съгласно Пример 10.1, ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-множест-
во. От Теорема 10.4 (б) получаваме неравенството

e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)),

с което (а) е доказано.
Преминаваме към доказателството на (б). Нека e(G) = e(K(p1, . . . , pr)).

Тогава (виж (10.1)) имаме

(10.14) e(G) = p1(n− p1) + e(K(p2, . . . , pr)).

Дефинираме
G̃ = G[Γ(v1)] = G[V2 ∪ . . . ∪ Vr].

Преди всичко да забележим, че v2, . . . , vr е α-редица на G̃ и разслоението,
което тя поражда в G̃ е V2, . . . , Vr. Понеже v1, . . . , vr не се съдържа в (r+1)-
клика на G, v2, . . . , vr не се съдържа в r-клика на G̃. Съгласно (а)

(10.15) e(G̃) ≤ (K(p2, . . . , pr)).

Доказателството на (б) ще направим по индукция относно r с база r = 1.
Ако r = 1, тогава G = Kn и твърдението е очевидно. Нека r ≥ 2. Понеже V1

е δ-множество в G (виж Пример 10.2), от Теорема 10.3 получаваме

(10.16) e(G) ≤ p1(n− p1) + e(G̃)

и равенство в (10.16) се достига само тогава, когато G = Kp1 + G̃. От (10.16),
(10.15) и (10.14) стигаме до неравенствата

e(G) ≤ p1(n− p1) + e(G̃) ≤ p1(n− p1) + e(K(p2, . . . , pr)) = e(G).

Следователно
e(G) = p1(n− p1) + e(G̃)

и
e(G̃) = e(K(p2, . . . , pr)).

Съгласно теорема 10.3, от първото равенство имаме

(10.17) G = Kp1 + G̃.

Тъй като v2, . . . , vr е α-редица в G̃ и V2, . . . , Vr е разслоението на V (G̃), което
тази редица поражда, от второто равенство и индуктивната хипотеза следва,
че

(10.18) G̃ = K(p2, . . . , pr).

От (10.17) и (10.18) получаваме желаното равенство G = K(p1, . . . , pr), с
което Теорема 10.5 е доказана.

Теорема 10.5 (в еквивалентна формулировка) е публикувана в [K20]. В
същата еквивалентна формулировка Твърдението (а) е повторено в [H6] и
[M4]. В настоящата формулировка Теорема 10.5 е публикувана в [K35].

Следващата теорема съществено обобщава Теоремата на Turan.

Теорема 10.6. Нека v1, . . . , vr е α-редица в графа G, която не се
съдържа в (r + 1)-клика на G. Тогава:
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(а) e(G) ≤ e(Tr(n)), където n = |V (G)|;

(б) Равенството e(G) = e(Tr(n)) е възможно само в случая когато
G = Tr(n).

Доказателство. Нека V1, . . . , Vr е разслоението на V (G), породено от
α-редицата v1, . . . , vr и |Vi| = pi, i = 1, . . . , r. От Теорема 10.5 (а) и Лема 10.1
имаме

e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) ≤ e(Tr(n)).

Нека e(G) = e(Tr(n)). Тогава

e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) и e(K(p1, . . . , pr)) = e(Tr(n)).

Съгласно Теорема 10.5 (б), от първото равенство следва

G = K(p1, . . . , pr),

а съгласно Лема 10.1 (б), от второто равенство следва

K(p1, . . . , pr) = Tr(n).

Доказахме G = Tr(n), с което доказателството на Теорема 10.6 е завършено.
Теорема 10.6 е публикувана в [K20] (виж Следствие 1, стр, 121). Теорема

10.6 може да се формулира и по следния еквивалентен начин:

Ако G е n-върхов граф и e(G) ≥ e(Tr(n)), n ≤ r, тогава всяка
максимална (в смисъл на включване) α-редица има поне r + 1 члена, или
G = Tr(n).

В тази еквивалентна форма Теорема 10.6 е повторена от B. Bollobas в [B6]
(виж Теорема 5, стр, 163) и в монографията [B7] (виж Теорема 6, стр. 109).
Това обстоятелство наложи публикуването на критичното писмо [K39].

Ако в един граф има връх с максимална степен, който не се съдържа
в (r + 1)-клика, тогава всяка α-редица с първи член този връх също не се
съдържа в (r + 1)-клика. Поради това от Теорема 10.6 получаваме:

Следствие 10.5. Нека G е n-върхов граф и e(G) ≥ Tr(n), r ≤ n.
Тогава всеки връх с максимална степен в G се съдържа в (r + 1)-клика
или G = Tr(n).

Доказателство. Нека v1 ∈ V (G) е връх с максимална степен в G,
който не се съдържа в (r + 1)-клика. От e(G) ≥ e(Tr(n)) и Следствие 10.4
правим извода, че съществува r-членна α-редица с първи член v1. Тази α-
редица не се съдържа в (r+1)-клика и поради това, от Теорема 10.6, следва
e(G) ≤ e(Tr(n)). От условието e(G) ≥ e(Tr(n)) получаваме e(G) = e(Tr(n)).
От Теорема 10.6 (б) следва G = Tr(n). Следствие 10.5 е доказано.

Следствие 10.5 е публикувано в [K20].

Теорията на α-редиците, която развихме в тази глава, дава възможност
да докажем и следния резултат:

Теорема 10.7. Нека G е n-върхов граф и e(G) > e(Tr(n)), r ≥ 2.
Тогава всяка (r − 1)-членна α-редица на G се съдържа поне в две (r + 1)-
клики или съществува e ∈ E(G) такова, че G− e = Tr(n).
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Доказателство. Нека v1, . . . , vr−1 е произволна (r−1)-членна α-редица
на графа G (такава α-редица съществува съгласно Следствие 10.4). Дефини-
раме H = G[ΓG(v1, . . . , vr−1)]. От Теорема 10.4 (в) и e(G) > e(Tr(n)) следва,
че ΓG(v1, . . . , vr−1) не е δ-множество. Поради това e(H) ≥ 1. Ако e(H) ≥ 2,
тогава очевидно v1 . . . , vr−1 се съдържа в две (r+1)-клика. Остава да разгле-
даме ситуацията, когато e(H) = 1. Нека E(H) = {[u,w]}. Разглеждаме графа
G̃ = G− [u,w]. Ясно е, че v1 . . . , vr−1, u е α-редица в G̃, която не се съдържа
в (r + 1)-клика на G̃. Съгласно теорема 10.6 (а), e(G̃) ≤ e(Tr(n)). От усло-
вието e(G) > e(Tr(n)) имаме e(G̃) ≥ e(Tr(n)). Следователно e(G̃) = e(Tr(n)).
От Теорема 10.6 (б) стигаме до извода, че G̃ = G− [u,w] = Tr(n).

Теорема 10.7 е доказана.
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10.4. Две теореми за обобщена r-хроматичност на графи.

Нека v1, . . . , vr е α-редица в графа G. Разглеждаме подграфите

G1 = G и Gi = G[ΓG(v1, . . . , vi−1)], 2 ≤ i ≤ r.

Дефинираме
d′i = dGi

(vi), i = 1, . . . , r

и
tG(v1, . . . , vr) = d′1 + · · · + d′r.

От следващите две теореми става ясно, че числото tG(v1, . . . , vr) е важна
характеристика на графа G.

Теорема 10.8. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е α-редица в G
такава, че за някое s, 1 ≤ s ≤ r имаме

(10.19) tG(v1, . . . , vs) ≤
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Тогава G е обобщен r-хроматичен граф.

Доказателство. Ще докажем теорема 10.8 по индукция относно s с

база s = 1. При s = 1 от (10.19) следва d′1 ≤
(r − 1)n

r
. Тъй като d′1 = dG(v1)

е максималната степен на графа G имаме

d(v) ≤
(r − 1)n

r
∀ v ∈ V (G).

Съгласно Твърдение 10.4, G е обобщен r-хроматичен граф. С това базата на
индукцията е доказана.

Нека s ≥ 2 и да предположим, че твърдението е вярно за s − 1. Очевид-
но е, че v2, . . . , vr е α-редица в графа G1 = G[Γ(v1)]. Лесно се вижда, че
tG1

(v2, . . . vs) = d′2 + · · · + d′s. Ще разгледаме два случая:

Случай 1. tG1
(v2, . . . , vs) ≤

d′1
r − 1

((
r − 1

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Съгласно индуктивната хипотеза G1 е обобщен (r − 1)-хроматичен граф.
Нека W2, . . . ,Wr са частите на този обобщен (r − 1)-хроматичен граф. Съг-
ласно Пример 10.2, W1 = V (G)\Γ(v1) е δ-множество на G. Поради това, от
Лема 10.2, следва че G е обобщен r-хроматичен граф с части W1, . . . ,Wr.

Случай 2. tG1
(v2, . . . , vs) >

d′1
r − 1

((
r − 1

2

)
−

(
r − s

2

))
.

В тази ситуация от (10.19) следва

d′1 +
d′1
r − 1

((
r − 1

2

)
−

(
r − s

2

))
<
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

След елементарни преобразования от последното неравенство получаваме

(10.20)
d′1
r − 1

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
<
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.
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Понеже 2 ≤ s ≤ r, имаме че
((

r

2

)
−

(
r − s

2

))
> 0.

Поради това от (10.20) следва, че

d′1 ≤
n(r − 1)

r
, ∀ v ∈ V (G).

Съгласно Твърдение 10.4, G е обобщен r-хроматичен граф, с което Теорема
10.8 е доказана.

Теорема 10.8 е публикувана в [K40].

Забележка 10.3. Ако n ≡ 0 (mod r) и w1 . . . , ws, 1 ≤ s ≤ r, е α-редица
на графа на Turan Tr(n), тогава

tTr(n)(w1 . . . , ws) =
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Поради това в случая n ≡ 0 (mod r), Теорема 10.8 твърди, че ако

tG(v1 . . . , vs) ≤ tTr(n)(w1 . . . , ws),

тогава G е обобщен r-хроматичен граф.
От Теорема 10.8 и Теорема 10.2 получаваме

Следствие 10.6. Нека G е n-върхов граф и v1 . . . , vr е α-редица в G
такава, че за някое s, 1 ≤ s ≤ r имаме

tG(v1 . . . , vs) ≤
n

r

((
r

2

)
−

(
r − s

2

))
.

Тогава e(G) ≤ e(Tr(n)).

Теорема 10.9. Нека G е n-върхов граф, в който има α-редица
v1, . . . , vk такава, че

tG(v1, . . . , vk) ≤
k e(G)

n
.

Тогава G е обобщен k-хроматичен граф.

Доказателство. Ако k = 1, от условието имаме d′1 ≤
e(G)

n
. Понеже d′1

е максималната степен на G имаме, че e(G) ≤
d′1n

2
. От тези две неравенства

следва d′1 = 0. Поради това G е 1-хроматичен граф.
Нека k ≥ 2. Тогава от условието имаме

d′2 + · · · + d′k ≤
k e(G)

n
− d′1.

От това неравенство и неравенството e(G) ≤
nd′1
2

получаваме

d′2 + · · · + d′k ≤
(k − 2)d′1

2
=

d′1
k − 1

(
k − 1

2

)
.
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Разглеждаме графа G1 = G[ΓG(v1)]. Ясно е, че v2, . . . , vk е α-редица на G1 и

tG1
(v2, . . . , vk) = d′2 + · · · + d′k.

Поради това имаме

tG1
(v2, . . . , vk) ≤

d′1
k − 1

(
k − 1

2

)
.

От последното неравенство и Теорема 10.8 (с r = k− 1 и s = k− 1), стигаме
до извода, че G1 е обобщен (k − 1)-хроматичен граф. Нека W2, . . . ,Wk са
частите на този обобщен r-хроматичен граф. Съгласно Пример 10.2,

W1 = V (G)\ΓG(v1)

е δ-множество в G. От Лема 10.2 следва, че G е обобщен r-хроматичен граф
с части W1, . . . ,Wr. С това Теорема 10.9 е доказана.

Теорема 10.9 е публикувана в [K40].
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10.5. β-редици в графи.

В [F1] R. Faudree въвежда следната модификация на α-редиците:

Определение 10.7. Нека G е граф и v1, . . . , vr ∈ V (G). Казваме, че
редицата v1, . . . , vr е β-редица в графа G, ако тя удовлетворява следните
условия:

(i) v1, . . . , vr е наследствена редица;

(ii) v1 е връх с максимална степен в G;

(iii) Ако 2 ≤ i ≤ r, тогава dG(vi) = max{dG(v) | v ∈ ΓG(v1, . . . , vi−1)}.

Съгласно условието (i) всяка β-редица е клика. Следващата теорема е аналог
за β-редици на Теорема 10.4.

Теорема 10.10. Нека v1, . . . , vr е β-редица в графа G, Vi е i-тия
слой на разслоението на V (G), породено от тази β-редица и |Vi| = pi,
i = 1, . . . , r. Ако ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-множество в G, тогава:

(а) G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr;

(б) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) и равенство се достига само когато G
е обобщен пълен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr;

(в) e(G) ≤ (Tr(n)), където n = |V (G)| и равенство се достига са-
мо когато G е обобщен r-хроматичен граф на Turan с части
V1, . . . , Vr.

Доказателство. Понеже Vr = ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-множество по усло-
вие, за да докажем (а), остава да проверим, че всеки от останалите слоеве
Vi, 1 ≤ i ≤ r−1 е δ-множество в G. Слоят V1 е δ-множество съгласно Пример
10.2.

Нека 2 ≤ i ≤ r. От Vi = ΓG(v1, . . . , vi−1)\ΓG(vi) следва, че vi не е съседен
на никой от останалите върхове в Vi. Поради това ΓG(vi) ⊆ V (G)\Vi. От това
включване става ясно, че dG(vi) ≤ n−pi. Поради това (виж Определение 10.7
(iii)) имаме dG(v) ≤ n−pi, ∀ v ∈ Vi. т.е. Vi е δ-множество. Доказахме, че всеки
от слоевете V1, . . . , Vr е δ-множество. С което (а) е доказано. Твърдението (б)
следва от Теорема 10.1, а твърдението (в) следва от Теорема 10.2. Теорема
10.10 е доказана.

Теорема 10.10 е публикувана в [K40].

Следващият резултат е аналог при β-редици на Теоремите 10.5 и 10.6.

Следствие 10.7. Нека v1, . . . , vr е β-редица в n-върховия граф G,
която не се съдържа в (r + 1)-клика на G. Тогава са верни твърденията
(а), (б) и (в) на Теорема 10.10.

Доказателство. Понеже v1, . . . , vr не се съдържа в (r+1)-клика, има-
ме ΓG(v1, . . . , vr) = ∅. Поради това

ΓG(vr) ⊆ V (G)\ΓG(v1, . . . , vr−1).

166



От последното включване имаме

G(vr) ≤ n− |Vr|,

където Vr = ΓG(v1, . . . , vr−1). Понеже

dG(vr) = max{d(v) | v ∈ ΓG(v1, . . . , vr−1) = Vr}

имаме
dG(v) ≤ n− |Vr|, ∀ v ∈ Vr,

т.е ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-множество в G. Поради това твърденията (а), (б) и
(в) на Теорема 10.10 са верни, с което Следствие 10.7 е доказано.

Следствие 10.7 е публикувано в [K35].
От условието на теорема 10.10 става ясно, че е целесъобразно за даден

граф G да се дефинира числото ψ(G) като най-малкото естествено число r,
за което съществува β-редица v1, . . . , vr в G такава, че ΓG(v1, . . . , vr−1) е δ-
множество в G. От Теорема 10.10 следва, че ако G не е обобщен r-хроматичен
граф, тогава ψ(G) ≥ r + 1. Ще отбележим специално още едно следствие за
ψ(G) от Теорема 10.10.

Следствие 10.8. Нека G е n-върхов граф и e(G) ≥ e(Tr(n)), 1 ≤ r ≤ n.
Тогава:

(а) ψ(G) ≥ r;

(б) Равенството ψ(G) = r е възможно само когато G е обобщен
r-хроматичен граф на Turan.

Доказателство. Нека ψ(G) = s и v1, . . . , vs е β-редица в G, такава
че ΓG(v1, . . . , vs−1) е δ-множество в G. Съгласно Теорема 10.10 (в) имаме
e(G) ≤ e(Ts(n)). От това неравенство и условието получаваме

e(Tr(n)) ≤ e(G) ≤ e(Ts(n)).

Понеже r ≤ n, от (10.4) следва s ≥ r, с което (а) е доказано. Нека

ψ(G) = s = r.

Тогава e(G) = e(Ts(n)). От Теорема 10.10 (в) следва, че G е обобщен r-
хроматичен граф на Turan, с което Следствие 10.8 е доказано.

Следствие 10.8 е публикувано в [K40].

Да забележим, че в Теорема 10.10 и Следствие 10.7 от

e(G) = e(K(p1, . . . , pr))

не следва G = K(p1, . . . , pr). Поради това, по-нататък ще наложим още по-
силни изисквания към графа G.

Определение 10.8. Нека v1 е връх с максимална степен на графа
G. С lG(v1) означаваме максималната дължина на β-редиците с първи
член v1.

Теорема 10.11. Нека v1, . . . , vr е β-редица в n-върховия граф G и
lG(v1) = r. Нека Vi е i-тия слой на разслоението на V (G), породено от
тази β-редица и |Vi| = pi, i = 1, . . . , r. Тогава:
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(а) G е обобщен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr;

(б) e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) и равенство е възможно само когато

G = K(p1, . . . , pr);

(в) e(G) ≤ e(Tr(n)) и равенство е възможно само когато

G = Tr(n).

Доказателство. От lG(v1) = r следва, че не съществува връх на
G, който да е съседен на всичките върхове на β-редицата v1, . . . , vr, т.е.
v1, . . . , vr не се съдържа в (r+1)-клика. От Следствие 10.7 следва верността
на (а) и неравенството e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)). Нека

(10.21) e(G) = e(K(p1, . . . , pr)).

От Следствие 10.7 имаме, че

(10.22) G е обобщен пълен r-хроматичен граф с части V1, . . . , Vr.

Равенството G = K(p1, . . . , pr) ще докажем по индукция относно r с база
r = 1. Ако r = lG(v1) = 1, тогава dG(v1) = 0. Понеже v1 е връх с макси-
мална степен, E(G) = ∅. Следователно G = Kn = Kp1 , с което базата на
индукцията е доказана.

Нека r ≥ 2 и да предположим, че твърдението е вярно за r−1. Най-напред
ще докажем, че

(10.23) ΓG(v1, . . . , vr−1) = Vr е независими множество.

Съгласно (10.22) имаме

(10.24) dG = n− pr, ∀ v ∈ Vr.

Да допуснем, че (10.23) не е вярно и нека u1, u2 ∈ Vr и [u1, u2] ∈ E(G). Ясно
е, че v1, . . . , vr−1 е β-редица в G. Тъй като u1 ∈ ΓG(v1, . . . , vr−1), от (10.24)
правим извода, че v1, . . . , vr−1, u1 е β-редица в G. От u1, u2 ∈ ΓG(v1, . . . , vr−1)
и [u1, u2] ∈ E(G) следва, че u2 ∈ ΓG(v1, . . . , vr−1, u1). Поради това от (10.24)
следва, че v1, . . . , vr−1, u1, u2 е β-редица в G, което противоречи на условието
lG(v1) = r. С това (10.23) е доказано. От (10.23) и (10.24) стигаме до извода,
че всеки връх на Vr е съседен на всеки връх на V (G)\Vr, т.е.

(10.25) G = H +Kpr
, където H = G[V1 ∪ . . . ∪ Vr−1].

От (10.21) и (10.1) получаваме

e(G) = e(K(p1, . . . , pr−1)) + pr(n− pr),

а от (10.25) получаваме

e(G) = e(H) + pr(n− pr).

От последните две равенства виждаме, че

(10.26) e(H) = e(K(p1, . . . , pr−1)).
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Съгласно (10.24) е вярно равенството

(10.27) ΓG(M) = ΓH(M) ∪ Vr, ∀M ⊂ V (H).

От последното равенство следва

(10.28) dG(v) = dH(v) + pr, ∀ v ∈ V (H).

От (10.27) и (10.28) следва, че v1, . . . , vr−1 е β-редица в H. Поради това s =
lH(v1) ≥ r−1. Ще докажем, че s = r−1. Да предположим противното и нека
v1, u2, . . . , us е β-редица в H, където s ≥ r. Ще докажем, че v1, u2, . . . , us, vr
е β-редица в G. От (10.27) и (10.28) се вижда, че v1, u2, . . . , us е β-редица в
G. От s = lH(v1) имаме, че

ΓH(v1, u2, . . . , us) = ∅.

Това равенство и (10.27) ни дават, че ΓG(v1, u2, . . . , us) = Vr. Понеже vr ∈ Vr
имаме

vr ∈ ΓG(v1, u2, . . . , us).

Тъй като dG(vr) = max{dG(v) | v ∈ Vr} доказахме, че v1, u2 . . . , us, vr е β-
редица в G. Понеже s ≥ r, това противоречи на условието lG(v1) = r. И
така, lH(v1) = r − 1. От (10.27) става ясно, че i-тия слой на разслоението,
породено от редицата v1, . . . , vr в G съвпада с i-тия слой на разслоението,
породено от β-редицата v1, . . . , vr−1 в H, i = 1, . . . , r − 1. Поради това, от
(10.26) и индуктивната хипотеза имаме H = K(p1, . . . , pr−1). От последното
равенство и (10.25) получаваме желаното равенство G = K(p1, . . . , pr). С
това (б) е доказано.

От e(G) ≤ e(K(p1, . . . , pr)) и Лема 10.1 следва e(G) ≤ e(Tr(n)). Нека
e(G) = e(Tr(n)). Тогава

e(G) = e(K(p1, . . . , pr)) и e(K(p1, . . . , pr)) = e(Tr(n)).

От първото равенство и (б) имаме G = K(p1, . . . , pr). От второто равенство
и Лема 10.1 (б) получаваме K(p1, . . . , pr) = Tr(n). Доказахме (в), с което
доказателството на Теорема 10.11 е завършено.

Теорема 10.11 е публикувана в [K34].
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10.6. Едно достатъчно условие за обобщена r-хроматичност
на графи.

Нека v1 . . . , vr е β-редица в n-върховия граф G и V1 . . . , Vr е разслоението
на V (G), което тази β-редица поражда, където |Vi| = pi, i = 1, . . . , r. Ако
графът G е обобщен r-хроматичен граф с части слоевете V1 . . . , Vr, тогава
като сумираме неравенствата

d(vi) ≤ n− pi, i = 1, . . . , r

получаваме

(10.29) d(v1) + · · · + d(vr) ≤ (r − 1)n.

В този пункт ще докажем, че неравенството (10.29) е достатъчно за да бъде
G обобщен r-хроматичен граф. Частите на този обобщен r-хроматичен граф
обаче, могат и да не бъдат слоевете V1 . . . , Vr.

Ще ни е необходимо следното:

Твърдение 10.7. Нека v1, . . . , vr е β-редица и d(v1) + · · · + d(vk) ≤ A
за някое k, 1 ≤ k ≤ r. Тогава

d(v1) + · · · + d(vr) ≤
A.r

k
.

Доказателство. Понеже d(v1) ≥ · · · ≥ d(vr) имаме

d(vi) ≤
A

k
, i = k, . . . , n.

Поради това

d(v1) + · · · + d(vr) ≤ A+
A

k
(r − k) =

A.r

k
.

Следващата теорема е аналог на Теорема 10.8 за β-редици.

Теорема 10.12. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е β-редица в G
такава, че

(10.30) d(v1) + · · · + d(vk) ≤
k(r − 1)n

r
, за някое k, 1 ≤ k ≤ r.

Тогава

(а) G е обобщен r-хроматичен граф;

(б) Ако неравенството (10.30) е строго, тогава G не е обобщен
пълен r-хроматичен граф.

Доказателство. Ще докажем Теорема 10.12 по индукция относно r
с база r = 1. Ако r = 1, тогава непременно k = 1. От (10.30) получаваме
d(v1) = 0. Понеже v1 е връх с максимална степен в G, имаме e(G) = 0. Сле-
дователно G е 1-хроматичен граф. С това базата на индукцията е доказана.

Нека r ≥ 2 и твърдението е вярно за r − 1 и всяко k, 1 ≤ k ≤ r − 1. От
(10.30) и Твърдение 10.7 получаваме

(10.31) d(v1) + · · · + d(vr) ≤ (r − 1)n.
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Ще разгледаме два случая:

Случай 1. d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤ (r − 2)n.
В тази ситуация β-редицата v1, . . . , vr−1 удовлетворява условието на Те-

орема 10.12 при k = r − 1. Съгласно индуктивната хипотеза G е обобщен
(r − 1)-хроматичен граф и следователно G е обобщен r-хроматичен граф. С
това (а) е доказано. Тъй като G е обобщен (r − 1)-хроматичен граф Твърде-
нието (б) също е доказано.

Случай 2. Вярно е неравенството

(10.32) d(v1) + · · · + d(vr−1) > (r − 2)n.

Нека V1 . . . , Vr е разслоението на V (G), породено от β-редицата v1, . . . , vr.
Тъй като

Vi = Γ(v1, . . . , vi−1)\Γ(vi) ⊂ V (G)\Γ(vi), i = 1, . . . , r − 1

имаме

(10.33) |Vi| ≤ n− d(vi), i = 1, . . . , r − 1.

От (10.33) и (10.32) имаме

(10.34) |Vr| = n−
r−1∑

i=1

|Vi| ≥
r−1∑

i=1

d(vi) − (r − 2)n > 0.

Нека V ′
r е подмножество на Vr такова, че

(10.35) |V ′
r | =

r−1∑

i=1

d(vi) − (r − 2)n.

От (10.34) следва, че такова подмножество V ′
r съществува. Нека W =

V (G)\V ′
r . От (10.35) се вижда, че

(10.36) |W | =

r−1∑

i=1

(n− d(vi)).

Тъй като Vi ⊆ W , i = 1, . . . , r − 1 и Vi са дизюнктни, от (10.33) и (10.36) се
убеждаваме, че съществуват дизюнктни V ′

i ⊆ W , i = 1, . . . , r − 1, такива, че
V ′
i ⊇ Vi и |V ′

i | = n− d(vi), i = 1, . . . , r − 1. Съгласно (10.36) имаме

W =
r−1⋃

i=1

V ′
i .

Следователно

V (G) = V ′
1 ∪ · · · ∪ V ′

r , V ′
i ∩ V

′
j = ∅, i 6= j.

От |V ′
i | = n− d(vi) имаме

(10.37) d(vi) = n− |V ′
i |, i = 1, . . . , r − 1.
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Понеже v1 е връх с максимална степен, от (10.37) имаме d(v) ≤ n − |V ′
1 |,

∀ v ∈ V ′
1 . Нека 2 ≤ i ≤ r − 1. Тъй като Vi ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1) и

V ′
i \Vi ⊂ Vr = Γ(v1, . . . , vr−1) ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1)

имаме, че V ′
i ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1). Поради това (от дефиницията на β-редици)

следва, че d(v) ≤ d(vi), ∀ v ∈ V ′
i . От последното неравенство и (10.37) виж-

даме, че d(v) ≤ n − |V ′
i |, ∀ v ∈ V ′

i . Доказахме, че V ′
i , i = 1, . . . , r − 1 са

δ-множества в графа G. От (10.31) получаваме

d(vr) ≤
r−1∑

i=1

(n− d(vi)) =

r−1∑

i=1

|V ′
i | = n− |V ′

r |.

Понеже V ′
r ⊂ Vr, от последното неравенство следва, че d(v) ≤ n− |V ′

r |, ∀ v ∈
V ′
r , т.е. V

′
r също е δ-множество. Доказахме, че G е обобщен r-хроматичен

граф с части V ′
1 , . . . , V

′
r . С това Теорема 10.12 е доказана.

Теорема 10.12 е публикувана в [K36].

Определение 10.9. За даден n-върхов граф G, числото ξ(G) де-
финираме като най-малкото естествено число r, за което съществува
β-редица v1, . . . , vr такава, че d(v1) + · · · + d(vr) ≤ (r − 1)n.

От Теорема 10.12 следва, че ако G не е обобщен r-хроматичен граф, тогава
ξ(G) ≥ r + 1. Ще отбележим още едно следствие от Теорема 10.12.

Следствие 10.9. Нека G е n-върхов граф и e(G) ≥ e(Tr(n)), 1 ≤ r ≤ n.
Тогава:

(а) ξ(G) ≥ r;

(б) Равенството ξ(G) = r е възможно само когато G е обобщен
r-хроматичен граф на Turan.

Доказателство. Нека ξ(G) = s. Съгласно Теорема 10.12, G е обобщен
s-хроматичен граф. Поради това, от Теорема 10.2 (а) имаме e(G) ≤ e(Ts(n)).
От това неравенство и условието имаме

e(Tr(n)) ≤ e(G) ≤ e(Ts(n)).

От (10.4) следва s ≥ r, с което (а) е доказано. Ако s = r, тогава от Теорема
10.2 (б) следва, че G е обобщен r-хроматичен граф на Turan. Следствие 10.9
е доказано.

Накрая на Глава 10 ще сравним Следствие 10.8 и Следствие 10.9. По-
точно ще докажем следното:

Твърдение 10.8. За всеки граф G е вярно неравенството

ξ(G) ≤ ψ(G).

Доказателство. Нека ψ(G) = s и v1, . . . , vs е β-редица такава, че
Γ(v1, . . . , vs−1) е δ-множество. Нека Vi е i-тия слой на разслоението на V (G),
породено от v1, . . . , vs и pi = |Vi|, i = 1, . . . , s. Съгласно Теорема 10.10, всеки
слой Vi е δ-множество на G. Поради това

d(vi) ≤ n− pi, където n = |V (G)|, i = 1, . . . , s.
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Като съберем тези неравенства получаваме, че

d(v1) + · · · + d(vs) ≤ (s− 1)n,

което означава, че s ≥ ξ(G). Твърдение 10.8 е доказано.
От Твърдение 10.8 става ясно, че Следствие 10.8 следва от Следствие

10.9.
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ГЛАВА 11

БАЛАНСИРАНИ И НАСИТЕНИ β-РЕДИЦИ В ГРАФИ.

11.1. Уводни бележки.

Нека G е граф и V (G) = {v1, . . . , vn}. Числото

d(v1) + · · · + d(vn)

n

се нарича средна степен на графа G. От очевидното равенство

(11.1) d(v1) + · · · + d(vn) = 2e(G)

получаваме, че

(11.2)
d(v1) + · · · + d(vn)

n
=

2e(G)

n
.

Определение 11.2. Нека G е граф и V ′ = {v1, . . . , vr} ⊆ V (G). Казва-
ме, че множеството V ′ е балансирано, ако

d(v1) + · · · + d(vr)

r
=

2e(G)

n
.

Казваме, че множеството V ′ е наситено, ако

d(v1) + · · · + d(vr)

r
>

2e(G)

n
.

Пример 11.1. В регулярните графи (т.е. графи, в които всичките
върхове имат равни степени) всяко множество от върхове е балансирано.

Пример 11.2. Всеки връх с максимална степен е или наситен, или
балансиран. Нещо повече, ако връх от максимална степен е балансиран,

т.е. степента му е равна на
2e(G)

n
, тогава графът е регулярен.

Пример 11.3, [F1]. Ако G е граф, който има поне едно ребро, тогава
G непременно има балансирано или наситено ребро.

Наистина, от добре известното равенство

∑

[u,v]∈E(G)

(d(u) + d(v)) =
∑

v∈V (G)

d2(v)

и неравенството между средно аритметично и средно квадратично

∑

v∈V (G)

d2(v) ≥
1

n

(
∑

v∈V (G)

d(v)

)2

където n = |V (G)|,
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получаваме

∑

[u,v]∈E(G)

(d(u) + d(v)) ≥
1

n

(
∑

v∈V (G)

d(v)

)2

.

От последното неравенство и (11.2) виждаме, че

(11.3)
∑

[u,v]∈E(G)

(d(u) + d(v)) ≥
4(e(G))2

n
.

Нека
[u0, v0] ∈ E (G) и d(u0) + d(v0) = max

[u,v]∈E(G)
{d(u) + d(v)}.

Тогава от (11.3) следва

d(u0) + d(v0)

2
≥

2e(G)

n
,

което означава, че реброто [u0, v0] е балансирано или наситено.

Пример 11.4. Да добавим към графа K(3, 3) една 3-клика, която
няма общи върхове с K(3, 3). Понеже върховете на K(3, 3) имат степен
3, а върховете на 3-кликата имат степен 2, средната степен на полу-
чения граф е по-голяма от 2. Поради това единствената 3-клика не е
балансирана и не е наситена.

Пример 11.5. Дефинираме

f(n) =





(n− 1)(n− 2)

4
, ако n е четно;

(n− 1)2

4
, ако n е нечетно.

В [37] е доказано, че ако G е n-върхов граф и e(G) > f(n), тогава всеки
връх с максимална степен е край на балансирано или наситено ребро. Казано
по друг начин – всяка 2-членна β-редица е наситена или балансирана.

Пример 11.6. Дефинираме

g(n) =





(4n− 3)n

12
, ако n ≡ 0 (mod 3);

(4n− 1)n

12
, ако n ≡ 1 (mod 3);

(2n− 1)n

6
, ако n ≡ 2 (mod 3).

В [K37] е доказано, че ако G е n-върхов граф и e(G) > g(n), тогава всяка
3-членна β-редица в G е наситена или балансирана.

Целта на тази глава е да обобщим твърденията на Пример 11.5 и Пример
11.6. По-точно ще докажем, че ако един граф има достатъчно много ребра,
тогава всяка r-членна β-редица е или наситена, или балансирана. От ре-
зултатите, които ще получим следва изненадващият факт, че ако един граф
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има достатъчно много ребра, тогава всичките му β-редици с дължина r са
наситени, или всичките му β-редици с дължина r са балансирани. При дока-
зателството на тези факти, съществено се използва теорията на обобщените
r-хроматични графи и разслоенията, породени от дадена наследствена реди-
ца, изложени в Глава 10.
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11.2. β-редици, които не са наситени.

Резултатите от тази глава ще получим с помощта на следната:

Теорема 11.1. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr, r ≥ 2 е β-редица
в G, която не е наситена, но v1, . . . , vr−1 е наситена. Тогава

(11.4) d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤
(r − 1)2n

r
.

Ако в (11.4) имаме равенство, тогава:

(а) v1, . . . , vr е балансирана;

(б) n ≡ 0 (mod r) и G е обобщен (непълен) r-хроматичен граф с
части V ′

1 , . . . , V
′
r такива, че

(11.5) |V ′
i | =

n

r
, i = 1, . . . , r;

(11.6) d(v) =
(r − 1)n

r
, ∀ v ∈

r−1⋃

i=1

V ′
i ;

(11.7) d(v) =
2e(G)r

n
−

(r − 1)2n

r
, ∀ v ∈ V ′

r .

(в) Верни са неравенствата

(11.8)
(r − 1)2n2

r2
+

(r − 1)n

2r
≤ e(G) ≤

(r − 1)n2

2r
−

n

2r

и ако в дясното неравенство в (11.8) имаме равенство, тогава

d(v) =
(r − 1)n

r
− 1, ∀ v ∈ V ′

r .

Доказателство. Очевидно

(r − 2)n <
(r − 1)2n

r
.

Следователно, ако d(v1)+ · · ·+d(vr−1) ≤ (r−2)n, тогава неравенството (11.4)
е изпълнено и то строго. Поради това ще предполагаме, че

(11.9) d(v1) + · · · + d(vr−1) > (r − 2)n.

Нека Vi, i = 1, . . . , r е i-тия слой на разслоението, породено от разглежданата
β-редица v1, . . . , vr. Тъй като Vi ⊂ V (G)\Γ(vi), i = 1, . . . , r − 1 имаме

(11.10) |Vi| ≤ n− d(vi), i = 1, . . . , r − 1.

От (11.10) имаме

(11.11) |Vr| = n−
r−1∑

i=1

|Vi| ≥
r−1∑

i=1

d(vi) − (r − 2)n.
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Нека V ′
r е подмножество на Vr такова, че

(11.12) |V ′
r | =

r−1∑

i=1

d(vi) − (r − 2)n.

От (11.11) и (11.9) следва, че такова подмножество V ′
r съществува. Нека

W = V (G)\V ′
r . От (11.12) получаваме

(11.13) |W | =
r−1∑

i=1

(n− d(vi)).

Тъй като V ′
r ⊆ Vr имаме Vi ⊂ W , i = 1, . . . , r − 1. Поради това, съгласно

(11.10), съществуват дизюнктни множества V ′
i , i = 1, . . . , r − 1, такива, че

Vi ⊆ V ′
i ⊂W и

(11.14) |V ′
i | = n− d(vi), i = 1, . . . , r − 1.

От (11.13) и (11.14) следва, че W =

r−1⋃

i=1

V ′
i , откъдето става ясно, че

(11.15) V (G) = V ′
1 ∪ . . . ∪ V ′

r , V ′
i ∩ V

′
j = ∅, i 6= j.

Да забележим, че

(11.16) d(v) ≤ d(vi), ∀ v ∈ V ′
i , i = 1, . . . , r.

Наистина, ако i = 1 неравенството (11.16) е изпълнено, понеже v1 има мак-
симална степен в G. Ако 2 ≤ i ≤ r − 1 имаме

Vi ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1) и V ′
i \Vi ⊂ Vr = Γ(v1, . . . , vr−1) ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1).

Поради това V ′
i ⊂ Γ(v1, . . . , vi−1) и d(v) ≤ d(vi), ∀ v ∈ V ′

i . Неравенството
(11.16) е вярно и при i = r, понеже V ′

r ⊂ Vr.
И така, вярно е (11.16). От (11.1) и (11.15) се вижда, че

2e(G) =
∑

v∈V (G)

d(v) =
∑

v∈V ′

1

d(v) + · · · +
∑

v∈V ′

r

d(v).

Нека d(vi) = di, i = 1, . . . , r. Последното равенство заедно с (11.14), (11.12) и
(11.16) ни дават

(11.17) 2e(G) ≤
r−1∑

i=1

di(n− di) +

(
r−1∑

i=1

di − (r − 2)n

)
dr.

Равенство в (11.17) имаме тогава и само тогава, когато

d(v) = di, ∀ v ∈ V ′
i , i = 1, . . . , r.

Полагаме σ = d1 + · · · + dr−1. Понеже v1, . . . , vr не е наситена, имаме

σ + dr
r

≤
2e(G)

n
.
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От последното неравенство получаваме

(11.18) dr ≤
2re(G)

n
− σ.

От (11.17) и (11.18) стигаме до извода, че

(11.19) 2e(G) ≤ nσ −
r−1∑

i=1

d2
i + (σ − (r − 2)n)

(
2re(G)

n
− σ

)
.

От неравенството между средно аритметично и средно квадратично имаме

(11.20)
r−1∑

i=1

d2
i ≥

σ2

r − 1
.

и равенство в (11.20) се достига тогава и само тогава, когато

d1 = d2 = · · · = dr−1.

От (11.19) и (11.20) получаваме

2e(G) ≤ nσ −
σ2

r − 1
+ (σ − (r − 2)n)

(
2re(G)

n
− σ

)
.

Последното неравенство е еквивалентно на

(11.21)
2e(G)

n

(
(r − 1)2n− rσ

)
≤

σ

r − 1

(
(r − 1)2n− rσ

)
.

Равенство в (11.21) се достига тогава и само тогава, когато едновременно
имаме равенство в (11.17), (11.18) и (11.20), т.е. когато

(11.22)





d(v) = di = d1, ∀ v ∈ V ′
i , i = 1, . . . , r − 1

d(v) = dr =
2re(G)

n
− σ, ∀ v ∈ V ′

r .

Тъй като v1, . . . , vr−1 е наситена, имаме

σ

r − 1
>

2e(G)

n
.

Поради това неравенството (11.21) е еквивалентно на σ ≤
(r − 1)2n

r
. С това

неравенството (11.4) е доказано. Остава да разгледаме ситуацията, когато в
(11.4) се достига равенство.

И така, нека

(10.23) σ =
(r − 1)2n

r
.

Понеже σ е естествено число, следва n ≡ 0(mod r). От (11.23) става ясно, че
в (11.21) имаме равенство. Поради това са изпълнени равенствата (11.22). От
(11.22) и (11.23) изчисляваме, че

(11.24) d(v) =
(r − 1)n

r
, ∀ v ∈ V ′

i , i = 1, . . . , r − 1
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и

(11.25) d(v) =
2re(G)

n
−

(r − 1)2r

n
, ∀ v ∈ V ′

r .

От (11.24) и (11.25) пресмятаме, че

(11.26)
d1 + · · · + dr

r
=

2e(G)

n
,

с което доказахме (а). Тъй като v1, . . . , vr−1 не е наситена, от (11.26) имаме

d1 + · · · + dr−1

r − 1
>

d1 + · · · + dr
r

От последното неравенство и (11.24) следва, че dr <
(r − 1)n

r
. Това неравен-

ство и (11.16) ни дават, че

(11.27) d(v) <
(r − 1)n

r
, ∀ v ∈ V ′

r .

От (11.14), (11.12) и (11.24) изчисляваме

|V ′
i | =

n

r
, = 1, . . . , r.

От тези равенства, (11.24) и (11.27) стигаме до извода, че G е обобщен (но
непълен) r-хроматичен граф с части V ′

1 , . . . , V
′
r . С това доказателството на

(б) е завършено.
Преминаваме към доказателството на (в). Тъй като n ≡ 0(mod r), от

(11.27) следва

d(v) ≤
(r − 1)n

r
− 1, ∀ v ∈ V ′

r .

От последното неравенство, (11.26) и (11.24) получаваме

2e(G)

n
≤

(r − 1)2n

r
+

(r − 1)n

r
− 1

r
=

(r − 1)n− 1

r
,

откъдето следва, че

e(G) ≤
(r − 1)n2

2r
−

n

2r
.

Равенство в последното неравенство е възможно само когато, освен (11.24)
имаме

d(v) =
(r − 1)n

r
− 1, ∀ v ∈ V ′

r .

От v ∈ Γ(v1, . . . , vr−1) следва, че d(v) ≥ r − 1. Поради това от (10.25)
стигаме до неравенството

e(G) ≥
(r − 1)2n2

2r2
+

(r − 1)n

2r
.

С това доказателството на Теорема 11.1 е завършено.
Теорема 11.1 е публикувана в [K40].
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11.3. β-редици, които не са балансирани и не са наситени.

Следващата теорема е основния резултат в тази глава.

Теорема 11.2. Нека G е n-върхов граф и v1, . . . , vr е β-редица, която
не е балансирана и не е наситена. Тогава:

(а) d(v1) + · · · + d(vr−1) <
(r − 1)2n

r
;

(б) G е обобщен r-хроматичен граф;

(в) e(G) < e(Tr(n)).

Доказателство. Тъй като v1, . . . , vr не е балансирана, G не е регу-
лярен. Поради това v1 е наситен връх. Понеже v1, . . . , vr не е наситена,
съществува k, 1 ≤ k ≤ r − 1, такова че v1, . . . , vk е наситена, но v1, . . . , vk+1

не е наситена. Възможни са два случая:

Случай 1. v1, . . . , vk+1 е балансирана.
Понеже v1, . . . , vr не е балансирана, k + 1 < r. От Теорема 11.1 имаме

d(v1) + · · · + d(vk) ≤
k2.n

k + 1

От Твърдение 10.7 и k + 1 < r следва

d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤
k(r − 1)n

k + 1
<

(r − 1)2n

r
.

Случай 2. v1, . . . , vk+1 не е балансирана.
От Теорема 11.1 имаме

d(v1) + · · · + d(vk+1) <
k2n

k + 1
.

Понеже 1 ≤ k ≤ r − 1, от Твърдение 10.7 следва

d(v1) + · · · + d(vr−1) <
k(r − 1)n

k + 1
≤

(r − 1)2n

r
.

Твърдението (а) е доказано. Твърденията (б) и (в) на Теорема 11.2 следват
от (а) и Теорема 10.12. С това Теорема 11.2 е доказана.

Теорема 11.2 е публикувана в [K36].

Следствие 11.1. Нека G е n-върхов граф и r е естествено число,
1 ≤ r ≤ n. Ако e(G) ≥ e(Tr(n)), тогава всяка r-членна β-редица в G е
балансирана или наситена.

Следствие 11.1 е публикувано в [K36].

В следващия пункт ще уточним Следствие 11.1, като докажем, че ако
e(G) ≥ e(Tr(n)), тогава или всяка r-членна β-редица е наситена, или всяка
r-членна β-редица е балансирана.
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Нека n и r са естествени числа и 2 ≤ r ≤ n. За тези числа дефинираме

f(n, r) =





n2(r − 1)

2r
−

n

2(r − 1)
, ако n ≡ 0 (mod r);

n2(r − 1)

2r
−

νn

2r(r − 1)
, ако n ≡ ν (mod r), 1 ≤ ν ≤ r − 1.

В следващата теорема ще използваме числата ψ(G) и ξ(G), които са
дефинирани в Глава 10.

Теорема 11.3. Нека G е n-върхов граф и нека r е естествено число,
2 ≤ r ≤ n. Ако e(G) > f(n, r), тогава:

(а) ξ(G) ≥ r;

(б) Всяка r-членна β-редица в G е балансирана или наситена.

Доказателство. Нека 2 ≤ r ≤ n. Лесно се проверяват равенствата

f(n, r) −
n2(r − 2)

2(r − 1)
=

n

2(r − 1)

(
n

r
− 1

)
, ако n ≡ 0 (mod r)

f(n, r) −
n2(r − 2)

2(r − 1)
=
n(n− ν)

2r(r − 1)
, ако n ≡ ν (mod r), 1 ≤ ν ≤ r − 1.

Десните части на тези равенства очевидно са неотрицателни. Поради това

(11.28) f(n, r) ≥
n2(r − 2)

2(r − 1)
, 2 ≤ r ≤ n.

От (11.28) и Твърдение 10.2 имаме f(n, r) ≥ e(Tr−1(n)). Понеже e(G) >
f(n, r), получаваме

(11.29) e(G) > e(Tr−1(n)), 2 ≤ r ≤ n.

От неравенството (11.29) и Следствие 10.9 следва ξ(G) > r − 1. С това (а) е
доказано.

Да предположим, че (б) не е вярно и нека v1, . . . , vr е β-редица, която не
е наситена и не е балансирана. Съгласно Теорема 11.2 (а)

(11.30) d(v1) + · · · + d(vr−1) <
(r − 1)2n

r
.

От (11.29) и Следствие 11.1 следва, че v1, . . . , vr−1 е балансирана или наситена
β-редица, Поради това

(11.31)
d(v1) + · · · + d(vr−1)

r − 1
≥

2e(G)

n
.

Ще разгледаме два случая:

Случай 1. n ≡ 0 (mod r).
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Тъй като
(r − 1)2n

r
е цяло положително число, от (11.30)) следва, че

(11.32) d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤
(r − 1)2n

r
− 1.

От (11.32) и (11.31) става ясно, че e(G) ≤ f(n, r), което противоречи на
условието e(G) > f(n, r).

Случай 2. n = rq + ν, 1 ≤ ν ≤ r − 1.
От (11.30) правим извода, че

(11.33) d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤

⌊
(r − 1)2n

r

⌋
.

Като използваме равенството n = rq + ν получаваме

(r − 1)2n

r
= (r − 1)2q + (r − 2)ν +

ν

r
.

Понеже 0 <
ν

r
< 1, от последното равенство виждаме, че

⌊
(r − 1)2n

r

⌋
= (r − 1)2q + (r − 2)ν =

(r − 1)2(n− ν)

r
+ ν(r − 2).

Последното равенство и (11.33) ни дават

(11.34) d(v1) + · · · + d(vr−1) ≤
(r − 1)2(n− ν)

r
+ ν(r − 2).

От (11.34) и (11.31) следва, че e(G) ≤ f(n, r), което противоречи на условието
e(G) > f(n, r). С това Теорема 11.3 е доказана.

Теорема 11.3 е публикувана в [K36].

Забележка 11.1. Ако n ≡ 0 (mod r), тогава, съгласно Твърдение 10.2
имаме

e(Tr(n)) =
n2(r − 1)

2r
.

От това равенство става ясно, че имаме f(n, r) < e(Tr(n)). Следователно,
ако n ≡ 0 (mod r), Теорема 11.3 (б) е по-силна от Следствие 11.1. Ако
n ≡ ν (mod r), 1 ≤ ν ≤ r − 1, тогава от дефиницията на f(n, r) и (10.3)
следва, че неравенството f(n, r) < e(Tr(n)) е изпълнено само когато

ν(r − ν)

2r
<

νn

2r(r − 1)

т.е. f(n, r) < e(Tr(n)), ако n > (r−ν)(r−1). Поради това, ако n ≡ ν (mod r),
1 ≤ ν ≤ r − 1 и n > (r − ν)(r − 1), тогава Следствие 11.2 може да се получи
и от Теорема 11.3. Казано по друг начин, след като сме доказали Теорема
11.3, Следствие 11.2 е интересно само когато n ≡ ν (mod r), 1 ≤ ν ≤ r − 1 и
n ≤ (r − ν)(r − 1).
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11.4. Балансирани β-редици.

Следващата теорема уточнява и допълва Следствие 11.1.

Теорема 11.4. Нека G е n-върхов граф и r е цяло число, 1 ≤ r ≤ n.
Нека e(G) ≥ e(Tr(n)) и за някое цяло число s, 1 ≤ s ≤ r, съществува
балансирана β-редица v1, . . . , vs ∈ V (G). Тогава G е регулярен граф.

Доказателство. Ще докажем Теорема 11.4 по индукция относно s с

база s = 1. Ако s = 1, тогава d(v1) =
2e(G)

n
. Понеже v1 е връх с максимална

степен, от това равенство следва, че G е регулярен (виж равенството (11.2)).
Нека s ≥ 2. Тъй като v1, . . . , vs е балансирана, имаме

(11.35)
d(v1) + · · · + d(vs)

s
=

2e(G)

n
.

От (11.35) и d(v1) ≥ . . . ≥ d(vs) следва, че

(11.36)
d(v1) + · · · + d(vs−1)

s− 1
≥

2e(G)

n
.

От (11.36) следва, че v1, . . . , vs−1 е или балансирана, или наситена. Ще
докажем, че v1, . . . , vs−1 е балансирана. Да допуснем противното. Тогава
v1, . . . , vs−1 е наситена. Съгласно Теорема 11.1, е вярно неравенството

(11.37) d(v1) + · · · + d(vs−1) ≤
(s− 1)2n

s
.

Съгласно Теорема 10.12 (r = s и k = s−1), от (11.37) следва, че G е обобщен
s-хроматичен граф. Ако (11.37) е строго неравенство, тогава от Теорема 10.12
имаме e(G) < e(Ts(n)). Понеже s ≤ r ≤ n, от (10.4) стигаме до неравенството
e(G) < e(Tr(n)), което противоречи на условието e(G) ≥ e(Tr(n)). Нека сега
в (11.37) имаме равенство. Тогава n ≡ 0 (mod s) и съгласно Теорема 11.1 (в)
имаме

(11.38) e(G) ≤
(s− 1)n2

2s
−

n

2s
.

Понеже n ≡ 0 (mod s), от Твърдение 10.2 имаме

Ts(n) =
(s− 1)n2

2s
.

От това равенство и (11.38) получаваме e(G) < e(Ts(n)). Тъй като s ≤ r ≤ n,
съгласно (10.4), e(G) < e(Tr(n)), което противоречи на условието e(G) ≥
e(Tr(n)). Полученото противоречие доказва, че v1, . . . , vs−1 е балансирана.
Съгласно индуктивната хипотеза G е регулярен. Теорема 11.4 е доказана.

Теорема 11.4 е публикувана в [K40].

Нека n и r са естествени числа и 1 ≤ r ≤ n. Дефинираме

g(n, r) =
n2(r − 1)

2r
−

n

2r
, ако n ≡ 0 (mod r);

g(n, r) =
n2(r − 1)

2r
−

νn

2r(r − 1)
, ако n ≡ ν (mod r), 1 ≤ ν ≤ r − 1.
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Следващите три свойства на g(n, r) са очевидни.

(11.39) g(n, 1) = −
n

2
.

(11.40) g(n, r) <
n2(r − 1)

2r
.

(11.41) g(n, r) ≥ f(n, r), r ≥ 2,

където f(n, r) е дефинирана в пункт 11.3. От (11.41) и (11.28) имаме

(11.42) g(n, r) ≥
(r − 2)n2

2(r − 1)
, r ≥ 2.

Съгласно (11.40) имаме

g(n, r − 1) <
n2(r − 2)

2(r − 1)
, r ≥ 2.

От последното неравенство и (11.42) става ясно, че

(11.43) g(n, r − 1) < g(n, r), 2 ≤ r ≤ n.

Ще разширим Теорема 11.4 по следния начин:

Теорема 11.5. Нека G е n-върхов граф и r е естествено число, 1 ≤
r ≤ n, такова че e(G) > g(n, r). Нека за някое s, 1 ≤ s ≤ r, съществува
балансирана β-редица v1, . . . , vs в G. Тогава G е регулярен.

Доказателство. Ще докажем, че G е регулярен по индукция относно

s с база s = 1. Ако s = 1, тогава d(v1) =
2e(G)

n
. Понеже v1 има максимална

степен и
2e(G)

n
е средната степен на G, следва че G е регулярен (виж

равенство (11.2)).
Нека s ≥ 2. Тъй като d(v1) ≥ . . . ≥ d(vr), от това, че v1, . . . , vs е ба-

лансирана, следва че v1, . . . , vs−1 е балансирана или наситена. Ще докажем,
че v1, . . . , vs−1 е балансирана. Да допуснем противното. Тогава v1, . . . , vs−1 е
наситена, т.е.

(11.44)
d(v1) + · · · + d(vs−1)

s− 1
>

e(G)

n
.

От Теорема 11.1 следва, че

(11.45) d(v1) + · · · + d(vs−1) ≤
(s− 1)2n

s
.

Ако в (11.45) имаме равенство тогава, съгласно Теорема 11.1 (в), e(G) ≤
g(n, s). Тъй като s ≤ r ≤ n, от (11.43) следва e(G) ≤ g(n, r), което противо-
речи на условието e(G) > g(n, r). Нека сега (11.45) е строго. Ще разгледаме
два случая.
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Случай 1. n ≡ 0 (mod s).

Понеже (11.45) е строго и
(s− 1)2n

s
е цяло положително число имаме

d(v1) + · · · + d(vs−1) ≤
(s− 1)2n

s
− 1.

От последното неравенство и (11.44) следва, че e(G) ≤ f(n, s). Съгласно
(11.41), e(G) ≤ g(n, s). От последното неравенство и (11.43) следва e(G) ≤
g(n, r), което противоречи на условието e(G) > g(n, r).

Случай 2. n = rq + ν, 1 ≤ ν ≤ r − 1.
Повтаряйки разсъжденията на Случай 2 от доказателството на Теорема

11.4, стигаме до извода, че e(G) ≤ g(n, s). Понеже s ≤ r ≤ n, от (11.43)
следва e(G) ≤ g(n, r), което противоречи на условието e(G) > g(n, r).

Получените и в двата случая противоречия доказват, че v1, . . . , vs−1 е
балансирана. Съгласно индуктивната хипотеза G е регулярен. С това Теорема
11.5 е доказана.

Теорема 11.5 е публикувана в [K40].

Пример 11.7. На Фигура 11.1 е даден граф, който има балансирана
β-редица {v1, v2}, Този граф обаче не е регулярен, Следователно, условие-
то e(G) > g(n, r) в Теорема 11.5 е съществено.

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦ ◦◦

◦

◦

◦

v1

v2

Фигура 11.1

Забележка 11.2. Нека n = rq + ν, 0 ≤ ν ≤ r − 1.
Повтаряйки разсъжденията от Забележка 11.1, стигаме до извода, че като

изключим ситуацията, когато 1 ≤ ν ≤ r− 1 и n ≤ (r− ν)(r− 2), Теорема 11.5
е по-силна от Теорема 11.4.

Забележка 11.3. Неравенството e(G) > g(n, r) в условието на Те-
орема 11.5 не може да се замени с по-слабото условия e(G) ≥ g(n, r),
защото ако e(G) = g(n, r), има графи, които не са регулярни и имат
балансирана r-членна β-редица. Съгласно Теорема 11.1, такива графи G
имат следните свойства

V (G) = V1 ∪ . . . ∪ Vr, където |Vi| =
n

r
, i = 1, . . . , r

d(v) =
n(r − 1)

r
, ∀ v ∈

r−1⋃

i=1

Vi
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d(v) =
n(r − 1)

r
− 1, ∀ v ∈ Vr.

Следователно, всеки граф G, който има балансирани r-членни β-редици и
e(G) = g(n, r) е почти регулярен в смисъл, че разликата между максимална-
та и минимална степен е 1.
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