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Óâîä

Íàñòîÿùàòà äèïëîìíà ðàáîòà ñúäúðæà ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè ïðè èçñëåäâàíå
íà íÿêîè êëàñîâå îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Ñúñòîè ñå îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè è ñïèñúê ñ
èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà.

Îðòîãîíàëåí ìàñèâ å ìàòðèöà ñ M ðåäà è n ñòúëáà ñ åëåìåíòè îò íÿêàêâî
ìíîæåñòâî Q (íàé-÷åñòî ïîëåòî ñ q åëåìåíòà). Åëåìåíòèòå íà Q ùå îçíà÷àâàìå ñ
÷èñëàòà îò 0 äî q − 1. Ìàòðèöàòà M × n èìà ñâîéñòâîòî, ÷å àêî âçåìåì êîè äà ñà
íåéíè τ ñòúëáà è ðàçãëåäàìå ïîäìàòðèöàòà, ñúñòîÿùà ñå ñàìî îò òÿõ, â íåéíèòå
ðåäîâå ùå ñå ñúäúðæàò âñè÷êè âúçìîæíè íàðåäåíè τ -îðêè íàä àçáóêàòà Q åäíàêúâ
áðîé ïúòè. Îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ òåçè ïàðàìåòðè ùå áåëåæèì ñ τ − (n,M, q).

Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n íàä àçáóêà Q (ïîëå ñ q åëåìåíòà) ñå
íàðè÷à ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-îðêè íàä Q, êîåòî ùå îçíà÷àâàìå ñ
H(n, q). Ùå ðàçãëåæäàìå îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè êàòî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà Õå-
ìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n íàä àçáóêàòà Q.

Åäíî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî C íà H(n, q) e τ -äèçàéí, àêî çà âñåêè ïîëèíîì ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè f(t) îò ñòåïåí k ≤ τ è çà âñÿêà òî÷êà y îò H(n, q) å èçïúëíåíî,

÷å
∑
x∈C

f(〈x, y〉) = f0|C|, êúäåòî f0 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà

f(t) ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê.

Âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q) ìîæå äà ñå ðàçãëåäà êàòî τ -äèçàéí. Áëàãî-
äàðåíèå íà òîçè ôàêò âúâ âòîðà è òðåòà ãëàâè íà äèïëîìíàòà ðàáîòà ñà èçïîëçâàíè
ïîëèíîìèàëíè òåõíèêè, ñ ïîìîùòà íà êîèòî ñà ïîëó÷åíè âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè
íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, 2) ñ ôèêñèðàíè τ , n è M .

Â ïúðâà ãëàâà íà äèïëîìíàòà ðàáîòà ñà âúâåäåíè âñè÷êè îñíîâíè ïîíÿòèÿ,
äåôèíèöèè è èçâåñòíè ðåçóëòàòè, íåîáõîäèìè çà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå. Äåôè-
íèðàíè ñà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê, èçïîëçâàíè ñúùåñòâåíî â ïðèëàãàíèòå â äèï-
ëîìíàòà ðàáîòà ïîëèíîìèàëíè òåõíèêè. Îïèñàíè ñà íÿêîëêî îñíîâíè ãðàíèöè âúðõó
õàðàêòåðèñòèêèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â H(n, 2) - ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî ïðîã-
ðàìèðàíå çà τ -äèçàéíè, ãîðíà è äîëíà ãðàíèöà çà ìîùíîñòòà íà äàäåí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ íà Ðàî è Õåìèíã, êàêòî è ãðàíèöàòà íà Ñèíãúëòúí çà êîäîâå. Èçâåñòíèòå äî
òîçè ìîìåíò ãðàíèöè çà τ -äèçàéíè â H(n, 2) ñà îáîáùåíè îò Ñëîåí. Â êðàÿ íà ïúðâà
ãëàâà å ïðåäñòàâåíà òàáëèöà ñ òåçè ãðàíèöè.

Âúâ âòîðà ãëàâà ñà èçñëåäâàíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, 2) ñ öåë äà ñå íà-
ìåðÿò âñè÷êè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ðàçãëåäàí
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êàòî τ -äèçàéí. Ñïåêòúð íà τ -äèçàéí îòíîñíî òî÷êà y ∈ H(n, 2) íàðè÷àìå íàðåäåíàòà
(n+1)-îðêà, ÷èÿòî i-òà êîîðäèíàòà ñúîòâåòñòâà íà áðîÿ íà äóìèòå â äèçàéíà, êîèòî ñå
íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà y. Îñíîâíàòà òåõíèêà çà èçñëåäâàíå íà ñòðóêòó-
ðàòà íà τ -äèçàéíèòå ñå áàçèðà íà òàêà íàðå÷åíèÿ ïîëèíîìèàëåí ïîäõîä. Íàìèðàíåòî
íà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà èëè âúíøíà òî÷êà ñå ñâåæäà äî ðåøàâà-
íåòî íà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Èçëîæåíè ñà ïðèìåðè, êîèòî ñà ïðåñìåòíàòè ñ
ïîìîùòà íà êîìïþòúðíà ïðîãðàìà, ðåàëèçèðàíà íà Maple 15.

Â òðåòà ãëàâà å ïðåäëîæåí ìåòîä çà ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåê-
òúð íà âúòðåøíà òî÷êà íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, 2), êîéòî ùå íàðè÷àìå òåãëîâè
àëãîðèòúì. Òîé ñå îñíîâàâà íà çàâèñèìîñòèòå ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíè ìà-
ñèâè ñúñ äúëæèíè n è n−1, ïðåäñòàâåíè â §3.1. Òîçè ïîäõîä íå ñå îêàçâà äîñòàòú÷íî
ñèëåí, çà äà äîêàæåì íåñúùåñòâóâàíå çà íÿêîé îòêðèò ñëó÷àé, íî ðåäóöèðà äîñòà îò
âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè. Çà íÿêîè ñúùåñòâóâàùè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ïðèëàãàíå-
òî íà òåãëîâèÿ àëãîðèòúì âîäè äî åäèíñòâåíèÿ âúçìîæåí ñïåêòúð çà òÿõíà âúòðåøíà
òî÷êà.

Â Ãëàâà 4 ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â ðàç-
ëè÷íè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà. Ïî-ïîäðîáíî, ðàçãëåäàíè ñà ïðèëîæåíèÿòà íà îð-
òîãîíàëíèòå ìàñèâè â êðèïòîãðàôèÿòà ïðè êðèïòèðàíå ñ êîäîâå çà àâòåíòè÷íîñò è
óíèâåðñàëíè õåø ôóíêöèè. Ïðåäñòàâåíè ñà ñúùî îñíîâíè çàâèñèìîñòè ìåæäó êîäî-
âå è îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Áëàãîäàðåíèå íà òåçè âðúçêè, ãîëÿìà ÷àñò îò ñâîéñòâàòà
íà êîäîâåòå è èçâåñòíèòå çà òÿõ ãðàíèöè ìîãàò äà áúäàò ïðåíåñåíè äèðåêòíî âúðõó
ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Â äèïëîìíàòà ðàáîòà ñà äàäåíè êîíñò-
ðóêöèè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïîìîùòà íà ðàçíîñòíè ñõåìè è ìàòðèöè íà Àäàìàð.
Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô íàêðàòêî å ïîêàçàíî ïðèëîæåíèåòî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
â ñòàòèñòèêàòà.

Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â äèïëîìíàòà ðàáîòà, ñà äîêëàäâàíè íà Ñåìèíàð ïî
äèñêðåòíè è àëãåáðè÷íè ñòðóêòóðè íà ìàãèñòúðñêà ïðîãðàìà ½Äèñêðåòíè è àëãåá-
ðè÷íè ñòðóêòóðè�, ÔÌÈ, ÑÓ "Ñâ. Êë. Îõðèäñêè".

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåäè âñè÷êî èñêàì äà èçêàæà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ãë. àñ.
ä-ð Ìàÿ Ñòîÿíîâà çà ìíîãîáðîéíèòå íàïúòñòâèÿ, ïîëåçíèòå ñúâåòè è áåçðåçåðâíàòà
ïîäêðåïà, îêàçàíà ïî âðåìå íà ðàáîòàòà ìè.

Áëàãîäàðÿ íà âñè÷êè êîëåãè îò êàòåäðà Àëãåáðà êúì Ôàêóëòåòà ïî Ìàòåìàòè-
êà è Èíôîðìàòèêà íà Ñîôèéñêè Óíèâåðñèòåò çà ñúçäàäåíàòà òâîð÷åñêà àòìîñôåðà
çà ðàáîòà è çà ïîäêðåïàòà, ïðåïîðúêèòå è ïîìîùòà, îêàçàíà ïî âðåìå íà ðàáîòàòà
ìè, êàòî ñïåöèàëíî èñêàì äà îòáåëåæà ïîìîùòà íà ðúêîâîäèòåëÿ íà êàòåäðàòà è
çàâåæäàù ìàãèñòúðñêàòà ïðîãðàìà äîö. ä-ð Åâãåíèÿ Âåëèêîâà.



Ãëàâà 1

Îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Â òàçè ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè îñíîâíè äåôèíèöèè, ñâîéñòâà è ôàêòè, êîèòî ñà
íåîáõîäèìè çà ïî-íàòàòúøíèòå èçñëåäâàíèÿ íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â íàñòîÿùàòà
äèïëîìíà ðàáîòà.

1.1 Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, q). Äâîè÷íî Õåìèí-

ãîâî ïðîñòðàíñòâî

Äåôèíèöèÿ 1.1.1. Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n íàðè÷àìå âåêòîðíî-
òî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè n-îðêè íàä ôèêñèðàíî ïîëå Q (àçáóêà ñ q åëåìåíòà,
Q = {0, 1, . . . , q − 1}). Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ H(n, q), à íåãîâèòå åëåìåíòè ùå íàðè÷à-
ìå òî÷êè (äóìè). Ðàçñòîÿíèå íà Õåìèíã ìåæäó äâå òî÷êè â H(n, q) îïðåäåëÿìå ñ
ôóíêöèÿòà:

d :

{
H(n, q)×H(n, q) → Z

(x, y) → d(x, y),

êúäåòî

d(x, y) = |{ i | xi 6= yi, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), xi, yi ∈ Q }|.

Ïî-òî÷íî, ðàçñòîÿíèåòî d(x, y) å áðîÿò íà êîîðäèíàòèòå, â êîèòî x è y ñå ðàçëè-
÷àâàò. Â ÷àñòíîñò, äèàìåòúð íà ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) îçíà÷àâàìå ñ D è îïðå-
äåëÿìå êàòî D = max{ d(x, y) | x, y ∈ H(n, q) }.

Òâúðäåíèå 1.1.2. Õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèåòî óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå çàâèñèìîñ-
òè:

1. d(x, y) ≥ 0 êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);
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8 Ãëàâà 1. Îðòîãîíàëíè ìàñèâè

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z),

êúäåòî x, y è z ñà òðè ïðîèçâîëíè òî÷êè îò H(n, q).

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïúðâèòå äâå óñëîâèÿ ñà ñëåäñòâèå îò Äåôèíèöèÿ 1.1.1.

3. Íåêà x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) ñà òðè òî÷êè îò H(n, q).
Äà ðàçãëåäàìå ðàçñòîÿíèåòî d(x, z) = |{i, xi 6= zi}|. Çà ôèêñèðàí åëåìåíò i ∈ {1, . . . , n}
xi 6= zi òî÷íî êîãàòî ïîíå åäíîòî îò äâåòå å ðàçëè÷íî îò yi. Ôîðìàëíî çàïèñàíî
{i, xi 6= zi} ⊂ {i, xi 6= yi} ∪ {i, yi 6= zi}. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä ðàâåíñòâîòî çà ìîùíîñò-
òà íà îáåäèíåíèå íà äâå ìíîæåñòâà A è B: |A∪B| = |A|+ |B| − |A∩B| ≤ |A|+ |B| è
äåôèíèöèÿòà çà ðàçñòîÿíèå íà Õåìèíã, òî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å d(x, z) ≤ |{i, xi 6=
yi} ∪ {i, yi 6= zi}| ≤ |{i, xi 6= yi}|+ |{i, yi 6= zi}| = d(x, y) + d(y, z), ñ êîåòî äîêàçàòåëñò-
âîòî å çàâúðøåíî. 2

Äà îòáåëåæèì, ÷å ðàçñòîÿíèåòî d(x,0) çàäàâà áðîÿ íà íåíóëåâèòå ïîçèöèè â
òî÷êàòà x ∈ H(n, q). Íàðè÷àìå òîâà ðàçñòîÿíèå òåãëî íà òî÷êàòà x è ãî îçíà÷àâàìå
ñ wt(x). Çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ H(n, q) å â ñèëà çàâèñèìîñòòà: d(x, y) = wt(x) +
wt(y)− 2wt(x ∗ y), êúäåòî wt(x ∗ y) å áðîÿò íà åäíàêâèòå íåíóëåâè ïîçèöèè íà x è y.

Îò Òâúðäåíèå 1.1.2 ñëåäâà, ÷å Õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå å ìåòðèêà. Òîâà ïîçâî-
ëÿâà äà âúâåäåì ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â H(n, q) ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî:

〈x, y〉 = 1− 2d(x, y)

n
.

Âðúçêàòà ìåæäó ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è ðàçñòîÿíèåòî ùå èçïîëçâàìå è â ñëåäíèÿ
åêâèâàëåíòåí âèä:

d(x, y) =
n(1− 〈x, y〉)

2
.

ßñíî å, ÷å ðàçñòîÿíèÿòà â n-ìåðíîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî ñà êðàåí áðîé, à èìåííî
0, 1, . . . , n. Òîãàâà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñúùî ñà êðàåí áðîé
è òå ñà 1, 1− 2

n
, . . . , 1− 2n−2

n
,−1.

Â íàñòîÿùàòà äèïëîìíà ðàáîòà ùå ðàáîòèì îñíîâíî â äâîè÷íî Õåìèíãîâî ïðîñ-
òðàíñòâî, êîåòî ùå îçíà÷àâàìå ñ H(n, 2), ò.å. àçáóêàòà å ïîëåòî ñ äâà åëåìåíòà Q =
{0, 1}.

1.2 Ñâîéñòâà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè

Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî (íå ñàìî äâîè÷íî) ñà ðàçã-
ëåäàíè çà ïðúâ ïúò ïðåç ÷åòèðèäåñåòòå ãîäèíè íà äâàäåñåòè âåê êàòî êîìáèíàòîðíè
ñòðóêòóðè ñ ïðèëîæåíèÿ â ñòàòèñòèêàòà.

Äåôèíèöèÿ 1.2.1. Íåêà àçáóêàòà å ïîëåòî Q = {0, 1, . . . , q − 1} è C å ìàòðèöà ñ
M ðåäà è n ñòúëáà ñ åëåìåíòè îò Q. C ñå íàðè÷à îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ q íèâà, ñèëà
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τ è èíäåêñ λ, êúäåòî 0 ≤ τ ≤ n, àêî âñÿêà M × τ ïîäìàòðèöà íà C ñúäúðæà âñè÷êè
τ -îðêè íàä Q òî÷íî λ ïúòè êàòî ðåäîâå. Òàêúâ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ùå áåëåæèì
ñ τ − (n,M, q). Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å λ = M/qτ , ïîðàäè êîåòî ùå èçïóñêàìå λ â
îçíà÷åíèåòî íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Ùå ðàçãëåæäàìå îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè êàòî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà Õå-
ìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q), â êîåòî äîïóñêàìå ïîâòîðåíèÿ íà åëåìåíòè. Âàæíà
õàðàêòåðèñòèêà íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå
ðàçëè÷íè òî÷êè îò ìàñèâà, êîåòî ùå îçíà÷àâàìå ñ d(C), ò.å.

d(C) = min{ d(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y }.

Ïî-íàäîëó ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
íàä H(n, q).

1. Âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà τ å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà τ ′ çà âñÿêî
öÿëî 0 ≤ τ ′ < τ .

2. Íåêà Ci, i = 1, . . . , r ñà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè τi − (n,Mi, q). Òîãàâà
ìàñèâúò C, ïîëó÷åí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

C =


C1

C2
...
Cr

 ,

å îðòîãîíàëåí τ − (n,M, q) ìàñèâ, êúäåòî M = M1 + M2 + · · · + Mr, a ñèëàòà
τ ≥ min{τ1, . . . , τr}. Îñâåí òîâà, àêî r = q è Ci ñà îðòîãîíàëíè τ − (n,M, q)
ìàñèâè, i = 1, . . . , r, ñëåä äîáàâÿíå íà 0 íà âñåêè ðåä íà C1, 1 íà âñåêè ðåä íà
C2 è ïðî÷åå, ùå ïîëó÷èì îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n+ 1, qM, q).

3. Ïðè ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå èëè ñòúëáîâå â åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñå ïîëó÷àâà
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè.

4. Ïðè ïåðìóòàöèÿ íà íèâàòà íà íÿêîé ñòúëá â îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñå ïîëó÷àâà
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè.

5. Âñåêè M × n′ ïîäìàñèâ íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ τ − (n,M) å îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ ′ − (n′,M), êúäåòî τ ′ = min{n′, τ}.

6. Àêî âçåìåì ðåäîâåòå íà åäèí τ − (n,M, q) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, êîèòî çàïî÷âàò ñ
ôèêñèðàí åëåìåíò (íàïðèìåð 0), è èçïóñíåì ïúðâèÿ ñòúëá, îñòàâà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (τ − 1)− (n− 1,M/q, q). Ïî-òî÷íî:
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0
0
... (τ − 1)− (n− 1,M/q, q)
0
1
1
... (τ − 1)− (n− 1,M/q, q)
1
...

q - 1
q - 1
... (τ − 1)− (n− 1,M/q, q)

q - 1

7. Íåêà

C =

[
C1

C2

]
å îðòîãîíàëåí τ − (n,M, q) ìàñèâ, a C1 å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ1 −
(n,M1, q). Òîãàâà C2 e îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ2−(n,M−M1, q), êúäåòî
τ2 ≥ min{τ, τ1}.

Äåôèíèöèÿ 1.2.2. Äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñå íàðè÷àò èçîìîðôíè, àêî ìîãàò äà
ñå ïîëó÷àò åäèí îò äðóã ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ïåðìóòàöèè íà ñòúëáîâå, ðåäîâå
èëè íèâà íà íÿêîé ðåä.

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, â äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) èìàìå, ÷å
àçáóêàòà å ïîëåòî ñ äâà åëåìåíòà Q = {0, 1}. Â òîçè ñëó÷àé çà îðòîãîíàëåí ìàñèâ C
èíäåêñúò å λ = M/2τ . Çàòîâà òåçè äâà ïàðàìåòúðà ùå áúäàò èçïóñêàíè â îçíà÷åíèÿòà
ïî-íàòàòúê.

Äåôèíèöèÿ 1.2.3. Îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, 2) ùå îçíà÷àâàìå ñ τ − (n,M).

Çà äâîè÷íèÿ ñëó÷àé å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.4. Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2u−(n,M) ñúùåñòâóâà òî÷íî
êîãàòî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí (2u+ 1)− (n+ 1, 2M) ìàñèâ.

Äîêàçàòåëñòâî:

Îò ñâîéñòâî 6. íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çíàåì êàê îò åäèí (2u+1)−(n+1, 2M)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ äà ïîëó÷èì 2u− (n,M) îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Îáðàòíî, íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2u−(n,M) è èíäåêñ λ. Ñòðî-
èì ìàñèâ B ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ïîñòàâÿìå ìàñèâà C, ñëåäâàí îò 0, çàåäíî ñ äîïúë-
íåíèåòî C̄, êàòî êúì íåãî å äîáàâåí ñòúëá îò åäèíèöè. Ùå ïîêàæåì, ÷å ïîëó÷åíàòà
ìàòðèöà å (2u + 1) − (n + 1, 2M) ìàñèâ. Çà öåëòà íåêà îçíà÷èì ñ τ = 2u + 1 è äà
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ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíè τ ñòúëáà íà B. Âñÿêà äâîè÷íà τ -îðêà ñå ñðåùà òî÷íî λ ïúòè
êàòî ðåäîâå â èçáðàíèÿ 2M × τ ïîäìàñèâ. Íàèñòèíà, àêî ïîñëåäíèÿò ñòúëá ó÷àñòâà
â èçáðàíèòå τ ñòúëáà, òî ãîðíèÿò ôàêò å íàëèöå (C èìà ñèëà 2u).

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé å ÿñíî, ÷å n ≥ τ è íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíè τ ñòúëáà îò
ïúðâèòå n. Çà óäîáñòâî ùå ñ÷èòàìå, ÷å òîâà ñà ïúðâèòå τ ñòúëáà. Çà âñÿêà τ -îðêà
c = c1, c2, . . . , cτ äà îçíà÷èì ñ v(c) áðîÿ íà ðåäîâåòå îò C, êîèòî çàïî÷âàò ñ c. Òîãàâà
áðîÿò íà ðåäîâåòå íà B, çàïî÷âàùè ñ c, å v(c) + v(c̄). Öåëòà å äà ïîêàæåì, ÷å òîçè
áðîé å òî÷íî λ çà âñÿêî c.

Àêî c ñå ðàçëè÷àâà îò c′ â òî÷íî åäíà ïîçèöèÿ, òî

v(c) + v(c′) = λ.

Ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å C å ñúñ ñèëà τ − 1. Àêî âçåìåì äóìà c′′, êîÿòî ñå ðàçëè÷àâà îò
c â äâå ïîçèöèè, òî çà íåÿ èìàìå:

v(c)− v(c′′) = v(c) + v(c′)− v(c′)− v(c′′) = (v(c) + v(c′))− (v(c′) + v(c′′)) = λ− λ = 0,

êúäåòî c′ å äóìà, êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå 1 êàêòî îò c, òàêà è îò c′′. Ïîâòàðÿéêè
òîâà íàáëþäåíèå, çàáåëÿçâàìå, ÷å êîãàòî äóìàòà d ñå íàìèðà íà ÷åòíî ðàçñòîÿíèå îò
äóìàòà c, òî v(c) − v(d) = 0 èëè ñ äðóãè äóìè v(c) = v(d). Îò äðóãà ñòðàíà, c è c̄ ñå
íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå τ = 2u+1, à c′ è c̄ íà ðàçñòîÿíèå 2u. Ñëåäîâàòåëíî v(c′) = v(c̄)
è

v(c) + v(c̄) = v(c) + v(c′) = λ

çà âñÿêà äóìà c. Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà. 2

1.3 Ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê

Èçñëåäâàíèÿòà â ñëåäâàùàòà ãëàâà ñå áàçèðàò íà ôàêòà, ÷å ìîæåì äà ðàçãëåæ-
äàìå îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè êàòî τ -äèçàéíè ([8]). Çà öåëòà ñå èçïîëçâà ñèñòåìàòà îò
îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê [17]. Â òîçè ïàðàãðàô ñà ïðåäñòàâåíè îñíîâíè
ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè íà òåçè ïîëèíîìè.

Çà ôèêñèðàíè åëåìåíòè n è q, çà i = 0, 1, 2, . . . äåôèíèðàìå ïîëèíîìèòå íà
Êðàâ÷óê ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ki(x) =
i∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
n− x
i− j

)
(q − 1)i−j.

Â ÷àñòíîñò ïðè q = 2 èìàìå:

Ki(x) =
i∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
n− x
i− j

)
= (−1)iKi(n− x).
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Ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê óäîâëåòâîðÿâàò è ñëåäíàòà ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò

(i+ 1)Ki+1(x) = [i+ (q − 1)(n− i)− qx]Ki(x)− (q − 1)(n− i+ 1)Ki−1(x),

K0(x) = 1, K1(x) = n(q − 1)− qx.
Â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé:

(i+ 1)Ki+1(x) = (n− 2x)Ki(x)− (n− i+ 1)Ki−1(x),

K0(x) = 1, K1(x) = n− 2x.

Íå å òðóäíî äà ñå äîêàæå, ÷åKi(x) å ïîëèíîì îò ñòåïåí i ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò
(−q)i

i!
. Îðòîãîíàëíîòî ñúîòíîøåíèå ñå çàäàâà ñúñ ñëåäíàòà ôîðìóëà

n∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)kKi(k)Kj(k) = δijq

n(q − 1)i
(
n

i

)
,

îò êîåòî ìîæå äà ñå èçâåäå è âòîðîòî îðòîãîíàëíî ñúîòíîøåíèå

n∑
k=0

Ki(k)Kj(k) = δijq
n.

Òîãàâà íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê (çîíàëíèòå ñôåðè÷íè ôóíêöèè
íà Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî [25]) ñà:

Qn
i (t) =

1

ri
Kn
i

(n
2

(1− t)
)
,

êúäåòî êîíñòàíòèòå ri =
(
n
i

)
(q − 1)i, i = 0, 1, . . . , N = D + 1. Â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé

íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê ñà:

Qn
0 (t) = 1, Qn

1 (t) = t, Qn
2 (t) =

nt2 − 1

n− 1
, Qn

3 (t) =
n2t3 + (2− 3n)t

(n− 1)(n− 2)
, . . .

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà.

Ëåìà 1.3.1. [18] Âñåêè ïîëèíîì Qi(t), 1 ≤ i < N , èìà i ðàçëè÷íè êîðåíà â èíòåðâàëà
[−1, 1], ò.å. −1 < zi,1 < zi,2 < . . . < zi,i < 1.

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å Qi(t) ñà ÷åòíè è íå÷åòíè ôóíêöèè ñúîòâåòíî çà ÷åòíî è
íå÷åòíî i, ò.å. Qi(t) = (−1)iQi(−t) çà âñÿêî i è t.

Ëåìà 1.3.2. [18] Çà âñåêè äâå ôèêñèðàíè ÷èñëà i è j, àêî 1 ≤ j ≤ i < N ñà èçïúëíåíè
íåðàâåíñòâàòà zi+1,j < zi,j < zi+1,j+1.

Âàæíà ðîëÿ â íàìèðàíåòî íà ãðàíèöèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå èãðàå ÿä-
ðîòî íà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê, îçíà÷åíî ñ Tk(x, y), çà 0 ≤ k < N, è äåôèíèðàíî
÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Tk(x, y) =
k∑
i=0

riQi(x)Qi(y).
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Äåôèíèöèÿ 1.3.3. Çà âñåêè äâå öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà a è b ñèñòåìàòà îò
îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè {Qa,b

i (t)}Ni=0 ñå íàðè÷à ïðèñúåäèíåíà íà îñíîâíàòà ñèñòåìà
{Qi(t)}Ni=0.

Ïî-òî÷íî:

Q0,0
k (t) = Q

(n)
k (t), Q0,1

k (t) =
Kn−1
k (d)(

n−1
k

)
(q − 1)k

,

Q1,0
k (t) =

Kn−1
k (d− 1)

k∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

, Q1,1
k (t) =

Kn−2
k (d− 1)

k∑
i=0

(
n− 1

i

)
(q − 1)i

Íà ïðèñúåäèíåíèòå ïîëèíîìè Qa,b
i (t) ñúùî ñå ñúïîñòàâÿò ÿäðà

T a,bk (x, y) =
k∑
i=0

ra,bi Qa,b
i (x)Qa,b

i (y).

(Òóê a è b ∈ {0, 1}, à êîíñòàíòèòå ra,bi ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà).

Çà âñÿêî åñòåñòâåíî i íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà ïîëèíîìà Qa,b
i (t) ùå îçíà÷àâàìå ñ

za,bi , a, b ∈ {0, 1}. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè.

Ëåìà 1.3.4. [16] Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî 1 ≤ i < N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

z1,1i−1 < z1,0i < z1,1i < z0,1i ,

z1,10 = −1 ïî äåôèíèöèÿ.

Âñåêè ïîëèíîì f(x) ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí k ìîæå äà çàïèøåì ïî
åäèíñòâåí íà÷èí êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ (ðàçâèòèå íà Ôóðèå) ïî íîðìàëèçèðàíèòå

ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê f(x) =
k∑
i=0

fiQi(x). Çà âñÿêî ôèêñèðàíî k å óäîáíî äà îçíà÷èì

ñ bk êîåôèöèåíòèòå f0 â ãîðíîòî ðàçâèòèå çà ïîëèíîìèòå t
k.

Çà êîíñòàíòèòå bi, i ≤ n, â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé èìàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

b0 = 1; b2j+1 = 0; b2j =
1

2n

n∑
d=0

(
1− 2d

n

)2j (
n

d

)
.

Äåôèíèöèÿ 1.3.5. [15] Íåêà C å íåïðàçíî ìóëòèìíîæåñòâî, C ⊂ H(n, q). C å
τ -äèçàéí, àêî çà âñåêè ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè f(t) îò ñòåïåí k, íåíàäìè-
íàâàùà τ , è çà âñÿêà òî÷êà y ∈ H(n, q) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∑

x∈C

f(〈x, y〉) = f0|C|,

êúäåòî f0 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðà-

íèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê, ò.å. f(t) =
n∑
i=0

fiQi(t), à 〈x, y〉 = 1 − 2d(x, y)

n
. Ìàêñè-

ìàëíîòî öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî τ , çà êîåòî C å τ -äèçàéí, ñå íàðè÷à ñèëà íà
äèçàéíà.
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Íÿêîè àâòîðè ðàçãëåæäàò τ -äèçàéíèòå êàòî τ -íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà [1]. Àêî
C å τ -äèçàéí, τ ≥ 1, òî C å τ ′-äèçàéí çà âñÿêî τ ′ ∈ {0, 1, . . . , τ − 1}.

1.4 Îñíîâíè ãðàíèöè çà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, 2)

Åäíà îò âàæíèòå çàäà÷è â èçó÷àâàíåòî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè å ñëåäíàòà.

Ïðîáëåì 1.4.1. Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå n äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíà-
òà âúçìîæíà ìîùíîñò M , çà êîÿòî ñúùåñòâóâà τ − (n,M) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â
H(n, 2), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

B(n, τ) = min{M = |C| : ñúùåñòâóâà τ − äèçàéí C ⊂ H(n, 2)}.

Îò òúæäåñòâîòî M = λ2τ , ãîðíàòà çàäà÷à å åêâèâàëåíòíà ñ íàìèðàíåòî íà
ìèíèìàëåí èíäåêñ λ íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ôèêñèðàíè ñèëà τ è n ñòúëáà.

Óíèâåðñàëíè äîëíè ãðàíèöè çà ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò (âåëè÷èíàòà
B(n, τ)) íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M) â H(n, 2) (Ïðîáëåì 1.4.1) ñà
ïîëó÷åíè îò ðåäèöà àâòîðè [2, 3, 7, 8, 10]. Â òîçè ïàðàãðàô ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè îò
òåçè ãðàíèöè â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé êàòî ïúðâà å ðàçãëåäàíà ãðàíèöàòà íà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå çà äèçàéíè â êðàéíè ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.4.2. (Ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà äèçàéíè [7]) Íåêà C ⊂
H(n, 2) å τ -äèçàéí, τ ≥ 1 å öÿëî ÷èñëî. Íåêà f(t) å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè
îò ñòåïåí k, çà êîéòî çà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

1. f(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [−1, 1],

2. Êîåôèöèåíòèòå â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíî-

ìè íà Êðàâ÷óê f(t) =
n∑
i=1

fiQi(t) óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà f0 > 0, fi ≤ 0

çà i = τ + 1, . . . k.

Òîãàâà B(n, τ) ≥ f(1)/f0.

Ñëåäâàùèòå äâå äâîéêè ãðàíèöè ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ñ ïîìîùòà íà êîìáèíà-
òîðíè ìåòîäè, à ñúùî òàêà ìîãàò äà ñå äîêàæàò, èçïîëçâàéêè ìåòîäèòå íà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå. Äà îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé ãðàíèöàòà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìè-
ðàíå (ãðàíèöàòà íà Äåëñàðò) å ïî-ñèëíà îò ïðåäñòàâåíàòà ïî-äîëó ãðàíèöà íà Ðàî,
íî â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé òåçè äâå ãðàíèöè ñúâïàäàò.

Òåîðåìà 1.4.3. (Ãðàíèöè íà Ðàî [20] è Õåìèíã) Ïàðàìåòðèòå τ − (n,M) íà åäèí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C â H(n, 2) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

D(n, τ) ≤ |C| ≤ 2n

D(n, d(C)− 1)
,
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êúäåòî çà D(n, τ) èìàìå

D(n, τ) =


n∑
i=0

(
n

i

)
, àêî τ = 2u,

n∑
i=0

(
n

i

)
+

(
n− 1

u

)
, àêî τ = 2u+ 1.

Êîäîâåòå, êîèòî äîñòèãàò ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ãðàíèöà â Òåîðåìà 1.4.3, ñå íàðè-
÷àò ñúîòâåòíî ïëúòíè äèçàéíè è ñúâúðøåíè êîäîâå.

Ñëåäâàùàòà äâîéêà ñà ãðàíèöèòå íà Ñèíãúëòúí çà êîä C ⊂ H(n, 2).

Òåîðåìà 1.4.4. Íåêà C å êðàéíî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî (êîä) íà H(n, 2). Òîãàâà
çà ìîùíîñòòà íà C ñà â ñèëà ñëåäíèòå ãðàíèöè:

2d
′−1 ≤ |C| ≤ 2n−d(C)+1,

êàòî âñÿêà îò ãðàíèöèòå ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî d(C) + τ = n+ 1.
Äà óòî÷íèì, ÷å τ = d′ − 1, ò.å. ïðè ðàâåíñòâî èìàìå d+ d′ = n+ 2.

Ãðàíèöèòå çà τ -äèçàéíè â H(n, 2) ñà îáîáùåíè îò Ñëîåí [13] è ñà ïðåäñòàâåíè
ïî-äîëó â Òàáëèöà 1.1. Çà âñÿêî n îò 4 äî 32 è âñÿêî τ îò 2 äî 10 ñà äàäåíè ìèíè-
ìàëíèòå âúçìîæíè èíäåêñè λ, çà êîèòî ñúùåñòâóâàò τ -äèçàéíè. Îò òàáëèöàòà å ÿñíî,
÷å ìèíèìàëíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè çà 2-äèçàéíè è 3-äèçàéíè ñà èçâåñòíè ñà âñÿêî
ðàçãëåäàíî n.

Îçíà÷åíèåòî λ0− λ1 ïîêàçâà, ÷å τ -äèçàéí ñúñ ñúîòâåòíèòå n è τ òðÿáâà äà èìà
èíäåêñ íå ïî-ìàëúê îò λ0, a τ -äèçàéí ñ èíäåêñ λ1 ñúùåñòâóâà. Íàïðèìåð, çà n = 10
è τ = 6 â òàáëèöàòà å çàïèñàíî 6 − 8, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å 6-äèçàéíè ñ ðàçìåðíîñò 10
èìàò ìîùíîñò íå ïî-ìàëêà îò 6.26, à äèçàéí ñ ïàðàìåòðè 6− (10, 8.26) å èçâåñòåí. Ñ
äðóãè äóìè âñå îùå ñòîè îòêðèò âúïðîñúò äàëè ñúùåñòâóâàò 6-äèçàéíè ñúîòâåòíî ñ
ïàðàìåòðè 6− (10, 6.26) è 6− (10, 7.26).
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HH
HHn

τ
2Hd 3Hd 4 5 6 7 8 9 10

4 2 1 1

5 2 2 1 1

6 2 2 2 1 1

7 2 2 SZ4 2 1 1

8 3 2 4c SZ4 2 1 1

9 3 3 6�8 4c 4 2 1 1

10 3 3 6�8 6�8 SZ6�8 4 2 1 1

11 3 3 6�8 6�8 8c SZ6�8 4 2 1

12 4 3 7�8 6�8 12�16 8c 6�8 4 2

13 4 4 8 7�8 16 12�16 10�16 6�8 4

14 4 4 8 8 16 16 16c 10�16 6�8

15 4 4 8NR 8 16RH 16 26�32 16c 11�16

16 5 4 10�16 8NR 21�32 16RH 39�64 26�32 19�32

17 5 5 12�16 10�16 26�32 21�32 52�64jx 39�64 32c

18 5 5 13�16 12�16 29�32 26�32 52�128 52�64jx 54�64

19 5 5 14�16X4 13�16 29�32 29�32 52�128 52�128 86�128

20 6 5 15�32 14�16X4 29�32 29�32 64�128c 52�128 128c

21 6 6 17�32 15�32 32 29�32 86�256 64�128c 171�256

22 6 6 20�32 17�32 32 32 108�256 86�256 171�256

23 6 6 22�32W 20�32 32Go 32 118�256HP 108�256 171�256uv

24 7 6 22�64 22�32W 41�64 32Go 119�512 118�256HP 219�512

25 7 7 23�64 22�64 51�128 41�64 127�512 119�512 290�512

26 7 7 26�64 23�64 58�128 51�128 149�512 127�512 384�512re

27 7 7 29�64 26�64 66�128Ka 58�128 164�512Pi 149�512 456�1024

28 8 7 29�64 29�64 73�256 66�128Ka 165�1024 164�512Pi 458�1024

29 8 8 29�64 29�64 74�256 73�256 168�1024 165�1024 464�1024

30 8 8 33�64 29�64 87�256 74�256 189�1024 168�1024 570�1024

31 8 8 37�64 33�64 96�256CS 87�256 199�1024Sh 189�1024 681�1024BC

32 9 8 37�64BC 37�64 108�512 96�256CS 209�2048 199�1024Sh 721�2048

Òàáëèöà 1.1. Ìèíèìàëåí âúçìîæåí èíäåêñ íà τ -(n,M) äèçàéí â H(n, 2).

Ëåãåíäà:

BC Á×Õ êîä
c öèêëè÷åí êîä
CS êîä íà ×åíã è Ñëîåí (1989)
Go êîä íà Ãîëåé
HP êîä íà Õàøèì è Ïîçäíÿêîâ (1976)
jx ñëåïâàùà êîíñòðóêöèÿ
Ka êîä íà Êàðëèí (1969)
NR êîä íà Íîðäñòðîì-Ðîáèíñúí (1967)
Pi êîä íà Ïèðåò (1980)
re êîíñòðóêöèÿ íà îñòàòúöèòå (Õåëãåðò è Ùèíàô, 1973)
RH êîíñòðóêöèÿ íà Ðàî-Õåìèíã
Sh êîä íà Øèúðúð (1988)
SZ ãðàíèöà íà Çàéäåí è Çåìàø (1966)
uv (u,u+v) êîíñòðóêöèÿ
W êîä íà Âàãíåð (1965)
X4 êîíñòðóêöèÿ X4
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Ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â

H(n, 2)

Èçñëåäâàíåòî íà äàäåíà õàðàêòåðèñòèêà íà åäèí îáåêò å ÷åñòî ñðåùàíà ïðàê-
òèêà. Â òàçè è ñëåäâàùàòà ãëàâà ùå îáúðíåì ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà ñïåêòðèòå íà
äàäåí äèçàéí â H(n, 2), íàìèðàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè è àíàëèç íà ðåçóëòàòèòå.

2.1 Íàìèðàíå ñïåêòðèòå íà âúòðåøíà òî÷êà íà τ -

äèçàéí

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Íåêà C ⊂ H(n, 2) å τ − (n,M)-äèçàéí. Ðàçãëåæäàìå ìàñèâà
C êàòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) ñ ðàçìåð-
íîñò n. Íà âñÿêà òî÷êà y ∈ H(n, 2) ñúïîñòàâÿìå (n+ 1)-îðêà (q0(y), q1(y), . . . , qn(y)),
êúäåòî

qi(y) = |{x ∈ C|d(x, y) = i}|,

çà i = 0, . . . , n. Òàçè (n+1)-îðêà ñå íàðè÷à ñïåêòúð íà C ïî îòíîøåíèå íà åëåìåíòà
y. Ñ äðóãè äóìè qi(y) å áðîÿò íà ðåäîâåòå íà C, êîèòî ñå íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå
i îò ôèêñèðàíèÿ åëåìåíò y.

Çà óäîáñòâî ùå èçïîëçâàìå äâå ðàçëè÷íè îçíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè
åëåìåíòà y ïðèíàäëåæè íà äèçàéíà èëè íå. Çà äóìèòå îò äèçàéíà ÷èñëàòà îò ñïåêòúðà
ùå áåëåæèì ñ pi(y), i = 0, 1, . . . , n, äîêàòî çà òåçè èçâúí C ùå îñòàâèì îçíà÷åíèåòî îò
äåôèíèöèÿòà - qi(y). Äà îòáåëåæèì ñïåöèàëíî, ÷å â òàçè ãëàâà äîïóñêàìå ïîâòîðåíèå
íà òî÷êèòå â ðàçãëåæäàíèòå äèçàéíè.
Îñâåí òîâà çà âñÿêà òî÷êà y ∈ C èìàìå p0(y) ≥ 1, òúé êàòî p0(y) ïîêàçâà áðîÿ íà
äóìèòå â äèçàéíà C, ñúâïàäàùè ñ y (âêëþ÷èòåëíî ñàìàòà y). Ïðè òîâà pn(y) = 0
òî÷íî êîãàòî −y /∈ C. Îò äðóãà ñòðàíà çà âñÿêà òî÷êà y èçâúí äèçàéíà C èìàìå
q0(y) = 0.

17
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Íåêà C ⊂ H(n, 2) å îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Âèíàãè ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å C ñúäúðæà
íóëåâ ðåä. Òîâà ìîæå äà ãî îñèãóðèì ñ ïåðìóòèðàíå íà íèâàòà íà ñòúëáîâåòå, çíàåéêè
îò Ñâîéñòâî 4., ÷å ùå ïîëó÷èì îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè, èçîìîðôåí
íà ïúðâîíà÷àëíî äàäåíèÿ.

Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæå äà ðàçãëåäàìå ñïåêòúðà íà C îòíîñíî åëåìåíòà 0 =
(0, 0, . . . , 0). Òîçè ñïåöèàëåí ñïåêòúð íà ìàñèâà C ùå áåëåæèì ñ w(0) = (w0, w1, . . . , wn)
è ùå íàðè÷àìå òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ.
Îò äåôèíèöèÿòà íà òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà C ñå âèæäà, ÷å wi å áðîÿò íà òî÷-
êèòå â ìàñèâà C, êîèòî èìàò òåãëî i çà âñÿêî i = 0, · · · , n. Òúé êàòî âñåêè åëåìåíò
ñ ïîäõîäÿùè ïåðìóòàöèè ìîæå äà áúäå ñâåäåí äî íóëåâ, òî âñåêè ñïåêòúð íà òî÷êà
ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî íåãîâî òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå.

Åäèí îò íà÷èíèòå çà ïðåñìÿòàíå íà ñïåêòðè íà äàäåí τ -äèçàéí å ñëåäñòâèå îò
ïî-îáù ïîäõîä, ïðåäëîæåí îò Áîéâàëåíêîâ â [4]. Ïî-òî÷íî ñëåäâàùàòà òåîðåìà, ñëåä-
ñòâèå îò [4, Òåîðåìà 3.2], äàâà íåîáõîäèìèÿ àïàðàò çà íàìèðàíå âñè÷êè âúçìîæíîñòè
çà ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà èëè âúíøíà òî÷êà çà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (âæ.
ñúùî [5], [14]).

Òåîðåìà 2.1.2. Íåêà C ⊂ H(n, 2) å τ -äèçàéí è y ∈ H(n, 2) å ôèêñèðàíà òî÷êà îò
ðàçãëåæäàíîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà

(à) àêî y ∈ C, ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî òî÷êàòà y óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

n∑
i=0

pi(y)

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ, (2.1.1)

(á) àêî y /∈ C, ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî òî÷êàòà y óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

n∑
i=1

qi(y)

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ,

êúäåòî bk e ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà tk ïî íîðìàëèçèðàíèòå
ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê.

Ñèñòåìàòà (2.1.1) ñå ñúñòîè îò τ + 1 ðåäà è n + 1 ñòúëáà. Òÿ îò Âàíäåðìîíäîâ
òèï ñ ïúëåí ðàíã. Ñëåäîâàòåëíî ïðîñòðàíñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà ñå îïðåäåëÿ
îò (n + 1) − (τ + 1) = n − τ íåèçâåñòíè ïàðàìåòúðà. Òåçè ïàðàìåòðè ìîãàò äà ïðî-
áÿãâàò ìíîæåñòâîòî {0, . . . , |C|}. Ïî òîçè íà÷èí ìîæå äà íàìèðàìå âñè÷êè âúçìîæíè
ñïåêòðè çà âúòðåøíè òî÷êè íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñ äàäåíè ïàðàìåòðè τ , n è M .

Ñëåäñòâèå 2.1.3. Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ−(τ, λ2τ ). Òîãàâà èìà
ñàìî åäèí âúçìîæåí ñïåêòúð íà âúòðåøíà òî÷êà y íà C êàòî çà òàçè åäèíñòâåíà
âúçìîæíîñò p0(y) = λ.

Äîêàçàòåëñòâî:
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Òúé êàòî ñèñòåìàòà (2.1.1) ñå ñúñòîè îò n − τ ñâîáîäíè ïàðàìåòúðà, à n = τ ,
âñúùíîñò èìàìå åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òîâà ðåøåíèå å òúðñåíèÿò ñïåêòúð íà òî÷êà
îò ìàñèâà C.

Îò äåôèíèöèÿòà íà îðòîãîíàëåí τ− (n,M) ìàñèâ çíàåì, ÷å âúâ âñåêè ïîäìàñèâ
M × τ âñÿêà τ -îðêà ñå ñðåùà òî÷íî λ = M/2τ ïúòè. Îò ôàêòà, ÷å n = τ è M = λ2τ ,
ìîæåì äèðåêòíî äà ïîêàæåì êîå å òîâà ðåøåíèå, à èìåííî ñïåêòúðúò íà C ñïðÿìî
êîÿ äà å âúòðåøíà òî÷êà y ∈ C å:

pi(y) = λ

(
τ

i

)
, i = 0, . . . , τ.

Â ÷àñòíîñò p0(y) = λ. 2

Ñëåäñòâèå 2.1.4. Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (τ + 1, λ2τ ). Òîãàâà
âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòúð íà âúòðåøíà òî÷êà çà C ñà òî÷íî λ íà áðîé.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà ñïðÿìî âúòðåøíà òî÷êà y îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C èìà ñïåêòúð (p0, p1, . . . , pτ+1).
Îò Ñâîéñòâî 5. íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñëåäâà, ÷å ïðè ïðåìàõâàíå íà åäèí ñòúëá îò
ìàñèâà C, ùå ïîëó÷èì ìàñèâ C ′ ñ ïàðàìåòðè τ − (τ, λ2τ ). Íåêà C ′ ñïðÿìî âúòðåøíà
òî÷êà èìà ñïåêòúð (p′0, p

′
1, . . . , p

′
τ ). Îò åäíà ñòðàíà p

′
0 ≥ p0, à îò Ñëåäñòâèå 2.1.3 èìàìå

p′0 = λ. Òîãàâà p0 ∈ {1, 2, . . . , λ}. Çàìåñòâàéêè p0 ñ âñÿêà åäíà îò òåçè ñòîéíîñòè
â ñèñòåìà (2.1.1), ïîëó÷àâàìå ñèñòåìè îò Âàíäåðìîíäîâ òèï ñ τ + 1 ðåäà è τ + 1
íåèçâåñòíè. Âñÿêà åäíà îò òåçè λ ñèñòåìè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëíî è
âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà íà C çà òî÷íî λ íà áðîé. 2

2.2 Ïðèìåðè çà íàìåðåíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷-

êà íà íÿêîè îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå èëþñòðèðàìå òåõíèêàòà îò §2.1 â íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 2.2.1. Åäèíñòâåíèÿò ñïåêòúð íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí ìàñèâ

ñ ïàðàìåòðè 6 − (6, 6.26) èìà âèäà (p0(y), p1(y), . . . , p6(y)), êúäåòî pi(y) = 6

(
6

i

)
, i =

0, 1, . . . , 6. Ïî-òî÷íî:

p0(y) = 6, p1(y) = 36, p2(y) = 90, p3(y) = 120, p4(y) = 90, p5(y) = 36, p6(y) = 6.

Ïðèìåð 2.2.2. Íåêà C å τ − (τ + 1, 2τ ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Îò Ñëåäñòâèå 2.1.4 å
ÿñíî, ÷å ñèñòåìàòà èìà λ = 1 ðåøåíèÿ. Âñúùíîñò òîçè ìàñèâ ñå êîíñòðóèðà êàòî
êúì îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (τ, 2τ ) å äîáàâåíà ïðîâåðêà çà ÷åòíîñò çà
âñÿêà äóìà. Ñëåäîâàòåëíî íå å íåîáõîäèìî äà ðåøàâàìå ñèñòåìàòà, çà äà íàó÷èì
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òîâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òî ñå ïîëó÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

p0 = 1

p2i+1 = 0, çà i = 0, 1, . . . ,
[τ

2

]
p2i =

min{τ,2i}∑
j=2i−1

(
τ

i

)
, çà i = 1, 2, . . . ,

[
τ + 1

2

]
.

Íàïðèìåð, çà 4 − (4, 16) îðòîãîíàëåí ìàñèâ èìàìå λ = 1 è îò Ñëåäñòâèå 2.1.3
ïîëó÷àâàìå

p0(y) = 1, p1(y) = 4, p2(y) = 6, p3(y) = 4, p4(y) = 1.

Îòêúäåòî çà 4− (5, 16) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå èìàìå

p0(y) = 1, p1(y) = 0, p2(y) = 10, p3(y) = 0, p4(y) = 10, p5(y) = 0.

Äà îòáåëåæèì (âæ. íàïðèìåð [13]), ÷å âñåêè äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà (äèçàéíà)
ñ ïàðàìåòðè τ − (τ + 1, 2τ ) ñà èçîìîðôíè ïîìåæäó ñè.

Ïî-íàäîëó ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîëêî ïðèìåðà, â êîèòî ñïåêòðèòå íà äèçàéíèòå ñà
ïðåñìåòíàòè ïî Òåîðåìà 2.1.2 ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúðíà ïðîãðàìà íà Maple 15. Òúé
êàòî ïðåñìåòíàòèòå ñïåêòðè ùå áúäàò èçïîëçâàíè çà òåãëîâèÿ àëãîðèòúì, èçëîæåí â
ñëåäâàùàòà ãëàâà, òóê ïðè èçñëåäâàíå íà τ−(n,M) äèçàéí ùå ðàçãëåæäàìå ñïåêòðèòå
çà ñëåäíàòà ðåäèöà îò îðòîãîíàëíè ìàñèâè τ − (τ,M), τ − (τ + 1,M), . . . , τ − (n,M).

Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà íà ïðåäñòàâåíàòà òåõíèêà ïúðâî å ðàçãëåäàí åäèí ïðèìåð
íà èçâåñòíè (êîíñòðóèðàíè îò Ñëîåí) ìàñèâè. Ñ òîçè ïðèìåð ùå áúäå äîáðå èëþñ-
òðèðàí è òåãëîâèÿ àëãîðèòúì â ñëåäâàùàòà ãëàâà. Ñàìèòå ìàñèâè ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè íà web-ñòðàíèöàòà íà Ñëîåí: http://neilsloane.com/oadir/index.html.

Ïðèìåð 2.2.3. Çà ðåäèöàòà îò îðòîãîíàëíè ìàñèâè 5 − (5, 128), 5 − (6, 128), 5 −
(7, 128), 5 − (8, 128), 5 − (9, 128) ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.1.2 çà âúòðåøíà òî÷êà îò
ðàçãëåæäàíèòå äèçàéíè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â ñúîòâåòíè òàáëèöè ïî-
äîëó. Ñïåêòúðúò íà 5− (5, 128) å: (p0, p1, p2, p3, p4, p5) = (4, 20, 40, 40, 20, 4).

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6
1 1 18 15 60 15 18 1
2 2 12 30 40 30 12 2
3 3 6 45 20 45 6 3
4 4 0 60 0 60 0 4

Òàáëèöà 2.1. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
5− (6, 128) ìàñèâ.
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0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7
1 1 6 27 20 55 6 13 0
2 1 7 21 35 35 21 7 1
3 1 8 15 50 15 36 1 2
4 2 0 42 0 70 0 14 0
5 2 1 36 15 50 15 8 1
6 2 2 30 30 30 30 2 2

Òàáëèöà 2.2. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
5− (7, 128) ìàñèâ.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8
1 1 0 27 6 55 20 13 6 0
2 1 0 28 0 70 0 28 0 1
3 1 1 21 21 35 35 7 7 0
4 1 1 22 15 50 15 22 1 1
5 1 2 15 36 15 50 1 8 0
6 1 2 16 30 30 30 16 2 1
7 1 3 10 45 10 45 10 3 1

Òàáëèöà 2.3. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
5− (8, 128) ìàñèâ.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
1 1 0 7 38 3 52 17 6 4 0
2 1 0 8 32 18 32 32 0 5 0
3 1 0 9 27 27 27 27 9 0 1
4 1 0 10 21 42 7 42 3 1 1
5 1 1 3 42 7 42 21 10 0 1
6 1 1 4 36 22 22 36 4 1 1

Òàáëèöà 2.4. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
5− (9, 128) ìàñèâ.

Ïðèìåð 2.2.4. Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå â êðàÿ íà ïúðâà ãëàâà, çà îðòîãîíàëåí ìà-
ñèâ ñ ïàðàìåòðè 6− (10, 384) íÿìàìå èíôîðìàöèÿ íèòî çà íåãîâîòî ñúùåñòâóâàíå,
íèòî çà íåãîâîòî íåñúùåñòâóâàíå. Òîé å åäèí îò îñíîâíèòå îáåêòè íà íàøèòå
èçñëåäâàíèÿ. Âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà íà ðåäèöàòà
6 − (6, 384), 6 − (7, 384), 6 − (8, 384), 6 − (9, 384), 6 − (10, 384) ñà ïðåäñòàâåíè â ñú-
îòâåòíè òàáëèöè ïî-äîëó. Ñïåêòúðúò íà 6 − (6, 384) å: (p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6) =
(6, 36, 90, 120, 90, 36, 6).
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0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7
1 1 35 21 175 35 105 7 5
2 2 28 42 140 70 84 14 4
3 3 21 63 105 105 63 21 3
4 4 14 84 70 140 42 28 2
5 5 7 105 35 175 21 35 1
6 6 0 126 0 210 0 42 0

Òàáëèöà 2.5. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (7, 384) ìàñèâ.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8
1 1 14 42 70 140 42 70 2 3
2 1 15 35 91 105 77 49 9 2
3 1 16 28 112 70 112 28 16 1
4 1 17 21 133 35 147 7 23 0
5 2 7 63 35 175 21 77 1 3
6 2 8 56 56 140 56 56 8 2
7 2 9 49 77 105 91 35 15 1
8 2 10 42 98 70 126 14 22 0
9 3 0 84 0 210 0 84 0 3
10 3 1 77 21 175 35 63 7 2
11 3 2 70 42 140 70 42 14 1
12 3 3 63 63 105 105 21 21 0

Òàáëèöà 2.6. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (8, 384) ìàñèâ.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
1 1 2 52 0 182 28 84 32 1 2
2 1 3 45 21 147 63 63 39 0 2
3 1 3 46 14 168 28 98 18 7 1
4 1 4 39 35 133 63 77 25 6 1
5 1 4 40 28 154 28 112 4 13 0
6 1 5 32 56 98 98 56 32 5 1
7 1 5 33 49 119 63 91 11 12 0
8 1 6 25 77 63 133 35 39 4 1
9 1 6 26 70 84 98 70 18 11 0
10 1 7 18 98 28 168 14 46 3 1

Òàáëèöà 2.7. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (9, 384) ìàñèâ.
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11 1 7 19 91 49 133 49 25 10 0
12 1 8 12 112 14 168 28 32 9 0
13 2 0 39 63 63 147 21 45 3 1
14 2 0 40 56 84 112 56 24 10 0
15 2 1 32 84 28 182 0 52 2 1
16 2 1 33 77 49 147 35 31 9 0
17 2 2 26 98 14 182 14 38 8 0

Òàáëèöà 2.7. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (9, 384) ìàñèâ. (Ïðîäúëæåíèå)

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10
1 1 0 23 54 28 182 0 82 11 2 1
2 1 0 24 47 49 147 35 61 18 1 1
3 1 0 25 40 70 112 70 40 25 0 1
4 1 0 25 41 63 133 35 75 4 7 0
5 1 0 26 34 84 98 70 54 11 6 0
6 1 0 27 27 105 63 105 33 18 5 0
7 1 0 28 20 126 28 140 12 25 4 0
8 1 1 17 68 14 182 14 68 17 1 1
9 1 1 18 61 35 147 49 47 24 0 1
10 1 1 18 62 28 168 14 82 3 7 0
11 1 1 19 55 49 133 49 61 10 6 0
12 1 1 20 48 70 98 84 40 17 5 0
13 1 1 21 41 91 63 119 19 24 4 0
14 1 2 11 82 0 182 28 54 23 0 1
15 1 2 12 76 14 168 28 68 9 6 1
16 1 2 13 69 35 133 63 47 16 5 0
17 1 2 14 62 56 98 98 26 23 4 0
18 1 2 15 55 77 63 133 5 30 3 0
19 1 3 6 90 0 68 42 54 15 5 0
20 1 3 7 83 21 133 77 33 22 4 0
21 1 3 8 76 42 98 112 12 29 3 0
22 1 4 1 97 7 133 91 19 28 3 0

Òàáëèöà 2.8. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (10, 384) ìàñèâ.

Ïðèìåð 2.2.5. Ïîñëåäíèÿò ïðèìåð, êîéòî ùå èçëîæèì â òàçè ãëàâà, å çà îð-
òîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 6 − (11, 512). Ìàñèâèòå îò ðàçãëåäàíàòà ïî-äîëó
ðåäèöà ñúùåñòâóâàò (âæ. web-ñòðàíèöàòà íà Ñëîåí). Çà îðòîãîíàëíèòå ìàñè-
âè ñ ïàðàìåòðè 6 − (6, 512), 6 − (7, 512), 6 − (8, 512), 6 − (9, 512), 6 − (10, 512) è
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6−(11, 512) ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.1.2 è ïîëó÷àâàìå â ñúîòâåòíè òàáëèöè âñè÷êè âúç-
ìîæíîñòè çà òåõíèòå ñïåêòðè. Ñïåêòúðúò íà 6− (6, 512) e: (p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6)
= (8, 48, 120, 160, 120, 48, 8).

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7
1 1 49 21 245 35 147 7 7
2 2 42 42 210 70 126 14 6
3 3 35 63 175 105 105 21 5
4 4 28 84 140 140 84 28 4
5 5 21 105 105 175 63 35 3
6 6 14 126 70 210 42 42 2
7 7 7 147 35 245 21 49 1
8 8 0 168 0 280 0 56 0

Òàáëèöà 2.9. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (7, 512) ìàñèâ.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8
1 1 21 49 105 175 63 91 3 4
2 1 22 42 126 140 98 70 10 3
3 1 23 35 147 105 133 49 17 2
4 1 24 28 168 70 168 28 24 1
5 1 25 21 189 35 203 7 31 0
6 2 14 70 70 210 42 98 2 4
7 2 15 63 91 175 77 77 9 3
8 2 16 56 112 140 112 56 16 2
9 2 17 49 133 105 147 35 23 1
10 2 18 42 154 70 182 14 30 0
11 3 7 91 35 245 21 105 1 4
12 3 8 84 56 210 56 84 8 3
13 3 9 77 77 175 91 63 15 2
14 3 10 70 98 140 126 42 22 1
15 3 11 63 119 105 161 21 29 0
16 4 0 112 0 280 0 112 0 4
17 4 1 105 21 245 35 91 7 3
18 4 2 98 42 210 70 70 14 2
19 4 3 91 63 175 105 49 21 1
20 4 4 84 84 140 140 28 28 0

Òàáëèöà 2.10. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (8, 512) ìàñèâ.
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0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
1 1 5 63 7 245 21 133 29 6 2
2 1 6 56 28 210 56 112 36 5 2
3 1 6 57 21 231 21 147 15 12 1
4 1 7 49 49 175 91 91 43 4 2
5 1 7 50 42 196 56 126 22 11 1
6 1 7 51 35 217 21 161 1 18 0
7 1 8 42 70 140 126 70 50 3 2
8 1 8 43 63 161 91 105 29 10 1
9 1 8 44 56 182 56 140 8 17 0
10 1 9 35 91 105 161 49 57 2 2
11 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
12 1 9 37 77 147 91 119 15 16 0
13 1 10 28 112 70 196 28 64 1 2
14 1 10 29 105 91 161 63 43 8 1
15 1 10 30 98 112 126 98 22 15 0
16 1 11 21 133 35 231 7 71 0 2
17 1 11 22 126 56 196 42 50 7 1
18 1 11 23 119 77 161 77 29 14 0
19 1 12 15 147 21 231 21 57 6 1
20 1 12 16 140 42 196 56 36 13 0
21 1 13 9 161 7 231 35 43 12 0
22 2 0 70 14 210 70 98 42 4 2
23 2 0 71 7 231 35 133 21 11 1
24 2 0 72 0 252 0 168 0 18 0
25 2 1 63 35 175 105 77 49 3 2
26 2 1 64 28 196 70 112 28 10 1
27 2 1 65 21 217 35 147 7 17 0
28 2 2 56 56 140 140 56 56 2 2
29 2 2 57 49 161 105 91 35 9 1
30 2 2 58 42 182 70 126 14 16 0
31 2 3 49 77 105 175 35 63 1 2
32 2 3 50 70 126 140 70 42 8 1
33 2 3 51 63 147 105 105 21 15 0
34 2 4 42 98 70 210 14 70 0 2
35 2 4 43 91 91 175 49 49 7 1
36 2 4 44 84 112 140 84 28 14 0

Òàáëèöà 2.11. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (9, 512) ìàñèâ.
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37 2 5 36 112 56 210 28 56 6 1
38 2 5 37 105 77 175 63 35 13 0
39 2 6 29 133 21 245 7 63 5 1
40 2 6 30 126 42 210 42 42 12 0
41 2 7 23 147 7 245 21 49 11 0
42 3 0 44 112 42 224 28 48 11 0
43 3 1 37 133 7 259 7 55 10 0

Òàáëèöà 2.11. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (9, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10
1 1 0 38 48 70 224 0 112 17 0 2
2 1 0 39 42 84 210 0 126 3 6 1
3 1 0 40 35 105 175 35 105 10 5 1
4 1 0 41 28 126 140 70 84 17 4 1
5 1 0 42 21 147 105 105 63 24 3 1
6 1 0 42 22 140 126 70 98 3 10 0
7 1 0 43 14 168 70 140 42 31 2 1
8 1 0 43 15 161 91 105 77 10 9 0
9 1 0 44 7 189 35 175 21 38 1 1
10 1 0 44 8 182 56 140 56 17 8 0
11 1 0 45 0 210 0 210 0 45 0 1
12 1 0 45 1 203 21 175 35 24 7 0
13 1 1 33 56 70 210 14 112 9 5 1
14 1 1 34 49 91 175 49 91 16 4 1
15 1 1 35 42 112 140 84 70 23 3 1
16 1 1 35 43 105 161 49 105 2 10 0
17 1 1 36 35 133 105 119 49 30 2 1
18 1 1 36 36 126 126 84 84 9 9 0
19 1 1 37 28 154 70 154 28 37 1 1
20 1 1 37 29 147 91 119 63 16 8 0
21 1 1 38 21 175 35 189 7 44 0 1
22 1 1 38 22 168 56 154 42 23 7 0
23 1 1 39 15 189 21 189 21 30 6 0
24 1 2 27 70 56 210 28 98 15 4 1

Òàáëèöà 2.12. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (10, 512) ìàñèâ.
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25 1 2 28 63 77 175 63 77 22 3 1
26 1 2 28 64 70 196 28 112 1 10 0
27 1 2 29 56 98 140 98 56 29 2 1
28 1 2 29 57 91 161 63 91 8 9 0
29 1 2 30 49 119 105 133 35 36 1 1
30 1 2 30 50 112 126 98 70 15 8 0
31 1 2 31 42 140 70 168 14 43 0 1
32 1 2 31 43 133 91 133 49 22 7 0
33 1 2 32 36 154 56 168 28 29 6 0
34 1 2 33 29 175 21 203 7 36 5 0
35 1 3 20 91 21 245 7 105 14 4 1
36 1 3 21 84 42 210 42 84 21 3 1
37 1 3 21 85 35 231 7 119 0 10 0
38 1 3 22 77 63 175 77 63 28 2 1
39 1 3 22 78 56 196 42 98 7 9 0
40 1 3 23 70 84 140 112 42 35 1 1
41 1 3 23 71 77 161 77 77 14 8 0
42 1 3 24 63 105 105 147 21 42 0 1
43 1 3 24 64 98 126 112 56 21 7 0
44 1 3 25 57 119 91 147 35 28 6 0
45 1 3 26 50 140 56 182 14 35 5 0
46 1 4 14 105 7 245 21 91 20 3 1
47 1 4 15 98 28 210 56 70 27 2 1
48 1 4 15 99 21 231 21 105 6 9 0
49 1 4 16 91 49 175 91 49 34 1 1
50 1 4 16 92 42 196 56 84 13 8 0
51 1 4 17 84 70 140 126 28 41 0 1
52 1 4 17 85 63 161 91 63 20 7 0
53 1 4 18 78 84 126 126 42 27 6 0
54 1 4 19 71 105 91 161 21 34 5 0
55 1 4 20 64 126 56 196 0 41 4 0
56 1 5 9 112 14 210 70 56 33 1 1
57 1 5 9 113 7 231 35 91 12 8 0
58 1 5 10 105 35 175 105 35 40 0 1
59 1 5 10 106 28 196 70 70 19 7 0
60 1 5 11 99 49 161 105 49 26 6 0
61 1 5 12 92 70 126 140 28 33 5 0
62 1 5 13 85 91 91 175 7 40 4 0

Òàáëèöà 2.12. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (10, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).
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63 1 6 3 126 0 210 84 42 39 0 1
64 1 6 4 120 14 196 84 56 25 6 0
65 1 6 5 113 35 161 119 35 32 5 0
66 1 6 6 106 56 126 154 14 39 4 0
67 1 7 0 120 42 126 168 0 45 3 0
68 2 0 17 112 0 224 70 48 38 0 1
69 2 0 18 106 14 210 70 62 24 6 0
70 2 0 19 99 35 175 105 41 31 5 0
71 2 0 20 92 56 140 140 20 38 4 0
72 2 1 12 120 0 210 84 48 30 5 0
73 2 1 13 113 21 175 119 27 37 4 0
74 2 1 14 106 42 140 154 6 44 3 0
75 2 2 7 127 7 175 133 13 43 3 0

Òàáëèöà 2.12. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (10, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11
1 1 0 10 77 10 168 140 10 93 0 2 1
2 1 0 10 78 3 189 105 45 72 7 1 1
3 1 0 11 71 24 154 140 24 79 6 1 1
4 1 0 11 72 17 175 105 59 58 13 0 1
5 1 0 11 74 4 210 56 94 51 6 5 0
6 1 0 12 64 45 119 175 3 86 5 1 1
7 1 0 12 65 38 140 140 38 65 12 0 1
8 1 0 12 67 25 175 91 73 58 5 5 0
9 1 0 12 68 18 196 56 108 37 12 4 0
10 1 0 12 69 11 217 21 143 16 19 3 0
11 1 0 13 58 59 105 175 17 72 11 0 1
12 1 0 13 60 46 140 126 52 65 4 5 0
13 1 0 13 61 39 161 91 87 44 11 4 0
14 1 0 13 62 32 182 56 122 23 18 3 0
15 1 0 13 63 25 203 21 157 2 25 2 0
16 1 0 14 53 67 105 161 31 72 3 5 0
17 1 0 14 54 60 126 126 66 51 10 4 0
18 1 0 14 55 53 147 91 101 30 17 3 0
19 1 0 14 56 46 168 56 136 9 24 2 0

Òàáëèöà 2.13. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (11, 512) ìàñèâ.
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20 1 0 15 46 88 70 196 10 79 2 5 0
21 1 0 15 47 81 91 161 45 58 9 4 0
22 1 0 15 48 74 112 126 80 37 16 3 0
23 1 0 15 49 67 133 91 115 16 23 2 0
24 1 0 16 40 102 56 196 24 65 8 4 0
25 1 0 16 41 95 77 161 59 44 15 3 0
26 1 0 16 42 88 98 126 94 23 22 2 0
27 1 0 16 43 81 119 91 129 2 29 1 0
28 1 0 17 33 123 21 231 3 72 7 4 0
29 1 0 17 34 116 42 196 38 51 14 3 0
30 1 0 17 35 109 63 161 73 30 21 2 0
31 1 0 17 36 102 84 126 108 9 28 1 0
32 1 0 18 27 137 7 231 17 58 13 3 0
33 1 0 18 28 130 28 196 52 37 20 2 0
34 1 0 18 29 123 49 161 87 16 27 1 0
35 1 0 19 22 144 14 196 66 23 26 1 0
36 1 0 19 23 137 35 161 101 2 33 0 0
37 1 0 20 16 158 0 196 80 9 32 0 0
38 1 1 5 85 10 154 154 10 85 5 1 1
39 1 1 5 86 3 175 119 45 64 12 0 1
40 1 1 6 79 24 140 154 24 71 11 0 1
41 1 1 6 81 11 175 105 59 64 4 5 0
42 1 1 6 82 4 196 70 94 43 11 4 0
43 1 1 7 72 45 105 189 3 78 10 0 1
44 1 1 7 74 32 140 140 38 71 3 5 0
45 1 1 7 75 25 161 105 73 50 10 4 0
46 1 1 7 76 18 182 70 108 29 17 3 0
47 1 1 7 77 11 203 35 143 8 24 2 0
48 1 1 8 67 53 105 175 17 78 2 5 0
49 1 1 8 68 46 126 140 52 57 9 4 0
50 1 1 8 69 39 147 105 87 36 16 3 0
51 1 1 8 70 32 168 70 122 15 23 2 0
52 1 1 9 61 67 91 175 31 64 8 4 0
53 1 1 9 62 60 112 140 66 43 15 3 0
54 1 1 9 63 53 133 105 101 22 22 2 0
55 1 1 9 64 46 154 70 136 1 29 1 0

Òàáëèöà 2.13. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (11, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).
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56 1 1 10 54 88 56 210 10 71 7 4 0
57 1 1 10 55 81 77 175 45 50 14 3 0
58 1 1 10 56 74 98 140 80 29 21 2 0
59 1 1 10 57 67 119 105 115 8 28 1 0
60 1 1 11 48 102 42 210 24 57 13 3 0
61 1 1 11 49 95 63 175 59 36 20 2 0
62 1 1 11 50 88 84 140 94 15 27 1 0
63 1 1 12 41 123 7 245 3 64 12 3 0
64 1 1 12 42 116 28 210 38 43 19 2 0
65 1 1 12 43 109 49 175 73 22 26 1 0
66 1 1 12 44 102 70 140 108 1 33 0 0
67 1 1 13 36 130 14 210 52 29 25 1 0
68 1 1 13 37 123 35 175 87 8 32 0 0
69 1 1 14 30 144 0 210 66 15 31 0 0
70 1 2 0 93 10 140 168 10 77 10 0 1
71 1 2 1 88 18 140 154 24 77 2 5 0
72 1 2 1 89 11 161 119 59 56 9 4 0
73 1 2 1 90 4 182 84 94 35 16 3 0
74 1 2 2 81 39 105 189 3 84 1 5 0
75 1 2 2 82 32 126 154 38 63 8 4 0
76 1 2 2 83 25 147 119 73 42 15 3 0
77 1 2 2 84 18 168 84 108 21 22 2 0
78 1 2 2 85 11 189 49 143 0 29 1 0
79 1 2 3 75 53 91 189 17 70 7 4 0
80 1 2 3 76 46 112 154 52 49 14 3 0
81 1 2 3 77 39 133 119 87 28 21 2 0
82 1 2 3 78 32 154 84 122 7 28 1 0
83 1 2 4 69 67 77 189 31 56 13 3 0
84 1 2 4 70 60 98 154 66 35 20 2 0
85 1 2 4 71 53 119 119 101 14 27 1 0
86 1 2 5 62 88 42 224 10 63 12 3 0
87 1 2 5 63 81 63 189 45 42 19 2 0
88 1 2 5 64 74 84 154 80 21 26 1 0
89 1 2 5 65 67 105 119 115 0 33 0 0
90 1 2 6 56 102 28 224 24 49 18 2 0
91 1 2 6 57 95 49 189 59 28 25 1 0
92 1 2 6 58 88 70 154 94 7 32 0 0

Òàáëèöà 2.13. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (11, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).
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93 1 2 7 50 116 14 224 38 35 24 1 0
94 1 2 7 51 109 35 189 73 14 31 0 0
95 1 2 8 44 130 0 224 52 21 30 0 0
96 1 3 0 70 88 28 238 10 55 17 2 0
97 1 3 0 71 81 49 203 45 34 24 1 0
98 1 3 0 72 74 70 168 80 13 31 0 0
99 1 3 1 64 102 14 238 24 41 23 1 0
100 1 3 1 65 95 35 203 59 20 30 0 0
101 1 3 2 58 116 0 238 38 27 29 0 0

Òàáëèöà 2.13. Âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëåí
6− (11, 512) ìàñèâ (Ïðîäúëæåíèå).

Ñ ïîìîùòà íà èëþñòðèðàíàòà â ãîðíèòå ïðèìåðè òåõíèêà ñà ïðåñìåòíàòè âúç-
ìîæíèòå ñïåêòðè íà âñè÷êè îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò Òàáëèöà 1.1. çà n ≤ 15. Ñúçäàäåíà
å áèáëèîòåêà îò ðåçóëòàòè, êîÿòî àâòîðúò å ãîòîâ äà ïðåäîñòàâè ïðè ïîèñêâàíå.
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Ãëàâà 3

Ìåòîä çà ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíèòå

ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â

H(n, 2)

Â òàçè ãëàâà ñà ïîëó÷åíè çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè
ñúñ ñúñåäíè äúëæèíè. Íàìåðåíèòå óñëîâèÿ ùå èçïîëçâàìå â òåãëîâè àëãîðèòúì, çà
äà íàìàëèì áðîÿ íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè íà äàäåí äèçàéí. Àêî çà åäèí τ − (n,M)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ óñïååì äà îòõâúðëèì âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè, òîãàâà
ðàçãëåæäàíèÿò îðòîãîíàëåí ìàñèâ íå ñúùåñòâóâà. Îò Ñâîéñòâî 5. ùå ñëåäâà îùå, ÷å
íÿìà äà ñúùåñòâóâàò è îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè τ − (n′,M) çà âñÿêî n′ ≥ n.
Ñúùî òàêà, îò Ñâîéñòâî 6. è Òåîðåìà 1.2.4 ïîëó÷àâàìå, ÷å íÿìà äà ñúùåñòâóâàò è
îðòîãîíàëíè (τ + 1)− (n′, 2M) ìàñèâè, êúäåòî n′ ≥ n+ 1.
Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M) è òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå w(0) =
(w0, w1, . . . , wn) ñúùåñòâóâà òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí τ − (n,M) ìàñèâ
ñ òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå (wn, wn−1, . . . , w0). Òîâà å ÿñíî îò Ñâîéñòâî 4. íà îðòîãîíàë-
íèòå ìàñèâè, êîãàòî íà âñåêè ñòúëá ðàçìåíèì íóëèòå è åäèíèöèòå.
Äà íàïîìíèì, ÷å ðàçãëåæäàìå ñàìî îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïîíå åäèí íóëåâ ðåä, ò.å.
w0 ≥ 1.

3.1 Çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëåí

ìàñèâ ñ äúëæèíè n è n− 1

Íåêà C å îðòîãîíàëåí τ − (n,M) ìàñèâ, êúäåòî τ < n. Íåêà C èìà òåãëî-
âî ðàçïðåäåëåíèå w(0) = (w0, w1, . . . , wn). Îò Ñâîéñòâî 5. íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
ñëåäâà, ÷å ïðè ïðåìàõâàíåòî íà êîé äà å ñòúëá íà C ùå ïîëó÷èì ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè

τ−(n−1,M) è ñúùèÿ èíäåêñ λ =
M

2τ
êàòî íà èçõîäíèÿ äèçàéí. Íîâîïîëó÷åíèÿ ìàñèâ

33
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ùå áåëåæèì ñ C ′, à íåãîâîòî òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå ñ w′(0) = (w′0, w
′
1, . . . , w

′
n−1). Ïðè

òàçè êîíñòðóêöèÿ å ÿñíî, ÷å w′0 ≥ w0 ≥ 1.

Äåôèíèöèÿ 3.1.1. Çà âñÿêî ôèêñèðàíî ÷èñëî i ∈ {0, 1, . . . , n} ùå íàðè÷àìå i-áëîê
ïîäìàòðèöàòà íà C ñ ðàçìåðè wi×n, êîÿòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ðåäîâå íà C ñ òåãëî
i. Çà ôèêñèðàí ñòúëá íà ìàòðèöàòà C ñ xi (yi) ùå îçíà÷àâàìå áðîÿ íà åäèíèöèòå
(íóëèòå) â òîçè ñòúëá, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà i-áëîêà.

Òåîðåìà 3.1.2. Íåêà C ⊂ H(n, 2) å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M)
è òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå w(0) = (w0, w1, . . . , wn). Íåêà C ′ å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ
ïàðàìåòðè τ−(n−1,M) è òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå w′(0) = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1), ïîëó÷åí

ïðè îòðÿçâàíåòî íà êîé äà å ñòúëá íà C. Â îçíà÷åíèÿòà íà Äåôèíèöèÿ 3.1.1 äà
ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi + yi = wi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi+1 + yi = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

xn = wn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, . . . , n

(3.1.1)

ñ íåèçâåñòíè xi, yi, i = 0, . . . , n. Îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M)
ñúùåñòâóâà, àêî ñèñòåìàòà (3.1.1) èìà ðåøåíèå.

Íåùî ïîâå÷å, íåêà (x
(r)
0 = 0, x

(r)
1 , . . . , x

(r)
n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, . . . , s,

ñà âñè÷êè s ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (3.1.1) çà âñè÷êè âúçìîæíè C ′, ïîëó÷åíè îò C
ïðè ïðåìàõâàíå íà íÿêîé íåãîâ ñòúëá. Tîãàâà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 + . . . +ks = n

k1x
(1)
1 +k2x

(2)
1 + . . . +ksx

(s)
1 = w1

k1x
(1)
2 +k2x

(2)
2 + . . . +ksx

(s)
2 = 2w2

...

k1x
(1)
n +k2x

(2)
n + . . . +ksx

(s)
n = nwn

kj ∈ Z, kj ≥ 0, j = 1, . . . , s

(3.1.2)

ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå k1, k2, . . . , ks èìà ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî:

Îò Äåôèíèöèÿ 3.1.1 ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå òúæäåñòâà:

xi + yi = wi, i = 1, . . . , n− 1, xn = wn, y0 = w0.

Âçåìàéêè ïðåäâèä êîíñòðóêöèÿòà íà C ′, ðåäîâåòå íà íîâîïîëó÷åíèÿ ìàñèâ ñ
òåãëî i ñà ñúâêóïíîñò îò òåçè ñ òåãëî i â èçõîäíèÿ ìàñèâ è 0 íà ñúîòâåòíèÿ îòðÿçàí
ñòúëá çàåäíî ñ òåçè ñ òåãëî i−1 â èçõîäíèÿ ìàñèâ ñ 1 íà ïðåìàõíàòèÿ ñòúëá. Ñ äðóãè
äóìè, â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà xi+1 + yi = w′i, i = 0, . . . , n− 1.

Íåêà çà âñè÷êè âúçìîæíè îòðÿçâàíèÿ íà íÿêîé ñòúëá, ò.å. çà âñè÷êè âúçìîæíè
w′, ñèñòåìàòà (3.1.1) èìà s ðåøåíèÿ, êîèòî ñúãëàñíî óñëîâèåòî ñà (x

(r)
0 = 0, x

(r)
1 , . . . , x

(r)
n ;
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y
(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, 2, . . . , s. Äà îçíà÷èì ñ kr áðîÿ íà ñòúëáîâåòå, êîèòî

ñúîòâåòñòâàò íà r-òîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà, r = 1, . . . , s. Íåêà çà ôèêñèðàíî i äà
ðàçãëåäàìå i-áëîêà. Áðîÿò íà åäèíèöèòå â íåãî å òî÷íî iwi. Îò äðóãà ñòðàíà, êàòî
âçåìåì ïðåäâèä, ÷å xi å òî÷íî áðîÿò íà äóìèòå îò i-áëîêà, êîèòî èìàò 1 íà ñúîòâåòíèÿ
ñòúëá, òî áðîÿò íà åäèíèöèòå â i-áëîêà å ðàâåí ñúùî òàêà íà k1x

(1)
i +k2x

(2)
i +· · ·+ksx(s)i .

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî i = 0, . . . , s ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà â ñèñòåìà (3.1.2). 2

Çàáåëåæêà 3.1.3. Íåêà C ⊂ H(n, 2) å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M).
Îò Ñâîéñòâî 6. íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè èìàìå, ÷å ïðè ïðåìàõâàíå íà åäèí ñòúëá
íà C ùå ïîëó÷èì äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (τ − 1)− (n− 1,M/2). Ïúð-
âèÿò ìàñèâ ùå ñå ñúñòîè îò ðåäîâåòå íà C, â êîèòî íà îòðÿçàíèÿ ñòúëá ñà èìàëè
ôèêñèðàí åëåìåíò 0. Òîãàâà ñúãëàñíî îçíà÷åíèÿòà ïî-ãîðå, òåãëîâîòî ðàçïðåäåëå-
íèå íà íîâîïîëó÷åíèÿ ìàñèâ å òî÷íî (y0, y1, . . . , yn−1). Àíàëîãè÷íî àêî ðàçãëåäàìå
ðåäîâåòå íà C, êîèòî ñà èìàëè 1 íà ïðåìàõíàòèÿ ñòúëá, ùå ïîëó÷èì îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (τ − 1) − (n − 1,M/2) è òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå (x1, x2, . . . , xn).
Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïúðâèÿò ìàñèâ èìà ïîíå òîëêîâà íóëåâè ðåäà, êîëêîòî è
îðèãèíàëíèÿò. Çà âòîðèÿ ìàñèâ íå ìîæå äà ñìå ñèãóðíè äàëè ùå èìà íóëåâ ðåä,
çà ñìåòêà íà òîâà èìà ïîíå òîëêîâà ðåäà ñàìî ñ åäèíèöè, êîëêîòî è â C.

Òåçè íîâè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó òåãëîâèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà ìàñèâà C è ïîëó÷å-
íèòå ïî-ãîðå äâà ìàñèâà îò íåãî ñ òåãëîâè ðàçïðåäåëåíèÿ ñúîòâåòíî (x1, x2, . . . , xn)
è (y0, y1, . . . , yn−1) ñå îêàçâà, ÷å ñà èçïúëíåíè âèíàãè çà èçñëåäâàíèòå îò íàñ ìàñèâè
è íå âîäÿò äî ïî-ñèëíè ðåçóëòàòè îò èçëîæåíèòå ïî-äîëó.

Çàáåëåæêà 3.1.4. Àêî C å 2u − (n,M) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, òî îò Òåîðåìà 1.2.4

ñëåäâà, ÷å ìàñèâúò C̃, ïîëó÷åí îò ñòúëáîâåòå íà C ñ äîáàâåí íóëåâ ñòúëá, ïîñëåä-
âàíè îò äîïúëíåíèåòî C̄ íà C ñ äîáàâåí ñòúëá îò åäèíèöè, å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ
ïàðàìåòðè (2u+ 1)− (n+ 1, 2M). Àêî w(0) = (w0, w1, . . . , wn) å òåãëîâîòî ðàçïðåäå-
ëåíèå íà C, ñúîòâåòíî (wn, wn−1, . . . , w0) å òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà C̄, òîãàâà

òåãëîâîòî ðàçïðåäåëåíèå íà C̃ å (w0, w1 + wn, w2 + wn−1, . . . , wn−1 + w2, wn + w1, w0).

Â ÷àñòíîñò, àêî èçêëþ÷èì êàòî âúçìîæíîñò ôèêñèðàíèÿ ñïåêòúð íà C̃, òîãàâà è
ñïåêòúðúò w(0) íà C íÿìà äà áúäå âúçìîæåí.

Ïðèëàãàíåòî íà ïîëó÷åíèòå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà ìàñèâè ñúñ ñú-
ñåäíè äúëæèíè (Òåîðåìà 3.1.2) ùå äîâåäå äî ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè íà
äàäåí τ−(n,M) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (äèçàéí) C. Òàçè òåõíèêà å ïðèëîæåíà â îïèñàíèÿ
â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô òåãëîâè àëãîðèòúì.

3.2 Òåãëîâè àëãîðèòúì

Íåêà C å îðòîãîíàëåí τ − (n,M) ìàñèâ. Ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.1.2 íàìèðà-
ìå âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè çà âúòðåøíà òî÷êà çà âñè÷êè îðòîãîíàëíè ìàñèâè â
ðåäèöàòà τ − (τ,M), τ − (τ + 1,M), . . . , τ − (n,M). Çà âñÿêà ñúñåäíà äâîéêà ìîæå
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äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 3.1.2. Çà äàäåíî òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå w(0) íà C è âñè÷êè
âúçìîæíè òåãëîâè ðàçïðåäåëåíèÿ w′(0) íà C ′, ïîëó÷åíè îò C, ðåøàâàìå ñúîòâåòíèòå
ñèñòåìè (3.1.1). Àêî çà âñè÷êè ñïåêòðè w′(0) ãîðíèòå ñèñòåìè íÿìàò ðåøåíèå, òî ðàç-
ãëåæäàíèÿò w(0) íå å âúçìîæåí ñïåêòúð íà ìàñèâà C. Àêî çà íÿêîè ñïåêòðè w′(0)
íà C ′ ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1) èìàò ðåøåíèå, íî ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà (3.1.2) íÿìà
ðåøåíèå, òî ñïåêòúðúò w(0) íà ìàñèâà C îòíîâî ñå îòõâúðëÿ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé
ñïåêòúðúò w(0) íà C îñòàâà. Ìîæåì äà çàïî÷íåì äà ïðèëàãàìå òîçè àëãîðèòúì îò
êîÿ äà å äâîéêà ñúñåäíè ìàñèâè, íî çà óäîáñòâî ùå çàïî÷âàìå âèíàãè îò ïúðâàòà
äâîéêà ìàñèâè â ðåäèöàòà ïî-ãîðå.

Çàáåëåæêà 3.2.1. ßñíî å, ÷å ñèñòåìàòà (3.1.1) íå å íåîáõîäèìî äà ñå ðåøàâà â ñëó-
÷àèòå, êîãàòî w0 > w′0 èëè wn > w′n−1, òúé êàòî òåçè íåðàâåíñòâà ñà íåâúçìîæíè
â îïèñàíàòà êîíñòðóêöèÿ.

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, ïîäðîáíî ùå îïèøåì ïðåäñòàâåíèÿ
òåãëîâè àëãîðèòúì çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 5− (9, 128).

Ïðèìåð 3.2.2. (Ïðîäúëæåíèå íà Ïðèìåð 2.2.3) Äà íàïîìíèì, ÷å â Ïðèìåð 2.2.3
âå÷å ñà ïðåñìåòíàòè âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà âñåêè ìàñèâ
îò ðåäèöàòà 5 − (5, 128), 5 − (6, 128), 5 − (7, 128), 5 − (8, 128), 5 − (9, 128). Áðîÿò íà
âúçìîæíèòå ñïåêòðè çà âñåêè åäèí ìàñèâ â ãîðíàòà ðåäèöà å ñúîòâåòíî 1, 4, 6, 7, 6.
Ïðèëàãàéêè òåãëîâèÿ àëãîðèòúì, ùå ðåäóöèðàìå òîçè áðîé äî 1, 4, 6, 7, 1. Íà ïðàê-
òèêà ñàìî íà ïîñëåäíàòà ñòúïêà èìà ðåäóêöèÿ, íî òÿ å äîñòàòú÷íî ñèëíà è âîäè
äî ñïåêòúðà íà åäèíñòâåíèÿ ñúùåñòâóâàù îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ òåçè ïàðàìåòðè.

Ùå èëþñòðèðàìå òåãëîâèÿ àëãîðèòúì âúðõó ïîñëåäíèòå äâå äâîéêè îò ãîðíàòà
ðåäèöà. Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå äâîéêàòà 5− (7, 128) è 5− (8, 128). Çà âñÿêà îò ñåäåì-
òå âúçìîæíîñòè íà òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå çà C ïðîâåðÿâàìå äàëè íÿêîé îò øåñòòå
ñïåêòúðà íà C ′ íÿìà äà óñïåå äà óäîâëåòâîðè Òåîðåìà 3.1.2.
Çàïî÷âàìå ñ w(0) = (1, 0, 27, 6, 55, 20, 13, 6, 0) íà ìàñèâà 5−(8, 128). Çà ÷åòèðè îò øåñò-
òå ñïåêòúðà w′(0) íà C ′ ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1) íÿìàò ðåøåíèå. Â îñòàíàëèòå äâà
ñëó÷àÿ, à èìåííî çà ñïåêòúð w′(0) = (1, 6, 27, 20, 55, 6, 13, 0) íà C ′ ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå
(0, 0, 6, 6, 20, 20, 6, 6, 0; 1, 0, 21, 0, 35, 0, 7, 0, 0) è çà w′(0) = (1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1) ñúîò-
âåòíîòî ðåøåíèå å (0, 0, 7, 1, 30, 10, 11, 5, 0; 1, 0, 20, 5, 25, 10, 2, 1, 0). Ñèñòåìàòà (3.1.2)
èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 = 8
0k1 +0k2 = 0
6k1 +7k2 = 54
6k1 +k2 = 18
20k1 +30k2 = 220
20k1 +10k2 = 100
6k1 +11k2 = 78
6k1 +5k2 = 42
0k1 +0k2 = 0
kj ∈ Z, kj ≥ 0, j = 1, 2
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Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å åäèíñòâåíî: (2, 6). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðè ðÿçàíåòî íà
ñòúëáîâå íà ìàñèâà C äâà ïúòè ùå ïîëó÷èì ìàñèâ ñúñ ñïåêòúð (1, 6, 27, 20, 55, 6, 13, 0).
Â îñòàíàëèòå øåñò ñëó÷àÿ òîâà ùå áúäå 5− (7, 128) äèçàéí ñ òåãëîâî ðàçïðåäåëåíèå
w′(0) = (1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1).
Äà ïðîñëåäèì îùå åäèí ñëó÷àé çà òàçè äâîéêà. Íåêà w(0) = (1, 1, 21, 21, 35, 35, 7, 7, 0)
å ñïåêòúð íà ìàñèâà 5−(8, 128). Â òîçè ñëó÷àé ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1) èìàò ðåøåíèå
çà ÷åòèðè îò øåñòòå ñïåêòúðà íà C ′. Ñúîòâåòíèòå ÷åòèðè ðåøåíèÿ çà (x; y) ñà:

(0, 0, 5, 11, 10, 30, 1, 7, 0; 1, 1, 16, 10, 25, 5, 6, 0, 0),

(0, 0, 6, 6, 20, 20, 6, 6, 0; 1, 1, 15, 15, 15, 15, 1, 1, 0),

(0, 1, 0, 21, 0, 35, 0, 7, 0; 1, 0, 21, 0, 35, 0, 7, 0, 0) è

(0, 1, 1, 16, 10, 25, 5, 6, 0; 1, 0, 20, 5, 25, 10, 2, 1, 0).

Ñ òÿõ êîíñòðóèðàìå ñèñòåìàòà (3.1.2) îò Òåîðåìà 3.1.2 îòíîñíî íåèçâåñòíèòå
ki, i = 1, 2, 3, 4. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 +k3 +k4 = 8
0k1 +0k2 +k3 +k4 = 1
5k1 +6k2 +0k3 +k4 = 42
11k1 +6k2 +21k3 +16k4 = 63
10k1 +20k2 +0k3 +10k4 = 140
30k1 +20k2 +35k3 +25k4 = 175
k1 +6k2 +0k3 +5k4 = 42
7k1 +6k2 +7k3 +6k4 = 49
0k1 +0k2 +0k3 +0k4 = 0
kj ∈ Z, kj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà èìà ïàðàìåòðè÷åí âèä: (p, 7 − p, 1 − p, p), êàòî âúçìîæ-
íîñòèòå çà p ñà äâå: 0 è 1. Ñëåäîâàòåëíî íå å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ìàñèâè C ′ ñ
êàêâè òåãëîâè ðàçïðåäåëåíèÿ ùå ñå ïîëó÷àò ïðè ïðåìàõâàíåòî íà íÿêîé ñòúëá íà
ðàçãëåæäàíèÿ ìàñèâ C ñúñ ñïåêòúð w(0) = (1, 0, 27, 6, 55, 20, 13, 6, 0).
Îñòàíàëèòå ñëó÷àè íÿìà äà ãè îïèñâàìå ïîäðîáíî. Çà âñÿêà ðàçãëåæäàíà äâîéêà
w(0) è w′(0), ñïåêòðè ñúîòâåòíî íà 5− (8, 128) è 5− (7, 128) ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1)
èìàò ïîíå åäíî ðåøåíèå, à îòòàì ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà (3.1.2) îò Tåîðåìà 3.1.2 èìà
ðåøåíèå è ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè 7 ñïåêòúðà íà 5− (8, 128) îñòàâàò.

Äà ïðîäúëæèì ïðèëàãàíåòî íà àëãîðèòúìà çà äâîéêàòà C ′ ñ ïàðàìåòðè 5 −
(8, 128) è C ñ ïàðàìåòðè 5 − (9, 128). Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî íà ïðåäèøíàòà ñòúïêà
áÿõìå óñïåëè äà îòñååì íÿêîè îò âúçìîæíîñòèòå çà 5−(8, 128), ùÿõìå äà ïðîäúëæèì
ðàáîòàòà ñ ðåäóöèðàíèòå âúçìîæíîñòè. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé òîâà íå å òàêà.
Ïúðâàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò çà ñïåêòúð íà C å w(0) = (1, 0, 7, 38, 3, 52, 17, 6, 4, 0).
Íÿìà íèòî åäèí ñïåêòúð w′(0) íà C ′, çà êîéòî ñèñòåìàòà îò âèäà (3.1.1) äà èìà íåîò-
ðèöàòåëíî ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî ðàçãëåæäàíèÿ ñïåêòúð w(0) íà C ãî îòõâúðëÿìå.
Ñëåäâàùàòà âúçìîæíîñò çà ñïåêòúð íà C å w(0) = (1, 0, 8, 32, 18, 32, 32, 0, 5, 0). Çà òî-
çè ñïåêòúð è âñè÷êè w′(0) íà C ′ ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1) ñà íåñúâìåñòèìè.
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Ñëåäâàùèÿò ðàçãëåæäàí ñïåêòúð íà C å w(0) = (1, 0, 9, 27, 27, 27, 27, 9, 0, 1). Ïîëó÷à-
âàìå òðè ðåøåíèÿ çà (x; y) íà ñèñòåìèòå (3.1.1). Ñ òÿõ ñúñòàâÿìå ñèñòåìàòà (3.1.2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 +k3 = 9
0k1 +0k2 +0k3 = 0
k1 +2k2 +3k3 = 18
14k1 +9k2 +4k3 = 81
2k1 +12k2 +22k3 = 108
25k1 +15k2 +5k3 = 135
13k1 +18k2 +23k3 = 162
8k1 +7k2 +6k3 = 63
0k1 +0k2 +0k3 = 0
k1 +k2 +k3 = 9
kj ∈ Z, kj ≥ 0, j = 1, 2, 3

Ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà å (p, 9− 2p, p). Âèæäà ñå, ÷å òîâà ðåøåíèå èìà ñìèñúë â
íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà, ñëåäîâàòåëíî òîçè ñïåêòúð îñòàâà êàòî âúçìîæíîñò.
Çà ñëåäâàùèÿ ñïåêòúð w(0) = (1, 0, 10, 21, 42, 7, 42, 3, 1, 1) íà C èìà åäèíñòâåí ñïåê-
òúð w′(0) = (1, 2, 16, 30, 30, 30, 16, 2, 1) íà C ′, çà êîéòî ñèñòåìàòà (3.1.1) èìà ðåøåíèå.
Ñèñòåìàòà (3.1.2) îòíîñíî k1 èìà âèäà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 = 9
0k1 = 0
2k1 = 20
...

Î÷åâèäíî òàçè ñèñòåìà íÿìà ðåøåíèå, òàêà ÷å è òîçè ñïåêòúð ñå îòõâúðëÿ.
Ðàçãëåæäàìå ñïåêòúðà w(0) = (1, 1, 3, 42, 7, 42, 21, 10, 0, 1) íà C. Îòíîâî ñàìî çà åäèí
ñïåêòúð w′(0) = (1, 2, 16, 30, 30, 30, 16, 2, 1) íà C ′ ñèñòåìàòà (3.1.1) èìà ðåøåíèå è òî å
(0, 0, 1, 14, 2, 25, 13, 8, 0, 1; 1, 1, 2, 28, 5, 17, 8, 2, 0, 0). Òîãàâà ñèñòåìàòà (3.1.2) èìà âèäà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 = 9
0k1 = 1
1k1 = 6
...

Òàçè ñèñòåìà íÿìà ðåøåíèå. Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ïîñëåäíàòà âúçìîæíîñò çà ñïåê-
òúð íà C, à èìåííî w(0) = (1, 1, 4, 36, 22, 22, 36, 4, 1, 1). Â òîçè ñëó÷àé èìàìå äâà
ñïåêòúðà w′(0) íà C ′, çà êîèòî ñèñòåìèòå îò âèäà (3.1.1) èìàò ðåøåíèå. Ñúîòâåòíàòà
ñèñòåìà (3.1.2) èìà ñëåäíèÿ âèä: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 = 9
0k1 +0k2 = 1
k1 +2k2 = 8
...
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ßñíî å, ÷å òàçè âúçìîæíîñò ñúùî îòïàäà. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ðàçãëåæäàíèÿò 5 −
(9, 128) îðòîãîíàëåí ìàñèâ C èìà åäèíñòâåí âúçìîæåí ñïåêòúð è òîé å w(0) =
(1, 0, 9, 27, 27, 27, 27, 9, 0, 1). Ìàñèâ ñ òåçè ïàðàìåòðè å êîíñòðóèðàí îò Ñëîåí è ìî-
æå äà áúäå âèäÿí íà íåãîâàòà web-ñòðàíèöà.

3.3 Íÿêîè ðåçóëòàòè îò ïðèëàãàíåòî íà òåãëîâèÿ àë-

ãîðèòúì

Ùå ðàçãëåäàìå îòíîâî ïðèìåðèòå îò ïðåäèøíàòà ãëàâà è âúðõó òÿõ ùå èëþñ-
òðèðàìå êàê ïðèëàãàíåòî íà òåãëîâèÿ àëãîðèòúì ðåäóöèðà áðîÿ íà âúçìîæíèòå èì
ñïåêòðè.

Ïðèìåð 3.3.1. (Ïðîäúëæåíèå íà Ïðèìåð 2.2.4) Íåêà C å 6− (10, 384) îðòîãîíàëåí
ìàñèâ. Â Ïðèìåð 2.2.4 ïîëó÷èõìå, ÷å áðîÿò íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè çà âñåêè åäèí
ìàñèâ â ðåäèöàòà 6 − (6, 384), 6 − (7, 384), 6 − (8, 384), 6 − (9, 384), 6 − (10, 384) å ñú-
îòâåòíî 1, 6, 12, 17, 22. Ñëåä ïðèëàãàíåòî íà òåãëîâèÿ àëãîðèòúì âúðõó âå÷å ïðåñ-
ìåòíàòèòå âúçìîæíîñòè çà ñïåêòúð íà âúòðåøíà òî÷êà, ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà
ðåäèöà 1, 6, 12, 9, 8. Âñå ïàê îñòàâàò 8 ñïåêòúðà, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò èçñëåäâàíè
ïî-äåòàéëíî, çà äà ñå îïðåäåëè äàëè îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ òàêèâà ïàðàìåòðè ñú-
ùåñòâóâà. Ïî-äîëó ñà èçëîæåíè â òàáëè÷åí âèä ðåçóëòàòèòå ñëåä ïðèëàãàíåòî íà
òåãëîâèÿ àëãîðèòúì (êàòî ñà ïðåäñòàâåíè ñàìî ðåäóöèðàíèòå òàáëèöè).

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
1 1 3 45 21 147 63 63 39 0 2
2 1 4 39 35 133 63 77 25 6 1
3 1 5 32 56 98 98 56 32 5 1
4 1 6 25 77 63 133 35 39 4 1
5 1 6 26 70 84 98 70 18 11 0
6 1 7 19 91 49 133 49 25 10 0
7 2 0 39 63 63 147 21 45 3 1
8 2 0 40 56 84 112 56 24 10 0
9 2 1 33 77 49 147 35 31 9 0

Òàáëèöà 3.1. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (9, 384) ìàñèâ.
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0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10
1 1 0 25 40 70 112 70 40 25 0 1
2 1 0 26 34 84 98 70 54 11 6 0
3 1 0 27 27 105 63 105 33 18 5 0
4 1 0 28 20 126 28 140 12 25 4 0
5 1 1 19 55 49 133 49 61 10 6 0
6 1 1 20 48 70 98 84 40 17 5 0
7 1 1 21 41 91 63 119 19 24 4 0
8 1 2 14 62 56 98 98 26 23 4 0

Òàáëèöà 3.2. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (10, 384) ìàñèâ.

Ïðèìåð 3.3.2. (Ïðîäúëæåíèå íà Ïðèìåð 2.2.5) Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ
ïàðàìåòðè 6 − (11, 512). Êàêòî ïîêàçàõìå â Ïðèìåð 2.2.5 áðîÿò íà âúçìîæíèòå
ñïåêòðè çà ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò äèçàéíè å 1, 8, 20, 43, 75, 101. Ñëåä ïðèëàãàíå íà
òåãëîâèÿ àëãîðèòúì ðåäóöèðàìå òîçè áðîé äî ñëåäíàòà ðåäèöà îò âúçìîæíîñòè
1, 8, 20, 39, 55, 36. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöè ïî-äîëó.

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
1 1 6 56 28 210 56 112 36 5 2
2 1 6 57 21 231 21 147 15 12 1
3 1 7 49 49 175 91 91 43 4 2
4 1 7 50 42 196 56 126 22 11 1
5 1 7 51 35 217 21 161 1 18 0
6 1 8 42 70 140 126 70 50 3 2
7 1 8 43 63 161 91 105 29 10 1
8 1 8 44 56 182 56 140 8 17 0
9 1 9 35 91 105 161 49 57 2 2
10 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
11 1 9 37 77 147 91 119 15 16 0
12 1 10 28 112 70 196 28 64 1 2
13 1 10 29 105 91 161 63 43 8 1
14 1 10 30 98 112 126 98 22 15 0
15 1 11 21 133 35 231 7 71 0 2
16 1 11 22 126 56 196 42 50 7 1
17 1 11 23 119 77 161 77 29 14 0
18 1 12 15 147 21 231 21 57 6 1
19 1 12 16 140 42 196 56 36 13 0

Òàáëèöà 3.3. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (9, 512) ìàñèâ.
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20 2 0 70 14 210 70 98 42 4 2
21 2 0 71 7 231 35 133 21 11 1
22 2 0 72 0 252 0 168 0 18 0
23 2 1 63 35 175 105 77 49 3 2
24 2 1 64 28 196 70 112 28 10 1
25 2 1 65 21 217 35 147 7 17 0
26 2 2 56 56 140 140 56 56 2 2
27 2 2 57 49 161 105 91 35 9 1
28 2 2 58 42 182 70 126 14 16 0
29 2 3 49 77 105 175 35 63 1 2
30 2 3 50 70 126 140 70 42 8 1
31 2 3 51 63 147 105 105 21 15 0
32 2 4 42 98 70 210 14 70 0 2
33 2 4 43 91 91 175 49 49 7 1
34 2 4 44 84 112 140 84 28 14 0
35 2 5 36 112 56 210 28 56 6 1
36 2 5 37 105 77 175 63 35 13 0
37 2 6 30 126 42 210 42 42 12 0
38 2 7 23 147 7 245 21 49 11 0
39 3 0 44 112 42 224 28 48 11 0

Òàáëèöà 3.3. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (9, 512) ìàñèâ. (Ïðîäúëæåíèå)

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10
1 1 0 40 35 105 175 35 105 10 5 1
2 1 0 41 28 126 140 70 84 17 4 1
3 1 0 42 21 147 105 105 63 24 3 1
4 1 0 42 22 140 126 70 98 3 10 0
5 1 0 43 14 168 70 140 42 31 2 1
6 1 0 43 15 161 91 105 77 10 9 0
7 1 0 44 7 189 35 175 21 38 1 1
8 1 0 44 8 182 56 140 56 17 8 0
9 1 0 45 0 210 0 210 0 45 0 1
10 1 0 45 1 203 21 175 35 24 7 0
11 1 1 34 49 91 175 49 91 16 4 1
12 1 1 35 42 112 140 84 70 23 3 1
13 1 1 35 43 105 161 49 105 2 10 0

Òàáëèöà 3.4. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (10, 512) ìàñèâ.
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14 1 1 36 35 133 105 119 49 30 2 1
15 1 1 36 36 126 126 84 84 9 9 0
16 1 1 37 28 154 70 154 28 37 1 1
17 1 1 37 29 147 91 119 63 16 8 0
18 1 1 38 21 175 35 189 7 44 0 1
19 1 1 38 22 168 56 154 42 23 7 0
20 1 1 39 15 189 21 189 21 30 6 0
21 1 2 27 70 56 210 28 98 15 4 1
22 1 2 28 63 77 175 63 77 22 3 1
23 1 2 28 64 70 196 28 112 1 10 0
24 1 2 29 56 98 140 98 56 29 2 1
25 1 2 29 57 91 161 63 91 8 9 0
26 1 2 30 49 119 105 133 35 36 1 1
27 1 2 30 50 112 126 98 70 15 8 0
28 1 2 31 42 140 70 168 14 43 0 1
29 1 2 31 43 133 91 133 49 22 7 0
30 1 2 32 36 154 56 168 28 29 6 0
31 1 3 21 84 42 210 42 84 21 3 1
32 1 3 21 85 35 231 7 119 0 10 0
33 1 3 22 77 63 175 77 63 28 2 1
34 1 3 22 78 56 196 42 98 7 9 0
35 1 3 23 70 84 140 112 42 35 1 1
36 1 3 23 71 77 161 77 77 14 8 0
37 1 3 24 63 105 105 147 21 42 0 1
38 1 3 24 64 98 126 112 56 21 7 0
39 1 3 25 57 119 91 147 35 28 6 0
40 1 3 26 50 140 56 182 14 35 5 0
41 1 4 15 98 28 210 56 70 27 2 1
42 1 4 15 99 21 231 21 105 6 9 0
43 1 4 16 91 49 175 91 49 34 1 1
44 1 4 16 92 42 196 56 84 13 8 0
45 1 4 17 84 70 140 126 28 41 0 1
46 1 4 17 85 63 161 91 63 20 7 0
47 1 4 18 78 84 126 126 42 27 6 0
48 1 4 19 71 105 91 161 21 34 5 0
49 1 5 10 105 35 175 105 35 40 0 1
50 1 5 10 106 28 196 70 70 19 7 0

Òàáëèöà 3.4. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (10, 512) ìàñèâ. (Ïðîäúëæåíèå)
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51 1 5 11 99 49 161 105 49 26 6 0
52 1 5 12 92 70 126 140 28 33 5 0
53 1 6 6 106 56 126 154 14 39 4 0
54 2 0 19 99 35 175 105 41 31 5 0
55 2 0 20 92 56 140 140 20 38 4 0

Òàáëèöà 3.4. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (10, 512) ìàñèâ. (Ïðîäúëæåíèå)

0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11
1 1 0 11 72 17 175 105 59 58 13 0 1
2 1 0 12 65 38 140 140 38 65 12 0 1
3 1 0 12 67 25 175 91 73 58 5 5 0
4 1 0 12 68 18 196 56 108 37 12 4 0
5 1 0 12 69 11 217 21 143 16 19 3 0
6 1 0 13 58 59 105 175 17 72 11 0 1
7 1 0 13 60 46 140 126 52 65 4 5 0
8 1 0 13 61 39 161 91 87 44 11 4 0
9 1 0 13 62 32 182 56 122 23 18 3 0
10 1 0 14 54 60 126 126 66 51 10 4 0
11 1 0 14 55 53 147 91 101 30 17 3 0
12 1 0 14 56 46 168 56 136 9 24 2 0
13 1 0 15 47 81 91 161 45 58 9 4 0
14 1 0 15 48 74 112 126 80 37 16 3 0
15 1 0 15 49 67 133 91 115 16 23 2 0
16 1 0 16 40 102 56 196 24 65 8 4 0
17 1 0 16 41 95 77 161 59 44 15 3 0
18 1 0 16 42 88 98 126 94 23 22 2 0
19 1 0 17 34 116 42 196 38 51 14 3 0
20 1 0 17 35 109 63 161 73 30 21 2 0
21 1 0 17 36 102 84 126 108 9 28 1 0
22 1 0 18 27 137 7 231 17 58 13 3 0
23 1 0 18 28 130 28 196 52 37 20 2 0
24 1 0 18 29 123 49 161 87 16 27 1 0
25 1 0 19 23 137 35 161 101 2 33 0 0
26 1 1 8 68 46 126 140 52 57 9 4 0
27 1 1 8 69 39 147 105 87 36 16 3 0
28 1 1 9 61 67 91 175 31 64 8 4 0

Òàáëèöà 3.5. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (11, 512) ìàñèâ.
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29 1 1 9 62 60 112 140 66 43 15 3 0
30 1 1 9 63 53 133 105 101 22 22 2 0
31 1 1 10 55 81 77 175 45 50 14 3 0
32 1 1 10 56 74 98 140 80 29 21 2 0
33 1 1 10 57 67 119 105 115 8 28 1 0
34 1 1 11 49 95 63 175 59 36 20 2 0
35 1 1 11 50 88 84 140 94 15 27 1 0
36 1 1 12 43 109 49 175 73 22 26 1 0

Òàáëèöà 3.5. Ðåäóöèðàíè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà
îðòîãîíàëåí 6− (11, 512) ìàñèâ. (Ïðîäúëæåíèå)

Ñ ïîìîùòà íà òåãëîâèÿ àëãîðèòúì ñà ðåäóöèðàíè âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè
íà âñè÷êè îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò Òàáëèöà 1.1. çà n ≤ 15. Ñúçäàäåíà å áèáëèîòåêà îò
ðåçóëòàòè, êîÿòî ïðè ïîèñêâàíå àâòîðúò å ãîòîâ äà ïðåäîñòàâè.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òàêèâà òåõíèêè ñà èçïîëçâàíè îò Áîéâàëåíêîâ è Êóëèíà â
[5], [6], è [14].



Ãëàâà 4

Ïðèëîæåíèÿ íà îðòîãîíàëíèòå

ìàñèâè â äðóãè îáëàñòè íà

ìàòåìàòèêàòà

Òúé êàòî ìîæå äà ðàçãëåæäàìå H(n, 2) êàòî n-äèçàéí, òî ïðîèçâîëåí τ -äèçàéí
â H(n, 2) çà τ < n å àïðîêñèìàöèÿ íà öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q). Òîâà îáÿñíÿâà
óñïåøíîòî ïðèëîæåíèå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â ñòàòèñòèêàòà [20], â òåîðèÿ íà
êîäèðàíåòî [19] è êðèïòîãðàôèÿòà [13].

Îñíîâíà âðúçêà [9, 19] ìåæäó êîäîâåòå, êîðèãèðàùè ãðåøêè, è τ -äèçàéíèòå â
H(n, 2) å, ÷å çà âñåêè ëèíååí êîä C ñ ìàêñèìàëíà ñèëà τ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
τ = d⊥ − 1, êúäåòî d⊥ å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóëíèÿ êîä íà C.

Íåùî ïîâå÷å, â [13] ñà îïèñàíè ðåäèöà ñâîéñòâà è êîíñòðóêöèè íà îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè, êîèòî ïîêàçâàò âðúçêèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ êîìáèíàòîðèêàòà,
òåîðèÿ íà êðàéíèòå ïîëåòà, òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî è êðèïòîãðàôèÿòà.

Ïî-ïîäðîáíî ùå ñå ñïðåì íà çàâèñèìîñòèòå ìåæäó êîäîâå, ðàçíîñòíè ñõåìè,
ìàòðèöè íà Àäàìàð è îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè, òúé êàòî òåçè îáåêòè ñà ïî-øèðîêî
èçñëåäâàíè, à íÿêîè òåõíè ñâîéñòâà è êîíñòðóêöèè ìîãàò äà áúäàò ïðèëîæåíè çà
èçñëåäâàíåòî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè. Íàêðàÿ ùå ñêèöèðàìå îñíîâíàòà èäåÿ çà
èçïîëçâàíåòî íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â ñòàòèñòèêàòà, òúé êàòî îò òàì å òðúãíàëî
èçñëåäâàíåòî íà ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

4.1 Èçïîëçâàíå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â êðèïòîãðà-

ôèÿòà

Îñíîâíèòå ïðèëîæåíèÿ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â êðèïòîãðàôèÿòà ñà ïðè äå-
ðàíäîìèçàöèÿ íà àëãîðèòìè, òåñòâàíå íà ñëó÷àéíè ìîäåëè íà VLSI ÷èïîâå, êîäîâå çà
àâòåíòè÷íîñò, óíèâåðñàëíè õåø ôóíêöèè, ñõåìè çà ðàçïðåäåëÿíå íà ñåêðåòíè äàííè
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(threshold schemes) è äðóãè. Â òîçè ïàðàãðàô ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà ïðèëî-
æåíèåòî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â êîäîâåòå çà àâòåíòè÷íîñò è óíèâåðñàëíèòå õåø
ôóíêöèè.

Ïúðâèÿò ïðèìåð, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå, å ïóáëè÷åí êîä çà àâòåíòè÷íîñò. Êîäî-
âåòå çà àâòåíòè÷íîñò ñà âúâåäåíè çà ïðúâ ïúò ïðåç 1974ã. îò Ãèëáåðò, ÌàêÓèëÿìñ è
Ñëîåí [11]. Â îáè÷àéíèÿ ìîäåë èìà òðèìà ó÷àñòíèöè: Àëèñ, Áîá è ïðîòèâíèê (Îñ-
êàð). Àëèñ èñêà äà ðàçìåíè èíôîðìàöèÿ ñ Áîá, èçïîëçâàéêè ïóáëè÷åí êàíàë. Öåëòà
íà àóòîðèçàöèÿòà å äà ñå çàïàçè öÿëîñòòà íà ïðåäàäåíàòà èíôîðìàöèÿ. Êîãàòî Áîá
ïîëó÷è ñúîáùåíèå, òîé èñêà äà å ñèãóðåí, ÷å ñúîáùåíèåòî å íàèñòèíà îò Àëèñ è íå
å ïîäïðàâåíî. Îò äðóãà ñòðàíà Îñêàð èìà ñïîñîáíîñòòà äà àòàêóâà êàíàëà êàòî ïðà-
ùà ñúîáùåíèÿ èëè ïðîìåíÿ ñúùåñòâóâàùè ñúîáùåíèÿ. Çà ïî-ôîðìàëíî îïèñàíèå,
âúâåæäàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ 4.1.1. Ïóáëè÷åí êîä çà àâòåíòè÷íîñò íàðè÷àìå íàðåäåíàòà ÷åòâîðêà
(S,A,K, E), òàêàâà ÷å

1. S å êðàéíî ìíîæåñòâî îò âõîäÿùè ñúîáùåíèÿ (source states) è íåêà |S| = k.

2. A å êðàéíî ìíîæåñòâî îò l óäîñòîâåðåíèÿ (authenticators).

3. K å êðàéíî ìíîæåñòâî îò êëþ÷îâå.

4. Çà âñåêè êëþ÷ K ∈ K ñúùåñòâóâà ïðàâèëî çà âåðèôèêàöèÿ (authentication rule)
eK ∈ E , eK : S → A.

Àëèñ è Áîá ñëåäâàò ñëåäíèòå ïðàâèëà. Ïúðâî, çàåäíî èçáèðàò òàåí êëþ÷ K ∈
K. Ïî-êúñíî Àëèñ èñêà äà èçïðàòè íÿêîå âõîäÿùî ñúîáùåíèå s ∈ S äî Áîá. Àëèñ
èçïîëçâà ïðàâèëîòî çà âåðèôèêàöèÿ eK , çà äà ñúçäàäå óäîñòîâåðåíèåòî a = eK(s) è
èçïðàùà ñúîáùåíèå m = (s, a) ïî êàíàëà äî Áîá. Êîãàòî Áîá ïîëó÷è ñúîáùåíèåòî
m, ïðîâåðÿâà äàëè a = eK(s), è àêî å òàêà, ïðèåìà, ÷å Àëèñ å èçïðàòèëà âõîäÿùîòî
ñúîáùåíèå s. Òúé êàòî âñÿêî ïðàâèëî çà âåðèôèêàöèÿ å ôóíêöèÿ îò S êúì A, òî
ìîæåì äà ïðåäñòàâèì êîäà çà àâòåíòè÷íîñò ñ åäíà |E|×|S| ìàòðèöà, â êîÿòî ðåäîâåòå
ñà èíäåêñèðàíè îò âåðèôèöèðàùèòå ïðàâèëà, à ñòúëáîâåòå ñà âõîäÿùèòå ñúîáùåíèÿ.
Òàêà äàäåí åëåìåíò íà ðåä e è ñòúëá s å e(s). Ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà íàðè÷àìå ìàòðèöà
íà èñòèííîñò.

Êîãàòî Îñêàð ðåøè äà àòàêóâà ñúîáùåíèåòî íà Àëèñ, òîé èçïàùà ñâîå ñúîá-
ùåíèå èëè ïðàâè ïðîìÿíà â èçïðàòåíîòî îò Àëèñ ñúîáùåíèå. Èçïðàòåíîòî îò Îñêàð
ñúîáùåíèå å íÿêîå m′ = (s′, a′), êîåòî äîñòèãà äî Áîá. Áîá ùå ñå çàáëóäè, ÷å òîâà å
îðèãèíàëíîòî ñúîáùåíèå îò Àëèñ åäèíñòâåíî êîãàòî Îñêàð (áåç äà çíàå ïðàâèëîòî
çà âåðèôèêàöèÿ e) å óñïÿë äà óäîâëåòâîðè óñëîâèåòî a′ = e(s′).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñúùåñòâóâà âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó S, êîåòî ñå
çíàå îò âñè÷êè ó÷àñòíèöè. Èçïîëçâàéêè ãî, Àëèñ è Áîá ùå èçáåðàò âåðîÿòíîñòíî ðàç-
ïðåäåëåíèå çà E , êîåòî ùå íàðè÷àìå ñòðàòåãèÿ çà èñòèííîñò (authentication strategy).
Ñëåä êàòî èçáåðàò ñâîÿòà ñòðàòåãèÿ, òå ìîãàò äà ïðåñìåòíàò âåðîÿòíîñòèòå çà èçìà-
ìà Pd0 è Pd1 , ñúîòâåòíè íà Îñêàð äà å çàáëóäèë Áîá ïîñðåäñòâîì ñâîå ñúîáùåíèå èëè
ïîñðåäñòâîì ïðîìÿíà íà ÷àñò îò èçïðàòåíîòî îò Àëèñ äî Áîá ñúîáùåíèå.
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Íå å òðóäíî äà ñå ïîêàæå, ÷å Pd0 ≥ 1/|A| è Pd1 ≥ 1/|A| (âæ. [21], [24]). Íà-
øàòà îñíîâíà öåë å äà ìèíèìèçèðàìå âåðîÿòíîñòèòå çà èçìàìà, êàêòî è áðîÿ íà
ïðàâèëàòà çà âåðèôèêàöèÿ, òúé êàòî òîâà îïðåäåëÿ êîëè÷åñòâîòî èíôîðìàöèÿ, êî-
åòî Àëèñ è Áîá ìîãàò äà ñè ïðåäàâàò ïî ñèãóðåí íà÷èí ïðåäè äà èçïîëçâàò êîäîâå
çà àâòåíòè÷íîñò. Îñíîâíàòà âðúçêàòà ìåæäó ïóáëè÷íèòå êîäîâå çà àâòåíòè÷íîñò è
îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè å ïðåäñòàâåíà â ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.2. [22] Íåêà ñà äàäåíè ïóáëè÷åí êîä çà àâòåíòè÷íîñò ñ k âõîäÿùè
ñúîáùåíèÿ è l óäîñòîâåðåíèÿ, êàòî âåðîÿòíîñòèòå çà èçìàìà ñà ñúîòâåòíî Pd0 =
Pd1 = 1/l. Òîãàâà

1. |E| ≥ l2 êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ìàòðèöàòà
íà èñòèííîñò å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2− (k, l2, l) è èíäåêñ λ = 1.

2. |E| > k(l − 1)1 êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ìàò-
ðèöàòà íà èñòèííîñò å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2− (k, λl2, l), êúäåòî

λ =
k(l − 1) + 1

l2
.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â ãîðíèòå ñëó÷àè ïðàâèëàòà çà âåðèôèêàöèÿ ñà èçïîëçâàíè ñ
åäíàêâà âåðîÿòíîñò.

Äðóãà óïîòðåáà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â êðèïòîãðàôèÿòà å ñúçäàâàíåòî íà
äîáðè õåø ôóíêöèè [12]. Íåêà A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà, çà êîèòî ìîùíîñòòà íà A
å ïî-ãîëÿìà îò òàçè íà B. Âñÿêà ôóíêöèÿ h : A→ B ñå íàðè÷à õåø ôóíêöèÿ. Êîãàòî
íà åäèí åëåìåíò îò B ñà ñúïîñòàâåíè ïîâå÷å îò åäèí åëåìåíòà íà A, êàçâàìå, ÷å å
íàñòúïèëà êîëèçèÿ. Ðàçãëåæäàò ñå õåø ôóíêöèè, ïðè êîèòî áðîÿò íà êîëèçèèòå å
ìèíèìàëåí.

Äåôèíèöèÿ 4.1.3. Ôàìèëèÿ îò õåø ôóíêöèè H = {h : A→ B} ñå íàðè÷à óíèâåð-
ñàëíà, àêî çà âñåêè äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà x 6= y ∈ A, âåðîÿòíîñòòà

P (h(x) = h(y)) ≤ 1

|B|
,

ò.å. âåðîÿòíîñòòà çà êîëèçèè å íå ïîâå÷å îò 1/|B|.

Äåôèíèöèÿ 4.1.4. Åäíà êðàéíà ôàìèëèÿ îò õåø ôóíêöèè H = {h : A → B} ùå
íàðè÷àìå ñèëíî óíèâåðñàëíà îò âòîðè ðîä (strongly − universal2) è ùå îçíà÷àâàìå
ñ SU2, àêî çà âñåêè äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà x1 6= x2 ∈ A è çà âñåêè äâà åëåìåíòà
y1, y2 ∈ B å â ñèëà

|{h ∈ H|h(x1) = y1, h(x2) = y2}| =
|H|
|B|2

.

Çà ïðàêòè÷åñêè èçñëåäâàíèÿ å âàæíî ôàìèëèÿòà äà áúäå ñ ìàëêî åëåìåíòè.
Òîâà ñå íàëàãà ïîðàäè íåîáõîäèìîñòòà îò log2|H| áèòà çà îïðåäåëÿíå íà äàäåíà õåø
ôóíêöèÿ îò ôàìèëèÿòà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å SU2 õåø ôóíêöèèòå ñà åêâèâàëåíòíè
ñ îðòîãîíàëíè ìàñèâè.
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Òåîðåìà 4.1.5. [23] Àêî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2 − (n,M, q)
è èíäåêñ λ, òîãàâà ñúùåñòâóâà è SU2 ôàìèëèÿ H îò õåø ôóíêöèè îò A êúì B,
êúäåòî |A| = n, |B| = q è |H| = λq2. Îáðàòíî, àêî ñúùåñòâóâà SU2 ôàìèëèÿ H
îò õåø ôóíêöèè îò A êúì B, òî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ 2− (|A|,M, |B|) ñ
èíäåêñ λ = |H|/|B|2.

4.2 Âðúçêè ìåæäó îðòîãîíàëíè ìàñèâè è êîäîâå

Âðúçêàòà ìåæäó îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè è êîäîâåòå íàé-ñèëíî ñå èëþñòðèðà îò
ôàêòà, ÷å êîäîâèòå äóìè íà äàäåí êîä ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåäàíè êàòî ðåäîâå íà íÿ-
êîé îðòîãîíàëåí ìàñèâ è îáðàòíî. Îñíîâíî ïðåäèìñòâî äà ñðàâíÿâàìå äâàòà îáåêòà
å, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò ãðàíèöèòå, êîèòî ñà â ñèëà çà îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ñà ñëåäñòâèå
îò èçñëåäâàíåòî íà êîäîâåòå. Òàêàâà å íàïðèìåð ãðàíèöàòà íà Äåëñàðò çà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå [7], êîÿòî å íå ïî-ñëàáà îò íåðàâåíñòâîòî íà Ðàî, äîðè â îáùèÿ ñëó÷àé
ïîñòèãà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè. Òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî è òåîðèÿòà íà îðòîãîíàëíèòå ìà-
ñèâè èñòîðè÷åñêè ïîãëåäíàòî çàïî÷âàò ñðàâíèòåëíî ïî åäíî è ñúùî âðåìå. Ñ êîäîâå
ñà ñå çàíèìàâàëè äîñòà ïîâå÷å ó÷åíè è íÿêîè äîáðå èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà êîäîâå
÷åñòî ñå ïðåíàñÿò âúðõó îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çà êîíñòðóèðàíå íà ðåäèöè îò îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè. Â òàçè ãëàâà îòíîâî ùå ñå âúðíåì êúì äåôèíèöèÿòà íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ â îáùèÿ ñëó÷àé, ò.å. ðàáîòèì ñ ìàñèâè íàä íÿêàêâà àçáóêà Q = {0, 1, . . . , q−1}
ñ q åëåìåíòà.

Íà âñåêè τ − (n,M, q) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ìîæå äà ñúïîñòàâèì êîä, êîéòî ñå
ôîðìèðà îò íåãîâèòå ðåäîâå. Òîâà ùå áúäå (n,M, d)q êîä çà íÿêîå ìèíèìàëíî ðàçñ-
òîÿíèå d. Îáðàòíî, íà âñåêè åäèí (n,M, d)q êîä àñîöèèðàìå M × n ìàòðèöà, ÷èèòî
ðåäîâå ïðåäñòàâëÿâàò êîäîâèòå äóìè. Òîãàâà çà íÿêîå τ ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà ùå ñå
ïðåâúðíå â τ − (n,M, q) îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Çà äà ñå íàïðàâè ñúïîñòàâêà ìåæäó îðòîãîíàëíè ìàñèâè è ëèíåéíè êîäîâå, ñå
âúâåæäà è äåôèíèöèÿòà çà ëèíååí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Äåôèíèöèÿ 4.2.1. Íåêà q å ïðîñòî ÷èñëî. Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè
τ − (n,M, q) è ñ åëåìåíòè îò ïîëåòî GF (q) (ñ q åëåìåíòà) ñå íàðè÷à ëèíååí, àêî
ðåäîâåòå ìó ñà íåïîâòàðÿùè ñå è ðàçãëåæäàéêè ãè êàòî åëåìåíòè íà (GF (q))n,
âñè÷êèòå M ðåäà ôîðìèðàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä GF (q). Ñ äðóãè äóìè çà
âñåêè äâà ðåäà R1 è R2 íà ìàñèâà C, åëåìåíòúò c1R1 + c2R2 ñúùî å ðåä îò ìàñèâà
çà ïðîèçâîëíè åëåìåíòè c1 è c2 îò ïîëåòî.

Òúé êàòî ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà åäèí ëèíååí τ − (n,M, q) îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä GF (q), å ÿñíî, ÷å M òðÿáâà äà áúäå qk

çà íÿêîå íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî k. ×èñëîòî k ñå íàðè÷à ðàçìåðíîñò íà îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ.
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Ñëåäâàùèòå 2 îñíîâíè ñâîéñòâà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ åëåìåíòè îò ïîëåòî
GF (q), ùå èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê, çà äà ïîêàæåì âðúçêàòà ìåæäó ïàðàìåòðèòå íà
äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ è ëèíåéíèòå êîäîâå.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåêà C å îðòîãîíàëåí τ − (n,M, q) ìàñèâ ñ åëåìåíòè îò GF (q).
Òîãàâà âñåêè τ ñòúëáà íà C ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä GF (q).

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà C1, C2, . . . , Cτ ñà τ ñòúëáà íà C. Äîïóñêàìå ÷å ñà ëèíåéíî çàâèñèìè íàä
ïîëåòî ñ q åëåìåíòà, ò.å.

α1C1 + α2C2 + · · ·+ ατCτ = 0.

çà íÿêîè åëåìåíòè α1, α2, . . . , ατ ∈ GF (q). Îò äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëåí ìàñèâ
âñÿêà íàðåäåíà τ -îðêà ñå ñðåùà âúâ âñåêè M × τ ïîäìàñèâ íà C. Èçïîëçâàéêè ïîñ-
ëåäîâàòåëíî τ -îðêèòå (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), (0, 0, . . . , 0, 1), ñëåäâà, ÷å α1 = α2 =
· · · = ατ = 0, ò.å. êîè äà å τ ñòúëáà íà C ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä GF (q). 2

Òåîðåìà 4.2.3. Íåêà C åM×n ìàòðèöà, ÷èèòî ðåäîâå îáðàçóâàò ëèíåéíî ïîäïðîñ-
òðàíñòâî íà (GF (q))n. Àêî âñåêè τ ñòúëáà íà C ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä GF (q),
òîãàâà C e τ − (n,M, q) îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà M = qk çà íÿêîå íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî k. Íåêà G å ïîðàæäàùàòà íà
C ìàòðèöà ñ ðàçìåðè (k×n). C ñå ñúñòîè îò âñè÷êè n-îðêè ξG, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξi ∈
GF (q). Íåêà äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè τ ñòúëáà íà C è íåêà G1 äà áúäå ñúîòâåòíàòà
k×τ ïîäìàòðèöà íà G. Òîãàâà ñòúëáîâåòå íà G1 ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Áðîÿò ïúòè,
êîèòî τ -îðêàòà z ñå ñðåùà êàòî ðåä â òåçè τ ñòúëáà, å ðàâåí íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå
ξ, çà êîèòî å èçïúëíåíî

ξG1 = z.

Òúé êàòî G1 èìà ðàíã τ , òî òîçè áðîé å òî÷íî qk−τ çà âñÿêî z. Ñëåäîâàòåëíî C å
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà τ . 2

Îò äåôèíèöèèòå íà ëèíååí êîä è ëèíååí îðòîãîíàëåí ìàñèâ å â ñèëà ñëåäíàòà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.4. Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ñúïîñòàâåí íà äàäåí êîä, å ëèíååí òî÷íî
êîãàòî ñàìèÿò êîä å ëèíååí.

Äðóã îñíîâåí ôàêò íè äàâà âúçìîæíîñòòà äà îïðåäåëÿìå ñèëàòà íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ, ïîëó÷åí îò äàäåí êîä.

Òåîðåìà 4.2.5. Àêî C å [n,M, d]q ëèíååí êîä íàä GF (q) ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d⊥

íà äóàëíèÿ êîä, òîãàâà êîäîâèòå äóìè íà C îáðàçóâàò îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðà-
ìåòðè d⊥− (n,M, q) íàä GF (q). Îáðàòíî, îò ðåäîâåòå íà ëèíååí τ − (n,M, q) îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ íàä GF (q) ñå ïîëó÷àâà ëèíååí êîä íàä GF (q) ñ ïàðàìåòðè [n,M, d]q
è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ êîä d⊥ ≥ τ + 1. Àêî ñèëàòà íà ìàñèâà å òî÷íî
τ , íî íå å τ + 1, òî òîãàâà è ðàçñòîÿíèåòî íà äóàëíèÿ êîä å òî÷íî τ + 1.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà C å [n,M, d]q ëèíååí êîä íàä GF (q) ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d⊥ íà äóàëíèÿ
ñè êîä. Íåêà A å ìàñèâúò, ñúñòîÿù ñå îò êîäîâèòå äóìè íà C êàòî ðåäîâå. Âñåêè d⊥−1
ñòúëáà íà A òðÿáâà äà áúäàò ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä GF (q). Äà äîïóñíåì ïðîòèâíî-
òî, ò.å. ÷å íÿêîè d⊥−1 ñòúëáà íà A ñà ëèíåéíî çàâèñèìè íàä GF (q). Áåç îãðàíè÷åíèå
íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òîâà ñà ïúðâèòå d⊥− 1 ñòúëáà íà A, êîèòî îçíà-
÷àâàìå ñ A1, A2, . . . , Ad⊥−1. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò åëåìåíòè α1, α2, . . . , αd⊥−1 ∈ GF (q),
òàêèâà ÷å α1A1 + α2A2, . . . , αd⊥−1Ad⊥−1 = 0. Äà îòáåëåæèì, ÷å óìíîæåíèåòî íà n-
îðêàòà (α1, α2, . . . , αd⊥−1, 0, 0, . . . , 0) ñ êîÿ äà å êîäîâà äóìà å ðàâíî íà íóëà, ñ äðóãè
äóìè òÿ ïðèíàäëåæè íà äóàëíèÿ êîä. Ïðè òîâà òàçè n-îðêà å äóìà ñ òåãëî ïî-ìàëêî
îò d⊥, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ äåôèíèöèÿòà íà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå. Îò Òåîðåìà
4.2.3 ñëåäâà, ÷å A å îðòîãîíàëåí (d⊥ − 1)− (n,M, q) ìàñèâ.

Îáðàòíî, íåêà A å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M, q). Îò Òåîðåìà
4.2.2 çíàåì, ÷å âñåêè τ ñòúëáà íà ìàòðèöàòà A ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè íàä GF (q).
Ñëåäîâàòåëíî â A⊥ íå ìîæå äà èìà äóìà ñ òåãëî ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà τ . Àêî
ñèëàòà íà ìàñèâà å òî÷íî τ , òî íÿêîè íåãîâè τ + 1 ñòúëáà ñà ëèíåéíî çàâèñèìè íàä
GF (q), ñëåäîâàòåëíî â äóàëíèÿ êîä èìà äóìà ñ òåãëî τ + 1, ò.å. d⊥ = τ + 1. 2

Çàáåëåæêà 4.2.6. Áëàãîäàðåíèå íà ðåçóëòàòèòå íà Äåëñàðò [7, 8, 9] â ãîðíàòà òå-
îðåìà ìîæå äà èçïóñíåì ëèíåéíîñòòà, êîåòî ÿ ïðåâðúùà â îñíîâíà âðúçêà ìåæäó
êîäîâåòå è îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè.

4.3 Îðòîãîíàëíè ìàñèâè è äðóãè àëãåáðè÷íè ñòðóê-

òóðè

Ðàçíîñòíèòå ñõåìè ñà ñúùî åäèí ìîùåí ñïîñîá çà êîíñòðóèðàíå íà îðòîãîíàëíè
ìàñèâè. Ïîëó÷åíèòå ìàñèâè ñà ñúñ ñèëà 2.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå îçíà÷àâàìå ñ (G,+) èëè ïðîñòî G êðàéíà àáåëåâà àäèòèâíà
ãðóïà ñ q åëåìåíòà. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè òîâà ùå áúäå àäèòèâíàòà ãðóïà íà ïîëåòî
GF (q).

Äåôèíèöèÿ 4.3.1. Íåêà D å r× c ìàòðèöà ñ åëåìåíòè îò G. D ñå íàðè÷à ðàçíîñ-
òíà ñõåìà, îñíîâàíà íà (G,+), àêî ïðèòåæàâà ñëåäíîòî ñâîéñòâî: çà âñÿêî i è j,
1 ≤ i, j ≤ c, i 6= j ðàçëèêàòà (êàòî âåêòîðè) ìåæäó i-òèÿ è j-òèÿ ñòúëá ñúäúðæà
âñåêè åëåìåíò íà G ñ åäíàêâà ÷åñòîòà.

Îò äåôèíèöèÿòà å ÿñíî, ÷å q òðÿáâà äà äåëè r. Íåêà r = λq, êúäåòî λ å áðîÿò íà
ïîâòîðåíèÿòà íà åëåìåíòèòå íà ãðóïàòà G, ó÷àñòâàùè â ðàçëèêàòà ìåæäó äâå êîëîíè.
Ùå îçíà÷àâàìå ðàçíîñòíàòà ñõåìà ñ D(r, c, q).

Ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè ïðèìåðè çà ðàçíîñòíè ñõåìè.



4.3. Îðòîãîíàëíè ìàñèâè è äðóãè àëãåáðè÷íè ñòðóêòóðè 51

1. Âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (n,M, q) ïðè τ ≥ 2 ìîæå äà ñå ðàçã-
ëåæäà êàòî ðàçíîñòíî ìíîæåñòâî D(M,n, q).

2. Àêî èìàìå äâå ðàçíîñòíè ñõåìè D1(r1, c, q) è D2(r2, c, q), òî êàòî äîáàâèì ðåäî-
âåòå íà åäíàòà ìàòðèöà êúì ðåäîâåòå íà äðóãàòà, ùå ïîëó÷èì íîâî ðàçíîñòíî
ìíîæåñòâî D(r1 + r2, c, q).

3. Íåêà G å àäèòèâíàòà ãðóïà íà ïîëåòî GF (q), ÷èèòî åëåìåíòè ùå îçíà÷àâàìå ñ
g0, g1, . . . , gq−1. Íåêà D å òàáëèöàòà íà óìíîæåíèåòî íà åëåìåíòèòå íà ïîëåòî.
Òîãàâà D å ðàçíîñòíà ñõåìà ñ ïàðàìåòðè D(q, q, q). Âñúùíîñò ðàçëèêàòà ìåæäó
âñåêè äâå êîëîíè íà D èìà âèäà

αg0
αg1

...
αgq−1

−


βg0
βg1

...
βgq−1

 = (α− β)


g0
g1
...

gq−1

 ,

êúäåòî α è β ñà ðàçëè÷íè åëåìåíòè îò ïîëåòî. Òîãàâà åëåìåíòèòå (α− β)gi, i =
0, 1, . . . , q − 1 ïðîáÿãâàò öÿëàòà ãðóïà, ò.å. âñåêè åëåìåíò íà ãðóïàòà ñå ñðåùà
òî÷íî âåäíúæ.

4. Íåêà D å ðàçíîñòíà ñõåìà íàä G = {g0, g1, . . . , gq−1}. Ñ Di îçíà÷àâàìå ìàñèâà,
ïîëó÷åí îò D ÷ðåç äîáàâÿíå íà gi êúì âñåêè åëåìåíò íà ðàçíîñòíàòà ñõåìà.
Òàêà ïîëó÷àâàìå Di ðàçíîñòíà ñõåìà ñ ïàðàìåòðè êàòî òåçè íà D.

Ëåñíî ìîæå äà ïðåâúðíåì åäíà ðàçíîñòíà ñõåìà â îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Çà öåëòà
ùå ðàç÷èòàìå íà êîíñòðóêöèÿòà îò Ïðèìåð 4. çà ðàçíîñòíè ñõåìè.

Òâúðäåíèå 4.3.2. Íåêà D å ðàçíîñòíà ñõåìà D(r, c, q). Òîãàâà

A =


D0

D1
...

Dq−1


å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2− (c, rq, qs).

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà âçåìåì äâà ðàçëè÷íè ñòúëáà íà ìàòðèöàòà A è ãè îçíà÷èì ñ F1 6= F2. Íåêà
g è g′ ñà äâà åëåìåíòà íà ãðóïàòà G, íå çàäúëæèòåëíî ðàçëè÷íè. Òðÿáâà äà ïîêàæåì,
÷å áðîÿò íà ñðåùàíèÿòà íà g â F1 å ðàâåí íà ñðåùàíèÿòà íà g′ â F2 è òîçè áðîé å
òî÷íî rs/s2 = λ, (âæ. Äåôèíèöèÿ 4.3.1).

Îçíà÷àâàìå ñ C1 è C2 ñòúëáîâå íà D, ñúîòâåòñòâàùè íà F1 è F2. Çíàåì, ÷å â
C1 −C2 òî÷íî λ ïúòè ñå ñðåùà åëåìåíòà g− g′. Çà âñÿêî òàêîâà ñðåùàíå ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåí ðåä â òî÷íî åäíî Di, çà êîåòî F1 èìà åëåìåíòà g, à F2 ñúäúðæà åëåìåíòà
g′. Òîãàâà îò åäèíñòâåíîñòòà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ðåäîâå ñ g íà F1 è g

′ íà F2 ñà
òî÷íî λ ðåäà íà ìàòðèöàòà A, êîåòî òðÿáâàøå äà ïîêàæåì. 2
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Äà ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð êàê òî÷íî ñå èçïîëçâà êîíñòðóêöèÿòà îò Òâúðäåíèå
4.3.2. Íåêà D e ðàçíîñòíà ñõåìà ñ ïàðàìåòðè D(3, 3, 3), íàïðèìåð

D =

 0 0 0
0 1 2
0 2 1


Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

D0 = D + 0 =

 0 0 0
0 1 2
0 2 1

 , D1 = D + 1 =

 1 1 1
1 2 0
1 0 2

 , D2 = D + 2 =

 2 2 2
2 0 1
2 1 0

 ,

à îò Òâúðäåíèå 4.3.2 êîíñòðóèðàìå îðòîãîíàëåí ìàñèâ A ñ ïàðàìåòðè 2− (3, 9, 3).

A =



0 0 0
0 1 2
0 2 1
1 1 1
1 2 0
1 0 2
2 2 2
2 0 1
2 1 0


.

Ðàçíîñòíè ñõåìèD(r, c, q), ïðè êîèòî r = c, ñå íàðè÷àò ãåíåðàëèçèðàíè ìàòðèöè
íà Àäàìàð îò ðåä r íàä (G,+). Â ÷àñòíîñò, ìàòðèöèòå íà Àäàìàð ñà ðàçíîñòíè ñõåìè
ñ ïàðàìåòðè D(r, r, 2).

Äà íàïîìíèì, ÷å ìàòðèöà íà Àäàìàð îò ðåä n å êâàäðàòíà n × n ìàòðèöà Hn

íàä ìíîæåñòâîòî {−1,+1}, ÷èèòî ðåäîâå ñà îðòîãîíàëíè, ò.å. HnH
T
n = nEn.

Ìàòðèöèòå íà Àäàìàð ñà íàé-âàæíèÿò ïðèìåð íà ðàçíîñòíè ñõåìè íàä ìíî-
æåñòâî 2 åëåìåíòà. Òå ñà èçñëåäâàíè îáñòîéíî è ñå èçïîëçâàò çà êîíñòðóèðàíå íà
ðàçëè÷íè êîäîâå, îðòîãîíàëíè ìàñèâè è äðóãè. Îñâåí òîâà ñà èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíè
ïðè ñòàòèñòè÷åñêè èçñëåäâàíèÿ.

Àêî Hn å ìàòðèöà íà Àäàìàð, òîãàâà âñÿêà ìàòðèöà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ïðè
ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå èëè ñòúëáîâå è ïðè ñìÿíà íà çíàêà â íÿêîé ðåä èëè ñòúëá,
ñúùî å ìàòðèöà íà Àäàìàð. Òàêèâà ìàòðèöè ñå íàðè÷àò åêâèâàëåíòíè íà Hn. Ñ
òàêèâà òðàíñôîðìàöèè âèíàãè ìîæå äà ñè îñèãóðèì ïúðâèÿò ðåä è ïúðâèÿò ñòúëá
íà Hn äà çàïî÷âàò ñ +1 è êàçâàìå, ÷å Hn å â íîðìàëèçèðàí âèä.

Ëåìà 4.3.3. Íåêà Hn å íîðìàëèçèðàíà ìàòðèöà íà Àäàìàð îò ðåä n, n > 2. Íåêà
u = (u1, u2, . . . , un) è v = (v1, v2, . . . , vn) ñà äâà ðåäà îò ìàòðèöàòà Hn, ðàçëè÷íè îò
ïúðâèÿ. Òîãàâà

(à) n/2 êîîðäèíàòè íà u ñà +1 è n/2 êîîðäèíàòè ñà -1.
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(á) èìà n/4 êîîðäèíàòè ui = vi = +1 è n/4 êîîðäèíàòè ui = +1, vi = −1, n/4
êîîðäèíàòè ui = vi = −1 è n/4 êîîðäèíàòè ui = −1, vi = +1.

(â) Çà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà Hn ñ èçêëþ÷åíèå íà ïúðâèÿ ìîãàò äà ñå èçêà-
æàò àíàëîãè÷íè íà (à) è (á) òâúðäåíèÿ.

Òâúðäåíèå 4.3.4. Àêî ìàòðèöà íà Àäàìàð îò ðåä n ñúùåñòâóâà, òî n å 1, 2 èëè
ñå äåëè íà 4.

Åäíà îò âðúçêèòå ìåæäó ìàòðèöèòå íà Àäàìàð è îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè å ïðåä-
ñòàâåíà â ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.5. Îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè 2− (4λ− 1, 4λ, 2) è 3− (4λ, 8λ, 2)
ñúùåñòâóâàò òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà ìàòðèöà íà Àäàìàð îò ðåä 4λ.

Äîêàçàòåëñòâî:

Îò Òåîðåìà 1.2.4 çíàåì, ÷å åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 2−(4λ−1, 4λ, 2)
ñúùåñòâóâà òî÷íî êîãàòî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè 3− (4λ, 8λ, 2).

Íåêà H4λ å íîðìàëèçèðàíà ìàòðèöà íà Àäàìàð. Îò Ëåìà 4.3.3 å ÿñíî, ÷å ïðè
ïðåìàõâàíå íà ïúðâèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà H4λ, ïîëó÷àâàìå òî÷íî îðòîãîíàëåí ìàñèâ
ñ ïàðàìåòðè 2− (4λ− 1, 4λ, 2).

Îáðàòíî, íåêà C îðòîãîíàëåí 2− (4λ− 1, 4λ, 2) ìàñèâ íàä ìíîæåñòâîòî {−1, 1}.
Îò Äåôèíèöèÿ 1.2.1 íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñëåäâà, ÷å ñëåä äîáàâÿíå íà ñòúëá ñ +1 â
ìàòðèöàòà C, íîâîïîëó÷åíàòà ìàòðèöà îòãîâàðÿ íà óñëîâèÿòà îò Ëåìà 4.3.3, ñëåäî-
âàòåëíî å ìàòðèöà íà Àäàìàð îò ðåä 4λ. 2

4.4 Îðòîãîíàëíè ìàñèâè è óïîòðåáàòà èì â ñòàòèñ-

òèêàòà

Ðàî âúâåæäà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çàðàäè òåõíèòå ñòàòèñòè÷åñêè ñâîéñòâà,
íàáëþäàâàíè ïðè ÷àñòè÷íè ôàêòîðíè åêñïåðèìåíòè. Â òîçè ïàðàãðàô ùå ñïîìåíåì
íÿêîè îñíîâíè ïðèëîæåíèÿ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè êàòî ãè ðàçãëåæäàìå êàòî ñòà-
òèñòè÷åñêè îáåêòè. Ïîä îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå ðàçáèðàìå ñëåäíîòî ïî-îáùî ïîíÿòèå.

Äåôèíèöèÿ 4.4.1. Îáîáùåíè (mixed) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (qn1
1 qn2

2

. . . qnνν , M) íàðè÷àìå ìàòðèöà M × n, êúäåòî n = n1 + n2 + · · ·+ nν êàòî ïúðâèòå
n1 ñòúëáà ñà íàä àçáóêàòà {0, 1, . . . , q1−1}, ñëåäâàùèòå n2 ñòúëáà ñà ñ åëåìåíòè îò
{0, 1, . . . , q2 − 1} è òàêà íàòàòúê, ñúñ ñâîéñòâîòî ÷å âúâ âñÿêà M × τ ïîäìàòðèöà
âñÿêà τ -îðêà ñå ñðåùà åäíàêúâ áðîé ïúòè.

Íåðàâåíñòâîòî íà Ðàî çà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ëåñíî ìîæå äà áúäå ïðåíåñåíî è
âúðõó îáîáùåíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî:

Im(ν) = {(i1, i2, . . . , iν) | i1 ≥ 0, . . . , iν ≥ 0,
ν∑
k=1

ik = m},
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êúäåòî m ≥ 0 è ν ≥ 1 ñà öåëè ÷èñëà.

Òåîðåìà 4.4.2. (Íåðàâåíñòâî íà Ðàî) Íåêà C å (îáîáùåí) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ
ïàðàìåòðè τ−(qn1

1 q
n2
2 . . . qnνν ,M). Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì,

÷å q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qν. Òîãàâà çà ïàðàìåòðèòå íà ìàñèâà C ñà â ñèëà ñëåäíèòå
íåðàâåíñòâà:

(à) àêî τ = 2u, òî

M ≥
u∑

m=0

∑
Im(ν)

(
n1

i1

)(
n2

i2

)
. . .

(
nν
iν

)
(q1 − 1)i1(q2 − 1)i2 . . . (qν − 1)iν .

(á) àêî τ = 2u+ 1, òî

M ≥
u∑

m=0

∑
Im(ν)

(
n1

i1

)(
n2

i2

)
. . .

(
nν
iν

)
(q1 − 1)i1(q2 − 1)i2 . . . (qν − 1)iν+

∑
Iu(ν)

(
n1

i1

)
. . .

(
nν−1
iν−1

)(
nν − 1

iν

)
(q1 − 1)i1(q2 − 1)i2 . . . (qν−1 − 1)iν−1(qν − 1)iν+1.

Äà ñå âúðíåì îòíîâî êúì ñòàòèñòè÷åñêèòå íàáëþäåíèÿ. Ôàêòîðíè åêñïåðèìåí-
òè îáèêíîâåíî èçó÷àâàò êàê ïðîìÿíàòà â íèâàòà íà ðàçëè÷íèòå ôàêòîðè âëèÿÿò
âúðõó êðàéíèÿ ðåçóëòàò. Ôàêòîðèòå îáèêíîâåíî ñå ðàçäåëÿò íà äâà îñíîâíè âèäà:
êà÷åñòâåíè è êîëè÷åñòâåíè. Êîëè÷åñòâåí ôàêòîð å íàïðèìåð òåìïåðàòóðàòà, ïðè êî-
ÿòî ïðîòè÷à äàäåíà õèìè÷íà ðåàêöèÿ, äîêàòî ïðèìåð çà êà÷åñòâåí ôàêòîð å òèïúò
êàòàëèçàòîð, èçïîëçâàí â ñúîòâåòíàòà õèìè÷íà ðåàêöèÿ.

Âñåêè îò ôàêòîðèòå, êîéòî ñå èäåíòèôèöèðà ñ ïîâå÷å îò äâå ñòîéíîñòè, ñå íàá-
ëþäàâà â åêñïåðèìåíòà. Èçáîðúò íà âúçìîæíè ñòîéíîñòè ïðè êîëè÷åñòâåíèòå ôàê-
òîðè å äàëå÷ ïî-ëåñåí îò òîçè ïðè êà÷åñòâåíèòå. Åäíî îò íàé-âàæíèòå íåùà å äà ñå
îïðåäåëè îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ìèíèìàëíàòà ïðîìÿíà â íèâàòà, ïðè êîÿòî ùå ñå
ïðîìåíè êðàéíèÿò ðåçóëòàò.

Ñëåä êàòî ñà èçáðàíè ôàêòîðèòå è íèâàòà, ñå ñúñòàâÿò âñè÷êè òåõíè âúçìîæ-
íè êîìáèíàöèè. Ïðè ïúëåí ôàêòîðåí åêñïåðèìåíò ñå ïðàâÿò èçñëåäâàíèÿ íà âñÿêà
òàêàâà âúçìîæíà êîìáèíàöèÿ îò ñòîéíîñòè. ×åñòî îáà÷å âñè÷êè âúçìîæíîñòè ñà íå-
îáîçðèìî ìíîãî. Â òîçè ñëó÷àé ñå ïðàâè ïîäáîð íà êîìáèíàöèèòå è ñå ïîëó÷àâà òàêà
íàðå÷åíèÿò ÷àñòè÷åí ôàêòîðåí åêñïåðèìåíò. Ïðè òåçè íàáëþäåíèÿ îðòîãîíàëíèòå
ìàñèâè èãðàÿò âàæíà ðîëÿ.

Íåêà îçíà÷èì ñ A1, A2, . . . , An ôàêòîðèòå, êîèòî ùå áúäàò âêëþ÷åíè â ðàçã-
ëåæäàíèÿ åêñïåðèìåíò. Âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè çà äàäåí ôàêòîð Ai ùå îçíà÷àâàìå
ñúîòâåòíî ñ qi, i = 1, 2, . . . , n. Çà óäîáñòâî ùå êîäèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ñúîòâåòíèÿ
ôàêòîð ñ 0, 1, . . . , qi − 1, à êîìáèíàöèèòå íà íèâàòà ùå áåëåæèì êàòî íàðåäåíè n-
îðêè (j1, j2, . . . , jn), êúäåòî 0 ≤ ji ≤ qi − 1, i = 1, 2, . . . , n. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
êîìáèíàöèè áåëåæèì ñ L.

Äà îçíà÷èì ñ M áðîÿ íà åêñïåðèìåíòàëíèòå åäèíèöè, êîèòî ñà âúçìîæíè â
ðàçãëåæäàíèÿ åêñïåðèìåíò è íåêà t ∈ L å åäíà âúçìîæíà êîìáèíàöèÿ. Îçíà÷àâàìå
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îùå ñ rt áðîÿ íà îáåêòèòå, êîèòî ñà àñîöèèðàíè ñ òàçè êîìáèíàöèÿ. Ïðè òîâà, àêî rt
å ïîëîæèòåëåí, ùå îçíà÷àâàìå ñ Ytj, j = 1, 2, . . . , rt ïðîìåíëèâàòà, ñúîòâåòñòâàùà íà
j-òàòà åäèíèöà, àñîöèèðàíà ñ êîìáèíàöèÿòà t. ×åñòî èçïîëçâàí ñòàòèñòè÷åñêè ìîäåë
çà òàêà îïðåäåëåíèòå íåïðåêúñíàòè çàâèñèìè ïðîìåíëèâè Ytj å ñëåäíèÿò:

Ytj = µt + εtj,

êúäåòî µt îçíà÷àâà îïðåäåëåíî î÷àêâàíå íà ïîïóëàöèÿ çà âúçìîæíè íàáëþäåíèÿ ñ
êîìáèíàöèÿòà t, à εtj ñúîòâåòñòâà íà íåíàáëþäàâàíî ïðîèçâîëíî îòêëîíåíèå îò î÷àê-
âàíåòî µt çà j-èÿ îáåêò, ïîëó÷èë êîìáèíàöèÿòà t. Ïàðàìåòúð εtj ñå íàðè÷à ïðîèçâîëíà
ãðåøêà è èìà î÷àêâàíå 0 è äèñïåðñèÿ σ2, ñ äðóãè äóìè î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà çà
Ytj ñà E(Ytj) = µt, D(Ytj) = σ2.

Óäîáíî å òîçè ìîäåë äà ñå çàïèøå â ñëåäíèÿ ìàòðè÷åí âèä. Äà îçíà÷èì ñ µ
âåêòîð ñòúëáà |L|×1 ñ î÷àêâàíà ïîïóëàöèÿ µt, ñ Y âåêòîð ñòúëáàM×1 îò ïðîèçâîëíè
ïðîìåíëèâè Ytj è ñ ε âåêòîð ñòúëáà M × 1 îò ïðîèçâîëíè ãðåøêè. Òîãàâà ìîäåëúò
ïðèäîáèâà ñëåäíèÿ âèä:

Y = Xµ+ ε,

êúäåòî X å ìàòðèöà ñ ðàçìåðè M × |L|, ñúñòàâåíà îò íóëè è åäèíèöè ïî ñëåäíîòî
ïðàâèëî: åëåìåíòúò íà ïîçèöèÿ (tj, t′) å 1, àêî t = t′ è 0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Âñåêè
ðåä íà X ñúäúðæà òî÷íî åäíà åäèíèöà.

Êîíòðàñò íàðè÷àìå ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà î÷àêâàíèÿòà íà ïîïóëàöèÿ ñ ïðî-
èçâîëíè êîåôèöèåíòè, ÷èÿòî ñóìà å ðàâíà íà íóëà, ò.å. çà èçâåñòåí âåêòîð ñòúëáN×1,
êàçâàìå, ÷å cTµ å êîíòðàñò, àêî cTN = 0. Íåêà èìàìå äàäåí ôàêòîð A è äà ðàçìåíèì
íåãîâèòå íèâà, íî äà íå ïðîìåíÿìå íèâàòà íà îñòàíàëèòå ôàêòîðè. Êîíòðàñòúò â
òîçè ñëó÷àé, ñìåòíàò ñðåäíî âúðõó íèâàòà íà îñòàíàëèòå ôàêòîðè, íàðè÷àìå ãëàâåí
åôåêò íà ôàêòîðà A. Íåêà ôèêñèðàìå äâå ðàçëè÷íè íèâà íà ôàêòîðà B, êîèòî äà
îçíà÷èì ñ 0 è 1 ñúîòâåòíî. Ñðàâíÿâàìå åôåêòà íà ôàêòîð A â çàâèñèìîñò îò ôàêòîðà
B ñ íèâî 0 ñ åôåêòà íà ôàêòîðà A â çàâèñèìîñò îò ôàêòîðà B ñ íèâî 1. Òîãàâà êîíò-
ðàñòúò, êîéòî ñå ïîëó÷àâà, ñå íàðè÷à åôåêò íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ôàêòîðèòå A
è B. Òîé ïîêàçâà äàëè åôåêòúò íà A çàâèñè îò íèâàòà íà B èëè îáðàòíîòî. Ïîâå-
÷åòî àíàëèçè íà ÷àñòè÷íèòå ôàêòîðíè åêñïåðèìåíòè ñà áàçèðàíè íà èçó÷àâàíåòî íà
ãëàâíèòå êîíòðàñòè è íà åôåêòèòå íà âçàèìîäåéñòâèå.

Áðîÿò íà åëåìåíòèòå â L ìîæå äà áúäå îãðîìåí ïðè íàëè÷èåòî íà äîñòàòú÷íî
ìíîãî íèâà. Âñÿêî ñîáñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà L ñå íàðè÷à ÷àñòè÷íî ôàêòîðíî ìíî-
æåñòâî, âúðõó êîåòî ñå íàëàãà äà íàëîæèì ïîâå÷å îãðàíè÷åíèÿ, çà äà ìîæå äà ñå
ïðèëàãà â ðàçãëåæäàíèòå íàáëþäåíèÿ. Çà âñÿêà êîìáèíàöèÿ t ∈ L è çà âñåêè ãëàâåí
åôåêò ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà êîìïîíåíòà íà åôåêòà, ïðè êîéòî êîåôèöèåíòúò íà µt å
íåíóëåâ. Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäàìå ìîäåëà

Y = XUγ + ε, (4.4.1)

êúäåòî γ å âåêòîð ñòúëá îò R-òå íåíóëåâè åëåìåíòà íà β (âåêòîð ñòúëá îò êîíòðàñòè),
à U e ïîäìàòðèöàòà N × R íà N × N ìàòðèöàòà, ñúñòîÿùà ñå îò R êîëîíè, êîèòî
îòãîâàðÿò íà R-òå åëåìåíòà íà β, êîèòî îñòàâàò â γ. Óäîáíî å òîçè ìîäåë äà ñå ðàçäåëè
íà ñëåäíèòå äâå ÷àñòè:

Y = XU1γ1 +XU2γ2 + ε, (4.4.2)
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êúäåòî îáåäèíåíèåòî íà åëåìåíòèòå íà γ1 è γ2 å òî÷íî γ, à ñòúëáîâåòå íà U1 è U2 ñà
ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå íà U .

Ïðè òàêà îïðåäåëåíèòå ïî-ãîðå ìîäåëè åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè
τ − (q1q2 . . . qn,M) îïðåäåëÿ M êîìáèíàöèè íà íèâàòà çà äàäåí q1q2 . . . qn ÷àñòè÷åí
ôàêòîðåí åêñïåðèìåíò.

Òåîðåìà 4.4.3. [13] Íåêà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè τ − (q1q2 . . . qk, ), τ ≥
2 ñå èçïîëçâà â ÷àñòè÷åí ôàêòîðåí åêñïåðèìåíò.

(i) Àêî τ å ÷åòíî ÷èñëî, γ2 ëèïñâà è γ = γ1 ñå ñúñòîè îò ïàðàìåòúðà íà çàñè-
÷àíå, ãëàâíèòå åôåêòè è âñè÷êè åôåêòè íà âçàèìîäåéñòâèå ñ íàé-ìíîãî τ/2
ôàêòîðà, òî âñè÷êè åëåìåíòè íà γ = γ1 ñà ïðåäâèäèìè ñ ìîäåëà (4.4.1).

(ii) Àêî τ å íå÷åòíî ÷èñëî, γ1 ñå ñúñòîè îò ïàðàìåòúðà íà çàñè÷àíå, ãëàâíèòå
åôåêòè è âñè÷êè åôåêòè íà âçàèìîäåéñòâèå ñ íàé-ìíîãî (τ − 1)/2 ôàêòîðà,
à γ2 ñå ñúñòîè îò âñè÷êè êîìïîíåíòè íà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òî÷íî (τ + 1)/2
ôàêòîðà, òîãàâà âñè÷êè åëåìåíòè íà γ1 ñà ïðåäâèäèìè ñ ìîäåëà (4.4.2).

Ïðèëîæåíèÿòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â òàçè ãëàâà ñà åäíà èëþñòðàöèÿ íà
àêòóàëíîñòòà íà èçñëåäâàíèòå â ïðåäñòàâåíàòà äèïëîìíà ðàáîòà ïðîáëåìè. Ïðèëàãà-
íåòî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè îñîáåíî â ñòàòèñòèêàòà è êðèïòîãðàôèÿòà ñà ÷àñò îò
ìîòèâàöèèòå íà ìíîãî ó÷åíè íåïðåêúñíàòî äà ñå ñòðåìÿò äà êîíñòðóèðàò òàêèâà ìà-
ñèâè èëè äà èçó÷àâàò òåõíèòå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñò ïðîáëåìúò çà íàìèðàíå ñïåêòðèòå
íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ å âàæåí àñïåêò íà òåçè èçñëåäâàíèÿ.
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