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ÇÀÄÀ×È È ÏÐÈÌÅÐÍÈ ÐÅØÅÍÈß - ÒÅÌÀ 1

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî x +
√

x− 1 = 7.
Ðåøåíèå. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å x ∈ [1,∞). Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò äâåòå ñòðàíè íà åêâèâàëåíòíîòî óðàâ-
íåíèå

√
x− 1 = 7− x è ïîëó÷àâàìå êàòî ñëåäñòâèå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x2 − 15x + 50 = 0. Äâàòà ìó êîðåíà

ñà x1 = 5 è x2 = 10, è ïðîâåðêàòà ïîêàçâà, ÷å ñàìî x1 = 5 å ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC ñúñ ñòðàíè AC = 5, BC = 4 è úãëîïîëîâÿùà CL =
10
3

(L ∈ AB). Äà ñå
íàìåðè äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà AB.
Ðåøåíèå. Îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùèòå çíàåì, ÷å AL : BL = AC : BC = 5 : 4. Äà îçíà÷èì AL = 5x,
BL = 4x, êúäåòî x > 0, òîãàâà îò äðóãî èçâåñòíî ñâîéñòâî íà úãëîïîëîâÿùèòå, CL2 = AC.BC − AL.BL,
ïîëó÷àâàìå 100

9
= 20− 20x2. Îò òóê íàìèðàìå x =

2
3
è AB = 9x = 6.

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî 4x+ 1
2 − 5.2x = 3.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå y = 2x, êúäåòî y > 0, òîãàâà äàäåíîòî óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå
2y2 − 5y − 3 = 0. Îò êîðåíèòå ìó y1 = 3 è y2 = −1

2
ñàìî y1 å ïîëîæèòåëåí. Îò 2x = y1 = 3 íàìèðàìå

åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå x = log2 3.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å òðàïåö ABCD (AB ‖ CD, AB > CD), â êîéòî ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò è îêîëî
êîéòî ìîæå äà ñå îïèøå îêðúæíîñò. Äà ñå íàìåðÿò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà òðàïåöà, àêî ïåðèìåòúðúò è
ëèöåòî ìó ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà 20 è 15.
Ðåøåíèå. Òðàïåöúò ABCD å ðàâíîáåäðåí, òúé êàòî å âïèñàí â îêðúæíîñò. Ïîíåæå â ABCD

ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò, èìàìå AB+CD = 2AD, è òúé êàòî ïåðèìåòúðúò íà ABCD
å 20, íàìèðàìå AB + CD = 10 è AD = BC = 5. Àêî h å âèñî÷èíàòà íà òðàïåöà, òîãàâà
îò ôîðìóëàòà çà ëèöå íà òðàïåö S =

1
2
(AB + CD).h ïîëó÷àâàìå 15 = 5.h, h = 3. Íåêà

DH å âèñî÷èíàòà íà òðàïåöà ïðåç âúðõà D (H ∈ AB), òîãàâà îò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà
çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê AHD íàìèðàìå AH =

√
AD2 −DH2 =

√
25− 9 = 4. Òúé

êàòî AH = (AB − CD)/2, èìàìå AB − CD = 8, êîåòî çàåäíî ñ AB + CD = 10 íè äàâà AB = 9, CD = 1.
Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå AB = 9, CD = 1, AD = BC = 5.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî logx

(4x− 6
x− 1

)
< 1.

Ðåøåíèå. Òðÿáâà äà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà x > 0, x 6= 1 è 4x− 6
x− 1

> 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå äåôèíèöèîííà-

òà îáëàñò x ∈ (0, 1) ∪ (3
2
,∞)

. Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà logx

(4x− 6
x− 1

)
− logx x < 0,

èëè, åêâèâàëåíòíî, logx

( 4x− 6
x(x− 1)

)
< 0. Ðàçãëåæäàìå ïîîòäåëíî äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1 : x ∈ (0, 1). Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà íåðàâåíñòâîòî 4x− 6
x(x− 1)

> 1, à òî â òîçè ñëó÷àé
å åêâèâàëåíòíî íà x2 − 5x + 6 > 0, ò.å., (x− 2)(x− 3) > 0. Ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ (0, 1).
Ñëó÷àé 2 : x ∈ (3

2
,∞)

. Ïðè òîâà ïðåäïîëîæåíèå äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà âñÿêî îò íåðà-

âåíñòâàòà 4x− 6
x(x− 1)

< 1 è (x − 2)(x − 3) > 0. Ðåøåíèåòî íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî, ïðåäâèä x ∈ (3
2
,∞)

, å

x ∈ (3
2
, 2

) ∪ (3,∞). Îêîí÷àòåëíî, çà ðåøåíèåòî íà äàäåíîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå x ∈ (0, 1) ∪ (3
2
, 2

) ∪ (3,∞).

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà

f(x) = sin 3x + 10 sin x.

Ðåøåíèå. Çàìåñòâàìå sin 3x = 3 sin x−4 sin3 x è ïîëó÷àâàìå f(x) = 13 sin x−4 sin3 x. Òúé êàòî sin x ∈ [−1, 1],
íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñòè íà f(x) ñúâïàäàò ñúîòâåòíî ñ íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñòè
íà ôóíêöèÿòà g(t) = 13t− 4t3 â èíòåðâàëà [−1, 1]. Òúé êàòî g′(t) = 13− 12t2 ≥ 13− 12 > 0, ôóíêöèÿòà g(t) å
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [−1, 1]. Ïîðàäè òîâà min f(x) = g(−1) = −9 è max f(x) = g(1) = 9.



Çàäà÷à 7. Â îêðúæíîñò å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñúñ ñòðàíè AB = 7, CD = 1 è âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíè äèàãîíàëè AC è BD. Äà ñå íàìåðÿò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå AD è BC, òàêà ÷å ëèöåòî íà
÷åòèðèúãúëíèêà äà å âúçìîæíî íàé-ãîëÿìî.
Ðåøåíèå. Íåêà O å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äèàãîíàëèòå AC è BD è ^CAB = ϕ, 0 < ϕ < 90o, òîãàâà
^CDB = ϕ, òúé êàòî ñå èçìåðâà ñúñ ñúùàòà äúãà êàêòî ^CAB. Îò ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè ABO è CDO

íàìèðàìå AO = AB cos ϕ = 7 cos ϕ, BO = AB sin ϕ = 7 sin ϕ, DO = CD cosϕ = cos ϕ,
CO = CD sin ϕ = sin ϕ. Îò òóê AC = 7 cosϕ + sin ϕ, BD = 7 sin ϕ + cos ϕ. Ëèöåòî
S íà ÷åòèðèúãúëíèêà ABCD ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà S = AC.BD/2, ñëåäîâàòåëíî
S =

1
2
(7 cos ϕ + sin ϕ)(7 sin ϕ + cos ϕ) =

1
2
(50 sin ϕ cosϕ + 7) =

1
2
(25 sin 2ϕ + 7). Âèæäàìå,

÷å S ùå áúäå ìàêñèìàëíî êîãàòî sin 2ϕ = 1, êîåòî ïðåäâèä 0 < ϕ < 90o å èçïúëíåíî ñàìî
ïðè ϕ = 45o. Òîãàâà ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè ABO è CDO ñà ðàâíîáåäðåíè, è AO =
BO = 7

√
2

2 , CO = DO =
√

2
2 . Â òîçè ñëó÷àé ÷åòèðèúãúëíèêúò ABCD å ðàâíîáåäðåí

òðàïåö, è AD = BC =
√

AO2 + DO2 = 5.

Çàäà÷à 8. Äîïèðàòåëíèòå êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = 2x2 − 2x + 3 â òî÷êàòà A ñ àáñöèñà 0 è â
òî÷êàòà B ñ àáñöèñà 1 ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà C. Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ABC.
Ðåøåíèå. Òî÷êèòå A è B èìàò êîîðäèíàòè A(0, 3) è B(1, 3). Òúé êàòî îðäèíàòèòå èì ñà ðàâíè, îòñå÷êàòà AB å

óñïîðåäíà íà àáñöèñíàòà îñ Ox è AB = 1. Íåêà äîïèðàòåëíèòå êúì ãðàôèêàòà íà f(x) â
A è B ñêëþ÷âàò ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà Ox úãëè ñúîòâåòíî α è β. Îò f ′(x) = 4x− 2
íàìèðàìå tg α = f ′(0) = −2, tg β = f ′(1) = 2. Òúé êàòî tg α = − tg β, òî π − α = β.
Îò òîâà è îò AB ‖ Ox ñëåäâà, ÷å ^BAC = β è ^ABC = β. Òàêà òðèúãúëíèêúò ABC

å ðàâíîáåäðåí. Íåêà M å ñðåäàòà íà AB. Òîãàâà CM⊥AB è CM = AM tg β =
1
2
.2 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî S íà 4ABC å S =
1
2
AB.CM =

1
2
.

Çàäà÷à 9. Äàäåíà å ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCDM ñ îñíîâà ABCD è âðúõ M . Îêîëíàòà ñòåíà ABM å
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñíîâàòà, âñè÷êè îêîëíè ñòåíè èìàò ðàâíè ëèöà è âñè÷êè îêîëíè ðúáîâå èìàò äúëæèíà√

5. Äà ñå ïðåñìåòíå îáåìúò íà ïèðàìèäàòà.
Ðåøåíèå. Òúé êàòî ABM⊥ABCD, îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ O íà âúðõà M âúðõó ðàâíèíàòà ABCD ëåæè
íà ïðàâàòà AB. Ïîíåæå AM = BM = CM = DM , îêîëî ÷åòèðèúãúëíèêà ABCD ñå îïèñâà îêðúæíîñò
ñ öåíòúð O è AB å íåèí äèàìåòúð. Äà îçíà÷èì ^AMB = α, ^BMC = β, ^CMD = γ è ^DMA = δ.

Îò SABM = SBCM = SCDM = SDAM è AM = BM = CM = DM ïîëó÷àâàìå sin α =
sin β = sin γ = sin δ. Àêî α = β, òî 4ABM ∼= 4BCM è îò òóê BC = BA, êîåòî å
íåâúçìîæíî (ïðåç ò. B ìèíàâà ñàìî åäèí äèàìåòúð). Òàêà α 6= β è îò sin α = sin β
ñëåäâà β = 180o − α. Ïî ñúùèÿ íà÷èí îò sin α = sin γ è sin α = sin δ ñëåäâà γ = 180o − α
è δ = 180o − α. Çíà÷è β = γ = δ, è òîãàâà 4BCM ∼= 4CDM ∼= 4DAM , îòêúäåòî
ñëåäâà BC = CD = DA. Ñåãà 4BOC ∼= 4COD ∼= 4DOA è îòòóê ^BOC = ^COD =
^DOA = 60o, òàêà ÷å òåçè òðè òðèúãúëíèêà ñà ðàâíîñòðàííè è AB = 2OB = 2BC. (Ùå

îòáåëåæèì, ÷å ABCD å ðàâíîáåäðåí òðàïåö.)
Îò 4BCM è 4ABM ïî êîñèíóñîâàòà òåîðåìà èìàìå

BC2 = 10− 10 cos β è AB2 = 4BC2 = 10− 10 cos(180o − β) = 10 + 10 cos β.

Ñúáèðàìå ïî÷ëåííî òåçè ðàâåíñòâà è ïîëó÷àâàìå 5BC2 = 20, îòêúäåòî BC = 2 è AB = 4. Ïðåñìÿòàìå

SABCD = 3SBOC = 3
BC2

√
3

4
= 3

√
3. Îò 4AOM íàìèðàìå OM =

√
AM2 −AO2 =

√
5− 4 = 1. Çà îáåìà V íà

ïèðàìèäàòà ïîëó÷àâàìå V =
1
3
SABCD.OM =

√
3.

Çàäà÷à 10. Èçìåæäó âñè÷êè êâàäðàòíè ôóíêöèè f(x) = ax2+bx+c, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà |f(−1)| ≤ 1
è |f(1)| ≤ 1, äà ñå íàìåðÿò òåçè, êîèòî èìàò âúçìîæíî íàé-ìàëêà äèñêðèìèíàíòà.
Ðåøåíèå. Èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî (a + c)2 ≥ 4ac, â êîåòî ðàâåíñòâîòî å èçïúëíåíî ñàìî ïðè a = c, è
óñëîâèåòî |f(−1)f(1)| ≤ 1, çà äà ïîëó÷èì

D = b2 − 4ac ≥ b2 − (a + c)2 = (a + b + c)(b− a− c) = −f(1)f(−1) ≥ −1.

Ðàâåíñòâîòî D = −1 å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî è â äâåòå íåðàâåíñòâà íà ãîðíèÿ ðåä èìàìå ðàâåíñòâà. Ïúðâîòî
îò òÿõ ñòàâà ðàâåíñòâî êîãàòî a = c, à âòîðîòî êîãàòî f(−1) = f(1) = 1 èëè f(−1) = f(1) = −1. Îò òóê
íàìèðàìå b = 0 è a = c = 1/2 èëè a = c = −1/2. Ñëåäîâàòåëíî åäèíñòâåíèòå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà íà çàäà÷àòà, çà êîèòî D = −1, ñà f1(x) =

1
2
(x2 + 1) è f2(x) = −1

2
(x2 + 1).

Ïúëíîòî ðåøåíèå íà âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ 4 òî÷êè. Îöåíêàòà ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà 2+0, 1.N ,
êúäåòî N å áðîÿò íà ïîëó÷åíèòå òî÷êè.


