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�â­®á¨â¥«­  ¨§ç¨á«¨¬®áâ ¨ �îà¨­£®¢ 

á¢®¤¨¬®áâ

�¥ à §è¨à¨¬ ¯®­ïâ¨¥â® ¬ è¨­¨ á ­¥®£à ­¨ç¥­¨ à¥£¨áâà¨ ®â [1], ª â®
¢ê¢¥¤¥¬ ¬ è¨­¨ á ­¥®£à ­¨ç¥­¨ à¥£¨áâà¨ á ®à ªã« (����) . �  á¨ ¬¨á«¨¬,
ç¥ ®á¢¥­ ¡¥§ªà ©­  ¯ ¬¥â ®â à¥£¨áâà¨ à §¯®« £ ¬¥ ¨ á ®â­ ¯à¥¤ § ¤ ¤¥­ 
ç áâ¨ç­  äã­ªæ¨ï χ : N −→◦ N, ª®ïâ® é¥ ­ à¨ç ¬¥ ®à ªã«. �ê¬ ®á­®¢­¨â¥
ª®¬ ­¤¨ Z(n), S(n), T (m,n), J(m,n, q) é¥ ¤®¡ ¢¨¬ ¤®¯ê«­¨â¥«­ â  ª®¬ ­¤ 
O(n), ª®ïâ® á¥ ®¡àêé  ªê¬ ®à ªã«  χ áêá  à£ã¬¥­â áâ®©­®áââ  ­  n-â¨ï à¥£¨áâêà.
�ª® ®à ªã«êâ ¤ ¤¥ à¥§ã«â â, â®§¨ à¥§ã«â â á¥ § ¯¨á¢  ¢ n-â¨ à¥£¨áâêà, ¢ ¯à®â¨¢¥­
á«ãç © ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­  ¬ è¨­ â  ­¥ § ¢êàè¢ .

�¥ª  ®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®â® ®â ¢á¨çª® ª®¬ ­¤¨ ­  ���� á K′.

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.1. �à®£à ¬  §  ���� ­ à¨ç ¬¥ ¢áïª  äã­ªæ¨ï P : [r, r +
j] −→ K′. �¥ ¨§¯®«§¢ ¬¥ ®§­ ç¥­¨¥â® IPl = P (l), §  ¤  ®§­ ç ¢ ¬¥ l-â â 
ª®¬ ­¤  ®â ¯à®£à ¬ â .

�¥ª  ®ââãª ­ â âêª ä¨ªá¨à ¬¥ ¥¤¨­ ®à ªã« χ : N −→◦ N. �á¨çª¨ ¯®­ïâ¨ï
§  ��� ®â [1] á¥ ¯à¥­ áïâ ¤¨à¥ªâ­® §  ����. �  ¤  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ¨§¯ê«­¥­¨¥
­  ���� á ¤ ¤¥­ ®à ªã« é¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ äã­ªæ¨ïâ  valP,χ : K′ −→ K′, ª®ïâ®
¯à¥à ¡®â¢  ª®­ä¨£ãà æ¨ï,  ª® â¥ªãé â  ª®¬ ­¤  ­  ¯à®£à ¬ â  P ¥ O(n):

valP,χ(l, a1, a2, . . . ) '


(l + 1, a1, . . . , an−1, χ(an), an+1, . . . ),  ª® IPl = O(n),
(l, a1, a2, . . . ),  ª® IPl 6= O(n)

¨«¨ l /∈ [r, r + j].

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.2. �¥§ã«â â ®â ¨§¯ê«­¥­¨¥â® ­  ¯à®£à ¬ â  P ­ ¤ ¢å®¤­¨â¥
¤ ­­¨ (a1, a2, . . . ) §  n áâê¯ª¨ é¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ çà¥§ äã­ªæ¨ïâ  Pn,χ ¯® á«¥¤­¨ï
­ ç¨­:

P 0,χ(a) = (r,a),

Pn+1,χ(a) ' valP,χ(Pn(a)).

�¥§ã«â â ®â ¨§¯ê«­¥­¨¥â® ­  ¯à®£à ¬ â  P é¥ ­ à¨ç ¬¥ äã­ªæ¨ïâ 

{P}χ(a) ' b ⇐⇒ (∃n)(Pn,χ(a) = (l,b)).

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.3. � §¢ ¬¥, ç¥ f ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ®â­®á­® ®à ªã« χ,  ª® áêé¥áâ¢ã¢ 
P - ¯à®£à ¬  §  ¬ è¨­¨ á ­¥®£à ­¨ç¥­¨ à¥£¨áâà¨ á ®à ªã«, â ª  ç¥:

(1) ∀x(!f(x) ⇐⇒ !{P}χ(x, 0, 0, . . . ));
(2) �ª® f(x) ' y, â® {P}χ(x, 0, 0, . . . ) ' (y, b2, . . . , bn, . . . ).

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.4. � §¢ ¬¥, ç¥ f ¥ �îà¨­£®¢® á¢®¤¨¬  ªê¬ χ (f ≤T χ),  ª®
f ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ®â­®á­® χ.
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�¢®©áâ¢  ­  �îà¨­£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ:

(1) �  ¤ ¤¥­® χ ¨¬  ¨§¡à®¨¬® ¬­®£® f , â ª  ç¥ f ≤T χ, âê© ª â® ¯à®£à ¬¨â¥
§  ���� á  ¨§¡à®¨¬® ¬­®£®.

(2) �ª® f ¥ ¨§ç¨á«¨¬ , â® (∀χ)(f ≤T χ), ¯®­¥¦¥ ¢áïª  ¯à®£à ¬  §  ���
¥ ¯à®£à ¬  §  ���� á ¯à®¨§¢®«¥­ ®à ªã«.

�® ¯®¤®¡¥­ ­ ç¨­ ¬®¦¥¬ ¤  à¥« â¨¢¨§¨à ¬¥ ¨ ¯®­ïâ¨¥â® ç áâ¨ç­® à¥ªãàá¨¢­ 
äã­ªæ¨ï:

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.5. � §¢ ¬¥, ç¥ f ¥ ç áâ¨ç­® à¥ªãàá¨¢­  ®â­®á­® χ,  ª®
f ¬®¦¥ ¤  á¥ ¯®«ãç¨ á ªà ¥­ ¡à®© ¯à¨« £ ­¨ï ­  ®¯¥à æ¨¨â¥ áã¯¥à¯®§¨æ¨ï,
¯à¨¬¨â¨¢­  à¥ªãàá¨ï ¨ ¬¨­¨¬¨§ æ¨ï ¢êàåã ¡ §®¢¨â¥ äã­ªæ¨¨ ¨ χ.

�¢êà¤¥­¨¥ 1.6. �ª® f ¥ ç áâ¨ç­® à¥ªãàá¨¢­  ®â­®á­® χ, â® f ≤T χ.

�®ª § â¥«áâ¢®. �­ «®£¨ç­® ­  ¤®ª § â¥«áâ¢®â® §  ®¡¨ª­®¢¥­  ¨§ç¨á«¨¬®áâ,
ª â® ¢§¥¬¥¬ ¯à¥¤¢¨¤, ç¥ ¯à®£à ¬  §  χ ¥:

0. O(1)

�

�¥ª  á¨ ¬¨á«¨¬, ç¥ á¬¥ ¤ «¨ ­ïª ª¢® ª®¤¨à ­¥ ­  ¯à®£à ¬¨â¥ á ¥áâ¥áâ¢¥­¨
ç¨á«  ¨ ®§­ ç ¢ ¬¥ á ϕχe ¨«¨ á {e}χ äã­ªæ¨ïâ , áê®â¢¥âáâ¢ é  ­  ¨§¯ê«­¥­¨¥â®
¯à®£à ¬ â  á ª®¤ e ¨ ®à ªã« χ. �®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ¤®ª ¦¥¬ ¥ª¢¨¢ «¥­â ­  Smn
â¥®à¥¬ â :

�¥®à¥¬  1.7 (Smn -â¥®à¥¬ ).

(∀m)(∀n)(∃Smn - ¯à. à¥ª. äã­ªæ¨ï)(∀a)(∀x)(∀y)(∀χ)(ϕχ,(m+n)
a (x,y) ' ϕ

χ,(n)
Sm

n (a,x)(y)).

�®ª § â¥«áâ¢®. �­ «®£¨ç­® ­  ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ­  Smn -â¥®à¥¬ â  §  ¯à®-
£à ¬¨ §  ���. �ê© ª â® Smn äã­ªæ¨ïâ  ¯à¥®¡à §ã¢  ª®¤®¢¥ ­  ¯à®£à ¬¨, â®
âï ­¥ § ¢¨á¨ ®â ®à ªã«  χ. �

�¥®à¥¬  1.8 (§  à¥ªãàá¨¢­ â  ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ). �¥ª  n ≥ 1, a ¥ ª®¤ ­ 
¯à®£à ¬  §  ����. �®£ ¢  ¨¬  e, â ª®¢  ç¥:

(∀x ∈ Nn)(∀χ)({e}χ,(n)(x) ' {a}χ,(n+1)(e,x)).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  θ(z,x) ' ϕ
χ,(n+1)
a (z,x),   ψ(z,x) ' θ(S1

n(z, z),x) '
ϕ
χ,(n+1)
b (z,x). �®£ ¢ ,  ª® e = S1

n(b, b), â® ®ç¥¢¨¤­® ϕ
χ,(n)
e (x) ' ϕ

χ,(n+1)
b (b,x) '

θ(S1
n(b, b),x) ' θ(e,x). �¨¦¤  á¥, ç¥ ¯®­¥¦¥ Smn äã­ªæ¨ïâ  ­¥ § ¢¨á¨ ®â

®à ªã«  χ, â® ¨ ª®¤êâ e áêé® ­ï¬  ¤  § ¢¨á¨ ®â χ. �

�®¦¥ ¤  á¥ ¯®ª ¦¥, ç¥ ª®¤êâ ­  ¯à®£à ¬ â  §  ã­¨¢¥àá «­ â  äã­ªæ¨ï § 
ç áâ¨ç­® à¥ªãàá¨¢­¨â¥ ®â­®á­® χ ­¥ § ¢¨á¨ ®â ®à ªã«  χ:

�¢êà¤¥­¨¥ 1.9. �¥ª  n ≥ 1. �êé¥áâ¢ã¢  ¯à®£à ¬  §  ���� á ª®¤ fn,
â ª ¢  ç¥:

(∀χ)(∀x)({fn}χ(a,x) ' {a}χ(x)).

�®ª § â¥«áâ¢®. �­ «®£¨ç­® ­  ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ­  â¥®à¥¬ â  §  ã­¨-
¢¥àá «­ â  äã­ªæ¨ï. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.10. �  ¯à®¨§¢®«¥­ ®à ªã« χ ª« áêâ ­  ç áâ¨ç­® à¥ªãàá¨¢-
­¨â¥ äã­ªæ¨¨ ®â­®á­® χ áê¢¯ ¤  á ª« á  ­  ¨§ç¨á«¨¬¨â¥ äã­ªæ¨¨ ®â­®á­®
χ.
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�¥®à¥¬  1.11 (�â®à  â¥®à¥¬  §  à¥ªãàá¨ïâ ). �¥ª  h ¥ ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï.
�®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  e, â ª®¢  ç¥

(∀χ)(∀x)({e}χ(x) ' {h(e)}χ(x)).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  χ ¥ ¯à®¨§¢®«¥­ ®à ªã« ¨ f(a,x) ' {fn}χ (h(a),x) '
ϕ
χ,(n)
h(a) (x). �®£ ¢ , áê£« á­® �¥®à¥¬ â  §  à¥ªãàá¨¢­  ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ ¨¬  e, â ª 

ç¥ (∀x)({e}χ,(n)(x) ' f(e,x) ' {h(e)}χ,(n)(x)). �

�¥£  é¥ á¥ á¯à¥¬ ¯®-¯®¤à®¡­® ­  ¯®­ïâ¨¥â® �îà¨­£®¢  á¢®¤¨¬®áâ.

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.12. �¥ª  A,B ⊆ N.
� §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ �îà¨­£®¢® á¢®¤¨¬® ªê¬ B:

A ≤T B ⇐⇒ χA ≤T χB ,
ªê¤¥â® χA, χB á  å à ªâ¥à¨áâ¨ç­¨â¥ äã­ªæ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢ â  A ¨ B.

� §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ �îà¨­£®¢® ¥ª¢¨¢ «¥­â­® ­  B:

A ≡T B ⇐⇒ A ≤T B&B ≤T A.

�¢®©áâ¢  ­  �îà¨­£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ §  ¬­®¦¥áâ¢ :

(1) �ª®A ¥ à §à¥è¨¬®, â® (∀B ⊆ N)(A ≤T B), ¯®­¥¦¥ é®¬ χA ¥ à §à¥è¨¬ ,
â® χA ≤T χ §  ¯à®¨§¢®«¥­ ®à ªã« χ.

(2) A ≤T N ⇒ A ¥ à §à¥è¨¬®, ¯®­¥¦¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯à¥¢¥¤¥¬ ¯à®£à ¬ â 
§  ����, ª®ïâ® á¢¥¦¤  χA ªê¬ χN ≡ O ªê¬ ¯à®£à ¬  §  ���, ª â®
§ ¬¥­¨¬ ¢áïª  ª®¬ ­¤  O(n) á Z(n).

�¢êà¤¥­¨¥ 1.13. (∀A ⊆ N)(A ≡T A).

�®ª § â¥«áâ¢®. �«¥¤­ â  ¯à®£à ¬  á¢¥¦¤  χA ªê¬ χA ¨ χA ªê¬ χA:

0. O(1) // ¯®¯¨â © ®à ªã« 

1. Z(2)

2. J(1, 2, 5) //  ª® R1 6= 0, â®

3. Z(1) // ¢êà­¨ 0

4. J(1, 1, 6) // ¨ á¯à¨

5. S(1) // ¨­ ç¥ ¢êà­¨ 1 ¨ á¯à¨

�

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.14. �¥ª  A,B ⊆ N. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ ¬­®£® á¢®¤¨¬® ªê¬ B

A ≤m B ⇐⇒ (∃h - ¨§ç¨á«¨¬ )(x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B).

�¢êà¤¥­¨¥ 1.15. �ª® A ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® A ≤m K.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¢  â¢êà¤¥­¨¥ é¥ ¤®ª ¦¥¬ ¢ ¯®-®¡é ¢¨¤ ¢ �¥¬  3. �

�¢êà¤¥­¨¥ 1.16. A ≤m B,B ≤m C ⇒ A ≤m C.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B ¨ x ∈ B ⇐⇒ g(x) ∈ C,
ªê¤¥â® g ¨ h á  ¨§ç¨á«¨¬¨. �®£ ¢  x ∈ A ⇐⇒ g(h(x)) ∈ C, â.¥. A ≤m C. �
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�¢êà¤¥­¨¥ 1.17. �ª® A ≤m B, â® A ≤T B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  h ¥ ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï, â ª ¢  ç¥ x ∈ A ⇐⇒
h(x) ∈ B. �®£ ¢  á«¥¤­ â  ¯à®£à ¬  á¢¥¦¤  χA ªê¬ χB :

0. exec(h) // âãª á« £ ¬¥ ¯à®£à ¬ â  §  h

j. O(1) // ¯¨â ¬¥ ®à ªã«  ¤ «¨ h(x) ∈ B
�

�®á«¥¤­®â® â¢êà¤¥­¨¥ ¤®ª §¢ , ç¥ m-á¢®¤¨¬®áââ  ¥ ¯®-á¨«­  ®â T -á¢®¤¨-
¬®áââ . �  ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®â® ¥ áâà®£® é¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥ K ≤T K, ­®
K �m K. �ê¢ ¢¥à­®áââ  ­  ¯êà¢®â® ­¥à ¢¥­áâ¢® á¥ ã¡¥¤¨å¬¥ ¢ �¢êà¤¥­¨¥

1.13. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ K ≤m K çà¥§ ¨§ç¨á«¨¬ â  äã­ªæ¨ï h. �®£ ¢  ¥ ïá­®,
ç¥ ¯®«ãå à ªâ¥à¨áâ¨ç­ â  äã­ªæ¨ï cK(x) ' cK(h(x)) ¥ ¨§ç¨á«¨¬ , ®âªê¤¥â®
¨§«¨§ , ç¥ K ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.18. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ à¥ªãàá¨¢­® ­®¬¥àã¥¬® ¢ B:

A ≤r.e. B ⇐⇒ A = dom({a}χB )

§  ­ïª®ï ¯à®£à ¬  §  ���� á ª®¤ a.

�¢®©áâ¢  ­  à¥ªãàá¨¢­ â  ­®¬¥àã¥¬®áâ:

(1) �ª® A ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® (∀B)(A ≤r.e. B). � ¨áâ¨­ ,  ª® A =
dom({a}) §  ­ïª®ï ¯à®£à ¬  §  ��� á ª®¤ a, â®  ª® à §£«¥¤ ¬¥ áêé â 
¯à®£à ¬  ª â® ¯à®£à ¬  §  ���� á ª®¤ b, ¯®­¥¦¥ ¢ ­¥ï ­ï¬  ¨§¢¨ª¢ ­¥
­  ®à ªã«, â® A = dom({a}χ) §  ¯à®¨§¢®«¥­ ®à ªã« χ.

(2) �ª® A ≤r.e. N, â® A ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ¯®­¥¦¥ ®â á¢®©áâ¢ â  ­  �îà¨­-
£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ ¢¨¤ïå¬¥, ç¥ {a′} = {a}χN , ªê¤¥â® a′ ¥ ¯à¥¢®¤êâ ­  a
®â ¯à®£à ¬  §  ���� ¢ ¯à®£à ¬  §  ��� çà¥§ § ¬ï­  ­  ª®¬ ­¤¨â¥
O(n) á Z(n).

�¢êà¤¥­¨¥ 1.19. A ≤m B,B ≤r.e. C ⇒ A ≤r.e. C.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  h ¥ ¨§ç¨á«¨¬ , â ª ¢  ç¥ x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B ¨
a ¥ ª®¤ ­  ¯à®£à ¬ , â ª  ç¥ B = dom(ϕχC

e ). �¥ª  g(x) ' ϕχC
e (h(x)). �®£ ¢ 

x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B ⇐⇒ !g(x). �®«ãç¨å¬¥, ç¥ A = dom(g) ¨ ¯®­¥¦¥
g(x) ≤T χC , â® A ≤r.e. C. �

�¢êà¤¥­¨¥ 1.20. A ≤T B ⇒ A ≤r.e. B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  χA = {a}χB . �®£ ¢ ,  ª® ®§­ ç¨¬ á b ª®¤  ­ 
¯à®£à ¬ â :

0. call(a) // âãª ¯à¥¯¨á¢ ¬¥ ¯à®£à ¬ â  á ª®¤ a

j + 1. Z(2)

j + 2. J(1, 2, j + 4) //  ª® R1 = 0 ¢àêé ¬¥ 0

j + 3. J(1, 1, j + 3) // ¨­ ç¥ § æ¨ª«ï¬¥

â® ®ç¥¢¨¤­® A = dom({b}χB ). �

�ââãª ¢¨¦¤ ¬¥, ç¥ ≤T ¥ ¯®-á¨«­  ®â ≤r.e.. �  ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥ ®¡à â­®â® ­¥ ¥
¢ïà­®, ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ á«¥¤­¨â¥ ®§­ ç¥­¨ï:

�¥ä¨­¨æ¨ï 1.21. WB
a = dom({a}χB ), KB =

{
a | a ∈WB

a

}
.
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�ïà­® ¥, ç¥KB ≤r.e. B, ª â® ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ¥  ­ «®£¨ç­® ­  ¤®ª § â¥«áâ¢®â®,
ç¥ K ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �­ «®£¨ç­® ¬®¦¥ ¤  á¥ ¤®ª ¦¥, ç¥ KB �r.e. B, ¯®

áêé¨ï ­ ç¨­, ª ªâ® á¥ ¤®ª §¢ , ç¥ K ­¥ ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �  ¤  ¯®ª ¦¥¬, ç¥
KB �T B, é¥ ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤­®â®

�¢êà¤¥­¨¥ 1.22. A ≤r.e. B,B ≤T C ⇒ A ≤r.e. C.
�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  A = dom({a}χB ) §  ­ïª®ï ¯à®£à ¬  §  ���� á

ª®¤ a. �á¢¥­ â®¢  ¨¬  ¯à®£à ¬  á ª®¤ b, §  ª®ïâ® χB = {b}χC . �®£ ¢ 
¬®¦¥¬ ¤  ¯à¥¢¥¤¥¬ a, ª â® § ¬¥­¨¬ ¢áïª  ª®¬ ­¤  O(n) á "¨§¢¨ª¢ ­¥" ­ 
b, ª â® ¯à¥¤¢ à¨â¥«­® á¥ ¯®£à¨¦¨¬ §  § ¯ §¢ ­¥â® ­  áâ®©­®áâ¨â¥ ­  ¢á¨çª¨
¨§¯®«§¢ ­¨ à¥£¨áâà¨ ¨ á«¥¤ â®¢  £¨ ¢ê§áâ ­®¢¨¬. � ª  ¯®«ãç ¢ ¬¥ ¯à®£à ¬ 
§  ���� a′, §  ª®ïâ® ¥ ¢ïà­®, ç¥ {a}χB = {a′}χC , ®âªê¤¥â® A ≤r.e. C. �

�¢êà¤¥­¨¥ 1.23. A ≤T B,B ≤T C ⇒ A ≤T C.
�®ª § â¥«áâ¢®. �¬ ¬¥ χA = {a}χB ¨ χB = {b}χC . �§¯®«§¢ ©ª¨ áêé¨ï

¯à¥¢®¤, ª ªâ® ¢ ¯à¥¤­®â® â¢êà¤¥­¨¥ ¯®«ãç ¢ ¬¥ χA = {a′}χC , ®âªê¤¥â® A ≤T
C. �

�â ¤àã£  áâà ­  ­¥ ¥ ¢ïà­®, ç¥ A ≤r.e. B,B ≤r.e. C ¢«¥ç¥ A ≤r.e. C.
�ª® â®¢  ¡¥è¥ â ª , ¯® �¢êà¤¥­¨ï 1.13 ¨ 1.20 ¨¬ ¬¥ K ≤r.e. K,   K ≤r.e. ∅,
¯®­¥¦¥ K ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ®âªê¤¥â® K ≤r.e. ∅ ≤T N. �® ¯® á¢®©áâ¢ â  ­ 
à¥ªãàá¨¢­ â  ­®¬¥àã¥¬®áâ ¯®«ãç ¢ ¬, ç¥ K ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨-
¢®à¥ç¨¥.

�îà¨­£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ ­  ¬­®¦¥áâ¢  á¥ ¤¥ä¨­¨à  ª â® �îà¨­£®¢  á¢®¤¨¬®áâ
­  å à ªâ¥à¨áâ¨ç­¨â¥ ¨¬ äã­ªæ¨¨. �®¤®¡­® á¢®©áâ¢® ¬®¦¥ ¤  á¥ ¤ ¤¥ ¨ § 
à¥ªãàá¨¢­ â  ­®¬¥àã¥¬®áâ:

�¢êà¤¥­¨¥ 1.24. A ≤r.e. B ⇐⇒ cA ≤T χB.
�®ª § â¥«áâ¢®. �ª® A ≤r.e. B, â® A = dom({a}χB) ¨ â®£ ¢  cA(x) '

O({a}χB (x)). �¡à â­®,  ª® cA ≤T χB , â® cA = {a}χB , ­® A = dom(cA), ®âªê¤¥â®
¥ ïá­®, ç¥ A ≤r.e. B. �

� ªà ï, §  à¥ªãàá¨¢­ â  ­®¬¥àã¥¬®áâ ¨ �îà¨­£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ ¬®¦¥ ¤ 
á¥ ¤®ª ¦¥ ¥ª¢¨¢ «¥­â ­  �¥®à¥¬ â  ­  �®áâ:

�¢êà¤¥­¨¥ 1.25 (â¥®à¥¬  ­  �®áâ). �¥ª  A,B ⊆ N. �®£ ¢ 
A ≤T B ⇐⇒ A ≤r.e. B&A ≤r.e. B.

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇒) �¥ª  A ≤T B. �â �¢êà¤¥­¨¥ 1.20 ¨¬ ¬¥, ç¥ A ≤r.e.
B, ®â �¢êà¤¥­¨¥ 1.13 ¯®«ãç ¢ ¬¥, ç¥ A ≤T A ≤T B, ®âªê¤¥â® ®â­®¢® ¯®
�¢êà¤¥­¨¥ 1.20 ¯®«ãç ¢ ¬¥ A ≤r.e. B.

(⇐) �¥ª  A ≤r.e. B ¨ A ≤r.e. B. �®£ ¢  ¨¬  ¯à®£à ¬¨ P ¨ Q, â ª¨¢  ç¥
{P}χB = cA, {Q}χB = cA. �®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ­ ¯¨è¥¬ ¯à®£à ¬  PQ, ª®ïâ®
¨§¯ê«­ï¢  ¯®áâê¯ª®¢® ¨ ¯ à «¥«­® ¯à®£à ¬¨â¥ P ¨ Q ¨ § ¢êàè¢  á à¥§ã«â â
0  ª® P § ¢êàè¨ ¨ á à¥§ã«â â 1,  ª® Q § ¢êàè¨. �®£ ¢ 

(∀x)(! {P}χB (x) ∨ ! {Q}χB (x))

⇒(∀x)(! {PQ}χB (x)).

�á¢¥­ â®¢  á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ â ª  ¤¥ä¨­¨à ­  {PQ}χB = χA. �ââãª ¯®«ãç ¢ ¬¥,
ç¥ A ≤T B.

�
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�¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­  ¯®«ãà §à¥è¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ 

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.1. �¥ª  a ¥ ¯à®£à ¬  §  ����, A ¥ ¬­®¦¥áâ¢®, k ∈ N. � 
¤¥ä¨­¨à ¬¥

{a}Ak (x) '

{
{a}A (x) ,  ª® ! {a}A (x) ¨ ¨§ç¨á«¥­¨¥â® § ¢êàè¢  §  k áâê¯ª¨,

1 ,  ª® ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­¥ § ¢êàè¢  §  k áâê¯ª¨.

� ¡¥«¥¦ª . �ç¥¢¨¤­®,  ª® A ¥ à §à¥è¨¬®, â® (∀k)({a}k ¥ ¨§ç¨á«¨¬ ).
�®-®¡é®: ¢ïà­® ¥, ç¥ (∀k)({a}k ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ®â­®á­® A).

�  ã¤®¡áâ¢® é¥ ¢ê¢¥¤¥¬ ¨ ª ­®­¨ç­® ª®¤¨à ­¥ ­  ªà ©­¨â¥ ¬­®¦¥áâ¢ :

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.2. Dv = {x1, . . . , xk} ⇐⇒ v =
∑k
i=1 2xi , ª â® Dv = ∅ ⇐⇒

v = 0.

�â ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯®áâà®¨¬ â®â «­  ¨§ç¨á«¨¬ 
äã­ªæ¨ï δ, â ª  ç¥ χDv = ϕδ(v). �ââãª á«¥¤¢ , ç¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯®áâà®¨¬ ¨
äã­ªæ¨ï γ, â ª  ç¥ Dv = Wγ(v). �¡à â­®â® ­¥ ¥ ¢ïà­® ¢ ®¡é¨ï á«ãç ©, â.¥.
­ï¬  ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï, ª®ïâ®  ª® Wa ¥ ªà ©­® ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢®
¤  ¤ ¢  ª ­®­¨ç¥­ ª®¤ ­  ªà ©­® ¬­®¦¥áâ¢®.

�¥ª  ¢ê¢¥¤¥¬ á«¥¤­ â  ­®¬¥à æ¨ï ­  ¯®«ãà §à¥è¨¬¨â¥ ¬­®¦¥áâ¢ : Wa =
dom(ϕa). �®£ ¢  §­ ¥¬, ç¥

x ∈Wa ⇐⇒ (∃y)(T1(a, x, y) ' 0),

ªê¤¥â® T1 ¥ ¯à¥¤¨ª âêâ ­  �«¨­¨ - ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï.

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.3. �¥ª  W k
a = {x | x < k&(∃y < k)(T1(a, x, y) ' 0)}.

�¥¤¨æ â  {W k
a } ­ à¨ç ¬¥  ¯à®ªá¨¬ æ¨ï ­  Wa.

�¢®©áâ¢  ­   ¯à®ªá¨¬ æ¨¨â¥:

(1) W k
a ¥ ªà ©­®;

(2) W k
a ⊆W k+1

a ;
(3)

⋃
kW

k
a = Wa;

(4) �¬  â®â «­  ¨§ç¨á«¨¬  λ(a, k), â ª  ç¥ W k
a = Dλ(a,k)

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.4. �¥ª  n ∈ N. �§­ ç ¢ ¬¥ A �n = {x ∈ A | x < n}.

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.5. �§ç¨á«¨â¥«­  äã­ªæ¨ï §  ¯®«ãà §à¥è¨¬®â® Wa ­ à¨-
ç ¬¥:

c(n) = µk[W k
a �n = Wa �n].

� ¡¥«¥¦ª . �§ç¨á«¨â¥«­ â  äã­ªæ¨ï ­¥ ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ¢ ®¡é¨ï á«ãç ©.

7
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�¥ ¤®ª ¦¥¬ ­ïª®«ª® á¢®©áâ¢  ­  ¨§ç¨á«¨â¥«­ â  äã­ªæ¨ï.

�¢êà¤¥­¨¥ 2.6. c(n) ≤ c(n+ 1).

�®ª § â¥«áâ¢®. �®áâ âêç­® ¥ ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥W c(n+1) �n = W �n, â®£ ¢ 
®â ¬¨­¨¬ «­®áââ  ­  k ¢ ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ­  c(n) é¥ á«¥¤¢ , ç¥ c(n) ≤ c(n+ 1).
(⊆) �¥ª  x ∈W c(n+1) �n⇒ x < n&x ∈W c(n+1) ⊆W ⇒ x ∈W �n.
(⊇) �¥ª  x ∈ W �n ⇒ x < n&x ∈ W ⇒ x < n&x ∈ W c(n+1) ⇒ x ∈
W c(n+1) �n. �

�¢êà¤¥­¨¥ 2.7. �ª® W ­¥ ¥ ªà ©­®, â® limn→∞ c(n) = ∞.

�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ (∃k)(∀n)(c(n) < k). �®£ ¢ 

W c(n) ⊆W k ⇒W c(n) �n ⊆W k �n⇒W = W k,

®âªê¤¥â® ¨§«¨§ , ç¥ W ¥ ªà ©­® - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

�¢êà¤¥­¨¥ 2.8. c ≡T χWa
.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¬ ¬¥ x ∈ Wa ⇐⇒ x ∈ W c(x+1)
a ⇐⇒ x ∈ Dλ(a,c(x+1)).

�ââãª, ¯®­¥¦¥ δ ¥ ¨§ç¨á«¨¬ , á¥ ¢¨¦¤  ç¥ χWa
≤T c. �¡à â­®, âê© ª â®

c(n) = µk[W k
a �n = Wa �n], â® c ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ®â­®á­® χWa

, â.¥. c ≤T χWa
. �

�  ã¤®¡áâ¢® ®ââãª ­ â âêª é¥ ¯¨è¥¬ f ≤T W ¢¬¥áâ® f ≤T χW .

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.9. {xk} → x ⇐⇒ (∃N)(∀k > N)(xk = x).

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.10. �¥ª  {ϕk} ¥ à¥¤¨æ  ®â â®â «­¨ äã­ªæ¨¨ ¨ ϕ ¥ â®â «­ 
äã­ªæ¨ï. � §¢ ¬¥, ç¥ {ϕk} → ϕ ⇐⇒ (∀x)({ϕk(x)} → ϕ(x)).

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.11. � §¢ ¬¥, ç¥ à¥¤¨æ â  ®â äã­ªæ¨¨ {ϕk} ¥ à¥ªãàá¨¢­ ,
 ª® äã­ªæ¨ïâ  λk.λx.ϕk(x) ¥ à¥ªãàá¨¢­ .

�¥ä¨­¨æ¨ï 2.12. �ã­ªæ¨ïâ  H ­ à¨ç ¬¥ à¥£ã« â®à ­  áå®¤¨¬®áâ § 
à¥¤¨æ â  {ϕk} → ϕ,  ª® (∀x)(∀k > H(x))(ϕk(x) = ϕ(x)).

�¥¬  2.13 (§  ¬®¤ã« , §  à¥£ã« â®à ). �¥ª  W ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �®£ ¢ 
¥¤­  â®â «­  ϕ ≤T W  ª® ¨ á ¬®  ª® ¨¬  à¥ªãàá¨¢­  à¥¤¨æ  {ϕk}, â ª ¢  ç¥
{ϕk} → ϕ ¨ H ¥ à¥£ã« â®à ­  áå®¤¨¬®áâ §  {ϕk} → ϕ, â ªê¢ ç¥ H ≤T W .

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇐) �ê© ª â® ϕ(x) = ϕH(x)+1(x), à¥¤¨æ â  ¥ à¥ªãàá¨¢­ 
¨ H ≤T W , ®ç¥¢¨¤­® ϕ ≤T W .

(⇒) �¥ª  ϕ ≤T W , â.¥. ϕ = {a}W . � §£«¥¦¤ ¬¥
{
W k

}
-  ¯à®ªá¨¬ æ¨ï

­  W . �¥ ¢¨¤¨¬, ç¥ {χWk} → χW . � ¨áâ¨­ , ­¥ª  x ¥ ¯à®¨§¢®«­®. �®£ ¢ 
x ∈W ⇐⇒ x ∈W c(x+1) ¨ â®£ ¢  (∀k > c(x+ 1))(χWk(x) ' χW (x)).

�¥ª 

u(x) = µq[ ¢ ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­  {a}W (x)

¢á¨çª¨  à£ã¬¥­â¨ Rn ­  ª®¬ ­¤ â  O(n) á  < q].

u é¥ ­ à¨ç ¬¥ use-äã­ªæ¨ï . �ç¥¢¨¤­® u ≤T W , ¯®­¥¦¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¨§ç¨á«¨¬
u(x) ª â® á¨¬ã«¨à ¬¥ ¯à®£à ¬ â  ¨ á«¥¤¨¬ ®¡àêé¥­¨ïâ  ªê¬ ®à ªã« . �®£ ¢ 
W c(u(x)) ¥ ªà ©­® ¬­®¦¥áâ¢® ¨W c(u(x)) �u(x) = W �u(x). �®à ¤¨ ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ 

­  u ¥ ïá­®, ç¥ ϕ(x) = {a}W (x) = {a}W
c(u(x))

.

�¥ª  ϕk(x) ' {a}W
k

k (x).
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(1) {ϕk} ¥ à¥ªãàá¨¢­  à¥¤¨æ . � ¨áâ¨­ , âê© ª â® W k
b = Dλ(b,k), â®

®à ªã«êâ ­  {a}W
k
b

k ¥ à §à¥è¨¬ ¨ ®ââ ¬ äã­ªæ¨ïâ  Φ(k, x) ' ϕk(x)
¥ à §à¥è¨¬ .

(2) {ϕk} → ϕ. �¥ª  x ∈ N. �® ãá«®¢¨¥ ϕ ¥ â®â «­ , â®£ ¢  ¨§ç¨á«¥­¨¥â®

{a}W (x) § ¢êàè¢  á à¥§ã«â â y §  k0 áâê¯ª¨. �¥ª  u(x) = q,N =
max(c(q), k0) ¨ k > N ¥ ¯à®¨§¢®«­®. k > c(q) ⇒ W k � q = W c(q) � q =
W � q. �á¢¥­ â®¢  k > k0, ®âªê¤¥â® ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ­  ϕk ¥ ïá­®, ç¥
ϕk(x) ' y. �ââãª á«¥¤¢ , ç¥ {ϕk} → ϕ.

(3) �¥ª 

H(x) = max(c(u(x)), ¡à®ïâ ­  áâê¯ª¨â¥ ¢ ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­  {a}W (x)).

�¥ç¥ ¢¨¤ïå¬¥, ç¥ H ¥ à¥£ã« â®à ­  à¥¤¨æ â  {ϕk} → ϕ,   ®â c ≤T W
¨ u ≤T W á«¥¤¢ , ç¥ H ≤T W .

�

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.14. �¥ª  B ≤T W . �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  à¥ªãàá¨¢­  à¥¤¨æ 
Bk ®â ªà ©­¨ ¬­®¦¥áâ¢ , â ª¨¢  ç¥:

(a) {χBk
} → χB.

(b) �¬  à¥£ã« â®à ­  áå®¤¨¬®áâ §  à¥¤¨æ â  {χBk
}, â ª  ç¥ H ≤T W .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  χB = {a}W . �¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯à¨«®¦¨¬ ¤¨à¥ªâ­®
�¥¬ â  §  à¥£ã« â®à , ¯®­¥¦¥ ­¥ á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥ ¢áïª  äã­ªæ¨ï ®â à¥ªãàá¨¢­ â 

à¥¤¨æ  ϕk(x) ' {a}Wk

k (x) ¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ç­  äã­ªæ¨ï ­  ªà ©­® ¬­®¦¥áâ¢®.

�®¢  ¬®¦¥ «¥á­® ¤  á¥ ¯®¯à ¢¨, ª â® á¥ ¤¥ä¨­¨à  ϕk(x) ' sg(k−̇x). {a}Wk

k (x).
(1) {ϕk} ¥ à¥ªãàá¨¢­  à¥¤¨æ  - ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ¥ áêé®â®, ª ªâ® ¢ �¥¬ â 

§  à¥£ã« â®à .
(2) {ϕk} → ϕ. �ª® á¨ ä¨ªá¨à ¬¥ x ∈ N, ϕ(x) ' y ¥ ¤®áâ âêç­® ¤  á¥

¤¥ä¨­¨à  N = max(c(q), k0, x). �®£ ¢  §  k > N > x, é¥ ¨¬ ¬¥
ϕk(x) ' y.

(3) H(x) = max(x, c(u(x)), ¡à®ïâ ­  áâê¯ª¨â¥ ¢ ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­  {a}W (x)).
�®£ ¢  ªà ©­ â  à¥¤¨æ  Bk é¥ á¥ ¤¥ä¨­¨à  ª ªâ® á«¥¤¢ :

Bk =
{
x | x < k& {a}Wk

k (x) ' 0
}
.

�
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�îà¨­£®¢¨ áâ¥¯¥­¨ ¨ ®¯¥à æ¨ï áª®ª

� �¥¬  1 ¤¥ä¨­¨à å¬¥ à¥« æ¨ïâ  ≡T ª â® á¨¬¥âà¨ç­® § â¢ àï­¥ ­  à¥ä-
«¥ªá¨¢­ â  ¨ âà ­§¨â¨¢­  à¥« æ¨ï ≤T . �¥â  é¥ à §£«¥¤ ¬¥ ª« á®¢¥â¥ ­ 
¥ª¢¨¢ «¥­â­®áâ ­  â §¨ à¥« æ¨ï ¨ áâàãªâãà¨â¥, ª®¨â® â¥ ®¡à §ã¢ â.

�¥ä¨­¨æ¨ï 3.1. �¥ª  A ⊆ N. �îà¨­£®¢  áâ¥¯¥­ ­  A ­ à¨ç ¬¥ ª« á  ­ 
¥ª¢¨¢ «¥­â­®áâ ­  A ®â­®á­® à¥« æ¨ïâ  ≡T :

dT (A) = {B | B ≡T A} .

�¥ä¨­¨æ¨ï 3.2. dT (A) ≤ dT (B) ⇐⇒ A ≤T B

� ¡¥«¥¦ª . �¥ä¨­¨æ¨ïâ  ¥ ª®à¥ªâ­ , ­¥é® ¯®¢¥ç¥: dT (A) ≤ dT (B) ⇐⇒
(∀A1 ∈ dT (A))(∀B1 ∈ dT (B))(A1 ≤T B1).

�ª® ®§­ ç¨¬ á DT ¬­®¦¥áâ¢®â® ®â ¢áçª¨ �îà¨­£®¢¨ áâ¥¯¥­¨, «¥á­® á¥
¢¨¦¤ , ç¥ (DT ,≤) ¥ ç áâ¨ç­® ­ à¥¤¥­® ¬­®¦¥áâ¢®. �¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥ â® ¥ ¨
£®à­  ¯®«ãà¥è¥âª . �  æ¥«â  é¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ®¯¥à æ¨ï â®ç­  £®à­  £à ­¨æ 
¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

�¥ä¨­¨æ¨ï 3.3 (�¯¥à æ¨ï⊕ - join). A⊕B = {2x | x ∈ A}∪{2x+ 1 | x ∈ B}.

�¢êà¤¥­¨¥ 3.4. dT (A⊕B) ¥ â®ç­  £®à­  £à ­¨æ  ­  dT (A) ¨ dT (B).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¤®ª ¦¥¬ áê®â¢¥â­®â® â¢êà¤¥­¨¥ §  ¬­®¦¥áâ¢ .

(1) x ∈ A ⇐⇒ 2x ∈ A⊕B ⇒ A ≤m A⊕B ⇒ A ≤T A⊕B. �­ «®£¨ç­®
x ∈ B ⇐⇒ 2x+ 1 ∈ A⊕B ⇒ B ≤m A⊕B ⇒ B ≤T A⊕B, â.¥. A⊕B
¥ £®à­  £à ­¨æ  ­  A ¨ B.

(2) �¥ª  A ≤T C,B ≤T C, ¯®-â®ç­® χA = {a}χC , χB = {b}χC . �®£ ¢ 
äã­ªæ¨ïâ :

χA⊕B(x) '

{
ϕχC
a (qt(2, x)) ,  ª® rem(2, x) ' 0,

ϕχC

b (qt(2, x)) ,  ª® rem(2, x) ' 1.

¥ ¨§ç¨á«¨¬  ®â­®á­® χC , â.¥. A⊕B ≤T C ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® A⊕B ¥
â®ç­  £®à­  £à ­¨æ  ­  A ¨ B.

�

�®«ãç¨å¬¥, ç¥DT = (DT ,≤,⊕, 0) ¥ £®à­  ¯®«ãà¥è¥âª , ªê¤¥â® 0 = dT (∅) =
dT (R), R - à §à¥è¨¬®. �¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ®é¥ ¥¤­  ®¯¥à æ¨ï ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢  ¨
áê®â¢¥â­® �îà¨­£®¢¨ áâ¥¯¥­¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 3.5. A′ = KA =
{
x | x ∈ dom(ϕAx )

}
. A′ ­ à¨ç ¬¥ áª®ª ­  A.

11
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�¢®©áâ¢  ­  áª®ª :

(1) KA ≤r.e. A;
(2) B ≤r.e. A⇒ B ≤m KA. � ¨áâ¨­ , ­¥ª :

g(x, y) '

{
0 , x ∈ B
¬! , x /∈ B.

�® Smn â¥®à¥¬ â  ¨¬ ¬¥, ç¥ ¨¬  ¯à¨¬¨â¨¢­® à¥ªãàá¨¢­  h, â ª  ç¥
ϕAh(x)(y) ' g(x, y). �®£ ¢  x ∈ B ⇐⇒ !ϕAh(x)(h(x)) ⇐⇒ h(x) ∈ KA.

(3) A �T KA, ¯®­¥¦¥ KA �r.e. A.

�¢êà¤¥­¨¥ 3.6. A ≤T B ⇐⇒ A′ ≤m B′.

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇒) �¥ª  A ≤T B. �® á¢®©áâ¢® (1) A′ ≤r.e. A ¨ ®â
�¢êà¤¥­¨¥ 1.22 á«¥¤¢ , ç¥ A′ ≤r.e. B. �®£ ¢  ®â á¢®©áâ¢® (2) A′ ≤m B′.

(⇐) �¥ª  A′ ≤m B′. �¬ ¬¥ A ≤r.e. A ⇒ A ≤m A′ ≤m B′. �­ «®£¨ç­®
A ≤r.e. A ⇒ A ≤m A′ ≤m B′. � ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ A ≤m B′, A ≤m B′, ­® ¯®
á¢®©áâ¢® (1) ¨¬ ¬¥ B′ ≤r.e. B ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® ¯® �¢êà¤¥­¨¥ 1.19 ¯®«ãç ¢ ¬¥,
ç¥ A ≤r.e. B,A ≤r.e. B. �ââãª ¯® �¢êà¤¥­¨¥ 1.25 (�¥®à¥¬ â  ­  �®áâ) á«¥¤¢ ,
ç¥ A ≤T B. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.7 (�®­®â®­­®áâ ­  áª®ª ). A ≤T B ⇒ A′ ≤T B′.

�â ¬®­®â®­­®áââ  ­  ®¯¥à æ¨ïâ  áª®ª á«¥¤¢ , ç¥ á«¥¤­ â  ¤¥ä¨­¨æ¨ï ¥
ª®à¥ªâ­ :

�¥ä¨­¨æ¨ï 3.8. (dT (A))′ = dT (A′).

�ê© ª â® A <T KA, â® dT (A) � dT (A′).
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�¥®à¥¬  ­  �«¨­¨-�®áâ

�¥ä¨­¨æ¨ï 4.1. � §¢ ¬¥, ç¥ τ ¥ ªà ©­  ç áâ,  ª® τ : [0;n − 1] −→ N ¥
ªà ©­  äã­ªæ¨ï. �§­ ç ¢ ¬¥ á |τ | = n ¤ê«¦¨­ â  ­  ¨­â¥à¢ « , ¢êàåã ª®©â®
¥ ¤¥ä¨­¨à ­  τ . �¥ à §£«¥¦¤ ¬¥ ªà ©­¨â¥ ç áâ¨ ª â® ­¨§ ®â 0 ¨ 1, ªê¬
ª®¨â® ¥ ¯à¨«®¦¨¬  ®¯¥à æ¨ïâ  ª®­ª â¥­ æ¨ï. �¥ ¨§¯®«§¢ ¬¥ ®é¥ ¨ á«¥¤­®â®
®§­ ç¥­¨¥:

(τ ∗ a)(x) ' (τ ∗ n→ a)(x) '

{
τ(x) §  0 ≤ x < n,

a §  x = n.

�ª® A ¥ ¬­®¦¥áâ¢®, é¥ ¯¨è¥¬ τ ⊆ A ¢¬¥áâ® ¯®-â®ç­®â® τ ⊆ χA. �á¢¥­ â®¢ 
¬®¦¥¬ ¤  á¨ ¬¨á«¨¬, ç¥ ¨¬ ¬¥ ­ïª ª¢® ª®¤¨à ­¥ ­  ªà ©­¨ ç áâ¨, ª®¥â® £¨
­ à¥¦¤  «¨­¥©­®.

�¥®à¥¬  4.2 (�«¨­¨-�®áâ). �êé¥áâ¢ã¢ â ¬­®¦¥áâ¢  A ¨ B, â ª¨¢  ç¥
A �r.e. B ¨ B �r.e. A.

�®ª § â¥«áâ¢®. �àï¡¢  ¤  ­ ¬¥à¨¬ A ¨ B â ª¨¢ , ç¥:

(∀e)(A 6= dom({e}B)︸ ︷︷ ︸
R2e

&B 6= dom({e}A)︸ ︷︷ ︸
R2e+1

).

�¥ ¯®áâà®¨¬ χA = f ¨ χB = g ¯®áâê¯ª®¢®, ª â® ­  ¢áïª  áâê¯ª  ¯®áâà®ï¢ ¬¥
ªà ©­¨ ç áâ¨ τq ¨ ρq áê®â¢¥â­® ®â f ¨ g. �¥ä¨­¨æ¨ïâ  é¥ ¡ê¤¥ ¨­¤ãªâ¨¢­ .

�  ¯®«®¦¨¬ τ0 = ρ0 = ∅. �¥ª  á¬¥ ¤¥ä¨­¨à «¨ τq, ρq, ª â® |τq| = nq,
|ρq| = mq.

I á«. �¥ª  q = 2e. �¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¢ ¬¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® R2e. �¥ à §£«¥¤ ¬¥
á«ãç ¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ ®â ®â£®¢®à  ­  ¢ê¯à®á : "�ïà­® «¨ ¥, ç¥ ¨¬  µ - ªà ©­ 
ç áâ, â ª  ç¥ µ ⊇ ρq &! {e}µ (nq)?"

I.1) �¥ª  ¨¬  â ª ¢  ªà ©­  ç áâ µ, â®£ ¢  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ρq+1 ª â® ­ ©
¬ «ª®â® â ª®¢  µ (®â­®á­® ­ïª ª¢  ¯à¥¤¢ à¨â¥«­® ä¨ªá¨à ­  ­ à¥¤¡ ) ¨ ­¥ª 
τq+1 = τq ∗ (nq → 1).

I.2) �¥ª  §  §  ­¨ª®¥ ªà ©­® µ ⊇ ρq {e}µ (nq) ­¥ § ¢êàè¢ . �®£ ¢  ¥ ïá­®,
ç¥ §  ­¨ª®¥ f ⊇ ρq {e}f (nq) ­¥ § ¢êàè¢  ¨ ¯®« £ ¬¥ ρq+1 = ρq, τq+1 = τq ∗(nq →
0).

II á«. �¥ª  q = 2e + 1. �¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¢ ¬¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® R2e+1. �ïà­®
«¨ ¥, ç¥ (∃µ ⊇ τq)(! {e}µ (mq))?

II.1) �¥ª  ¨¬  â ª ¢  ªà ©­  ç áâ µ, â®£ ¢  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ τq+1 ª â® ­ ©
¬ «ª®â® â ª®¢  µ ¨ ­¥ª  ρq+1 = ρq ∗ (mq → 1).

II.2) �¥ª  §  §  ­¨ª®¥ ªà ©­® µ ⊇ τq {e}µ (mq) ­¥ § ¢êàè¢ . �®£ ¢  ¥

ïá­®, ç¥ §  ­¨ª®¥ f ⊇ τq {e}f (mq) ­¥ § ¢êàè¢  ¨ ¯®« £ ¬¥ τq+1 = τq, ρq+1 =
ρq ∗ (mq → 0).

�  ¤  § ¢êàè¨¬ ¤®ª § â¥«áâ¢®â® é¥ ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ á¨¬¥âà¨ç­¨ «¥¬¨:

13
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�¥¬  4.3. �¥ª  e ∈ N, q = 2e. �®£ ¢ ,  ª® f ⊇ τq+1, g ⊇ ρq+1, Af =
{x | f(x) = 0} , Bg = {x | g(x) = 0}, â® R2e(Af , Bg), â.¥. Af 6= W

Bg
e .

�®ª § â¥«áâ¢®. � §£«¥¦¤ ¬¥ {e}g (nq), nq = |τq|.
I á«. �¥ª  ! {e}g (nq), â.¥. nq ∈ W

Bg
e . �®£ ¢  ¯® áê®¡à ¦¥­¨ï §  ª®¬-

¯ ªâ­®áâ ­  ¨§ç¨á«¥­¨¥â® áêé¥áâ¢ã¢  ªà ©­® µ ⊆ g, §  ª®¥â® ! {e}µ (nq). �¥§
®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ®¡é­®áââ  ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ µ ⊇ ρq+1, ¯®­¥¦¥ µ ¨ ρq+1

¨¬ â ®¡é® â®â «­® ¯à®¤ê«¦¥­¨¥ g. �®£ ¢  ­  áâê¯ª  q + 1 á¬¥ ¯®¯ ¤­ «¨
¢ á«ãç © I.1) ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® τ(nq) = 1 = f(nq), § â®¢  nq /∈ Af ¨ ®ââãª

Af 6= W
Bg
e .

II á«. �¥ª  ¬! {e}g (nq), â.¥. nq /∈W
Bg
e . �ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ (∃µ ⊇ ρq)(! {e}µ (nq)),

â®£ ¢  ρq+1 ¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  ¨ ! {e}ρq+1 . �ââãª ¨¬ ¬¥, ç¥ ! {e}g (nq), ª®¥â® ¥
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. � â®¢  (@µ ⊇ ρq)(! {e}µ (nq)) ¨ ¯®¯ ¤ ¬¥ ¢ á«ãç © I.2), ®âªê¤¥â®

τq+1(nq) = 0 = f(nq) ⇐⇒ nq ∈ Af 6= W
Bg
e . �

�¥¬  4.4. �¥ª  e ∈ N, q = 2e + 1. �®£ ¢ ,  ª® f ⊇ τq+1, g ⊇ ρq+1, Af =
{x | f(x) = 0} , Bg = {x | g(x) = 0}, â® R2e+1(Af , Bg), â.¥. Bg 6= W

Af
e .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¨¬¥âà¨ç­® ­  ¯à¥¤­ â  «¥¬ . �

�ââãª á¥ ¢¨¦¤ , ç¥  ª® ¯®«®¦¨¬ f =
⋃
q τq, g =

⋃
q ρq, ¯®«ãç ¢ ¬¥ ãá«®¢¨¥â®

­  �¥®à¥¬ â  §  Af ¨ Bg. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.5. �® �¢êà¤¥­¨¥ 1.20 ¨¬ ¬¥, ç¥ A �T B,B �T A.

�¢êà¤¥­¨¥ 4.6. �¥ª  {Ar} ¥ à¥¤¨æ  ®â ¬­®¦¥áâ¢ , ­¨ª®¥ ®â ª®¨â® ­¥
¥ à §à¥è¨¬®. �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  ¬­®¦¥áâ¢® B ⊆ N, â ª®¢ , ç¥

(∀r)(Ar �T B&B �T Ar).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯à®áâ®¨¬ χB ­  áâê¯ª¨. �  ¯®«®¦¨¬ τ0 = ∅. �¥ª 
á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ τq, ª â® |τq| = nq.

I á«. �¥ª  q = 2 〈r, e〉.
I.1) �¥ª  {e}Ar ' 0. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ (nq → 1).
I.2) �¥ª  {e}Ar 6' 0. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ (nq → 0).
� ¢ ¤¢ â  ¯®¤á«ãç ï ¯®«ãç ¢ ¬¥ τq+1(nq) 6' {e}χAr (nq).
II á«. �¥ª  q = 2 〈r, e〉+ 1.
II.1) �¥ª  (∀x)(∀τ ⊇ τq)(! {e}τ (x) ⇒ χAr

(x) ' {e}τ (x)). �®« £ ¬¥ τq+1 =
τq.

II.2) �¥ª  (∃x)(∃τ ⊇ τq)(! {e}τ (x) 6'χAr (x)). �®£ ¢  ¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¥
­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  τ .

�¥ª  ¯®«®¦¨¬ f =
⋃
q τq ¨ B = {x | f(x) = 0}. �ç¥¢¨¤­® (∀r)(B �T Ar),

¯®­¥¦¥  ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ B ≤T Ar, â® f = {e}Ar ¨ §  q = 2 〈r, e〉 é¥ ¨¬ ¬¥
τq+1(nq) 6' {e}χAr (nq), ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�¥ ¤®ª ¦¥¬ áêé®, ç¥ (∀r)(Ar �T B). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ §  ­ïª®¥ r ¨¬  e,

â ª  ç¥ χAr
= {e}f . �  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª  q = 2 〈r, e〉+ 1.

II.1) �¥ª  (∀x)(∀τ ⊇ τq)(! {e}τ (x) ⇒ χAr (x) ' {e}τ (x)). �®£ ¢  χAr (x) '
y ⇐⇒ {e}f (x) ' y ⇒ (∃τ ⊇ τq)({e}τ (x) ' y). �¡à â­®,  ª® (∃τ ⊇ τq)({e}τ (x) '
y) ¨ ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ χAr

(x) 6' y é¥ ¢«¥§¥¬ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â® ­  á«ãç ï.
� ª  ¯®«ãç¨å¬¥:

χAr
(x) ' y ⇐⇒ (∃τ ⊇ τq)({e}τ (x) ' y).
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� ª GχAr
¨§«¨§  ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ®âªê¤¥â® χAr

¥ ¨§ç¨á«¨¬  ¨Ar ¥ à §à¥è¨¬®,
ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â® ­  â¢êà¤¥­¨¥â®. �®£ ¢  â®§¨ á«ãç © ¥
­¥¢ê§¬®¦¥­.

II.2) �¥ª  (∃x)(∃τ ⊇ τq)(! {e}τ (x) 6'χAr
(x)), â®£ ¢  â®¢  ãá«®¢¨¥ ¥ ¢ïà­®

§  τq+1, ®âªê¤¥â® {e}f (x) 6'χAe(x) - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¤®¯ãáª ­¥â®.
� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ (∀r)(Ar �T B&B �T Ar). �

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.7. �êé¥áâ¢ã¢ â ­¥¨§¡à®¨¬® ¬­®£® ¤¢¥ ¯® ¤¢¥ �îà¨­£®¢®
­¥áà ¢­¨¬¨ (‖T ) ¬­®¦¥áâ¢ .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¨§¯®«§¢ ¬¥ �¥¬ â  ­  �®à­, ª®ïâ® £« á¨, ç¥  ª®
¨¬ ¬¥ ç áâ¨ç­  ­ à¥¤¡  á £®à­  £à ­¨æ  ­  ¢áïª® «¨­¥©­® ­ à¥¤¥­® ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢® (¢¥à¨£ ), â® âï ¨¬  ¬ ªá¨¬ «¥­ ¥«¥¬¥­â.

� §£«¥¦¤ ¬¥ ¬­®¦¥áâ¢®â®

I = {X | X ⊆ 2N, â ª®¢  ç¥ (∀A ∈ X)(∀B ∈ X)((A 6= B ⇒ A ‖T B)

&A ¥ ­¥à §à¥è¨¬®)}.
á ç áâ¨ç­ â  ­ à¥¤¡  ⊆. �â �¥®à¥¬ â  ­  �«¨­¨-�®áâ á«¥¤¢ , ç¥ I 6= ∅. �¥ª 
L ⊆ I ¥ ¢¥à¨£  ¢ I. �¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥

⋃
L ∈ I. �¥ª  A 6= B ∈

⋃
L. �®£ ¢  ¨¬ 

X ∈ L, â ª  ç¥ A,B ∈ X, ­® X ∈ I ⇒ A ‖T B, â.¥.
⋃
L ∈ I.

�® �¥¬ â  ­  �®à­ ¨¬ ¬¥M 6= ∅ - ¬ ªá¨¬ «¥­ ¥«¥¬¥­â ­  I. �  ¤®¯ãá­¥¬,
ç¥ M ¥ ¨§¡à®¨¬®, â®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ¯à¥¤áâ ¢¨¬ M = {Ar}∞r=0, ª â® ¯® ¤¥ä¨-
­¨æ¨ïâ  ­  I §­ ¥¬, ç¥ ­¨â® ¥¤­® ®â Ar ­¥ ¥ à §à¥è¨¬®. �®£ ¢  ¯® �¢êà¤¥­¨¥
4.6 ¨¬ ¬¥ B ‖T Ar ¨ ®ââ ¬ I 3 M ′ = M ∪ {B} ¥ áâà®£® à §è¨à¥­¨¥ ­  M -
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¬ ªá¨¬ «­®áââ  ­  M . �®£ ¢  M ¥ ­¥¨§¡à®¨¬®. �
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�¥­¥à¨ç­®áâ ¨ ä®àá¨­£. �¢®©áâ¢ . �¥®à¥¬  § 

®¡àêé ­¥ ­  áª®ª 

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.1. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ £¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢®,  ª® §  ¢áïª®
¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥âá¢® S ®â ªà ©­¨ ç áâ¨ ¥ ¢ á¨« , ç¥:

(∃α ⊆ A) (α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈ S))︸ ︷︷ ︸
α à §à¥è ¢  S

.

�®¦¥¬ ¤  ¤ ¤¥¬ ¥ª¢¨¢ «¥­â­  ¤¥ä¨­¨æ¨ï:

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.2. � §¢ ¬¥, ç¥ S ¥ ¯ê«­® ¢ A,  ª® (∀α ⊆ A)(∃β ∈ S)(α ⊆ β).
�®£ ¢  A ¥ £¥­¥à¨ç­®,  ª® ¢á¥ª¨ ¯êâ, ª®£ â® S ¥ £êáâ® ¢ A, â® A áà¥é  S, â.¥.
(∃α ⊆ A)(α ∈ S).

�­®¦¥áâ¢®â® String = {x | x ¥ ª®¤ ­  ªà ©­  ç áâ} ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �ª®
¯®«®¦¨¬ Se = We ∩ String á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ ¬®¦¥¬ ¤  ¯®¤à¥¤¨¬ ¢á¨çª¨ ¯®-
«ãà §à¥è¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  ®â ªà ©­¨ ç áâ¨ ¢ à¥¤¨æ . �¥é® ¯®¢¥ç¥, ¬®¦¥¬
¤  ­ ¬¥à¨¬ à¥ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï h, ª®ïâ® ­¨ ¤ ¢  Se = Wh(e):  ª® S =
{(e, x) | x ∈We ∩ String} = W 2

b ¨ ¯à¨«®¦¨¬ Smn â¥®à¥¬ â  §  ¬­®¦¥áâ¢ , â®
h(e) = S1

1(b, e).
�¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢®A ¬®¦¥¬ ¤  ¯®áâà®¨¬ ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­. �®¤à¥¦¤ ¬¥

¢ ­ïª ª¢  à¥¤¨æ  ¬­®¦¥áâ¢ â  Sn ¨ áâà®¨¬ ­  áâê¯ª¨ ªà ©­¨ ç áâ¨ αn, ª®¨â®
é¥  ¯à®ªá¨¬¨à â χA. � ¯®ç¢ ¬¥ á α0 = ∅. �  αn+1 á¨ § ¤ ¢ ¬¥ ¢ê¯à®á  - ¨¬ 
«¨ αn à §è¨à¥­¨¥ ¢ ¬­®¦¥áâ¢®â® Sn. �ª® â ª®¢  ¨¬ , ¯®« £ ¬¥ αn+1 ¤  ¡ê¤¥
­ïª®¥ ®â â¥§¨ à §è¨à¥­¨ï. �ª® â ª®¢  ­ï¬ , â® ¯®« £ ¬¥ αn+1 = αn. �¨¦¤ 
á¥, ç¥ â §¨ ª®­áâàãªæ¨ï ®á¨£ãàï¢  £¥­¥à¨ç­®áâ ­  A, ¯®­¥¦¥ ­ ¬¨à  α, ª®¥â®
¤  à §à¥è ¢  ¢áïª® ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® ®â ªà ©­¨ ç áâ¨ S.

�¥ª  A ¥ ¯à®¨§¢®«­® £¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢®. �¥ ¤®ª ¦¥¬ ­ïª®¨ á¢®©áâ¢ 
­  £¥­¥à¨ç­®áââ :

�¢êà¤¥­¨¥ 5.3. A ­¥ ¥ ªà ©­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¯ãáª ¬¥, ç¥ ¨¬  ­ïª®¥ N , â ª  ç¥ x ∈ A⇒ x < n, â.¥.
A ¥ ªà ©­®. �¥ª  S = {α | (∃m > n)(α(m) ' 0)} - ®ç¥¢¨¤­® ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®.
�â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  A á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  α, â ª  ç¥ α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈
S). �ç¥¢¨¤­® α /∈ S, ¯®­¥¦¥ α ⊂ A ⇒ |α| ≤ n. �®£ ¢  (∀β ⊇ α)(∀m >
n)(β(m) 6' 0), ª®¥â® ¥ ­¥¢ê§¬®¦­®. �®«ãç¨å¬¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¤®¯ãáª ­¥â®,
â.¥. A ¥ ¡¥§ªà ©­®. �

�¢êà¤¥­¨¥ 5.4. �ª® V ⊆ A ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® V ¥ ªà ©­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  S = {α | (∃x)(α(x) ' 1 &x ∈ V )} - ®ç¥¢¨¤­® ¥ ¯®-
«ãà §à¥è¨¬®. �â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  A á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  α, â ª  ç¥ α ∈ S ∨(∀β ⊇
α)(β /∈ S). �¨¦¤  á¥, ç¥ α /∈ S, ¯®­¥¦¥ ¨­ ç¥ §  ­ïª®¥ x α(x) ' 1, â.¥. x /∈ A,

17
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  áêé¥¢à¥¬¥­­® x ∈ V ⊆ A. �®£ ¢  (∀β ⊇ α)(∀x)(β(x) ' 1 ⇒ x /∈ V ). �¥ª 
n ≥ |α|, â®£ ¢  §  ¢áïª® β ⊇ α, â ª®¢  ç¥ |β| = n, β(n) = 1 ¨¬ ¬¥, ç¥ n /∈ V .
�á­® ¥, ç¥ â ª¨¢  β ¨¬  §  ¢áïª® n ≥ |α|, § â®¢  ¥«¥¬¥­â¨â¥ ­  V á  ®£à ­¨ç¥­¨
¤® |α|, â.¥. V ¥ ªà ©­®. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.5. A ­¥ ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ¯®­¥¦¥ A ⊆ A ¥ ¡¥§ªà ©­®.

�¢êà¤¥­¨¥ 5.6. �ª® V ≤T A ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® V ¥ à §à¥è¨¬®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  V = dom({e}). �­ ¥¬, ç¥ V ≤T V ≤T A, § â®¢ 

¨¬  a, â ª  ç¥ V = dom({a}A). �¥ª  S = {α | (∃x ∈ V )(! {a}α (x))}. �ê©
ª â® S ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® ®â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  A á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  α, â ª 

ç¥ α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈ S). �ª® α ∈ S, â® (∃x ∈ V )(! {a}A (x) ⇐⇒ x ∈ V ),
ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�®£ ¢  ®áâ ¢  ¢ê§¬®¦­®áââ  (∀β ⊇ α)(∀x ∈ V )(¬! {a}β (x)). �ç¥¢¨¤­®,  ª®
x ∈ V , â® ! {a}A (x), â®£ ¢  ¯®à ¤¨ ª®¬¯ ªâ­®áââ  ­  ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ¨¬  β ⊆ A,

â ª  ç¥ ! {a}β (x) ¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¨¥­¨¥ ­  ®¡é­®áââ  ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ β ⊇ α,

¯®­¥¦¥ â¥ ¨¬ â ®¡é® ¯à®¤ê«¦¥­¨¥ A. �¡à â­®, ­¥ª  (∃β ⊇ α)({a}β (x)). � 

¤®¯ãá­¥¬, ç¥ x ∈ V , ­® â®£ ¢  ¬! {a}β (x) - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, â.¥. β ∈ V . �®«ãç¨å¬¥

x ∈ V ⇐⇒ (∃β ⊇ α)(! {a}β (x)),

â.¥. V ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ª ªâ® ¨ V , ®âªê¤¥â® V ¥ à §à¥è¨¬®. �

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.7. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¬®¤¥«¨à  â¢êà¤¥­¨¥â® Fe(x):

A |= Fe(x) ⇐⇒ ! {e}A (x) ⇐⇒ x ∈WA
e .

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.8. � §¢ ¬¥, ç¥ ªà ©­ â  ç áâ α ä®àá¨à  â¢êà¤¥­¨¥â® Fe(x):

α
Fe(x) ⇐⇒ ! {e}α (x).

�¢®©áâ¢  ­  ä®àá¨­£ :

(1) α ⊆ A&α
Fe(x) ⇒ A |= Fe(x).
(2) α ⊆ β&α
Fe(x) ⇒ β 
Fe(x).
(3) A |= Fe(x) ⇒ (∃α ⊆ A)(α
Fe(x)) - á«¥¤¢  ®â ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  ¨§ç¨á-

«¥­¨¥â®.

�¥¬  5.9. �­®¦¥áâ¢®â® {(α, e, x) | α
Fe(x)} ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®.

�®ª § â¥«áâ¢®.

α
Fe(x) ⇐⇒ (∃n)({e}α (x) § ¢êàè¢  §  n áâê¯ª¨)︸ ︷︷ ︸
¯®«ãà §à¥è¨¬®

.

�

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.10.

A |= ¬Fe(x) ⇐⇒ A2Fe(x) ⇐⇒ ¬! {e}A (x)

�à¨ ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ­  α
¬Fe(x) âàï¡¢  ¤  ¢­¨¬ ¢ ¬¥ ¤  § ¯ §¨¬ ª®¬¯ ªâ-
­®áââ :

�¥ä¨­¨æ¨ï 5.11.

α
¬Fe(x) ⇐⇒ (∀β ⊇ α)(β 1Fe(x)).
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�¥®à¥¬  5.12 (ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  ®âà¨æ ­¨¥â®). �¥ª  A ¥ £¥­¥à¨ç­®. �®£ ¢ :

A |= ¬Fe(x) ⇐⇒ (∃α ⊆ A)(α
¬Fe(x).

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇐) �¥ª  α ⊆ A&α
¬Fe(x). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥A2¬Fe(x),
â.¥. A |= Fe(x) ⇒ (∃β ⊆ A)(β 
Fe(x)). �¥ª  γ = α ∪ β. �®£ ¢  γ ⊇ β ⇒
γ 
Fe(x), ­® γ ⊇ α, α
¬Fe(x) ⇒ γ 1Fe(x) - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

(⇒) �¥ª  A |= ¬Fe(x). �êàá¨¬ α ⊆ A, α
¬Fe(x), â.¥. ­¨ª®¥ à §è¨à¥­¨¥
­  α ¤  ­¥ ä®àá¨à  Fe(x). �®¢  ¬®¦¥ ¤  á¥ ­ ¯à ¢¨ á ¬®  ª® A ¥ £¥­¥à¨ç­®.
� ¨áâ¨­ , ­¥ª  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ (∀α ⊆ A)(α1¬Fe(x)) ⇐⇒ (∀α ⊆ A)(∃β ⊇
α)(β 
Fe(x)). �¥ª  Se,x = {β | β 
Fe(x)}. Se,x ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¨ ®á¢¥­ â®¢ 
¥ ¯ê«­® ¢ A, ®âªê¤¥â® ¨¬  α ⊆ A,α ∈ Se,x ⇐⇒ α
Fe(x) ⇒ A |= Fe(x), ª®¥â®
¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ (∃α ⊆ A)(α
¬Fe(x)). �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.13 (Truth «¥¬ ). �  A £¥­¥à¨ç­® ¥ ¢ïà­®:

A |= (¬)Fe(x) ⇐⇒ (∃α ⊆ A)(α
(¬)Fe(x)).

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.14. �­®¦¥áâ¢®â® {(α, e, x) | α
¬Fe(x)} ≤T ∅′.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¯ê«­¥­¨¥â® {(α, e, x) | (∃β ⊇ α)(β 
Fe(x)} ¥ ¯®«ãà §-
à¥è¨¬® ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® ≤m K. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.15. �ª® A ¥ £¥­¥à¨ç­®, â® A′ ≡T A⊕∅′.

�®ª § â¥«áâ¢®.

(1) ∅′ ≤T A′, A ≤T A′ ⇒ A′ ¥ £®à­  £à ­¨æ  ­  ∅′ ¨ A⇒ ∅′⊕A ≤T A′.
(2) A′ = KA =

{
x | x ∈WA

x

}
≤r.e. A, á«¥¤®¢ â¥«­® áêé¥áâ¢ã¢  e, â ª  ç¥

x ∈ KA ⇐⇒ ! {e}A (x) ⇐⇒ A |= Fe(x) ⇐⇒ (∃α ⊆ A)(α
Fe(x)) ≤T
A⊕∅′. A ¥ £¥­¥à¨ç­®, § â®¢   ­ «®£¨ç­® x ∈ KA ⇐⇒ ¬! {e}A (x) ⇐⇒
A2Fe(x) ⇐⇒ (∃α ⊆ A)(α
¬Fe(x)) ≤T A⊕∅′. �®«ãç¨å¬¥, ç¥
KA ≤r.e. A⊕∅′,KA ≤r.e. A⊕∅′, ®âªê¤¥â® ¯® �¥à®¥¬ â  ­  �®áâ á«¥¤¢ ,
ç¥ KA = A′ ≤T A⊕∅′.

�

�¥®à¥¬  5.16 (§  ®¡àêé ­¥ ­  áª®ª , �à¨¤¡¥à£). �¥ª  ∅′ ≤T B. �®£ ¢ 
áêé¥áâ¢ã¢  £¥­¥à¨ç­® A, â ª  ç¥ A′ ≡T B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ áâà®¨¬ A, â ª  ç¥ A ≤T B ¨ A ¤  ¥ £¥­¥à¨ç­®.
�®£ ¢  é¥ ¯®«ãç¨¬ A′ ≡T ∅⊕A⇒ A′ ≤T B. �  ®¡à â­ â  ¯®á®ª  é¥ ª®¤¨à ¬¥
B ¢ A⊕∅′. �âà®¨¬ ªà ©­¨ ç áâ¨ αn ­  χA.

�  ¯®«®¦¨¬ α0 = ∅. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ αn. � §£«¥¦¤ ¬¥ ¢ê¯à®á :
"�ïà­® «¨ ¥, ç¥ (∃β ⊇ αn)(β ∈ Sn)?". �ê© ª â® ¬­®¦¥áâ¢®â®

V = {(α, n) | (∃β ⊇ αn)(β ∈ Sn)}
¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® V ≤T K = ∅′, â.¥. ¬®¦¥¬ ¤  ®â£®¢®à¨¬ ­  ¢ê¯à®á  á
®à ªã« ∅′. �ª® ®â£®¢®àêâ ­  ¢ê¯à®á  ¥ ¤ , â®£ ¢  ¯®« £ ¬¥ α∗n ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â®
â ª®¢  β,  ª® ®â£®¢®àêâ ¥ ­¥, â®£ ¢  α∗n = αn. � ª  ®á¨£ãàï¢ ¬¥ £¥­¥à¨ç­®áââ 
­  A. � ªà ï ¯®« £ ¬¥ αn+1 = α∗n ∗ χB(n).

(1) A ≤T B. � ¨áâ¨­ , ¯®­¥¦¥ |αx+1| ≥ x, â® x ∈ A ⇐⇒ x ∈ αx+1, ­®
ª ªâ® ¢¨¤ïå¬¥ αn ≤T B⊕∅′ ≤T B.

(2) A ¥ £¥­¥à¨ç­®, ¯®­¥¦¥ α∗n ®á¨£ãàï¢  £¥­¥à¨ç­®áâ ®â­®á­® Sn.
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(3) B ≤T A⊕∅′. �¬ ¬¥ k ∈ B ⇐⇒ αk+1(|α∗k|) = 0. �®¦¥¬ ¤  ¯®áâà®¨¬
B ª â® ¯®¢â®à¨¬ ª®­áâàãªæ¨ïâ , ­® § ¬¥­¨¬ χB(n) á χA(|α∗n|). � ª 
é¥ ¨§¯®«§¢ ¬¥ ®à ªã« A ¨ ¤®¯ê«­¨â¥«­® ®à ªã« ∅′ §  ®â£®¢®à ­ 
¢ê¯à®á . �«¥¤®¢ â¥«­® ¯®«ãç ¢ ¬¥ B ≤T A⊕∅′.

�®«ãç¨å¬¥, ç¥ A ¥ £¥­¥à¨ç­® ¨ A′ ≡T B. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.17. �êé¥áâ¢ã¢  A 6≡T ∅ - £¥­¥à¨ç­®, â ª  ç¥ A′ ≡T ∅′.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.18. �êé¥áâ¢ã¢  A - £¥­¥à¨ç­®, â ª  ç¥ ∅ �T A �T A
′ ≡T ∅′.



���� 6

�¥®à¥¬  ­  �¦®ªãè ¨ �®à

�¥®à¥¬  6.1 (�¦®ªãè-�®à). �¥ª  V ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ­® ­¥ ¥ à §à¥è¨¬®.
�®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  £¥­¥à¨ç­® A ≤T V .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª 
{
V k

}
§   ¯à®ªá¨¬ æ¨¨â¥ ­  V áê£« á­® �¥¬  2.

�¥ª  c(n) = µk[V k �n = V �n] ¥ ¨§ç¨á«¨â¥«­ â  äã­ªæ¨ï ­  V .
�¥ áâà®¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç­ â  äã­ªæ¨ï ­  A ­  áâê¯ª¨. �¥ª  α0 = ∅. � 

¤®¯ãá­¥¬, ç¥ αs ¥ ¯®áâà®¥­®.
I á«. s = 2r. �®£ ¢  ¯®« £ ¬¥ αs+1 = αs ∗ 0, §  ¤  á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥ A e

¡¥§ªà ©­®.
II á«. s = 2r + 1. �êàá¨¬ ­ ©-¬ «ª®â® u < s, â ª  ç¥:

(∗) (∀δ ⊆ αs)(δ /∈ Sc(s)u ) &(∃σ ⊇ αs)(|σ| ≤ c(s+ 1)&σ ∈ Sc(s+1)
u )

�ª® â ª®¢  u ¨¬ , ¯®« £ ¬¥ αs+1 ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â® σ, ª®¥â® áê®â¢¥âáâ¢  ­ 
­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  u. � ¯à®â¨¢¥­ á«ãç © ¯®« £ ¬¥ αs+1 = αs.

�¥ª  χA =
⋃
s αs. �ç¥¢¨¤­® x ∈ A ⇐⇒ x ∈ αx+1, ­® αn ≤T c ≡T V

áê£« á­® �¢êà¤¥­¨¥ 2.8.
�¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ A ¥ £¥­¥à¨ç­®. �àï¡¢  ¤  ¯®ª ¦¥¬, ç¥

(∀u)(∃α ⊆ A)(α à §à¥è ¢  Su).

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ ­¥ ¥ â ª  ¨ ¤  ¨§¡¥à¥¬ ­ ©-¬ «ª®â® u, â ª®¢  ç¥

(@α ⊆ A)(α à §à¥è ¢  Su).

�ª® v < u, â® áêé¥áâ¢ã¢  ­¨§ (δv ⊆ A)(δv à §à¥è ¢  Sv). �¥ª  α =
⋃
v<u δv

¨ s0 ¥ â ª®¢ , ç¥ α ⊆ αs0 ⊆ A. �¥ª  s1 > s0 ¥ â®«ª®¢  £®«ï¬®, ç¥  ª® v < u

¨ δv ∈ Sv, â® δv ∈ S
c(s1)
v . � ª®¢  s1 ¬®¦¥¬ ¤  ¨§¡¥à¥¬, ¯®­¥¦¥ áê£« á­®

�¢êà¤¥­¨¥ 2.7 c(s) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­® á ­ à áâ¢ ­¥â® ­  s.
�  à §£«¥¤ ¬¥ ­¥ç¥â­  áâê¯ª  s > s1 §  v < u. �¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ ®â£®¢®àêâ

­  ¢ê¯à®á  (∗) ­  áâê¯ª  s §  v ¥ ­¥. �­ ¥¬, ç¥ δv à §à¥è ¢  Sv ¯® ¨§¡®à  ­ 
u. �¬ ¬¥ ¤¢  á«ãç ï:

I á«. δv ∈ Sv ⇒ δv ∈ Sc(s)v ⊇ S
c(s1)
v ¨ â®£ ¢  (∗) ­ï¬  ¤  ¥ ¢ïà­®.

II á«. δv /∈ Sv ⇒ (∀β ⊇ δv)(β /∈ Sv). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ (∗) ¥ ¢ïà­® §  v.

�®£ ¢  ¨¬  σ ⊇ αs ⊇ αs0 ⊇ α ⊇ δv, â ª  ç¥ |σ| ≤ c(s + 1), σ ∈ S
c(s+1)
v ⊆ Sv,

ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�®«ãç¨å¬¥, ç¥ §  ¢áïª  ­¥ç¥â­  áâê¯ª  s > s1 (∗) ­¥ ¥ ¢ïà­® §  ¯à®¨§¢®«­®

v < u. �á¢¥­ â®¢  §  â ª ¢  áâê¯ª  (∗) ­ï¬  ¤  ¥ ¢ïà­® ¨ §  u.
�¥ª  s > s1 ¥ ­¥ç¥â­  áâê¯ª . �¥ª  §­ ¥¬ αs, â®£ ¢  é¥ ¯à¥á¬¥â­¥¬

c(s), c(s + 1), αs+1, αs+2. �­ ¥¬, ç¥ u ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¢  (∗) ­  áâê¯ª  s. �á¢¥­

â®¢  á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥ (∀δ ⊆ αs ⊆ α)(δ /∈ S
c(s)
u ) ¨­ ç¥ δ é¥ à §à¥è¨ Su. �®£ ¢ 

§­ ¥¬, ç¥ ∀σ ⊇ αs)(|σ| ≥ c(s + 1)∨σ /∈ S
c(s+1)
u ). �¥­¥à¨à ¬¥ ¥¤­®¢à¥¬¥­­®

21
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¢á¨çª¨ ­¨§®¢¥ σ, ª®¨â® à §è¨àï¢ â αa ¨  ¯à®ªá¨¬ æ¨¨â¥ ­  Su, ¤®ª â® ­ ¬¥à¨¬
σ ⊇ αs, σ ∈ Squ. � ª®¢  é¥ ¨¬ , ¯®­¥¦¥ ¨¬  â ª®¢  σ ∈ Su. � ª  é¥ ­ ¬¥à¨¬
σ, §  ª®¥â® é¥ ¨¬ ¬¥, ç¥ |σ| > c(s + 1)∨ q > c(s + 1). �®£ ¢  c(s + 1) ≤
max(|σ| , q) = k. �â ¤àã£  áâà ­  V � s + 1 = V k � s + 1. � ª  ­ ¬¥à¨å¬¥
¥ä¥ªâ¨¢­® £®à­  £à ­¨æ  §  c(s + 1). �®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ¨§ç¨á«¨¬ c(s + 1)
- ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  k. �ê© ª â® ¢¥ç¥ ¯à¥á¬¥â­ â®â® c(s + 1) é¥ ­¨ ¤ ¤¥
¥ä¥ªâ¨¢­  £®à­  £à ­¨æ  §  c(s) ¯® áêé¨ï ­ ç¨­ ¬®¦¥¬ ¤  ¯à¥á¬¥â­¥¬ c(s).
�®£ ¢  ¢ê¯à®áêâ (∗) áâ ¢  à §à¥è¨¬ ¨ ¬®¦¥¬ ¤  ­ ¬¥à¨¬ u,   ®ââ ¬ á«¥¤¢ ©ª¨
ª®­áâàãªæ¨ïâ  ¤  ¨§ç¨á«¨¬ αs+1, ¨ ¤  ¯®«®¦¨¬ αs+2 = αs+1 ∗ 0. � ª  ¯®«ã-
ç¨å¬¥, ç¥ ª®­áâàãªæ¨ïâ  ¥ à §à¥è¨¬  §  s > s1. �® c ≡T V ≡T ∅, ª®¥â® ¥
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â® ­  �¥®à¥¬ â .

�«¥¤®¢ â¥«­® A ¥ £¥­¥à¨ç­®. �



���� 7

�¥®à¥¬  ­  �¯¥ªâêà §  áêé¥áâ¢ã¢ ­¥ ­ 

¬¨­¨¬ «­¨ áâ¥¯¥­¨

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.1. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ ¬¨­¨¬ «­®,  ª®:

(1) ∅ �T A,
(2) B ≤T A⇒ B ≤T ∅∨B ≡T A.
�¥ä¨­¨æ¨ï 7.2. �êà¢® ­ à¨ç ¬¥ äã­ªæ¨ïâ  T : String −→ String, § 

ª®ïâ®:

(1) α ( β ⇒ T (α) ( T (β),
(2) α ‖ β ⇒ T (α) ‖ T (β).

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.3. � §¢ ¬¥, ç¥ ¤êà¢®â® T ¥ à¥ªãàá¨¢­®,  ª® ¨¬  à¥ªãàá¨¢­ 
äã­ªæ¨ï t, â ª  ç¥ (∀σ ∈ String)(t(pσq) = pT (σ)q).

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.4. �¥ª  σ ∈ String. � §¢ ¬¥, ç¥ σ ∈ T ⇐⇒ (∃τ)(σ ⊆ T (τ)).

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.5. � §¢ ¬¥, ç¥ f : N −→ {0, 1} ¥ ª«®­ ­  ¤êà¢®â® T (f ⊆ T ),
 ª® (∀σ ⊆ f)(σ ∈ T ).

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.6. � §¢ ¬¥, ç¥ T ′ e ¯®¤¤êà¢® ­  T :

T ′ ⊆ T ⇐⇒ range(T ′) ⊆ range(T ).

�¢êà¤¥­¨¥ 7.7. �ª® T ′ ¥ ¯®¤¤êà¢® ­  T ¨ σ ∈ T ′, â® σ ∈ T .
�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  σ ∈ T ′. �®£ ¢  (∃τ ′)(σ ⊆ T ′(τ ′)). �® T ′ ⊆ T ⇒

T ′(τ ′) ∈ Range(T ). �®£ ¢  (∃τ)(σ ⊆ T (τ) = T ′(τ ′)), â.¥. σ ∈ T . �

�«¥¤áâ¢¨¥ 7.8 (§ ¯ §¢ ­¥ ­  ª«®­¨â¥). f ⊆ T ′, T ′ ⊆ T ⇒ f ⊆ T .

�¢êà¤¥­¨¥ 7.9. �¥ª  f ¥ ª«®­ ­  T . �®£ ¢  T (ε) ⊆ f .

�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ T (ε) * f . �®£ ¢  (∃σ ⊆ f)(σ ‖ T (ε)).
�  à §£«¥¤ ¬¥ â ª®¢ , τ , §  ª®¥â® σ ⊆ T (τ) - â ª®¢  ¨¬ , § é®â® f ¥ ª«®­.
�á¢¥­ â®¢  T (ε) ⊆ T (τ) ⇒ T (ε) ¨ σ ¨¬ â ®¡é® ¯à®¤ê«¦¥­¨¥, ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨-
¢®à¥ç¨¥ á ä ªâ , ç¥ σ ‖ T (ε). �

�¢êà¤¥­¨¥ 7.10. �¥ª  T (σ) ⊆ f ,   f ¥ ª«®­ ­  T . �®£ ¢ 

T (σ ∗ 0) ⊆ f ∨ T (σ ∗ 1) ⊆ f.

�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ T (σ ∗ 0) * f &T (σ ∗ 1) * f . �®£ ¢ 
(∃δ ⊆ f)(T (σ ∗ 0) ‖ δ&T (σ ∗ 1) ‖ δ). �  à §£«¥¤ ¬¥ ρ = T (σ) ∪ δ - â®¢  ¥
¢ê§¬®¦­®, ¯®­¥¦¥ T (σ) ¨ δ ¨¬ â §  ®¡é® ¯à®¤ê«¦¥­¨¥ f . �®£ ¢  ρ ⊆ f , ­® f
¥ ª«®­ ⇒ (∃τ)(T (τ) ) ρ) ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ®¡é­®áââ . �®£ ¢ 

T (τ) ) ρ ⊇ T (σ) ⇒ τ ) σ ⇒ T (τ) ⊇ T (σ ∗ 0)∨T (τ) ⊇ T (σ ∗ 1),

ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¤®¯ãáª ­¥â®. �

23
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�¥ä¨­¨æ¨ï 7.11. �¥ª  T ¥ ¤êà¢®. Ext(σ, T )(τ) = T (σ ∗ τ).

�ç¥¢¨¤­® Ext(σ, T ) ⊆ T , â.¥. Ext(σ, T ) ¥ ¯®¤¤êà¢® ­  T .

�¢êà¤¥­¨¥ 7.12. f ¥ ª«®­ ¢ Ext(σ, T ) ⇐⇒ T (σ) ⊆ f & f ⊆ T .

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇒) �¥ª  f ¥ ª«®­ ¢ Ext(σ, T ) ⇒ Ext(σ, T )(ε) ⊆ f .
�®£ ¢  T (σ ∗ ε) = T (σ) ⊆ f . �á¢¥­ â®¢  f ⊆ Ext(σ, T ) ⊆ T .

(⇐) �¥ª  T (σ) ⊆ f, f ⊆ T . �¥ª  σ1 ⊆ f ¥ ¯à®¨§¢®«­®. �  ¯®«®¦¨¬
σ2 = T (σ) ∪ σ1. f ⊆ T ⇒ (∃τ)(T (τ) ⊇ σ2). �® σ2 ⊇ T (σ) ⇒ τ ⊇ σ, â.¥. ¨¬  ρ,
â ª  ç¥ τ = σ ∗ ρ. �®£ ¢  σ1 ⊆ T (τ) = T (σ ∗ ρ) = Ext(σ, T )(ρ), â.¥. f ¥ ª«®­ ¢
Ext(σ, T ). �

�¢êà¤¥­¨¥ 7.13. �¥ª  T0 ⊇ T1 ⊇ · · · ⊇ Ti ⊇ . . . ¥ ¬®­®â®­­® ­ ¬ «ï¢ é 
à¥¤¨æ  ®â ¤êà¢¥â . �®£ ¢  (∃f)(∀i)(f ¥ ª«®­ ­  Ti).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ áâà®¨¬ {αs} - à¥¤¨æ  ®â ªà ©­¨ ç áâ¨ ­  f , â ª 
ç¥:

(1) αs ⊆ αs+1,
(2) (∀Ti)(αs ∈ Ti).

�  ¯®«®¦¨¬ α0 = ε. �ç¥¢¨¤­® (∀Ti)(ε ∈ Ti). �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ αs á ¨áª ­¨â¥
á¢®©áâ¢ . �¥ ¨§¡¥à¥¬ αs+1 â®¢  ®â αs ∗ 0 ¨ αs ∗ 1, ª®¥â® ¨§¯ê«­ï¢  á¢®©áâ¢®
(2). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ ­¨â® ¥¤­® ®â â¥§¨ à §è¨à¥­¨ï ­  αs ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¢ 
(2). �®£ ¢  ¨¬  i0, i1, â ª  ç¥ αs ∗ 0 /∈ Ti0 , αs ∗ 1 /∈ Ti1 . �¥§ ®£à ­¨ç¨¥­¨¥ ­ 
®¡é­®áââ  ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ i0 < i1. �®£ ¢  Ti0 ⊇ Ti1 ⇒ αs ∗ 0 /∈ Ti1 . �â
¤àã£  áâà ­  αs ∈ Ti1 , ®âªê¤¥â® ¨¬  τ , â ª  ç¥ Ti1(τ) ⊇ αs ¨ áêé¥¢à¥¬¥­­®
Ti1(τ ∗ 0) ) αs, Ti1(τ ∗ 1) ) αs, â.¥. à §è¨àï¢ â ­ïª®¥ ®â αs ∗ 0 ¨ αs ∗ 1, ª®¥â® ¥
¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¤®¯ãáª ­¥â®.

�®¬ ¯®­¥ ¥¤­® ®â αs ∗ 0, αs ∗ 1 ¨¬  á¢®©áâ¢®â® (2), ¯®« £ ¬¥ αs+1 ­  â®¢ 
à §è¨à¥­¨¥ ­  αs, ª®¥â® ¨¬  á¢®©áâ¢®â® (2). �ç¥¢¨¤­® ¥, ç¥ (1) áêé® ¥ ¢ á¨« .

� ª  f =
⋃
s αs ¥ ª«®­ ­  Ti §  ¯à®¨§¢®«­® i. �

�à¥¤¨ ¤  ¤ ¤¥¬ ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ­  �¥®à¥¬ â  ­  �¯¥ªâêà é¥ ¤ ¤¥¬ ®é¥
­ïª®«ª® ¤¥ä¨­¨æ¨¨ ¨ é¥ ¤®ª ¦¥¬ ­ïª®«ª® â¥å­¨ á¢®©áâ¢ .

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.14. . �¥ª  σ ∈ String,   T ¥ ¤êà¢®. �®£ ¢  ª §¢ ¬¥, ç¥ (ρ, δ)
¥ e-à §æ¥¯¢ ­¥ ­  σ ¢ T ,  ª®

(1) σ ⊆ ρ, σ ⊆ δ

(2) (∃x)(!ϕT (ρ)
e (x) &!ϕT (δ)

e (x) &ϕ
T (ρ)
e (x) 6= ϕ

T (δ)
e (x)).

�¥ä¨­¨æ¨ï 7.15. � §¢ ¬¥, ç¥ ¤êà¢®â® T ¥ e-à §æ¥¯¢ é®,  ª®
(∀σ)((σ ∗ 0, σ ∗ 1) ¥ e-à §æ¥¯¢ ­¥ ­  T ).

�¥¬  7.16. �¥ª  T ¥ à¥ªãàá¨¢­® ¤êà¢® ¨ σ ¥ ­¨§, â ªê¢ ç¥ ­ï¬  e-à §æ¥¯¢ ­¥

­  σ ¢ T . �®£ ¢  (∀f ⊆ Ext(σ, T ))({e}f ¥ â®â «­  ⇒ {e}f ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  f ⊆ Ext(σ, T ), {e}f ¥ â®â «­ , x ∈ N. �¥ ­ ¬¥à¨¬

¥ä¥ªâ¨¢­® {e}f (x). �ê© ª â® ! {e}f (x), â® ¨¬  ­ïª®¥ τ ⊆ f , â ª  ç¥ ! {e}τ (x) '
{e}f (x) ¯®à ¤¨ ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  ¨§ç¨á«¥­¨¥â®.

�ê© ª â® f ⊆ Ext(σ, T ), â® ¯® �¢êà¤¥­¨¥ 7.12 ¨¬ ¬¥, ç¥ f ⊆ T . �®£ ¢ 

(∃µ)(T (µ) ⊇ τ). �ç¥¢¨¤­® §  â ª¨¢  µ é¥ ¨¬ ¬¥ ! {e}T (µ) (x).
�áª ¬¥ ¤  ­ ¬¥à¨¬ ¥ä¥ªâ¨¢­® ­ïª®¥ µ ⊇ σ, â ª®¢  ç¥ ! {e}T (µ) (x). �®¢ 

¬®¦¥ ¤  á¥ ­ ¯à ¢¨ ª â® £¥­¥à¨à ¬¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«­® ¢á¨çª¨ ¤¢®©ª¨ 〈µ, k〉 ¨
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âêàá¨¬ ¯êà¢ â  â ª ¢ , §  ª®ïâ® µ ⊇ σ ¨ ! {e}T (µ)
k (x) §  à¥ªãàá¨¢­®â® ¤êà¢®

T . �ê£« á­® § ¡¥«¥¦ª â  ªê¬ �¥ä¨­¨æ¨ï 2.1 â®§¨ ¯à®æ¥á ¥ ¥ä¥ªâ¨¢¥­.

�¥ ¬®¦¥¬ ¤¨à¥ªâ­® ¤  § ª«îç¨¬, ç¥ {e}T (µ) (x) ' {e}f (x), ¯®­¥¦¥ ­¥ á¬¥
á¨£ãà­¨, ç¥ ¥ä¥ªâ¨¢­® ­ ¬¥à¥­®â® µ ⊇ τ .

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ {e}T (µ) (x) 6= {e}f (x). �  ¢§¥¬¥¬ ¯à®¨§¢®«­® ρ ⊇ σ, â ª 

ç¥ T (ρ) ⊇ τ . �®£ ¢  ! {e}T (ρ) (x) = {e}f (x) 6= {e}T (µ) (x). �®¢  ®¡ ç¥ ®§­ ç ¢ ,
ç¥ (µ, ρ) ¥ ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ ­  σ ¢ T , ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â® ­  �¥¬ â .

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥ ¥ä¥ªâ¨¢¥­ ¯à®æ¥á §  ­ ¬¨à ­¥ ­  {e}f (x), â.¥. {e}f ¥
¨§ç¨á«¨¬ . �

�¥¬  7.17. �¥ª  T ¥ à¥ªãàá¨¢­® ¤êà¢®, ¢ ª®¥â® ¨¬  ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ §  ¯à®-
¨§¢®«­® σ. �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  ¤êà¢® T ∗ ⊆ T , â ª  ç¥ T ∗ ¥ ¥-à §æ¥¯¢ é®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ T ∗(σ) á ¨­¤ãªæ¨ï ¯® n = |σ|. �®« £ ¬¥
T ∗(ε) = T (ε). �¥ª  á¬¥ ¤¥ä¨­¨à «¨ T (σ) §  |σ| = n. �êàá¨¬ ­ ©-¬ «ª®â®

〈ρ, δ, x, k〉, â ª®¢  ç¥ σ ⊆ ρ, σ ⊆ δ ¨ ! {e}T (ρ)
k (x) 6=! {e}T (δ)

k (x). �¨£ãà­¨ á¬¥, ç¥
â ª¨¢  ¨¬ , ¯®­¥¦¥ σ ¨¬  ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ ¢ T . �®« £ ¬¥

T ∗(σ ∗ 0) = T (ρ), T ∗(σ ∗ 1) = T (δ).

�®«ãç ¢ ¬¥ ¤êà¢®â® T ∗ - à¥ªãàá¨¢­® ¨ ¥-à §æ¥¯¢ é®. �á¢¥­ â®¢  ¯® ¤¥-
ä¨­¨æ¨ï range(T ∗) ⊆ range(T ) ⇒ T ∗ ⊆ T . �

�¥®à¥¬  7.18 (�¯¥ªâêà). �êé¥áâ¢ã¢  ¬¨­¨¬ «­® ¬­®¦¥áâ¢® A.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯®áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® ­ ¬ «ï¢ é  à¥¤¨æ  ®â ¤êà¢¥â 
T0 ⊇ T1 ⊇ · · · ⊇ Ti ⊇ . . . , â ª ¢  ç¥:

(1) (∀i)(Ti ¥ à¥ªãàá¨¢­®),
(2) (∀e)(T2e+2 |= Re &T2e+1 |= Qe), ªê¤¥â®

T2e+2 |= Re ⇐⇒ (∀f ⊆ T2e+2)(f 6= ϕe)

T2e+1 |= Qe ⇐⇒ (∀f ⊆ T2e+1)({e}f ¥ â®â «­ ⇒ {e}f ¥ ¨§ç¨á«¨¬ ∨ f ≤T {e}f ).

�  ¯®«®¦¨¬ T0(σ) = σ, â.¥. T0 = Id. �¥ª  Ts ¥ ¯®áâà®¥­®.
I á«. s = 2e + 1. �¥ ¯®áâà®¨¬ Ts+1, â ª®¢  ç¥ Ts+1 |= Re. �àï¡¢  ¤ 

®á¨£ãà¨¬ (∀f ⊆ Ts+1)(f 6= ϕe).
I.1) ϕe ­¥ ¥ â®â «­ . �ê© ª â® f ¥ â®â «­ , ¥ ¤®áâ âêç­® ¤  ¯®«®¦¨¬

Ts+1 = Ts.
I.2) ϕe ¥ â®â «­ . �ê© ª â® Ts(0) ‖ Ts(1), â® (∃x)(Ts(0)(x) 6= Ts(1)(x)).

�®£ ¢  (∃i ∈ {0, 1})(Ts(i)(x) 6= ϕe(x)). �®« £ ¬¥ Ts+1 = Ext(i, Ts).
�¥ª  f ⊆ Ts+1. �® �¢êà¤¥­¨¥ 7.12 ¨¬ ¬¥, ç¥ Ts(i) ⊆ f ⊆ Ts. �®£ ¢ 

Ts(i)(x) = f(x) 6= ϕe(x).
II á«. s = 2e. �¥ ¯®áâà®¨¬ Ts+1, â ª®¢  ç¥ Ts+1 |= Qe. �àï¡¢  ¤ 

®á¨£ãà¨¬

(∀f ⊆ Ts+1)({e}f ¥ â®â «­ ⇒ {e}f ¥ ¨§ç¨á«¨¬ ∨ f ≤T {e}f ).

II.1) �¬  σ, §  ª®¥â® ­ï¬  ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ ¢ Ts. �®« £ ¬¥ Ts+1 = Ext(σ, Ts).
�®£ ¢  ¯® �¥¬  7.16 ¨¬ ¬¥ Ts+1 |= Qe.

II.2) �  ¯à®¨§¢®«­® σ ¨¬  ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ ¢ Ts. �®£ ¢  ¯® �¥¬  7.17 ¨¬ ¬¥

T ∗s - à¥ªãàá¨¢­® ¨ ¥-à §æ¥¯¢ é®. �¥ª  f ⊆ T ∗s ¨ {e}f ¥ â®â «­ .
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�¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥ f ≤T {e}f ª â® ­ ¬¥à¨¬  «£®à¨âê¬ §  ¯à¥á¬ïâ ­¥â® ­ 

f , ª®©â® ¨§¯®«§¢  §  ®à ªã« {e}f . �  ¢áïª® n é¥ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢ê§¥« αn, â ª  ç¥
T ∗s (αn) ⊆ f, |αn| = n.

�  ¯®«®¦¨¬ α0 = ε. �ê© ª â® f ⊆ T ∗s , â® T
∗
s (α0) = Ts(ε) ⊆ f .

�¥ª  á¬¥ ®¯à¥¤¥«¨«¨ αn. �ê© ª â® T ∗s ¥ ¥-à §æ¥¯¢ é®, â® (αn ∗ 0, αn ∗ 1)
¥ ¥-à §æ¥¯¢ ­¥ ­  αn ¢ T ∗s . �êàá¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«­® ¯êà¢ â  ¤¢®©ª  〈x, k〉, § 
ª®ïâ®

! {e}T
∗
s (αn∗0)
k (x) 6=! {e}T

∗
s (αn∗1)
k (x).

�®£ ¢  ¤  ¯®«®¦¨¬

αn+1 =

{
αn ∗ 0 ,  ª® {e}T

∗
s (αn∗0)
k (x) = {e}f (x);

αn ∗ 1 ,  ª® {e}T
∗
s (αn∗1)
k (x) = {e}f (x).

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ T ∗s (αn+1) = T ∗s (αn ∗ i) * f . �® â®£ ¢  ¯® �¢êà¤¥­¨¥ 7.10
¨¬ ¬¥, ç¥ T ∗s (αn ∗ (1− i)) ⊆ f . �®£ ¢ , ®â ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ­  αn+1 ¨¬ ¬¥, ç¥

! {e}T
∗
s (αn∗(1−i))
k (x) = {e}f (x) =! {e}T

∗
s (αn∗i)
k (x),

ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ä ªâ , ç¥ T ∗s ¥ ¥-à §æ¥¯¢ é®.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥ αn+1 á ®à ªã« {e}f , ª â® |αn+1| = n+ 1 ¨ Ts+1(αn+1) ⊆ f .
�ê© ª â® n = |αn| ≤ |Ts+1(αn)|, â® ¨¬ ¬¥

f(x) ' Ts+1(αx+1)(x) ⇒ f ≤T {e}f .
�®«ãç¨å¬¥ à¥¤¨æ â  T0 ⊇ T1 ⊇ · · · ⊇ Ti ⊇ . . . , ª®ïâ® ã¤®¢«¥â¢®àï¢ 

¨§¨áª¢ ­¨ïâ . �® �¢êà¤¥­¨¥ 7.13 ¨¬ ¬¥ f , â ª  ç¥ (∀s)(f ⊆ Ts).
�¥ª  A = {x | f(x) = 0}, â.¥. f = χA. �¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ A ¥ ¬¨­¨¬ «­®.

(1) ∅ �T A. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ ∅ ≡T A. �®£ ¢  §  ­ïª®¥ e é¥ ¨¬ ¬¥ f = ϕe.
�® âê© ª â® f ⊆ T2e+2,   ®â ¤àã£  áâà ­  T2e+2 |= Re ⇒ f 6= ϕe -
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥!

(2) �¥ª  B ≤T A. �®£ ¢  ¨¬  ¥, â ª  ç¥ {e}f = χB . �ê© ª â® f ⊆ T2e+1,
  T2e+1 |= Qe ⇒ χB ¥ ¨§ç¨á«¨¬  ¨«¨ f ≤T χB ⇐⇒ B ≤T ∅∨A ≤T B.

�

�«¥¤áâ¢¨¥ 7.19. �â¥¯¥­â  dT (A) e ¬¨­¨¬ «­ .
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�¥ªãàá¨¢­® ­®¬¥àã¥¬¨ áâ¥¯¥­¨. �¥®à¥¬  ­ 

�à¨¤¡¥à£ ¨ �ãç­¨ª

�¥ä¨­¨æ¨ï 8.1. � §¢ ¬¥, ç¥ �îà¨­£®¢ â  áâ¥¯¥­ a ¥ à¥ªãàá¨¢­® ­®¬¥àã-
¥¬ ,  ª® (∃W ≤r.e. ∅)(W ∈ a).

� ¡¥«¥¦ª . �¥ ¥ § ¤ê«¦¨â¥«­® ¢á¨çª¨ ¥«¥¬¥­â¨ ­  a ¤  á  ¯®«ãà §à¥-
è¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ .

�¬¨« �®áâ ¯®áâ ¢ï ¢ê¯à®á  ¤ «¨ ¨¬  áâ¥¯¥­ ¬¥¦¤ã 0 ¨ 0′, ª®ïâ® ¥ ¯®-
«ãà §à¥è¨¬ . �ª® A ¥ £¥­¥à¨ç­®, â® ¢ �¥¬  5 ¤®ª § å¬¥, ç¥ 0 < dT (A) <
0′. �® dT (A), ­¥ áê¤êà¦  ¯®«ãà §à¥è¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ , ¨­ ç¥ A é¥è¥ ¤  ¥
¯®«ãà §à¥è¨¬®. �â£®¢®àêâ ­  â®§¨ ¢ê¯à®á á¥ ¤ ¢  ®â �¥®à¥¬ â  ­  �à¨¤¡¥à£
¨ �ãç­¨ª.

�¥®à¥¬  8.2 (�à¨¤¡¥à£-�ãç­¨ª). �êé¥áâ¢ã¢ â ¯®«ãà §à¥è¨¬¨ A ¨ B,
â ª¨¢  ç¥ A �T B,B �T A.

�«¥¤áâ¢¨¥ 8.3 (�à®¡«¥¬ ­  �®áâ). 0 �T dT (A) �T dT (K). � ¨áâ¨­ ,
 ª® 0 ≡T dT (A), â® A ≤T B,    ª® dT (A) = dT (K), â® B ≤T K ≤T A.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¢ê¢¥¤¥¬ ­ïª®«ª® ¤¥ä¨­¨æ¨¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 8.4. ϕe,q(x) ' y ⇐⇒ Pe § ¢êàè¨ ­ ¤ (x, 0, . . . ) §  < q áâê¯ª¨
á à¥§ã«â â y.

�ç¥¢¨¤­® ¥ ¢ á¨« , ç¥ ϕe(x) ' y ⇐⇒ (ϕe,q(x) ' y).

�¥ä¨­¨æ¨ï 8.5. �¥ª  C ⊆ N. u(C, e, x, q) ' max(0,­ ©-£®«ï¬®â® ®¡àêé¥­¨¥
ªê¬ ®à ªã«  χC ¢ ¯êà¢¨â¥ q−1 áâê¯ª¨ ­  ¨§ç¨á«¥­¨¥â® ­  PχC

e (x, 0, . . . )) (use-
äã­ªæ¨ï) .

�ïà­® ¥, ç¥  ª® u(A, e, x, q) ' u, ϕAe,q(x) ' y ¨ B �u = A �u, â® ϕBe,q(x) ' y,

â.¥. ϕBe (x) ' y.
�¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ­  áâê¯ª¨ Aq, Bq, â ª  ç¥:

(1) Aq, Bq - ªà ©­¨,
(2) Aq ⊆ Aq+1, Bq ⊆ Bq+1,
(3) Aq = Dρ(q), Bq = Dλ(q) §  ρ, λ - à¥ªãàá¨¢­¨ äã­ªæ¨¨.

�  ¢áïª  áâê¯ª  é¥ á¥ ®¯¨â¢ ¬¥ ¤  § ¤®¢®«ï¢ ¬¥ ¨§¨áª¢ ­¨ïâ  Ri:

R2e : {e}A 6= χB

R2e+1 : {e}B 6= χA

�®¬¥à â  ­  ¨§¨áª¢ ­¨ïâ  é¥ ­ à¨ç ¬¥ ¯à¨®à¨â¥â¨. �§¨áª¢ ­¨ïâ  á ¯®-
­¨áêª ­®¬¥à é¥ ¨¬ â ¯®-¢¨á®ª ¯à¨®à¨â¥â.

27
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�  ¤  ¨§¯ê«­¨¬ ¨§¨áª¢ ­¨ïâ , ­  ¢áïª  áâê¯ª  é¥ ¯®¤¤êà¦ ¬¥ á¢¨¤¥â¥«
xqi = 〈z, i〉, ª®©â® é¥ ¯®â¢êà¦¤ ¢  ¨§¨áª¢ ­¥â® ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

xq2e /∈ Bq ⇐⇒ {e}Aq

q (xq2e) 6' 1;(∗)

xq2e+1 /∈ Aq ⇐⇒ {e}Bq

q (xq2e+1) 6' 1.

�á¢¥­ â®¢  é¥ ¨áª ¬¥ x(q, e) = xqi ¥ ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï ¨

∃ lim
q→∞

xqi = xi,

ª â® xi é¥ ­ à¨ç ¬¥ ®ª®­ç â¥«¥­ á¢¨¤¥â¥«.
�¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ®é¥ ¨ ®£à ­¨ç¥­¨ïâ  r(q, i), á¢êà§ ­¨ á i-â®â® ¨§¨áª¢ ­¥

¨ ¨§¢¥áâ­¨ ­  q-â â  áâê¯ª  â ª  ç¥ ¤  ¨¬ ¬¥:

r(q, i) =


­ ©-£®«¥¬¨ïâ  à£ã¬¥­â ­  ®à ªã«  ,  ª® i = 2e ¨ {e}Aq

q (xq2e) ' 1
­ ©-£®«¥¬¨ïâ  à£ã¬¥­â ­  ®à ªã«  ,  ª® i = 2e+ 1 ¨ {e}Bq

q (xq2e+1) ' 1
−1 , ¨­ ç¥.

�¥ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ r(q, i) ¨ xqi â ª , ç¥ ­  ¢áïª  áâê¯ª  ¤  ¨¬ ¬¥:

(∗∗) r(q, i) = −1 ⇒ xqi /∈ Aq ∪Bq,

â.¥. á¢¨¤¥â¥«ïâ ¤  ¨§¯ê«­ï¢  (∗) .

�¥ä¨­¨æ¨ï 8.6. � §¢ ¬¥, ç¥ R2e ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  áâê¯ª  q,  ª®

{e}Aq

q (xq2e) ' 1, r(q, 2e) = −1. � §¢ ¬¥, ç¥ R2e+1 ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­ 

áâê¯ª  q,  ª® {e}Bq

q (xq2e+1) ' 1, r(q, 2e+ 1) = −1.

�à®¢¥àª â  ¤ «¨ ¤ ¤¥­® ¨§¨áª¢ ­¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¤ ¤¥­  áâê¯ª 
q ¥ ¥ä¥ªâ¨¢­ . �®£ â® Ri ¯à¥¤¨§¢¨ª  ¢­¨¬ ­¨¥, â®£ ¢  á¥ ­ « £  ¤  ¯à¨ç¨á«¨¬
á¢¨¤¥â¥«ï xqi ªê¬ A ¨«¨ B, §  ¤  ¨§¯ê«­¨¬ (∗) .

�¥ª  ¯®«®¦¨¬ A0 = B0 = ∅, x0
i = 〈0, i〉 , r(0, i) = −1. �á¨çª¨ á¢¨¤¥â¥«¨ á 

¢ «¨¤­¨, ª ªâ® ¨ ãá«®¢¨¥â® (∗∗) .
�¥ª  ¢¥ç¥ á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ Aq, Bq, x

q
i , r(q, i) ¨ ¥ ¨§¯ê«­¥­® (∗∗) .

�ª® ­ï¬  ¨§¨áª¢ ­¥, ª®¥â® ¤  ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥, ¯®« £ ¬¥ Aq+1 =
Aq, Bq+1 = Bq, r(q + 1, i) = r(q, i), xq+1

i = xqi ¨ ¯® ¨­¤ãªæ¨®­­® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥
¢á¨çª® ¥ ­ à¥¤.

�¥ª  Ri §  i < q ¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® á ­ ©-£®«ï¬ ¯à¨®à¨â¥â, ª®¥â® ¯à¥¤¨§¢¨ª¢ 
¢­¨¬ ­¨¥.

I á«. i = 2e. �®« £ ¬¥ Aq+1 = Aq, Bq+1 = Bq ∪ {xqi } , r(q + 1, i) =
u(Aq, i, x

q
i , q), x

q+1
i = xqi .

II á«. i = 2e + 1. �®« £ ¬¥ Aq+1 = Aq ∪ {xqi } , Bq+1 = Bq, r(q + 1, i) =
u(Bq, i, x

q
i , q), x

q+1
i = xqi .

�¨¦¤  á¥, ç¥ r(q + 1, i) = −1 ⇒ xq+1
i /∈ Aq+1 ∪Bq+1 ®áâ ¢  á¨« .

1) �  j < i ­¥ ¯à®¬¥­ï¬¥ á¢¨¤¥â¥«¨â¥. �¥ä¨­¨à ¬¥ xq+1
j = xqj , r(q+1, j) =

r(q, j). �â ¨­¤ãªæ¨®­­®â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨¬ ¬¥ r(q + 1, j) = −1 = r(q, j) ⇒
xqi = xq+1

i /∈ Aq ∪Bq.



8. ���������� ��������� �������. ������� �� �������� � ������ 29

2) �  j > i á¥ ­ « £  ¤  âêàá¨¬ ­®¢¨ á¢¨¤¥â¥«¨, ­® â ª¨¢ , ç¥ ¤  ­¥ ­ àãè â
¨§¨áª¢ ­¨ïâ  á ¯®-¢¨á®ª ¯à¨®à¨â¥â. �  â®¢  ¥ ¤®áâ âêç­® ¤  £¨ âêàá¨¬ ¯®-
£®«¥¬¨ ®â ¢á¨çª¨ ¬ ªá¨¬ «­¨  à£ã¬¥­â¨ ªê¬ ®à ªã«¨, ª®¨â® á¬¥ ¨¬ «¨ ¯à¨
§ ¤®¢®«ï¢ ­¥ ­  ¯®-¢¨á®ª® ¯à¨®à¨â¥â­¨â¥ ¨§¨áª¢ ­¨ï. �¥ä¨­¨à ¬¥

xq+1
j = µz [R(z) = j&(∀k ≤ i)(z > r(q + 1, k)& z /∈ Aq ∪Bq)]
r(q + 1, j) = −1.

�á­® ¥, ç¥ ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ï xq+1
j /∈ Aq ∪Bq.

�¥¬  8.7. �áïª® ¨§¨áª¢ ­¥ Ri ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ªà ¥­ ¡à®© áâê¯ª¨
¨ á â¥ç¥­¨¥ ­  ¢à¥¬¥â® ( ­£«. eventually) á¥ § ¤®¢®«ï¢ .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯à®¢¥¤¥¬ ¯ê«­  ¨­¤ãªæ¨ï ¯® ¯à¨®à¨â¥â  i. � 
¤®¯ãá­¥¬, ç¥ (∀j < i)(Rj ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ªà ¥­ ¡à®© áâê¯ª¨). �¥
¤®ª ¦¥¬, ç¥ â®¢  ¥ ¢ïà­® ¨ §  Ri.

�¥ª  s ¥ ­ ©-¬ «ª â  â ª ¢  áâê¯ª , ç¥ ­  áâê¯ª¨ q ≥ s ¨§¨áª¢ ­¨ïâ  Rj
§  j < i ­¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª¢ â ¢­¨¬ ­¨¥. �ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ r(s, i) > −1, â®£ ¢  â®¢ 
®§­ ç ¢ , ç¥ s > 0 ¨ ­  ¯à¥¤­ â  áâê¯ª  ­ïª®¥ Rj §  j < i ¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª «®
¢­¨¬ ­¨¥. �¡ ç¥ â®£ ¢ , âê© ª â® i > j, â® r(s, i) = −1 - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®£ ¢ 
¬®¦¥¬ ¤  â¢êà¤¨¬, ç¥ r(s, i) = −1.

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ áêé¥áâ¢ã¢  áâê¯ª  q ≥ s, â ª ¢  ç¥ Ri ¯à¥¤¨§¢¨ª¢ 
¢­¨¬ ­¨¥. �®£ ¢  §  áâê¯ª¨ q′ > q Ri ­¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥, ¯®­¥¦¥

(∀q′ > q)(r(q′, i) = r(q, i)),

â.¥. r(q, i) ¬®¦¥ ¤  á¥ ãáâ ­®¢¨ ­  -1 á ¬®  ª® ­ïª®¥ ¨§¨áª¢ ­¥ á ­®¬¥à j < i
¯à¥¤¨§¢¨ª  ¢­¨¬ ­¨¥,   â®¢  ­¥ ¬®¦¥ ¤  á¥ á«ãç¨, ¯®­¥¦¥ q ≥ s. �

�¥ ®¯à¥¤¥«¨¬ A =
⋃
Aq, B =

⋃
Bq, â.¥.

x ∈ A ⇐⇒ (∃q)(x ∈ Dρ(q))

x ∈ B ⇐⇒ (∃q)(x ∈ Dλ(q)).

�ç¥¢¨¤­® ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ï A ¨ B á  ¯®«ãà §à¥è¨¬¨. �â �¥¬ â  á«¥¤¢ ,
ç¥ §  ¢á¨çª¨ áâê¯ª¨ q ®â ¤ ¤¥­® ¬ïáâ® ­ â âêª ¨¬ ¬¥ xqi = const = xi ¨
r(q, i) = const = r(i).

�ª® r(i) = −1, â® xi /∈ A ∪B,   ®â ¤àã£  áâà ­ , ¯®­¥¦¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® Ri ­¥
á¥ ¥ ­ àãè¨«® ¯®¢¥ç¥ ¨ á«¥¤®¢ â¥«­®

{e}A (x2e) 6' 1 §  i = 2e;

{e}B (x2e+1) 6' 1 §  i = 2e+ 1,

â.¥. Ri ¥ § ¤®¢®«¥­®.
�ª® r(i) > −1, â® Ri ¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª «® ¢­¨¬ ­¨¥ ¯®­¥ ¥¤¨­ ¯êâ.
�ª® i = 2e, â® x2e ∈ B ¨ ! {e}χA

q (x2e ' 1 §  ¯®á«¥¤­ â  áâê¯ª  q, ª®£ â® R2e

¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª «® ¢­¨¬ ­¨¥.
�­ «®£¨ç­®,  ª® i = 2e+1, â® x2e+1 ∈ A ¨ ! {e}χB

q (x2e+1) ' 1 §  ¯®á«¥¤­ â 
áâê¯ª  q, ª®£ â® R2e+1 ¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª «® ¢­¨¬ ­¨¥.

� â®§¨ á«ãç © Ri ®â­®¢® á¥ § ¤®¢®«ï¢ .

� ªà ï ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ (∀e)({e}A 6= χB & {e}B 6= χA). �
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�®¬¥à æ¨®­­  á¢®¤¨¬®áâ

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.1. �¯¥à â®à  Γ : 2N −→ 2N ­ à¨ç ¬¥ ®¯¥à â®à §  á¢®¤¨-
¬®áâ ¯® ­®¬¥àã¥¬®áâ (e-®¯¥à â®à),  ª®:

(1) x ∈ Γ(A) ⇐⇒ (∃D ⊆ A)(x ∈ Γ(D)&D - ªà ©­®) (Γ ¥ ª®¬¯ ªâ¥­),
(2) �êé¥áâ¢ã¢  à¥ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï h, â ª ¢  ç¥ Γ(Wa) = Wh(a) (Γ ¥

¥ä¥ªâ¨¢¥­).

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.2. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ e-á¢®¤¨¬® ªê¬ B:

A ≤e B ⇐⇒ (∃Γ - e-®¯¥à â®à)(A = Γ(B)).

�ç¥¢¨¤­® ¥, ç¥ A ≤e A §  Γ = Id. �á¢¥­ â®¢  ¥ ¢ïà­® ¨:

�¢êà¤¥­¨¥ 9.3. A ≤e B,B ≤e C ⇒ A ≤e C.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  B = Γ(A), C = ∆(B), ªê¤¥â® Γ ¨ ∆ á  ®¯¥à â®à¨.
�¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥ Γ ◦∆ = λf.Γ(∆(f)) áêé® ¥ ¥-®¯¥à â®à.

(1) (¬®­®â®­­®áâ) �¥ª  A ⊆ B. �®£ ¢  ∆(A) ⊆ ∆(B) ®â ¬®­®â®­­®áââ 
­  ∆ ¨ áê®â¢¥â­® Γ(∆(A)) ⊆ Γ(∆(B)), § à ¤¨ ¬®­®â®­­®áââ  ­  Γ.

(2) (ªà ©­®áâ) �¥ª  x ∈ Γ(∆(A)). �®£ ¢  ®â ªà ©­®áâ ­  Γ á«¥¤¢ , ç¥
¨¬  D = {x1, . . . , xn} ⊆ ∆(A), â ª  ç¥ x ∈ Γ(D). �â xi ∈ ∆(A) ¨
ªà ©­®áââ  ­  ∆ ¨¬ ¬¥ Di ⊆ A, â ª  ç¥ xi ∈ ∆(Di). �  ¯®«®¦¨¬
D′ =

⋃
iDi. �®£ ¢  ®ç¥¢¨¤­® D

′ ⊆ A ¨ ®â ¬®­®â®­­®áâ  ­  ∆ á«¥¤¢ ,
ç¥ (∀i)(xi ∈ ∆(D′)), â.¥. D ⊆ ∆(D′). �®£ ¢  ®â ¬®­®â®­­®áââ  ­  Γ
á«¥¤¢ , ç¥ x ∈ Γ(D) ⊆ Γ(∆(D′)) §  D′ - ªà ©­®.

(3) (¥ä¥ªâ¨¢­®áâ) Γ(∆(Wa)) = Γ(Wδ(a)) = Wγ(δ(a)), ªê¤¥â® à¥ªãàá¨¢­¨â¥
äã­ªæ¨¨ γ ¨ δ ®â£®¢ àïâ ­  ¥ä¥ªâ¨¢­¨â¥ ®¯¥à â®à¨ Γ ¨ ∆.

�

�¢êà¤¥­¨¥ 9.4. �¥ª  Γ : 2N −→ 2N. �®£ ¢  Γ ¥ (e-®¯¥à â®à) ⇐⇒ ¨¬ 
¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® W , â ª  ç¥:

Γ(A) = {x | (∃v)(〈x, v〉 ∈W &Dv ⊆ A)}

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇐) �¥ª  x ∈ Γ(A) ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈W &Dv ⊆ A).
(1) (ªà ©­®áâ) �¥ª  x ∈ Γ(A) ⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈ W &Dv ⊆ A). �®£ ¢  § 

D = Dv - ªà ©­® ¨¬ ¬¥ x ∈ Γ(Dv), ¯®­¥¦¥ Dv ⊆ Dv.
(2) (¬®­®â®­­®áâ). �¥ª  x ∈ Γ(D), D ⊆ A. �®£ ¢  (∃v)(〈v, x〉 ∈ W &Dv ⊆

D ⊆ A) ⇒ x ∈ Γ(A).
(3) (¥ä¥ªâ¨¢­®áâ) x ∈ Γ(Wa) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈W &Dv ⊆Wa). �¥ª 

R = {(a, x) | (∃v)(〈v, x〉 ∈W &(∀y ∈ Dv)(y ∈Wa))︸ ︷︷ ︸
¯®«ãà §à¥è¨¬® ãá«®¢¨¥

}.

31
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�®£ ¢  R = We ¨ (a, x) ∈ R ⇐⇒ x ∈ Γ(Wa). �ª® ¯®«®¦¨¬ h(a) =
S1

1(e, a), â®£ ¢  ¨¬ ¬¥

x ∈ Γ(Wa) ⇐⇒ (a, x) ∈ R ⇐⇒ x ∈WS1
1(e,a) ⇐⇒ x ∈Wh(a).

(⇒) �¥ª  Γ ¥ ª®¬¯ ªâ¥­ ¨ ¥ä¥ªâ¨¢¥­. �®£ ¢ 

x ∈ Γ(A) ⇐⇒ (∃D - ªà ©­®)(D ⊆ A&x ∈ Γ(D))

⇐⇒ (∃v)(Dv ⊆ A&x ∈ Γ(Dv))

⇐⇒ (∃v)(Dv ⊆ A&x ∈ Γ(Wλ(v)))

(¥ä¥ªâ¨¢­®áâ) ⇐⇒ (∃v)(Dv ⊆ A&x ∈Wh(λ(v)))

⇐⇒ (∃v)(Dv ⊆ A& 〈x, v〉 ∈W ),

ªê¤¥â® W =
{
〈x, v〉 | x ∈Wh(λ(v))

}
.

�

�¨¦¤  á¥, ç¥ ¢áïª® ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® ®¯à¥¤¥«ï ¥-®¯¥à â®à. � â®¢ 
§  ã¤®¡áâ¢® é¥ ¯¨è¥¬W (A) ¢¬¥áâ® ΓW (A), ªê¤¥â® ΓW ¥ ¥-®¯¥à â®àêâ, ®¯à¥¤¥«¥­
®â ¯®«ãà §à¥è¨¬®â® W .

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.5. �¥ª  A ⊆ N2. �¢ì®àâª  ­  A ­ à¨ç ¬¥ ¬­®¦¥áâ¢®â®

〈A〉 = {〈x, y〉 | (x, y) ∈ A} .
�¥ä¨­¨æ¨ï 9.6. �¥ª  f ¥ ç áâ¨ç­  äã­ªæ¨ï. �à ä¨ª  ­  f ­ à¨ç ¬¥

¬­®¦¥áâ¢®â®
Gf = {(x, y) | f(x) ' y} .

� 〈f〉 é¥ ¡¥«¥¦¨¬ 〈Gf 〉.
�¥ä¨­¨æ¨ï 9.7. � §¢ ¬¥, ç¥ ϕ ≤e ψ ⇐⇒ 〈ϕ〉 ≤e 〈ψ〉.
� ¡¥«¥¦ª . �­ «®£¨ç­® é¥ ¯¨è¥¬ ϕ ≤e A,A ≤e ϕ ¢¬¥áâ® 〈ϕ〉 ≤e A,A ≤e

〈ϕ〉.
�¢êà¤¥­¨¥ 9.8. ϕ ≤T ψ ⇒ ϕ ≤e ψ.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  ϕ ≤T ψ. �®£ ¢  ¨¬  ¯à®£à ¬  e, â ª  ç¥ {e}ψ = ϕ.
�êàá¨¬ ¥-®¯¥à â®à Γ, â.¥. ¯®«ãà §à¥è¨¬® W , ª â®

x ∈ Γ(A) ⇐⇒ (∃v)(〈v, x〉 ∈W &Dv ⊆ A),

â ª  ç¥ Γ(〈ψ〉) = 〈ϕ〉.
�¥ª  W =

{
〈〈x, y〉 , v〉 | {e}〉Dv〈 (x) ' y

}
, ªê¤¥â® 〉D〈 (x) ' µy [〈x, y〉 ∈ D].

W ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢®. �®£ ¢  ¨¬ ¬¥

〈x, y〉 ∈ Γ(〈ψ〉) ⇐⇒ (∃v)(〈〈x, y〉 , v〉 ∈W &Dv ⊆ 〈ψ〉)

⇐⇒ (∃v)({e}〉Dv〈 (x) ' y&Dv ⊆ 〈ψ〉)

⇐⇒ (∃ ªà ©­® D ⊆ 〈ψ〉)({e}〉D〈 (x) ' y)

⇐⇒ (∃ ªà ©­  θ ⊆ ψ)({e}θ (x) ' y)

⇐⇒ {e}ψ (x) ' y

⇐⇒ ϕ(x) ' y

⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ 〈ϕ〉 .
�ê© ª â® Γ ¥ ¥-®¯¥à â®à, â® ϕ ≤e ψ. �
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� ª  ¢¨¤ïå¬¥, ç¥ ­®¬¥à æ¨®­­ â  á¢®¤¨¬®áâ ¥ ¯®-á« ¡  ®â �îà¨­£®¢ â 
á¢®¤¨¬®áâ. �  ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥ âï ¥ áâà®£® ¯®-á« ¡ , é¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ χK ≤e cK , ­®
χK �T cK .

(1) �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ χK ≤T cK . �®£ ¢  ¨¬  ¯à®£à ¬  e, â ª  ç¥ {e}cK =
χK - â®â «­ . �®£ ¢  ¯à¨ ¢áïª® ¨§¯ê«­¥­¨¥ ­  ¯à®£à ¬ â , â.¥. ¯à¨
¢áïª® ¨§¢¨ª¢ ­¥ ­  ®à ªã«  ¯à®£à ¬ â  § ¢êàè¢ . �® !cK(x) ' y ⇐⇒
y = 0, â®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  § ¬¥­¨¬ ¢áïª  ª®¬ ­¤  O(n) ¢ ¯à®£à ¬ â  e á
ª®¬ ­¤ â  Z(n) ¨ é¥ ¯®«ãç¨¬ ¯à®£ ¬  §  ���, ª®ïâ® ¨§ç¨á«ï¢  χK ,
ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

(2) �¥ª 

W = {〈〈x, 1〉 , v〉 | x ∈ N &Dv = {〈x, 0〉}}∪
{〈〈x, 0〉 , v〉 | x ∈ K &Dv = ∅} .

�®£ ¢  W ®¯à¥¤¥«ï ¥-®¯¥à â®à ¨ á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ W (cK) = χK .

�¥ ¤ ¤¥¬ ¤¥ä¨­¨æ¨ï §  à¥ªãàá¨¢¥­ ®¯¥à â®à, ª®ïâ® ¬®¦¥ ¤  á¥ ­ ¬¥à¨ ¨
¢ [1].

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.9. �¯¥à â®à ∆ : Fn −→ Fm ­ à¨ç ¬¥ à¥ªãàá¨¢¥­ ®¯¥à â®à,
 ª®:

(1) ∆(ϕ)(x) ' y ⇐⇒ (∃ªà ©­  θ ⊆ ϕ)(∆(θ)(x) ' y) (∆ ¥ ª®¬¯ ªâ¥­),

(2) �êé¥áâ¢ã¢  à¥ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï h, â ª ¢  ç¥ ∆(ϕ(n)
a ) = ϕ

(m)
h(a) (∆ ¥

¥ä¥ªâ¨¢¥­).

�¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ à¥ªãàá¨¢­¨â¥ ®¯¥à â®à¨ á¢¥¦¤ â ­®¬¥à æ¨®­­® ¥¤­  äã­ªæ¨ï
ªê¬ ¤àã£® ¯® áêé¨ï ­ ç¨­, ¯® ª®©â® ¥-®¯¥à â®à¨â¥ á¢¥¦¤ â ¬­®¦¥áâ¢ . �êà¢®
é¥ ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤­ â 

�¥¬  9.10. �êé¥áâ¢ã¢  à¥ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï λ, â ª ¢  ç¥ Dλ(v) = pθvq,
ªê¤¥â® θv ¥ ªà ©­ â  äã­ªæ¨ï á ª®¤ v.

�®ª § â¥«áâ¢®.

θv(x) ' y ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ 〈θv〉

⇐⇒ (∃n ≤ v)(pn|v& v = p〈x,y〉n .u& pn - u).

�®£ ¢ 

λ(v) =
n∑
i=0

2〈xi,yi〉 §  v =
n∏
i=0

p
〈xi,yi〉
i .

�

�¢êà¤¥­¨¥ 9.11. �¥ª  ∆ ¥ à¥ªãàá¨¢¥­ ®¯¥à â®à, ϕ,ψ ∈ F , ∆(ϕ) = ψ.
�®£ ¢  ψ ≤e ϕ.



34 9. ������������ ���������

�®ª § â¥«áâ¢®. �â ª®¤¨à ­¥â® ­  ªà ©­¨ äã­ªæ¨¨ §­ ¥¬, ç¥ ¨¬  à¥-
ªãàá¨¢­  äã­ªæ¨ï µ, §  ª®ïâ® θv = ϕµ(v). �®£ ¢ 

ψ(x) ' ∆(ϕ)(x) ' y ⇐⇒ (∃v)(θv ⊆ ϕ&∆(θv)(x) ' y)

⇐⇒ (∃v)(θv ⊆ ϕ&∆(ϕµ(v))(x) ' y)

⇐⇒ (∃v)(θv ⊆ ϕ&ϕh(µ(v))(x) ' y)

⇐⇒ (∃v)(Dλ(v) ⊆ 〈ϕ〉&Φ1(h(µ(v)), x) ' y)

⇐⇒ (∃v′)(∃v)(λ(v) = v′&ϕh(µ(v))(x) ' y&Dv′ ⊆ 〈ϕ〉)
⇐⇒ (∃v′)(〈〈x, y〉 , v′〉 ∈W &Dv′ ⊆ 〈ϕ〉),

ªê¤¥â® W =
{
〈〈x, y〉 , v′〉 | (∃v)(λ(v) = v′&ϕh(µ(v))(x) ' y)

}
⇐⇒ 〈ψ〉 = W (〈ϕ〉).

�

�­ «®£¨ç­® ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥, ¬®¦¥¬ ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ T-®¯¥à â®à¨, ª®¨â® á¢¥¦-
¤ â �îà¨­£®¢® äã­ªæ¨¨:

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.12. � §¢ ¬¥, ç¥∆ : F −→ F ¥ �-®¯¥à â®à,  ª® ¨¬  ¯à®£à ¬ 
e §  ����, â ª  ç¥

∆(ϕ) = {e}ϕ .

�¥á­® á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ ¢á¥ª¨ �-®¯¥à â®à ¥ ª®¬¯ ªâ¥­ ¨ ¥ä¥ªâ¨¢¥­, â ª  ç¥
®â �¢êà¤¥­¨¥ 9.11 ®é¥ ¥¤¨­ ¯êâ ¬®¦¥¬ ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥ �îà¨­£®¢® á¢®¤¨¬¨â¥
äã­ªæ¨¨ á  ¨ ­®¬¥à æ¨®­­® á¢®¤¨¬¨. �¡à â­®â® â¢êà¤¥­¨¥ ¥ ¢ïà­® á ¬® § 
â®â «­¨â¥ äã­ªæ¨¨. �  ¤  ¤®ª ¦¥¬ â®¢ , é¥ ¢ê¢¥¤¥¬ ­ïª®«ª® ¤¥ä¨­¨æ¨¨ ¨
é¥ ¤®ª ¦¥¬ �á­®¢­ â  â¥®à¥¬  §  ­®¬¥à æ¨®­­¨ ®¯¥à â®à¨.

� ªâ® ¢áïª® ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® § ¤ ¢  ¥-®¯¥à â®à, â ª  ¨ ¢áïª 
¯à®£à ¬  § ¤ ¢  T ®¯¥à â®à. �á­® ¥ áêé®, ç¥

ϕ ≤T ψ ⇐⇒ (∃∆ - �-®¯¥à â®à)(∆(ψ) = ϕ).

�¥ä¨­¨æ¨ï 9.13. �¥ª  A ⊆ N, f : N −→ N. � §¢ ¬¥, ç¥ ϕ ã­¨ä®à¬¨§¨à 
¬­®¦¥áâ¢®â® A,  ª®:

(1) ϕ(x) ' y ⇒ 〈x, y〉 ∈ A.
(2) (∃y)(〈x, y〉 ∈ A) ⇒!ϕ(x).

�¥®à¥¬  9.14 (�á­®¢­  â¥®à¥¬  §  ®¯¥à â®à¨). �¥ª  W ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®
¬­®¦¥áâ¢®. �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  �-®¯¥à â®à ∆, â ª  ç¥  ª® ϕ ¥ â®â «­ , â®
∆(ϕ) ã­¨ä®à¬¨§¨à  ¬­®¦¥áâ¢®â® W (〈ϕ〉).

�®ª § â¥«áâ¢®. �ê© ª â® W ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® áêé¥áâ¢ã¢  à¥ªãà-
á¨¢­  äã­ªæ¨ï f , ª®ïâ® £® ­®¬¥à¨à , â.¥. f(i) = 〈〈xi, yi〉 , vi〉. �  à §£«¥¤ ¬¥
äã­ªæ¨ïâ 

ψ(x) '

{
yi ,  ª® x = xi, (∀ 〈u, v〉 ∈ Dvi

)(ϕ(u) ' v);
¬! , ¨­ ç¥.

�ç¥¢¨¤­® ψ ≤T ϕ, â ª  ç¥ ¨¬  e, §  ª®¥â® {e}ϕ = ψ ¨ e ­¥ § ¢¨á¨ ®â ϕ. �®£ ¢ 
 ª® § ¤ ¤¥¬ ∆(ϕ) = {e}ϕ á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ §  ¯à®¨§¢®«­  â®â «­  ϕ ¨¬ ¬¥, ç¥ ∆(ϕ)
ã­¨ä®à¬¨§¨à  W (〈ϕ〉). �

�«¥¤áâ¢¨¥ 9.15. �ª® ϕ ¥ â®â «­  ¨ ψ ≤e ϕ, â® ψ ≤T ϕ.
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�®ª § â¥«áâ¢®. ψ ≤e ϕ ⇒ (∃W )(W (〈ϕ〉) = 〈ψ〉). �® �á­®¢­ â  â¥®à¥¬ 
§  ®¯¥à â®à¨ ¨¬  �-®¯¥à â®à ∆, â ª  ç¥ ∆(ϕ) ã­¨ä®à¬¨§¨à  〈ψ〉. �®£ ¢ 
∆(ϕ) = ψ. �
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�®¬¥à æ¨®­­¨ áâ¥¯¥­¨

� �¥¬  9 ¤¥ä¨­¨à å¬¥ à¥« æ¨ïâ  ≤e ¨ ¢¨¤ïå¬¥, ç¥ âï ¥ à¥ä«¥ªá¨¢­  ¨
âà ­§¨â¨¢­ . �  à §£«¥¤ ¬¥ á¥£  ­¥©­®â® á¨¬¥âà¨ç­® § â¢ àï­¥:

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.1. A ≡e B ⇐⇒ A ≤e B&B ≤e A.

� ª  ¯®«ãç¥­ â  à¥« æ¨ï ¥ ¢¥ç¥ à¥« æ¨ï ­  ¥ª¢¨¢ «¥­â­®áâ ¨ ­¥©­¨â¥
ª« á®¢¥ ­  ¥ª¢¨¢ «¥­â­®áâ ­ à¨ç ¬¥ ­®¬¥à æ¨®­­¨ áâ¥¯¥­¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.2. �¥ª  A ⊆ N. �®¬¥à æ¨®­­  áâ¥¯¥­ ­  A ­ à¨ç ¬¥
ª« á  ­  ¥ª¢¨¢ «¥­â­®áâ ­  A ®â­®á­® à¥« æ¨ïâ  ≡e:

de(A) = {B | B ≡e A} .

�®¤®¡­® ­  �îà¨­£®¢¨â¥ áâ¥¯¥­¨ ¨ âãª ¬®¦¥¬ ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ ç áâ¨ç­  ­ à¥¤¡ 
­  áâ¥¯¥­¨â¥:

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.3. de(A) ≤ de(B) ⇐⇒ A ≤e B

� ¡¥«¥¦ª . �¥ä¨­¨æ¨ïâ  ¥ ª®à¥ªâ­ , ­¥é® ¯®¢¥ç¥: de(A) ≤ de(B) ⇐⇒
(∀A1 ∈ de(A))(∀B1 ∈ de(B))(A1 ≤e B1).

�ª® ®§­ ç¨¬ á De ¬­®¦¥áâ¢®â® ®â ¢áçª¨ ­®¬¥à æ¨®­­¨ áâ¥¯¥­¨, â® (De,≤)
¥ ç áâ¨ç­® ­ à¥¤¥­® ¬­®¦¥áâ¢®. �¯¥à æ¨ïâ  ⊕ ®â­®¢® ¢êàè¨ à ¡®â  ª â®
â®ç­  £®à­  £à ­¨æ  ­  ¤¢¥ áâ¥¯¥­¨. �¥ ¤®ª ¦¥¬ â¢êà¤¥­¨¥,  ­ «®£¨ç­® ­ 
�¢êà¤¥­¨¥ 3.4:

�¢êà¤¥­¨¥ 10.4. de(A⊕B) ¥ â®ç­  £®à­  £à ­¨æ  ­  de(A) ¨ de(B).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¤®ª ¦¥¬ áê®â¢¥â­®â® â¢êà¤¥­¨¥ §  ¬­®¦¥áâ¢ .

(1) x ∈ A ⇐⇒ 2x ∈ A⊕B ⇒ A ≤m A⊕B ⇒ A ≤T A⊕B ⇒ A ≤e A⊕B.
�­ «®£¨ç­® x ∈ B ⇐⇒ 2x + 1 ∈ A⊕B ⇒ B ≤m A⊕B ⇒ B ≤T
A⊕B ⇒ B ≤e A⊕B, â.¥. A⊕B ¥ £®à­  £à ­¨æ  ­  A ¨ B.

(2) �¥ª  A ≤e C,B ≤e C, ¯®-â®ç­® A = W ′(C), B = W ′′(C). �¥ª :

W = {〈x, v〉 | (∃v′)(〈x, v′〉 ∈W ′) &(∃v′′)(〈x, v′′〉 ∈W ′′) &Dv = Dv′ ⊕Dv′′} .
�ç¥¢¨¤­® W ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �á¢¥­ â®¢  á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ W (C) =
A⊕B, â.¥. C ≤e A⊕B. � ª  A⊕B ¥ â®ç­  £®à­  £à ­¨æ  ­  A ¨ B.

�

�ª® ®§­ ç¨¬ 0e = {W |W ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®}, 0e ≤ a §  ¯à®¨§¢®«­  ­®¬¥-
à æ¨®­­  áâ¥¯¥­ a. � ¨áâ¨­ ,  ª® V ∈ 0e ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, â® §  ¯®«ãà §à¥-
è¨¬®â® W = {〈x, v〉 | x ∈ V &Dv = ∅} ¨¬ ¬¥ W (A) = V §  ¯à®¨§¢®«­® A, â.¥.
V ≤e A.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ De = (De, 0e,⊕,≤) ¥ £®à­  ¯®«ãà¥è¥âª .

37
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�¥ä¨­¨æ¨ï 10.5. � §¢ ¬¥, ç¥ A ⊆ N ¥ â®â «­®,  ª® A ≡e A⊕A = A+.

�¥ ¤®ª ¦¥¬ ­ïª®¨ á¢®©áâ¢  ­  â®â «­¨â¥ ¬­®¦¥áâ¢ .

�¢êà¤¥­¨¥ 10.6. A++ ≡e A+, â.¥. A+ ¥ â®â «­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¬ ¬¥

2x ∈ A+ ⇐⇒ x /∈ A ⇐⇒ x ∈ A ⇐⇒ 2x+ 1 ∈ A+,

2x+ 1 ∈ A+ ⇐⇒ x /∈ A ⇐⇒ x ∈ A ⇐⇒ 2x ∈ A+.

�®£ ¢  A+ = A⊕A ≡e A⊕A = A+. �«¥¤®¢ â¥«­® A++ = A+⊕A+ ≡e A+. �

�¢êà¤¥­¨¥ 10.7. A+ ≡e 〈χA〉.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª 

W1 = {〈2x, v〉 | Dv = {〈2x, 0〉}} ∪ {〈2x+ 1, v〉 | Dv = {〈2x+ 1, 1〉}}
W2 = {〈〈x, 0〉 , v〉 | Dv = {2x}} ∪ {〈〈x, 1〉 , v〉 | Dv = {2x+ 1}}

�¨¦¤  á¥, ç¥ A+ = W1(〈χA〉), 〈χA〉 = W2(A+). �

�¢êà¤¥­¨¥ 10.8. �«¥¤­¨â¥ ãá«®¢¨ï á  ¥ª¢¨¢ «¥­â­¨:

(1) A ¥ â®â «­®;
(2) A ≤e A;
(3) A ≡e 〈χA〉.

�®ª § â¥«áâ¢®. (1) ⇒ (2) A ≡e A+ ≥e A.
(2) ⇒ (3) A ≤e A⇒ (∃W - ¯®«ãà §à¥è¨¬®)(W (A) = A). �­®¦¥áâ¢ â 

W1 = {〈x, v〉 | Dv = {〈x, 0〉}} ,
W2 = {〈〈x, 0〉 , v〉 | Dv = {x}} ∪ {〈〈x, 0〉 , 1〉 | 〈v, x〉 ∈W}

á  ¯®«ãà §à¥è¨¬¨ ¨ ®á¢¥­ â®¢  A = W1(〈χA)〉 , 〈χA〉 = W2(A).
(3) ⇒ (1) A+ ≡e 〈χA〉 ≡e A. �

�¢êà¤¥­¨¥ 10.9. �ª® f ¥ â®â «­ , â® 〈f〉 ¥ â®â «­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¬ ¬¥, ç¥

〈x, y〉 ∈ 〈f〉 ⇐⇒ (∃z)(f(x) ' z& z 6= y)

⇐⇒ (∃z)(〈x, z〉 ∈ 〈f〉& z 6= y),

â.¥. 〈f〉 ≤e 〈f〉 ⇒ 〈f〉 ≡e 〈f〉+, ®âªê¤¥â® 〈f〉 ¥ â®â «­®. �

�à¨¬¥à §  â®â «­® ¬­®¦¥áâ¢® ¥ ¢áïª® à §à¥è¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® A, ¯®­¥¦¥
â®£ ¢  A ≡e A ≡e A⊕A ª â® ¯®«ãà §à¥è¨¬¨. �¬  ¬­®¦¥áâ¢ , ª®¨â® ­¥ á 
â®â «­¨ - ­ ¯à¨¬¥à K, ¯®­¥¦¥ K �e K.

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.10. � §¢ ¬¥, ç¥ a ∈ De ¥â®â «­ ,  ª® áêé¥áâ¢ã¢  â®â «­®
A ∈ a.

� ¡¥«¥¦ª . �¥ ¥ § ¤ê«¦¨â¥«­® ¢á¨çª¨ ¬­®¦¥áâ¢  ®â ¥¤­  â®â «­  áâ¥¯¥­
¤  á  â®â «­¨. � ¯à¨¬¥à 0e ¥ â®â «­ , ¯®­¥¦¥ áê¤êà¦  ¢á¨çª¨ à §à¥è¨¬¨
¬­®¦¥áâ¢ , ­® K ∈ 0e ­¥ ¥ â®â «­®.

�ª §¢  á¥, ç¥ á¢®¤¨¬®áââ  ¯® ­®¬¥àã¥¬®áâ ¥ ¤®áâ âêç­® ¨§à §¨â¥«­ , §  ¤ 
®¯¨è¥ �îà¨­£®¢ â  á¢®¤¨¬®áâ ¨ à¥ªãàá¨¢­ â  ­®¬¥àã¥¬®áâ.
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�¢êà¤¥­¨¥ 10.11. A ≤T B ⇐⇒ A+ ≤e B+.

�®ª § â¥«áâ¢®.

A ≤T B ⇐⇒ χA ≤T χB
⇐⇒ χA ≤e χB (χB ¥ â®â «­ , �«¥¤áâ¢¨¥ 9.15)

⇐⇒ A+ ≤e B+ (A+ ≡e 〈χA〉 , B+ ≡e 〈χB〉).
�

�¢êà¤¥­¨¥ 10.12. A ≤r.e. B ⇐⇒ A ≤e B+.

�®ª § â¥«áâ¢®. A ≤r.e. B ⇐⇒ cA ≤T χB ⇐⇒ A ≤e B+. �

�à®¡«¥¬êâ ¤  á¥ ®¯à¥¤¥«ïâ â®â «­¨â¥ áâ¥¯¥­¨ ¢De ¨ ¤ «¨ â®¢  ¥ ¢ê§¬®¦­®
¥ ®â¢®à¥­. �ª §¢  á¥, ®¡ ç¥ ç¥  ª® à §£«¥¤ ¬¥ â®â «­¨â¥ áâ¥¯¥­¨ ¢ De, â® â¥
®¡à §ã¢ â £®à­  ¯®«ãà¥è¥âª , ¨§®¬®àä­  ­  DT .

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.13. κ : DT
¢−−→ De ­ à¨ç ¬¥ �®¤¦êàá®¢ ¨§®¬®àä¨§ê¬,

ª®£ â®

κ(dT (A)) = de(A+).

�¢®©áâ¢ :

(1) (ª®à¥ªâ­®áâ) A ≡T B ⇐⇒ A+ ≡e B+;
(2) range(κ) = Tot = {a | a ¥ â®â «­  áâ¥¯¥­}. � ¨áâ¨­ ,  ª® A ∈ a ∈ Tot

¥ â®â «­®, â® ¯®­¥¦¥ A ≡e A+ ¨¬ ¬¥, ç¥ A+ ∈ a ⇒ κ(dT (A)) = a ¨
á«¥¤®¢ â¥«­® a ∈ Range(κ). �¡à â­®,  ª® a ∈ Range(κ), â® a =
de(A+) ⇒ a ∈ Tot.

(3) (®¡à â¨¬®áâ) �¥ª  κ(dT (A)) = κ(dT (B)) ⇒ A+ ≡e B+ ⇒ A ≡T B ⇒
dT (A) = dT (B).

(4) (¨§®¬®àä¨§ê¬) A ≤T B ⇒ κ(dT (A)) = A+ ≤e B+ = κ(dT (B)).
�®«ãç¨å¬¥, ç¥ κ ¥ ¨§®¬®àä­® ¢« £ ­¥ ­  DT ¢ â®â «­¨â¥ áâ¥¯¥­¨ ­  De.

�  ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥ Range(κ) = Tot ( De, âàï¡¢  ¤  ¯®ª ¦¥¬, ç¥ ¨¬  ­¥â®â «­¨
áâ¥¯¥­¨. �®ª § â¥«áâ¢®â® é¥ ¨§¢êàè¨¬ á ä®àá¨­£.

�¥ä¨­¨æ¨ï 10.14. �¥ ª §¢ ¬¥, ç¥

A |=e Fa(x, y) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈Wa(A),

α
e Fa(x, y) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈Wa(α+), ªê¤¥â® α+ = {x | α(x) ' 0} .

�¢®©áâ¢  ­  ä®àá¨­£ :

(1) α ⊆ A&α
e Fa(x, y) ⇒ A |=e Fa(x, y) ¯®à ¤¨ ¬®­®â®­­®áââ  ­  ¥-
®¯¥à â®à¨â¥.

(2) α ⊆ β&α
e Fa(x, y) ⇒ β 
e Fa(x, y), ¯®­¥¦¥ α+ ⊆ β+;
(3) A |=e Fa(x, y) ⇒ (∃α ⊆ A)(α
e Fa(x, y)) ¯®à ¤¨ ª®¬¯ ªâ­®áââ  ­ 

¥-®¯¥à â®à¨â¥.

�¢êà¤¥­¨¥ 10.15. �¥ª  A ¥ £¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢® ¨ ϕ ≤e A. �®£ ¢ 
áêé¥áâ¢ã¢  ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï ψ, â ª ¢  ç¥ ϕ ⊆ ψ.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  A ¥ £¥­¥à¨ç­® ¨ ϕ ≤e A. �¥ª  〈ϕ〉 = Wa(A).
�®£ ¢  〈x, y〉 ∈ 〈ϕ〉 ⇐⇒ A |=e Fa(x, y). �¥ª 

S = {α | (∃x)(∃y1)(∃y2)(α
e Fa(x, y1)&α
e Fa(x, y2)& y1 6= y2)} .
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�ê© ª â® ä®àá¨­£êâ 
e ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬, â® S ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �®à ¤¨
£¥­¥à¨ç­®áââ  ­  A §­ ¥¬, ç¥ (∃α ⊆ A)(α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈ S)). �  ¤®¯ãá­¥¬,
ç¥ α ∈ S. �®£ ¢  §  y1 6= y2, A |=e Fa(x, y1), A |=e Fa(x, y2), â.¥. ϕ(x) '
y1, ϕ(x) ' y2 6= y1 - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥!

�®«ãç¨å¬¥, ç¥ (∀β ⊇ α)(β /∈ S). �¥ª 

ψ(x) ' y ⇐⇒ (∃β ⊇ α)(β 
e Fa(x, y)).

�àï¡¢  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥ ψ ¥ äã­ªæ¨ï. �¥ª  ψ(x) ' y1, ψ(x) ' y2. �®£ ¢ 
(∃β1 ⊇ α)(β1 
e Fa(x, y1)), (∃β2 ⊇ α)(β2 
e Fa(x, y2)). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ y1 6= y2.
é¥ ª®¬¡¨­¨à ¬¥ β1 ¨ β2 ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

β(n) '


α(n) ,  ª® n < |α| ;
0 ,  ª® |α| < n < max(|β1| , |β2|);
¬! , ¨­ ç¥.

�ç¥¢¨¤­® ¨¬ ¬¥, ç¥ β ⊇ α, β+ ⊇ β+
1 , β

+ ⊇ β+
2 . �®£ ¢  ®â ¥¤­  áâà ­  β /∈ S,  

®â ¤àã£  β 
e Fa(x, y1), β 
e Fa(x, y2), y1 6= y2, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ ψ ¥ äã­ªæ¨ï ¨ ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ï Gψ ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬ ,

â.¥. ψ ¥ ¨§ç¨á«¨¬ .
�¥ª  ϕ(x) ' y. �®£ ¢ 

A |=e Fa(x, y) ⇒ (∃β ⊆ A)(β 
e Fa(x, y)) ⇒ (∃β ⊇ α)(β 
e Fa(x, y)) ⇒ ψ(x) ' y.

�®«ãç¨å¬¥, ç¥ ϕ ⊆ ψ. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 10.16. de(A) ­¥ ¥ â®â «­  áâ¥¯¥­ §  A - £¥­¥à¨ç­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¯ãáª ¬¥, ç¥ de(A) ¥ â®â «­ . �®£ ¢ 

(∃X ∈ de(A))(X - â®â «­®).

�ââãª á«¥¤¢ , ç¥ 〈χX〉 ≡e X ∈ de(A), ®âªê¤¥â® 〈χX〉 ≤e A. �â â¢êà¤¥­¨¥â®
á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  ¨§ç¨á«¨¬  ψ ⊇ χX , ­® χX ¥ â®â «­ , á«¥¤®¢ â¥«­® ¥ ¨§ç¨á«¨¬ .
�ââãª á«¥¤¢ , ç¥ X ¥ à §à¥è¨¬®. �â ¤àã£  áâà ­  A ≤e X, â.¥. A ¥ ¯®«ãà §-
à¥è¨¬®, ª®¥â® ¥ ­¥¢ê§¬®¦­®, ¯®­¥¦¥ A ¥ £¥­¥à¨ç­®. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 10.17. �ª® A ¥ £¥­¥à¨ç­®, X ¥ â®â «­®, X ≤e A, â® X ≤e ∅.
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�¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨. �¥®à¥¬  ­  �¥«¬ ­

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.1. �­®¦¥áâ¢®â® A ­ à¨ç ¬¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­®,  ª®:

(1) A �e ∅;
(2) �ª® X ≤e A ¨ X ¥ â®â «­®, â® X ≤e ∅.

�â �«¥¤áâ¢¨¥ 10.17 á«¥¤¢ , ç¥ ¢áïª® £¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢® ¥ ª¢ §¨¬¨­¨-
¬ «­®.

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.2. �­®¦¥áâ¢®â® A ­ à¨ç ¬¥ ¬¨­¨¬ «®¯®¤®¡­® ®â­®á­® B,
 ª®:

(1) B �e A⊕B;
(2) �ª® ϕ ≤e A⊕B, â® (∃ψ ⊆ φ)(ψ ≤e B).

�  ¤  ¤®ª ¦¥¬ áêé¥áâ¢ã¢ ­¥â® ­  ¬¨­¨¬ «®¯®¤®¡­¨ ¬­®¦¥áâ¢  á¥ ­ « £ 
¤  à¥« â¨¢¨§¨à ¬¥ ¯®­ïâ¨¥â® £¥­¥à¨ç­®áâ.

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.3. � §¢ ¬¥, ç¥ A ¥ B-£¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢®,  ª® §  ¢áïª®
¬­®¦¥âá¢® S ≤e B ®â ªà ©­¨ ç áâ¨ ¥ ¢ á¨« , ç¥:

(∃α ⊆ A) (α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈ S))︸ ︷︷ ︸
α à §à¥è ¢  S

.

�®¦¥¬ ¤  áâà®¨¬ B-£¥­¥à¨ç­¨ ¬­®¦¥áâ¢  áêá áêé â  ª®­áâàãªæ¨ï, ª ªâ®
áâà®¨¬ £¥­¥à¨ç­¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¢ �¥¬  5, á à §«¨ª â , ç¥ ¯®« £ ¬¥ Se = String∩
We(B). �  B-£¥­¥à¨ç­®áâ ¨¬ ¬¥ à¥« â¨¢¨§¨à ­¨â¥ á¢®©áâ¢  ­  £¥­¥à¨ç­®
¬­®¦¥áâ¢®:

�¢êà¤¥­¨¥ 11.4. �ª® A ¥ B-£¥­¥à¨ç­®, â® A ­¥ ¥ ªà ©­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®ª §¢  á¥  ­ «®£¨ç­® ­  �¢êà¤¥­¨¥ 5.3, ª â® ¢§¥¬¥¬
¯à¥¤¢¨¤, ç¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®áâ® S ≤e B. �

�¢êà¤¥­¨¥ 11.5. �ª® A ¥ B-£¥­¥à¨ç­®, V ⊆ A, V ≤e B, â® V ¥ ªà ©­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®ª §¢  á¥  ­ «®£¨ç­® ­  �¢êà¤¥­¨¥ 5.4, ª â® ¢§¥¬¥¬
¯à¥¤¢¨¤, ç¥ ¬­®¦¥áâ¢®â® S = {α | ∃x(α(x) ' 1 &x ∈ V )} ≤e V ≤e B. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 11.6. A �e B, ¯®­¥¦¥ A ⊆ A ¥ ¡¥§ªà ©­®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 11.7. B �e A⊕B, ¯®­¥¦¥ ¨­ ç¥ A ≤e A⊕B ≡e B.

�¥ ¢ê¢¥¤¥¬ áê®â¢¥â­¨â¥ à¥« â¨¢¨§¨à ­¨ ¯®­ïâ¨ï §  ä®àá¨­£ ¨ ¬®¤¥«¨à -
­¥:

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.8. � §¢ ¬¥, ç¥ A B-¬®¤¥«¨à  â¢êà¤¥­¨¥â® Fe(x, y):

A |=B Fe(x, y) ⇐⇒ ! {e}A (x) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈We(A⊕B).

41
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�¥ä¨­¨æ¨ï 11.9. � §¢ ¬¥, ç¥ ªà ©­ â  ç áâ α B-ä®àá¨à  â¢êà¤¥­¨¥â®
Fe(x, y):

α
B Fe(x, y) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈We(α+⊕B),
ªê¤¥â® α+ = {x | α(x) ' 0}.

�¢®©áâ¢  ­  ä®àá¨­£ :

(1) α+ ⊆ A&α
B Fe(x, y) ⇒ A |=B Fe(x, y) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ®¯¥à æ¨-
ïâ  ⊕ ¨ ¥-®¯¥à â®à¨â¥.

(2) α ⊆ β&α
B Fe(x, y) ⇒ β 
B Fe(x, y) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ®¯¥à æ¨ïâ 
⊕ ¨ ¥-®¯¥à â®à¨â¥ ¨ ä ªâ , ç¥ α ⊆ β ⇒ α+ ⊆ β+.

(3) A |=B Fe(x, y) ⇒ (∃α ⊆ A)(α
B Fe(x, y)) - á«¥¤¢  ®â ª®¬¯ ªâ­®áâ ­ 
¥-®¯¥à â®à¨â¥.

�¥¬  11.10. �­®¦¥áâ¢®â® {(α, e, x, y) | α
B Fe(x, y)} ≤e B.

�®ª § â¥«áâ¢®.

α
B Fe(x, y) ⇐⇒ (∃v)(〈〈x, y〉 , v〉 ∈We &Dv ⊆ α+⊕B) ≤e B.
�

�¢êà¤¥­¨¥ 11.11. �ª® A ¥ B-£¥­¥à¨ç­®, â® A ¥ ¬¨­¨¬ «®¯®¤®¡­® ®â­®á­®
B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¢êà¤¥­¨¥â® ¥ à¥« â¨¢¨§ æ¨ï ­  �¢êà¤¥­¨¥ 10.15 § 
£¥­¥à¨ç­¨ ¬­®¦¥áâ¢ .

�â �«¥¤áâ¢¨¥ 11.7 ¯®«ãç ¢ ¬¥, ç¥ B �e A⊕B. �¥ª  á¥£  〈ϕ〉 ≤e A⊕B.
�®£ ¢  〈ϕ〉 = We(A⊕B) ¨ 〈x, y〉 ∈ 〈ϕ〉 ⇐⇒ A |=B Fe(x, y). �¥ª 

S = {α | (∃x)(∃y1)(∃y2)(α
B Fe(x, y1) &α
B Fe(x, y2) & y1 6= y2)} .
�â �¥¬  11.10 á«¥¤¢ , ç¥ S ≤e B. �®£ ¢  ®â B-£¥­¥à¨ç­®áââ  ­  A §­ ¥¬, ç¥
(∃α ⊆ A)(α ∈ S ∨(∀β ⊇ α)(β /∈ S)). �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ α ∈ S. �®£ ¢  §  y1 6= y2,
A |=B Fe(x, y1), A |=B Fe(x, y2), â.¥. ϕ(x) ' y1, ϕ(x) ' y2 6= y1 - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥!

�®«ãç¨å¬¥, ç¥ (∀β ⊇ α)(β /∈ S). �¥ª 

ψ(x) ' y ⇐⇒ (∃β ⊇ α)(β 
B Fe(x, y)).

�¥ä¨­¨æ¨ïâ  ¥ ª®à¥ªâ­  ¯®à ¤¨ ¬®­®â®­­®áâ  ­  
B . � ªâêâ, ç¥ ψ ¥ äã­ªæ¨ï
á¥ ¯à®¢¥àï¢  ª ªâ® ¢ â¢êà¤¥­¨¥ 10.15.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ ψ ¥ äã­ªæ¨ï ¨ ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ï 〈ψ〉 ≤e B.
�¥ª  ϕ(x) ' y. �®£ ¢ 

A |=B Fe(x, y) ⇒ (∃β ⊆ A)(β 
B Fe(x, y)) ⇒ (∃β ⊇ α)(β 
B Fe(x, y)) ⇒ ψ(x) ' y.

�®«ãç¨å¬¥, ç¥ ϕ ⊆ ψ. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 11.12. �ª® A ¥ B-£¥­¥à¨ç­®, X ¥ â®â «­®, X ≤e A⊕B, â®
X ≤e B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¢  ¥ à¥« â¨¢¨§ æ¨ï ­  �«¥¤áâ¢¨¥ 10.17 ¨ á¥ ¤®ª §¢ 
 ­ «®£¨ç­®. �

�¤­  ¥ª¢¨¢ «¥­â­  ¤¥ä¨­¨æ¨ï ­  ­®¬¥à æ¨®­­  á¢®¤¨¬®áâ ¥ ¤ ¤¥­  ®â
�®¤¦êàá.

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.13. f : N ¢êàåã−−−−−→ B ­ à¨ç ¬¥ ­®¬¥à æ¨ï ­  B.
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�®¤¦êàá ¯à¥¤« £  ¤  á¥ ª §¢ , ç¥ A á¥ á¢¥¦¤  ¯® ­®¬¥àã¥¬®áâ ªê¬ B,  ª®
¯® ¢áïª  ­®¬¥à æ¨ï ­  B ¬®¦¥¬ ¤  ­®¬¥à¨à ¬¥ A. � ª  ¤ ¤¥­ â  ¤¥ä¨­¨æ¨ï
®¡ ç¥ ¥ ­¥â®ç­ , § é®â® ­®¬¥à æ¨ïâ  ¬®¦¥ ¢ê®¡é¥ ¤  ­¥ ¥ ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï.
�® ¯à ¢¨«­® ¡¨ ¡¨«® ¤  á¥ ª §¢ , ç¥ ¨¬ ¬¥  «£®à¨âê¬, ª®©â® ¯® ¢áïª  ¯à®£à ¬ ,
ª®ïâ® ¨§¯®«§¢  ª â® ®à ªã« ­®¬¥à æ¨ïâ  f ­  B §  ¤  ­®¬¥à¨à  à¥ªãàá¨¢­®
B, ­ ¬¨à  ¤àã£  ¯à®£à ¬  á ®à ªã« f , ª®ïâ® à¥ªãàá¨¢­® ­®¬¥à¨à  A. � 
ä®à¬ «¨§¨à ­¥ ­  â §¨ ¤¥ä¨­¨æ¨ï á¥ ¢ê¢¥¦¤ â à ¢­®¬¥à­¨â¥ ®¯¥à â®à¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.14. � §¢ ¬¥, ç¥ ®¯¥à â®àêâ Γ : 2N −→ 2N ¥ à ¢­®¬¥à¥­,
 ª® áêé¥áâ¢ã¢  ¨§ç¨á«¨¬  äã­ªæ¨ï γ, â ª ¢  ç¥

(∀f ∈ F)(∀a)(Γ(W f
a ) = W f

γ(a)),

�¥ ¤®ª ¦¥¬ ¥ª¢¨¢ «¥­âá­®áâ ­  ¤¢¥â¥ ¤¥ä¨­¨æ¨¨, ª â® ¤®ª ¦¥¬, ç¥ à ¢-
­®¬¥à­¨â¥ ®¯¥à â®à¨ á  â®ç­® ¥-®¯¥à â®à¨â¥:

�¢êà¤¥­¨¥ 11.15. Γ ¥ à ¢­®¬¥à¥­ ⇐⇒ Γ ¥ ¥-®¯¥à â®à.

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇐) �¥ª  Γ á¥ ®¯à¥¤¥«ï á ¯®«ãà §à¥è¨¬®â® W . �®£ ¢ 

Γ(W f
a ) =

{
x | (∃v)(〈x, v〉 ∈W &Dv ⊆W f

a )
}
.

�êàá¨¬ ¨§ç¨á«¨¬  λ(a), â ª  ç¥ !ϕfλ(a)(v) ⇐⇒ Dv ⊆W f
a . �¥ª 

ψ(a, v) '
∏
u∈Dv

{a}f (u).

�á­® ¥, ç¥ f ≥T ψ = {b}f . �ª® ¯®«®¦¨¬ λ(v) = S1
1(b, a), â® ¨¬ ¬¥

v ∈W f
λ(a) ⇐⇒ !ψ(a, v) ⇐⇒ Dv ⊆W f

a .

�®£ ¢   ª® V =
{

(a, x) | (∃v)(〈x, v〉 ∈W & v ∈W f
λ(a))

}
, â® f ≥T cV = ϕfc , ®âªê-

¤¥â® §  µ(a) = S1
1(c, a) ¯®«ãç ¢ ¬¥, ç¥ Γ(W f

a ) = W f
µ(a).

(⇒) �¥ª  γ ¥ â ª ¢ , ç¥ Γ(W f
a ) = W f

γ(a). �¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ Γ ¥ ¥-®¯¥à â®à,

ª â® à §£«¥¤ ¬¥ ¤¥©áâ¢¨¥â® ¬ã ¢êàåã á¯¥æ¨ «¥­ ª« á ®â ®à ªã«¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.16. � §¢ ¬¥, ç¥ â®â «­ â  f : N −→ N ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï
­  B,  ª® f(2N + 1) = B.

� ¡¥«¥¦ª . � á«ãç ©, ç¥ B = ∅, é¥ à §£«¥¦¤ ¬¥ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨
­  N = ∅ ≡e ∅.

�ª® f ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï, â®

cB(x) ' sg(µn[x = f(2n+ 1)]).

�¨¦¤  á¥, ç¥ cB ≤T f , â.¥. ¨¬  ¯à®£à ¬  b, â ª  ç¥ §  ¯à®¨§¢®«­  à¥£ã«ïà­ 

­®¬¥à æ¨ï W f
b = B. �¥ª  γ(b) = a. �®£ ¢  Γ(B) = W f

a . �¥ª 

Wa′ =
{
〈x, v〉 | x ∈W 〉Dv〈

a

}
, ªê¤¥â® 〉D〈 (x) ' µy [〈x, y〉 ∈ D] .

�¨¦¤  á¥, ç¥ Wa′ ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬® ¨ Γ(B) = Γ(W f
b ) = W f

a = Wa′(〈f〉).

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.17. B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ ­ à¨ç ¬¥ äã­ªæ¨ï τ : [0; 2q+
1] −→ N, â ª ¢  ç¥

2x+ 1 ∈ dom(τ) ⇒ τ(2x+ 1) ∈ B.
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�ª® τ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ, â® ®ç¥¢¨¤­®

(∃f ⊇ τ)(f e à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B).

�¬ ¬¥

x ∈ Γ(B) ⇐⇒ x ∈Wa′(〈f〉)
⇐⇒ (∃τ - B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ)(x ∈Wa′(〈τ〉))
⇐⇒ (∃τ - ªà ©­  ç áâ)(τ∗ ⊆ B&

dom(τ) = [0; 2q + 1]&x ∈Wa′(〈τ〉)), ªê¤¥â®
τ∗ = {τ(2x+ 1) | 2x+ 1 ∈ dom(τ)} .

�â ¯®á«¥¤­®â® à ¢¥­áâ¢® á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ Γ ¥ ¥-®¯¥à â®à, ª ªâ® ¨ ç¥ ¯à®¢¥àª â 
¤ «¨ τ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ ¥ ≤e B. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 11.18. �  ¢áïª  B-à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï f ¨¬ ¬¥, ç¥ B ≤e f ,
¯®­¥¦¥ B = W f

b ¨ â®£ ¢  ¬­®¦¥áâ¢®â® Wb′ =
{
〈x, v〉 | x ∈W 〉Dv〈

b

}
á¢¥¦¤ 

B ªê¬ 〈f〉.

�®¦¥¬ ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨ï §  ¬®¤¥«¨à ­¥ ¨ ä®àá¨­£ §  à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥-
à æ¨¨ ­  B ¨ B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨:

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.19.

f |= Fe(x) ⇐⇒ x ∈We(〈f〉),
τ 
Fe(x) ⇐⇒ x ∈We(〈τ〉).

�¬ ¬¥:

τ 
Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈We &Dv ⊆ 〈τ〉),
®âªê¤¥â® ¬­®¦¥áâ¢®â® Sτ = {〈e, x〉 | τ 
Fe(x)} ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®.

�¢®©áâ¢  ­  ä®àá¨­£ :

(1) τ ⊆ f & τ 
Fe(x) ⇒ f |= Fe(x) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥.
(2) τ ⊆ ρ& τ 
Fe(x) ⇒ ρ
Fe(x) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥.
(3) f |= Fe(x) ⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
Fe(x)) - ®â ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥.

�¢êà¤¥­¨¥ 11.20. �¥ª  A �e B. �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï
f ­  B, â ª  ç¥ A �e f .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â à¥£ã«ïà­¨
ªà ©­¨ ç áâ¨:

τ0 ⊆ τ1 ⊆ · · · ⊆ τq ⊆ . . .

�¥ª  τ0(0) = 0, τ0(1) = z0 ∈ B. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ τq.
I á«. q = 2e e ç¥â­®. �¥ª  z0 ¥ ­ ©-¬ «ª¨ïâ ­¥­®¬¥à¨à ­ ¥«¥¬¥­â ­  B,

â.¥. z0 = µz[z ∈ B& z /∈ τq(2N + 1)]. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ 0 ∗ z0.
II á«. q = 2e+ 1 e ­¥ç¥â­®. �  à §£«¥¤ ¬¥ ¬­®¦¥áâ¢®â®

C = {x | (∃ρ ⊇ τq)(ρ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ&

ρ(|τq|) = x& ρ
Fe(|τq|))}.

�ê© ª â® C ≤e B, â® C 6= A.
II.1) (∃x)(x ∈ C &x /∈ A). �®£ ¢  ¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¡ê¤¥ ­ ©-¬ «ª®â® ρ,

ª®¥â® ã¤®¢«¥â¢®àï¢  ãá«®¢¨¥â® ­  C.
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II.2) (∃x)(x /∈ C &x ∈ A). �®£ ¢  ¯®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ x ∗ z0 §  ­ïª®¥
z0 ∈ B.

�¥ª  f =
⋃
q τq - ®ç¥¢¨¤­® ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥

A ≤e f , â.¥. A = We(〈f〉). �®£ ¢  f−1(A) = {x | f(x) ∈ A} ≤e f ¨ ¨¬  e, â ª 
ç¥ n ∈ f−1(A) ⇐⇒ f |= Fe(n). �  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª  q = 2e + 1. �¥ª 
n = |τq| = 2q + 1.

I á«. n ∈ f−1(A) ⇒ f(n) ∈ A ⇒ (∃ρ ⊇ τq)(ρ
Fe(n) & ρ(n) = f(n) ∈ A).
�®£ ¢  f(n) ∈ C ∩A, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

II á«. n /∈ f−1(A) ⇒ f(n) /∈ A ⇒ (∀ρ ⊇ τq)(ρ1Fe(n) & ρ(n) = f(n) /∈ A),
ª®¥â® ®§­ ç ¢ , ç¥ f(n) /∈ C - ®â­®¢® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�®£ ¢  ¤®¯ãáª ­¥â® ­¨ ¥ £à¥è­®, â.¥. A �e f . �

�¥®à¥¬  11.21 (�¥«¬ ­).

A ≤e B ⇐⇒ (∀X - â®â «­®)(B ≤e X ⇒ A ≤e X).

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇒) �ç¥¢¨¤­® ®â âà ­§¨â¨¢­®áâ ­  ≤e.
(⇐) �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ A �e B. �®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤  ¯®áâà®¨¬ B-à¥£ã«ïà­ 

­®¬¥à æ¨ï f , â ª ¢  ç¥ A �e 〈f〉, ­® 〈f〉 ¥ â®â «­® ¨ B ≤e 〈f〉, ª®¥â® ¥
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 11.22. �ª® a, b ∈ De, â®£ ¢ 

a ≤ b ⇐⇒ (∀x - â®â «­  áâ¥¯¥­)(b ≤ x⇒ a ≤ x).

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.23. �¢â®¬®àä¨§ê¬ ­  De ­ à¨ç ¬¥ ¢á¥ª¨ ¨§®¬®àä¨§ê¬

κ : De
¢êàåã−−−−−→ De (κ : De

∼= De).
� §¢ ¬¥, ç¥ κ ¥ âà¨¢¨ «¥­,  ª® (∀a)(κ(a) = a).

�¥ä¨­¨æ¨ï 11.24. � §¢ ¬¥, ç¥ D ⊆ De ¥ ¡ §¨á §   ¢â®¬®àä¨§¬¨â¥ ¢ De,
 ª® ¢á¥ª¨ ¯êâ, ª®£ â® κ : De

∼= De ¨ (∀d ∈ D)(κ(d) = d), â® κ ¥ âà¨¢¨ «¥­.

�¥®à¥¬  11.25 (§  ¡ §¨á ). �­®¦¥áâ¢®â® ­  â®â «­¨â¥ ¥-áâ¥¯¥­¨ ¥
¡ §¨á ­   ¢â®¬®àä¨§¬¨â¥ ­  De.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  κ ¥  ¢â®¬®àä¨§ê¬ ­ De § ¯ §¢ é ¢á¨çª¨ â®â «­¨
áâ¥¯¥­¨. �¥ª  a ¥ ­¥â®â «­  áâ¥¯¥­.

(1) a ≤ κ(a). � ¨áâ¨­ , ­¥ª  b ¥ â®â «­  áâ¥¯¥­, â ª ¢  ç¥ κ(a) ≤ b.
�® b ≡ κ(b) ⇒ κ(a) ≤ κ(b) ⇐⇒ a ≤ b. �®£ ¢  ¯® �«¥¤áâ¢¨¥ 11.22
a ≤ κ(a).

(2) κ(a) ≤ a - ¤®ª §¢  á¥  ­ «®£¨ç­®.

� ª  κ(a) = a ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® κ ¥ âà¨¢¨ «¥­. �
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� áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.1. f : N −→◦ N ­ à¨ç ¬¥ ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï
­  B,  ª®

B = {x | (∃n)(f(2n+ 1) ' x)} .

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.2. � §¢ ¬¥, ç¥ τ : [0; 2q + 1] −→ N ∪ {⊥} ¥ ç áâ¨ç­  B-
à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ,  ª®:

2n+ 1 ∈ dom(τ)& τ(2n+ 1) 6= ⊥ ⇒ τ(2n+ 1) ∈ B.

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.3. � §¢ ¬¥, ç¥ τ ⊆ f ,  ª®:

(∀x ∈ dom(τ))(τ(x) 6= ⊥ ⇒ τ(x) ' f(x) & τ(x) = ⊥ ⇒ ¬!f(x)).

�ç¥¢¨¤­® B ≤e f §  ¢áïª  ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B, ¯®­¥¦¥
§  W = {〈x, v〉 | Dv = {〈2n+ 1, x〉}} ¥ ¢ïà­®, ç¥ W (〈f〉) = B. �á¢¥­ â®¢ 
¯à®¢¥àª â  ¤ «¨ ¥¤­  ªà ©­  ç áâ τ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ¥ ≤e B.

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.4. � §¢ ¬¥, ç¥ f ¥ £¥­¥à¨ç­  ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥-
à æ¨ï ­  B,  ª® f ¥ ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B ¨ §  ¢áïª® S ≤e B,
ª®¥â® á¥ áêáâ®¨ ®â ç áâ¨ç­¨ B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨

(∃τ ⊆ f)(τ ∈ S ∨(∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S)).

�á¨çª¨ â¢êà¤¥­¨ï §  £¥­¥à¨ç­®áâââ  á  ¢ á¨«  ¨ §  £¥­¥à¨ç­¨â¥ ç áâ¨ç­¨
à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨. �¥ª  f e ­ïª®ï £¥­¥à¨ç­  ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï
­  B.

�¢êà¤¥­¨¥ 12.5. f ­¥ ¥ ªà ©­ .

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¯ãáª ¬¥, ç¥ dom(f) ⊆ [0;n]. �¥ª 

S = {τ | τ ¥ ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ&(∃m > n)(!τ(m)& τ(m) 6= ⊥)} .
�ç¥¢¨¤­® S ≤e B. �â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  f á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  τ ⊆ f , â ª  ç¥
τ ∈ S ∨(∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S). �ç¥¢¨¤­® τ /∈ S, ¯®­¥¦¥ τ ⊆ f ⇒ |τ | ≤ n. �®£ ¢  (∀ρ ⊇
τ)(∀m > n)(!ρ(m) ⇒ ρ(m) = ⊥), ª®¥â® ¥ ­¥¢ê§¬®¦­®. �®«ãç¨å¬¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥
á ¤®¯ãáª ­¥â®, â.¥. f ¥ ¡¥§ªà ©­ . �

�¢êà¤¥­¨¥ 12.6. �ª® f ⊆ ψ ≤e B, â® ψ ¥ ªà ©­ .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª 

S = {τ | (∃x)(τ ¥ ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ&!τ(x) 6= ⊥&!ψ(x) 6= τ(x))}
�ç¥¢¨¤­® S ≤e B. �â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  f á«¥¤¢ , ç¥ ¨¬  τ , â ª  ç¥ τ ∈ S ∨(∀ρ ⊇
τ)(ρ /∈ S). �¨¦¤  á¥, ç¥ τ /∈ S, ¯®­¥¦¥ ¨­ ç¥ τ * ψ,   ¨¬ ¬¥ τ ⊆ f ⊆ ψ. �®£ ¢ 
(∀ρ ⊇ τ)(∀x)(!ψ(x) & ρ(x) 6= ⊥ ⇒ ψ(x) = ρ(x)). �®¢  ¥ ¢ê§¬®¦­® á ¬®  ª®
dom(ψ) ⊆ dom(τ), â.¥. ψ ¥ ªà ©­ . �

47
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�«¥¤áâ¢¨¥ 12.7. f ­ï¬  ¯à®¤ê«¦¥­¨¥, ª®¥â® ¥ ≤e B, ¯®­¥¦¥ f ­¥ ¥
ªà ©­ .

�¢êà¤¥­¨¥ 12.8. �­®¦¥áâ¢®â® dom(f) ¥ B-£¥­¥à¨ç­®.

�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ dom(f) ­¥ ¥B-£¥­¥à¨ç­®. �® ¤¥ä¨­¨æ¨ï
â®¢  ®§­ ç ¢ , ç¥ áêé¥áâ¢ã¢  ¬­®¦¥áâ¢® S ®â ªà ©­¨ ç áâ¨, â ª®¢  ç¥ S ≤e B
¨: (∀α ⊆ dom(f))(α /∈ S & (∃βα ⊇ α)(βα ∈ S)). �¥ª  §  ¯à®¨§¢®«­  ç áâ¨ç­ 
B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ ρ ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ªà ©­ â  ç áâ

ρ+(x) '


0 ,  ª® !ρ(x) 6= ⊥
1 ,  ª® !ρ(x) = ⊥
¬! , ¨­ ç¥.

�ç¥¢¨¤­® ¥, ç¥ ρ+ ⊆ dom(ρ). �á¢¥­ â®¢ ,  ª® ρ ⊆ f , â® ρ+ ⊆ dom(f). � 
à §£«¥¤ ¬¥ ¬­®¦¥áâ¢®â®

S′ =
{
ρ | ρ+ ∈ S& ρ ¥ ç áâ¨ç­  B- à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ

}
.

�â ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ­  S′ á«¥¤¢ , ç¥ S′ ≤e S ⊕ B, ­® S ≤e B, ®âªê¤¥â® S′ ≤e
B ≡e S ⊕ B. �ê© ª â® f ¥ £¥­¥à¨ç­ , â® ¨¬  ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­ 
ç áâ τ ⊆ f , â ª ¢  ç¥ τ ∈ S′ ∨(∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S′).

�ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ τ ∈ S′, â® τ+ ∈ S, ­® ¯®­¥¦¥ τ+ ⊆ dom(f) ¯®à ¤¨ ¨§¡®à 
­  S ¨¬ ¬¥ τ+ /∈ S, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®£ ¢  ®áâ ¢  á ¬® ¢ê§¬®¦­®áââ 
(∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S′).

�  à §£«¥¤ ¬¥ ªà ©­ â  ç áâ βτ+ ∈ S. �®£ ¢  §  ¯à®¨§¢®«­  ç áâ¨ç­ 
B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ ρ ⊇ τ , â ª ¢  ç¥ ρ+ = βτ+ , ¨¬ ¬¥ ρ+ ∈ S, ®âªê¤¥â®
ρ ∈ S′, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®¢  ¤®ª §¢ , ç¥ ¤®¯ãáª ­¥â® ­¨ ¥ £à¥è­®, â.¥.
dom(f) ¥ B-£¥­¥à¨ç­® ¬­®¦¥áâ¢®. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 12.9. dom(f) �e f .

�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬ ¯à®â¨¢­®â®, â.¥.

f ≤e dom(f) ≤e dom(f)⊕B,
­® f ­ï¬  ¯à®¤ê«¦¥­¨¥ ≤e B, ¤®ª â® dom(f) ¥ B-£¥­¥à¨ç­® ¨ á«¥¤®¢ â¥«­®
¬¨­¨¬ «®¯®¤®¡­® ®â­®á­® B, â.¥. ¨¬  g ⊇ f , â ª  ç¥ g ≤e B - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

�®¦¥¬ ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨ï §  ¬®¤¥«¨à ­¥ ¨ ä®àá¨­£ §  ç áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨
­®¬¥à æ¨¨ ­  B ¨ ç áâ¨ç­¨ B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨:

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.10.

f |= Fe(x) ⇐⇒ x ∈We(〈f〉),
τ 
Fe(x) ⇐⇒ x ∈We(τ+), ªê¤¥â® τ+ = {〈x, y〉 | y ∈ N & τ(x) ' y} .

�¬ ¬¥:
τ 
Fe(x) ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈We &Dv ⊆ τ+),

®âªê¤¥â® ¬­®¦¥áâ¢®â® Sτ = {〈e, x〉 | τ 
Fe(x)} ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®.
�¢®©áâ¢  ­  ä®àá¨­£ :

(1) τ ⊆ f & τ 
Fe(x) ⇒ f |= Fe(x) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥ ¨
ä ªâ , ç¥ τ ⊆ f ⇒ τ+ ⊆ 〈f〉.

(2) τ ⊆ ρ& τ 
Fe(x) ⇒ ρ
Fe(x) - ®â ¬®­®â®­­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥ ¨
ä ªâ , ç¥ τ ⊆ ρ⇒ τ+ ⊆ ρ+.
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(3) f |= Fe(x) ⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
Fe(x)) - ®â ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥.

�¢êà¤¥­¨¥ 12.11. �¥ª  A �e B. �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  f £¥­¥à¨ç­  ç áâ¨ç­ 
à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B, â ª ¢  ç¥ A �e f .

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯®áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â ç áâ¨ç­¨
B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨ τq : [0; 2q + 1] −→ N ∪ {⊥}. �¥ª  τ0(0) = ⊥, τ0(1) =
b0 ∈ B. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ τq.

I á«. q = 3e. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ ⊥ ∗ b, ªê¤¥â® b ¥ ¯êà¢¨ïâ ­¥­®¬¥à¨à ­
¥«¥¬¥­â ­  B.

II á«. q = 3e+1. �¥ ®á¨£ãà¨¬ £¥­¥à¨ç­®áâ ­  f . �¥ª  Se = We(B)∩RB ,
ªê¤¥â® RB = {τ | τ ¥ ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ}. �®« £ ¬¥ τq+1 ¤ 
¡ê¤¥ ­ ©-¬ «ª®â® τ ⊇ τq, τ ∈ Se,  ª® â ª®¢  ¨¬ . �ª® ­ï¬  - ¯®« £ ¬¥ τq+1 =
τq.

III á«. q = 3e + 2. �¥ ®á¨£ãà¨¬, ç¥ A �e f , ª â® á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥
f−1(A) 6= We(〈f〉). �®£ ¢  é¥ ¨¬ ¬¥ f−1(A) �e f ¨ ®ââ ¬ A �e f .

�¥ª 

nq = |τq|
Cq = {x | (∃τ ⊇ τq)(τ ¥ ç áâ. B-à¥£. ªà ©­  ç áâ)︸ ︷︷ ︸

≤eB

& τ(nq) ' x︸ ︷︷ ︸
¥ä¥ªâ¨¢­®

& τ 
Fe(nq)︸ ︷︷ ︸
¥ä¥ªâ¨¢­®

}

�ç¥¢¨¤­® Cq ≤e B ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® Cq 6= A.
III.1) (∃x)(x ∈ Cq &x /∈ A). �®£ ¢  ¨§¡¨à ¬¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  x ¨

¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â® ¬ã áê®â¢¥â­® τ .
III.2) (∃x)(x /∈ Cq &x ∈ A). �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ x ∗ ⊥.
�¥ª  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ f ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

f(n) ' x ⇐⇒ (∃q)(τq(n) ' x)

�á¨£ãà¨«¨ á¬¥ f ¤  ¥ £¥­¥à¨ç­  ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B ¯®
¤¥ä¨­¨æ¨ï. �áâ ¢  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥ f−1(A) �e f .

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ f−1(A) ≡e We(〈f〉). �  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª  q = 3e + 2.
�­ ¥¬, ç¥ f(nq) ' x ∈ A4 C.

I á«. x ∈ Cq &x /∈ A. �®£ ¢ 
f |= Fe(nq) ⇒ nq ∈ f−1(A) ⇒ f(nq) = x ∈ A - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

II á«. x /∈ Cq &x ∈ A. �®£ ¢ 
nq ∈ f−1(A) ⇒ (∃τ ⊇ τq)(τ(nq) ' x& τ 
Fe(nq)) ⇒ x ∈ Cq - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�®£ ¢  f−1(A) �e f ⇒ A �e f .

�

�®¦¥¬ ¤  à¥« â¨¢¨§¨à ¬¥ ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  §  ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ¬­®¦¥áâ¢® ¯®
á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

�¥ä¨­¨æ¨ï 12.12. �­®¦¥áâ¢®â® A ­ à¨ç ¬¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ­ ¤ B,  ª®:

(1) B �e A;
(2) �ª® X ≤e A ¨ X ¥ â®â «­®, â® X ≤e B.

�®«ïâ  ­  £¥­¥à¨ç­¨â¥ ¬­®¦¥áâ¢ , ª®¨â® á  ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­¨ âãª ¨£à ïâ
£¥­¥à¨ç­¨â¥ ç áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨ ­  B, ª®¨â® á  ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­¨
­ ¤ B.
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�¥ä¨­¨æ¨ï 12.13.

f |= Fe(x, y) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈We(〈f〉) ⇐⇒ f |= Fe(〈x, y〉),
τ 
Fe(x, y) ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈We(τ+) ⇐⇒ τ 
Fe(〈x, y〉).

�¥¬  12.14. �ª® f ¥ £¥­¥à¨ç­  (ç áâ¨ç­ ) à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B, â®
f �e B.

� ¡¥«¥¦ª . �®ª § â¥«áâ¢®â® ­¥ ¨§¯®«§¢ , ç¥ f ¥ â®â «­ .

�®ª § â¥«áâ¢®. �®¯ãáª ¬¥, ç¥ f ≤e B. �  à §£«¥¤ ¬¥
S = {τ - (ç áâ¨ç­ ) B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ | (∃x)(!τ(x)& τ(x) 6' f(x))} .
�¬ ¬¥, ç¥ S ≤e B⊕〈f〉, ­® 〈f〉 ≤e B ⇒ S ≤e B. �®£ ¢  ¯®à ¤¨ £¥­¥à¨ç-

­®áââ  ­  f ¨¬ ¬¥

(∃τ ⊆ f)(τ ∈ S︸ ︷︷ ︸
τ*f

∨ (∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S)︸ ︷︷ ︸
­¥ ¥ ¢ïà­® §  f+ρ⊇τ

).

� ¢ ¤¢ â  á«ãç ï áâ¨£ ¬¥ ¤® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

�¢êà¤¥­¨¥ 12.15. �¥ª  f ¥ £¥­¥à¨ç­  ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­ 
B. �®£ ¢  f ¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­  ­ ¤ B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �­ ¥¬, ç¥ f ≤e B,   ®â �¥¬  12.14 §­ ¥¬, ç¥ ®¡à â­®â®
­¥ ¥ ¢ïà­®.

�®áâ âêç­® ¥ ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥  ª® ψ ≤e f ¥ ¯à®¨§¢®«­  â®â «­  äã­ªæ¨ï, â®
ψ ≤e B. �¥ª  ψ = We(〈f〉). �®£ ¢  ψ(x) ' y ⇐⇒ f |= Fe(x, y). �¥ª 

S0 = {τ - ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ | (∃x)(∃y1)(∃y2)(τ 
Fe(x, y1) &

τ 
Fe(x, y2) & y1 6= y2)}.
�ç¥¢¨¤­® S0 ≤e B. �®£ ¢  ®â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  f á«¥¤¢ , ç¥

(∃τ0 ⊆ f)(τ0 ∈ S0 ∨(∀ρ ⊇ τ0)(ρ /∈ S0)).

�ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ τ0 ∈ S0, â®£ ¢ 

(∃y1 6= y2)(τ0 
Fe(x, y1) & τ0 
Fe(x, y2)) ⇒ f |= Fe(x, y1) & f |= Fe(x, y2),

ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ä ªâ , ç¥ ψ ¥ äã­ªæ¨ï. �®£ ¢  ¨¬ ¬¥ (∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S0).
�¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥

ψ(x) ' y ⇐⇒ (∃ρ ⊇ τ0)(ρ
Fe(x, y)).

(⇒) �¥ª  ψ(x) ' y ⇒ f |= Fe(x, y) ⇒ (∃ρ ⊆ f)(ρ
Fe(x, y)) ¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥-
­¨¥ ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ ρ ⊇ τ0.

(⇐) �¥ª  á¥£  (∃ρ ⊇ τ0)(ρ
Fe(x, y)). �  à §£«¥¤ ¬¥ ¬­®¦¥áâ¢®â®

S1 = {ρ - ç áâ¨ç­  B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ | (∃x)(∃y1 6= y2)(∃τ ⊇ τ0)

(∃δ1 ⊇ τ)(∃δ2 ⊇ τ)(δ1 
Fe(x, y1) & δ2 
Fe(x, y2)& |ρ| = max(|δ1| , |δ2|)&

& ρ ⊇ τ &(∀z)(|τ | ≤ z < |ρ| ⇒ ρ(z) = ⊥))}.
�¨¦¤  á¥, ç¥ S1 ≤e B. �®£ ¢  ®â £¥­¥à¨ç­®áââ  ­  f á«¥¤¢ , ç¥

(∃τ1 ⊆ f)(τ1 ∈ S1 ∨(∀ρ ⊇ τ1)(ρ /∈ S1)).
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I á«. τ1 ∈ S1. �  ä¨ªá¨à ¬¥ áê®â¢¥â­¨â¥ x, y1 6= y2, τ, δ1, δ2. �­ ¥¬, ç¥
ψ ¥ â®â «­ . �¥ª  ψ(x) ' y ¨ §  ®¯à¥¤¥«¥­®áâ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ y 6= y1. �®£ ¢ 
f |= Fe(x, y) ⇒ (∃f ⊇ ρ1 ⊇ τ1)(ρ1 
Fe(x, y)). �¥ ¯à®¥ªâ¨à ¬¥ δ1 ¢êàåã τ1, ª â®
¯à®¬¥­¨¬ ρ1, ­® § ¯ §¨¬ ä®àá¨­£ :

ρ′1(x) '


τ(x) ,  ª® x < |τ |
δ1(x) ,  ª® |τ | ≤ x < |δ1|
ρ1(x) , ¨­ ç¥.

�¬ ¬¥, ç¥ (ρ′1)
+ ⊇ ρ+

1 ⇒ ρ′1 
Fe(x, y). �â ¤àã£  áâà ­  (ρ′1)
+ ⊇ δ+1 ⇒

ρ′1 
Fe(x, y1). �® y 6= y1 ⇒ τ ⊆ ρ′1 ∈ S0, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, â.¥. ­¥ ¥
¢ê§¬®¦­® τ1 ∈ S1.

II á«. (∀ρ ⊇ τ1)(ρ /∈ S1). �¥ª  τ = τ0 ∪ τ1.
�¥ª  ρ ⊇ τ0 ¨ ρ
Fe(x, y). �®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ ρ ⊇ τ . �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥

ψ(x) ' y1 6= y. �®£ ¢  f |= Fe(x, y1) ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® (∃δ ⊆ f)(δ
Fe(x, y1)), ª â®
¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ δ ⊇ τ . �  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ ρ′ ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

ρ′(x) '


τ(x) ,  ª® x < |τ |
⊥ ,  ª® |τ | ≤ x < max(|δ| , |ρ|)
¬! , ¨­ ç¥.

�¨¦¤  á¥, ç¥ x, y, y1, δ, ρ, τ ®â£®¢ àïâ ­  ãá«®¢¨¥â® ­  S1 §  ρ′, â.¥. ρ′ ∈ S1

- ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�®£ ¢  ¥¤¨­áâ¢¥­¨ï ¢ê§¬®¦¥­ á«ãç © ¥ ψ(x) ' y.
� ªà ©­  á¬¥âª  ¯®«ãç¨å¬¥

ψ(x) ' y ⇐⇒ (∃ρ ⊇ τ0)(ρ
Fe(x, y)),
â.¥. ψ ≤e B. �
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�¥®à¥¬¨ §  ¬¨­¨¬ «­¨ ¤¢®©ª¨. �§¡à®¨¬¨

¨¤¥ «¨

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.1. � §¢ ç¥, ç¥ ¬­®¦¥áâ¢ â  F ¨ G ®¡à §ã¢ â ¬¨­¨¬ «­ 
¤¢®©ª  §  B,  ª®

(1) B �e F,B �e G;
(2) A �e F,A �e G⇒ A ≤e B,

â.¥. B ¥ â®ç­  ¤®«­  £à ­¨æ  ­  F ¨ G.

�¥ ¯®ª ¦¥¬, ç¥ §  ¢áïª® ¬­®¦¥áâ¢® B ¨¬  â®â «­¨ ¬­®¦¥áâ¢  F ¨ G,
ª®¨â® ®¡à §ã¢ â ¬¨­¨¬ «­  ¤¢®©ª  §  B.

�®¤®¡­® ­  £¥­¥à¨ç­®áâ §  ç áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨, ¬®¦¥¬ ¤  ¢ê-
¢¥¤¥¬ £¥­¥à¨ç­®áâ §  à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨:

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.2. � §¢ ¬¥, ç¥ f ¥ £¥­¥à¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B,
 ª® f ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B ¨ §  ¢áïª® S ≤e B, ª®¥â® á¥ áêáâ®¨ ®â
B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨

(∃τ ⊆ f)(τ ∈ S ∨(∀ρ ⊇ τ)(ρ /∈ S)).

�¢êà¤¥­¨¥ 13.3. �¥ª  B ⊆ N,   {An} ¥ à¥¤¨æ  ®â ¬­®¦¥áâ¢ , â ª ¢ 
ç¥ (∀n)(An �e B). �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  £¥­¥à¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï f ­  B,
â ª ¢  ç¥ (∀n)(An �e f).

�®ª § â¥«áâ¢®. �®ª § â¥«áâ¢®â® ¥ ¯®¤®¡­® ­  ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ­  �¢êà-
¤¥­¨¥ 12.11

�¥ ¯®áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â B-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨
τq : [0; 2q + 1] −→ N. �¥ª  τ0(0) = τ0(1) = b0 ∈ B. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ τq.

I á«. q = 3e. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ 0 ∗ b, ªê¤¥â® b ¥ ¯êà¢¨ïâ ­¥­®¬¥à¨à ­
¥«¥¬¥­â ­  B.

II á«. q = 3e+1. �¥ ®á¨£ãà¨¬ £¥­¥à¨ç­®áâ ­  f . �¥ª  Se = We(B)∩RB ,
ªê¤¥â® RB = {τ | τ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ}. �®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¡ê¤¥ ­ ©-
¬ «ª®â® τ ⊇ τq, τ ∈ Se,  ª® â ª®¢  ¨¬ . �ª® ­ï¬  - ¯®« £ ¬¥ τq+1 = τq.

III á«. q = 3e + 2. �¥ª  e = 〈n, k〉. �¥ ®á¨£ãà¨¬, ç¥ An �e f , ª â®
á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥ f−1(An) 6= Wk(〈f〉). �®£ ¢  é¥ ¨¬ ¬¥ f−1(An) �e f ¨ ®ââ ¬
An �e f .

�¥ª 

nq = |τq|
Cq = {x | (∃τ ⊇ τq)(τ ¥ B-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ)︸ ︷︷ ︸

≤eB

& τ(nq) ' x︸ ︷︷ ︸
¥ä¥ªâ¨¢­®

& τ 
Fk(nq)︸ ︷︷ ︸
¥ä¥ªâ¨¢­®

}

�ç¥¢¨¤­® Cq ≤e B ¨ á«¥¤®¢ â¥«­® Cq 6= An.

53



54 13. ������� �� ��������� ������. �������� ������

III.1) (∃x)(x ∈ Cq &x /∈ An). �®£ ¢  ¨§¡¨à ¬¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  x ¨
¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â® ¬ã áê®â¢¥â­® τ .

III.2) (∃x)(x /∈ Cq &x ∈ An). �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ x ∗ b, ªê¤¥â® b ¥ ­ïª®©
¥«¥¬¥­â ­  B.

�¥ª  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ f ¯® á«¥¤­¨ï ­ ç¨­:

f(n) ' x ⇐⇒ (∃q)(τq(n) ' x)

�á¨£ãà¨«¨ á¬¥ f ¤  ¥ £¥­¥à¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  B ¯® ¤¥ä¨­¨æ¨ï.
�áâ ¢  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥ f−1(An) �e f .

�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ f−1(An) ≡e Wk(〈f〉) §  ­ïª®¨ n ¨ k. �  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª 
q = 3 〈n, k〉+ 2. �­ ¥¬, ç¥ f(nq) ' x ∈ An 4 Cq.

I á«. x ∈ Cq &x /∈ An. �®£ ¢ 
f |= Fk(nq) ⇒ nq ∈ f−1(An) ⇒ f(nq) = x ∈ An - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

II á«. x /∈ Cq &x ∈ An. �®£ ¢ 
nq ∈ f−1(A) ⇒ (∃τ ⊇ τq)(τ(nq) ' x& τ 
Fk(nq)) ⇒ x ∈ Cq - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�®£ ¢  f−1(An) �e f ⇒ An �e f . �

�¥®à¥¬  13.4 (§  ¬¨­¨¬ «­¨â¥ ¤¢®©ª¨). �¥ª  B ⊆ N. �®£ ¢  ¨¬  ¬¨­¨-
¬ «­  ¤¢®©ª  F ¨ G §  B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  f ¥ ¯à®¨§¢®«­  £¥­¥à¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï
­  B. �¥ª  {An} ¥ à¥¤¨æ â  ®â â¥§¨ ¬­®¦¥áâ¢ , ª®¨â® á  ≤e f ¨ �e B (â¥
á  ¨§¡à®¨¬® ¬­®£®). �ê£« á­® �¢êà¤¥­¨¥ 13.3 ¯®áâà®ï¢ ¬¥ g, â ª  ç¥ g ¥
£¥­¥à¨ç­  ¨ (∀n)(An �e g). �¥ª  ¯®«®¦¨¬ F = 〈f〉 , G = 〈g〉. �á­® ¥, ç¥
áê£« á­® �¥¬  12.14 B �e F,B �e G. �¥ª  A ≤e F,A ≤e G. �®£ ¢  A /∈ {An},
¨­ ç¥ A �e G. �®¬ A /∈ {An}, â® A ≤e B. �

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.5. I ⊆ De ­ à¨ç ¬¥ ¨¤¥ «,  ª®:

(1) x ∈ I & y ≤ x⇒ y ∈ I.
(2) x, y ∈ I ⇒ x ∪ y ∈ I.

� §¢ ¬¥, ç¥ I ¥ £« ¢¥­ ¨¤¥ «, ¯®à®¤¥­ ®â x  ª® I = {y | y ≤ x}.
�á¨çª¨ ¤®ª § ­¨ ¤® ¬®¬¥­â  â¢êà¤¥­¨ï ¢ ¦ â §  £« ¢­¨ ¨¤¥ «¨. �¥£  éã

ä®à¬ã«¨à ¬¥ ç áâ ®â â¢êà¤¥­¨ïâ  §  ¯à®¨§¢®«­¨ ¨§¡à®¨¬¨ ¨¤¥ «¨. �ââãª
­ â âêª é¥ áç¨â ¬¥, ç¥ I = {b0, b1, . . . , bn, . . . } ¥ ¨§¡à®¨¬ ¨¤¥ «.

�¢êà¤¥­¨¥ 13.6. x ∈ I ⇐⇒ (∃n)(x ≤ b0 ∪ · · · ∪ bn).

�®ª § â¥«áâ¢®. (⇒) �ª® x ∈ I, â® x = bk §  ­ïª®¥ k, â®£ ¢  x ≤
⋃k
i=0 bi.

(⇐) �ª® (x ≤ b0 ∪ · · · ∪ bn) §  ­ïª®¥ n, â® ¯®­¥¦¥ I ¥ ¨¤¥ « á«¥¤¢ , ç¥ x ∈ I. �

� ª  ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ I ¥ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â áâ¥¯¥­¨ b0 ≤
b1 ≤ · · · ≤ bn ≤ . . . , â ª ¢  ç¥ x ∈ I ⇐⇒ (∃n)(x ≤ bn). �ª® ¨¤¥ «êâ ¥ £« ¢¥­,
â §¨ à¥¤¨æ  á¥ áâ ¡¨«¨§¨à . �ª® ¯êª ¨¤¥ «êâ ­¥ ¥ £« ¢¥­, â® â §¨ à¥¤¨æ  ¬®¦¥
¤  á¥ ¨§¡¥à¥ áâà®£® ¬®­®â®­­ . �à¨¬¥à §  â ª ¢  à¥¤¨æ  á   à¨â¬¥â¨ç­¨â¥
¬­®¦¥áâ¢  (áª®ª®¢¥â¥ ­  0):

0 < 0′ < 0′′ < 0′′′ < · · · < 0(n) < . . .

� ªà ï ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥ ª®£ â® ¨¬ ¬¥ ¤ ¤¥­ ¨¤¥ «, ç¥ ­¨ ¥ ¤ ¤¥­  à¥¤¨æ 
®â ¬­®¦¥áâ¢ , ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ­  áê®â¢¥â­¨â¥ áâ¥¯¥­¨:

B0 ≤e B1 ≤e B2 ≤e · · · ≤e Bn ≤e . . .
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�  ¤  ¯®áâà®¨¬ £®à­  £à ­¨æ  ­  ¨§¡à®¨¬ ¨¤¥ «, é¥ âàï¡¢  ¤  ¤¥ä¨­¨à ¬¥
¯®­ïâ¨¥â® à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  ¨¤¥ «, ¯®¤®¡­® ­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­ 
¥¤­® ¬­®¦¥áâ¢®. �¨à¥ªâ­¨ïâ ¯à¥¢®¤ ­  ¤¥ä¨­¨æ¨ïâ  ®¡ ç¥ á¥ ®ª §¢  ¯à¥ª «¥­®
á¨«¥­, § â®¢  ¥ ­¥®¡å®¤¨¬® ¤  ¢§¥¬¥¬ ®âá« ¡¥­ ¢ à¨ ­â:

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.7. � §¢ ¬¥, ç¥ f : N −→ N ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­ 
¨¤¥ «  I({Bn}),  ª®:

(1) (
∞
∀ n)(f(2 〈n, k〉+ 1) ∈ Bk);

(2) �ª® z ∈ Bn, â® (
∞
∃ n)(f(2 〈n, k〉+ 1) ' z).

� ¡¥«¥¦ª . �ãª ¨§¯®«§¢ ¬¥ ®§­ ç¥­¨ïâ 

(
∞
∀ n) � (∃N)(∀n > N) (§  ¯®çâ¨ ¢á¨çª¨, ¢á¨çª¨ ¡¥§ ªà ¥­ ¡à®©),

(
∞
∃ n) � (∀N)(∃n > N) (¨¬  ¡¥§ªà ©­® ¬­®£®).

�¥¬  13.8. �ª® f ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  I({Bn}), â® (∀k)(Bk ≤e f).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  ä¨ªá¨à ¬¥ k. �â (1) á«¥¤¢ , ç¥ ¬®¦¥¬ ¤  ä¨ªá¨-
à ¬¥ m, â ª  ç¥ (∀n > m)(f(2 〈n, k〉 + 1) ∈ Bk). �¥ª  z ∈ Bk. �®£ ¢  ®â (2)
¨¬ ¬¥, ç¥ §  ­ïª®¥ n > m f(2 〈n, k〉+ 1) ' z. �§®¡é®

Bk = {z | (∃n > m)(f(2 〈n, k〉+ 1) ' z)} ,
®âªê¤¥â® Bk ≤e f . �

� ¡¥«¥¦ª . �ê¯à¥ª¨, ç¥ ­¥ ¬®¦¥¬ ¤  ­ ¬¥à¨¬ ¥ä¥ªâ¨¢­® ¯® k ç¨á«®â®
m, §  ª®¥â® á¬¥ á¨£ãà­¨, ç¥ (∀n > m)(f(2 〈n, k〉+1) ∈ Bk) ¢ ®¡é¨ï á«ãç © â®¢ 
­ï¬  ¤  ­¨ âàï¡¢ .

�¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨ ­  ¨¤¥ «¨ é¥ áâà®¨¬ ®â­®¢® á ªà ©­¨ ç áâ¨, ª â® § 
¢áïª® ¬­®¦¥áâ¢® Bk ¥ä¥ªâ¨¢­® é¥ ¯®á®ç¢ ¬¥ ­®¬¥à m, ®â ª®©â® ­ â âêª é¥
á¥ § ¤ê«¦ ¢ ¬¥ (é¥ ¯®¥¬ ¬¥ § ¤ê«¦¥­¨¥â®) ¤  ¨§¯ê«­ï¢ ¬¥ (1) ¨ (2).

�â â®§¨ ¬®¬¥­â ­ â âêª é¥ áç¨â ¬¥, ç¥ ¨¤¥ «êâ á¥ ¯à¥¤áâ ¢ï á ¬­®¦¥áâ¢ â 

B0 �e B1 �e B2 �e · · · �e Bn �e . . . ,

â.¥. à¥¤¨æ â  ¥ áâà®£® ¬®­®â®­­ ,   ¨¤¥ «êâ ­¥ ¥ £« ¢¥­.

�¢êà¤¥­¨¥ 13.9. �¥ª  A ⊆ N, â ª  ç¥ (∀k)(A �e Bk). �®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢ 
à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï f , â ª ¢  ç¥ A �e f .

�¥ ¤®ª ¦¥¬ â®¢  â¢êà¤¥­¨¥ ¢ ¬ «ª® ¯®-®¡é ¢¨¤.

�¢êà¤¥­¨¥ 13.10. �¥ª  {As} ¥ à¥¤¨æ  ®â ¬­®¦¥áâ¢ , â ª ¢  ç¥

(∀s)(∀k)(As �e Bk).

�®£ ¢  áêé¥áâ¢ã¢  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï f , ç¥ (∀s)(As �e f).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯®áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â ªà ©­¨ ç á-
â¨ τq : [0; 2q + 1] −→ N, ª â® §  ¢áïª® q é¥ ª §¢ ¬¥ §  ª®¨ Bk ªà ©­ â  ç áâ τq
¥ ¯®¥«  § ¤ê«¦¥­¨¥. �¥ª  áç¨â ¬¥, ç¥

{
zkn

}
¥ ­®¬¥à æ¨ï ­  ¥«¥¬¥­â¨â¥ ­  Bk

á ¡¥§¡à®©­® ¬­®£® ¯®¢â®à¥­¨ï ­  ¢á¥ª¨ ¥«¥¬¥­â. �¥ª  τ0(0) = τ0(1) = 0, ¡¥§ ¤ 
¯®¥¬  ­¨ª ª¢¨ § ¤ê«¦¥­¨ï. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ τq ¨ á¬¥ ¯®¥«¨ § ¤ê«¦¥­¨ï
§  B0, . . . , Bm. �  ®§­ ç¨¬ nq = |τq|.

I á«. q = 2e. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ 0 ∗ zkn, ªê¤¥â® nq + 1 = 2 〈n, k〉 + 1 ¨
­¥ª  ¤  ¯®¥¬¥¬ § ¤ê«¦¥­¨¥ §  B0, . . . , Bm+1.
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II á«. q = 2 〈s, e〉+ 1. �¥ª 

Cq = {x | (∃τ ⊇ τq)(τ ¨§¯ê«­ï¢  ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï §  B0 . . . Bm

& τ(|τq|) ' x& τ 
Fe(|τq|))}.
�¨¦¤  á¥, ç¥ Cq ≤e B0⊕ . . .⊕Bm ≤e Bm, ¯®­¥¦¥ à¥¤¨æ â  ¥ ¬®­®â®­­®

à áâïé . �®£ ¢  Cq 6= A.
II.1) (∃x)(x ∈ Cq &x /∈ As). �®£ ¢  ¨§¡¨à ¬¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  x ¨

¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â® ¬ã áê®â¢¥â­® τ .
II.2) (∃x)(x /∈ Cq &x ∈ As). �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ x ∗ zkn, ªê¤¥â® nq + 1 =

2 〈n, k〉+ 1.
�¥ª  ¤¥ä¨­¨à ¬¥ f =

⋃
τq. �¨¦¤  á¥, ç¥ á¬¥ ¨§¯ê«­¨«¨ § ¤ê«¦¥­¨ïâ  § 

¢á¨çª¨ ¬­®¦¥áâ¢  B0, . . . , Bm, . . . . �áâ ¢  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥ (∀s)(As ≤e f).
�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ §  ­ïª®¥ s f−1(As) ≡e We(〈f〉). �  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª 

q = 2 〈s, e〉+ 1. �­ ¥¬, ç¥ f(nq) ' x ∈ As 4 Cq.
I á«. x ∈ Cq &x /∈ As. �®£ ¢ 

f |= Fe(nq) ⇒ nq ∈ f−1(As) ⇒ f(nq) = x ∈ As - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
II á«. x /∈ Cq &x ∈ As. �®£ ¢ 

nq ∈ f−1(As) ⇒ (∃τ ⊇ τq)(τ(nq) ' x& τ 
Fe(nq)) ⇒ x ∈ Cq - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�®£ ¢  (∀s)(f−1(As) �e f) ⇒ (∀s)(As �e f). �

�®¦¥ ¤  á¥ ¤¥ä¨­¨à  ¥ª¢¨¢ «¥­â ­  ¯®­ïâ¨¥â® ¬¨­¨¬ «­  ¤¢®©ª  §  ¨¤¥ «¨
¨ ¤  á¥ ¤®ª ¦¥ �¥®à¥¬ , ¯®¤®¡­  ­  �¥®à¥¬  13.4.

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.11. � §¢ ç¥, ç¥ ¬­®¦¥áâ¢ â  F ¨G ®¡à §ã¢ ââ®ç­  ¤¢®©ª 
§  ¨¤¥ «  I({Bk}),  ª®

(1) (∀k)(Bk ≤e F,Bk ≤e G);
(2) A �e F,A �e G⇒ A ∈ I,

�¥®à¥¬  13.12. �¥ª  I({Bk}) ¥ ¨¤¥ «. �®£ ¢  I ¨¬  â®ç­  ¤¢®©ª  F ¨ G.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  f ¥ ¯à®¨§¢®«­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  ¨¤¥ « 
I({Bk}). �¥ª  An ¥ à¥¤¨æ â  ®â â¥§¨ ¬­®¦¥áâ¢ , ª®¨â® á  ≤e f ¨ ­¥ á  ¢ ¨¤¥ « 
I (â¥ á  ¨§¡à®¨¬® ¬­®£®). �ê£« á­® �¢êà¤¥­¨¥ 13.10 ¯®áâà®ï¢ ¬¥ g, â ª  ç¥ g
¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  I ¨ (∀n)(An �e g). �¥ª  ¯®«®¦¨¬ F = 〈f〉 , G = 〈g〉.
�á­® ¥, ç¥ áê£« á­® �¥¬  13.8 B ≤e F,B ≤e G. �¥ª  A ≤e F,A ≤e G. �®£ ¢ 
A /∈ {An}, ¨­ ç¥ An �e G. �®¬ A /∈ {An}, â® A ∈ I. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 13.13. �¬  â®â «­¨ ¬­®¦¥áâ¢  F ¨ G, ª®¨â® ¨¬ â â®ç­ 
¤®«­  £à ­¨æ  ¢ DT , ­® ­ï¬ â â ª ¢  ¢ De.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  B0 = ∅, Bk+1 ¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ®â­®á­® Bk. �®-
£ ¢ 

B0 <e B1 <e · · · <e Bk <e . . .
®¯à¥¤¥«ï ­¥£« ¢¥­ ¨¤¥ «. �  ­¥£® ¨¬ ¬¥ â®ç­  ¤¢®©ª  F ¨ G, ª®¨â® á  â®â «­¨
¬­®¦¥áâ¢ . �ª® §  ­ïª®¥ X ≤e F,X ≤e G, â® ¨¬ ¬¥ X ≤e Bk §  ­ïª®¥ k, â.¥.
F ¨ G ­ï¬ â â®ç­  ¤®«­  £à ­¨æ  ¢ De.

�¥ª  á¥£  X ¥ â®â «­®, X ≤e F,X ≤e G. �®£ ¢  X ≤e Bk, ­® Bk ¥
ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ®â­®á­®Bk−1 ⇒ X ≤e Bk−1. �­ «®£¨ç­®X ≤e Bk−2, . . . , X ≤e
∅, ­® ∅ ¥ â®â «­®, á«¥¤®¢ â¥«­® X ≤T ∅. � ª  â®ç­ â  ¤®«­  £à ­¨æ  ­  F ¨
G ¢ DT ¥ ∅. �
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�®¦¥¬ ¤  à¥« â¨¢¨§¨à ¬¥ ¨ ¯®­ïâ¨¥â® ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­®áâ ®â­®á­® ¨¤¥ «.

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.14. �¥ª  I(Bk) ¥ ­¥£« ¢¥­ ¨¤¥ «. � §¢ ¬¥, ç¥ F e ª¢ §¨-
¬¨­¨¬ «­® ®â­®á­® I,  ª®

(1) (∀k)(Bk ≤e F ),
(2) �ª® X ¥ â®â «­® ¨ X ≤e F , â® X ∈ I.

�  ¤  ¤®ª ¦¥¬ áêé¥áâ¢ã¢ ­¥â® ­  ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­¨ ¬­®¦¥áâ¢  §  ¢á¥ª¨
¨¤¥ « ¥ ­¥®¡å®¤¨¬® ¤  ¢ê¢¥¤¥¬ ç áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨ ­  ¨¤¥ «¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.15. � §¢ ¬¥, ç¥ f : N −→◦ N ¥ ç áâ¨ç­  à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à -
æ¨ï ­  ¨¤¥ «  I({Bk}),  ª®:

(1) (
∞
∀ n)(!f(2 〈n, k〉+ 1) ⇒ f(2 〈n, k〉+ 1) ∈ Bk);

(2) �ª® z ∈ Bn, â® (
∞
∃ n)(f(2 〈n, k〉+ 1) ' z).

� ¡¥«¥¦ª . �¥¬  13.8 ­¥ ¨§¯®«§¢  áêé¥áâ¢¥­® â®â «­®áâ ­  à¥£ã«ïà­ â 
­®¬¥à æ¨ï f § â®¢  ¢ ¦¨ ¨ §  ç áâ¨ç­¨ à¥£ã«ïà­¨ ­®¬¥à æ¨¨.

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.16. � §¢ ¬¥, ç¥ τ : [0; 2q + 1] −→ N ∪ {⊥} ¥ ç áâ¨ç­ 
I-à¥£ã«ïà­  ªà ©­  ç áâ,  ª®:

2n+ 1 ∈ dom(τ) & τ(2n+ 1) 6= ⊥ ⇒ τ(2n+ 1) ∈ I.

�¥ä¨­¨æ¨ï 13.17. � §¢ ¬¥, ç¥ τ ⊆ f ,  ª®:

(∀x ∈ dom(τ))(τ(x) 6= ⊥ ⇒ τ(x) ' f(x) & τ(x) = ⊥ ⇒ ¬!f(x)).

�¢êà¤¥­¨¥ 13.18. �¥ª  I({Bk}) ¥ ­¥£« ¢¥­ ¨¤¥ «. �êé¥áâ¢ã¢  ç áâ¨ç­ 
à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï f ­  I, â ª  ç¥ 〈f〉 ¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ®â­®á­® I.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ ¯®áâà®¨¬ ¬®­®â®­­® à áâïé  à¥¤¨æ  ®â ç áâ¨ç­¨
I-à¥£ã«ïà­¨ ªà ©­¨ ç áâ¨ τq : [0; 2q + 1] −→ N ∪ {⊥}, ª â® §  ¢áïª® q é¥
ª §¢ ¬¥ §  ª®¨ Bk ªà ©­ â  ç áâ τq ¥ ¯®¥«  § ¤ê«¦¥­¨¥. �¥ª  áç¨â ¬¥, ç¥{
zkn

}
¥ ­®¬¥à æ¨ï ­  ¥«¥¬¥­â¨â¥ ­  Bk á ¡¥§¡à®©­® ¬­®£® ¯®¢â®à¥­¨ï ­  ¢á¥ª¨

¥«¥¬¥­â.
�¥ª  τ0(0) = τ0(1) = 0, ¡¥§ ¤  ¯®¥¬  ­¨ª ª¢¨ § ¤ê«¦¥­¨ï. �¥ª  á¬¥

¯®áâà®¨«¨ τq ¨ á¬¥ ¯®¥«¨ § ¤ê«¦¥­¨ï §  B0, . . . , Bm. �  ®§­ ç¨¬ nq = |τq|.
I á«. q = 2e. �®« £ ¬¥ τq+1 = τq ∗ 0 ∗ zkn, ªê¤¥â® nq + 1 = 2 〈n, k〉 + 1 ¨

­¥ª  ¤  ¯®¥¬¥¬ § ¤ê«¦¥­¨¥ §  B0, . . . , Bm+1.
II á«. q = 2e+ 1. � ¤ ¢ ¬¥ ¢ê¯à®á  ¤ «¨

(∃ρ ⊇ τq)(ρ ¨§¯ê«­ï¢  ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï §  B0, . . . , Bm &(a)

&(∃x)(∃y1 6= y2)(ρ
Fe(x, y1) & ρ
Fe(x, y2))).

� á«ãç ©, ç¥ ®â£®¢®àêâ ¥ ¤ , ¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  ρ. � á«ãç ©,
ç¥ ®â£®¢®àêâ ¥ ­¥, § ¤ ¢ ¬¥ ¢â®à¨ ¢ê¯à®á:

(∃x)(∃y1 6= y2)(∃τ ⊇ τq)(∃ρ ⊇ τ)(∃δ1 ⊇ τ)(∃δ2 ⊇ τ)(b)

(ρ, δ1, δ2 ¨§¯ê«­ï¢ â ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï §  B0, . . . , Bm &

δ1 
Fe(x, y1)& δ2 
Fe(x, y2) & |ρ| = max(|δ1| , |δ2|) &

&(∀z)(|τ | ≤ z < |ρ| ⇒ ρ(z) = ⊥)).

�ª® ®â£®¢®àêâ ¥ ¤ , ¯®« £ ¬¥ τq+1 ¤  ¡ê¤¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  ρ. �ª® ®â£®¢®àêâ
¥ ­¥, ¯®« £ ¬¥ τq+1 = τq.
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�®« £ ¬¥ f =
⋃
τq. �¨¦¤  á¥, ç¥ f ¥ à¥£ã«ïà­  ­®¬¥à æ¨ï ­  I, ®âªê¤¥â®

(∀k)(Bk ≤e f). §  ¤®ª § â¥«áâ¢®â® ­  (2) ¥ ¤®áâ âêç­® ¤  ¢¨¤¨¬, ç¥  ª® ψ =
We(〈f〉) ¥ ¯à®¨§¢®«­  â®â «­  äã­ªæ¨ï, â® ψ ≤e Bk §  ­ïª®¥ k.

�¥ª  ψ(x) ' y ⇒ f |= Fe(x, y) ⇒ (∃ρ ⊆ f)(ρ
Fe(x, y)) ¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨¥
¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ ρ ⊇ τ0.

�  à §£«¥¤ ¬¥ áâê¯ª  q = 2e+1. �¥ª  τq ¥ § ¤ê«¦¥­® ®â­®á­® B0, . . . , Bm.
�®£ ¢  é¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥ ψ ≤e Bm. �  â §¨ æ¥« é¥ ¢¨¤¨¬, ç¥

ψ(x) ' y ⇐⇒ (∃ρ ⊇ τq+1)(ρ ¨§¯ê«­ï¢  ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï § (∗)
B0, . . . , Bm & ρ
Fe(x, y)).

(⇒) �¥ª  ψ(x) ' y ⇒ f |= Fe(x, y) ⇒ (∃δ ⊆ f)(δ
Fe(x, y)), ª®¥â® ¨§¯ê«­ï-
¢  ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï ¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ δ ⊇ τq+1.

(⇐) �¥ª  á¥£  (∃δ ⊇ τq+1)(δ
Fe(x, y) ¨ δ ¥ § ¤ê«¦¥­® §  B0, . . . , Bm).
�â£®¢®àêâ ­  ¢ê¯à®á (a) ¥ ¡¨« ­¥, ¢ ¯à®â¨¢¥­ á«ãç © ψ é¥ ¡ê¤¥ ¬­®£®§­ ç­ .
�  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ ψ(x) ' z 6= y. �®£ ¢  ¨¬  ρ1, ª®¥â® ¨§¯ê«­ï¢  § ¤ê«¦¥­¨ïâ 
§  B0, . . . , Bm ¨ ρ1 
Fe(x, z) ¨ ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ ρ1 ⊇ τq+1. �¥ª 

δ′(x) '


τq+1(x) ,  ª® x < |τq+1| ;
⊥ ,  ª® |τq+1| ≤ x < max(|ρ1| , |δ|);
¬! , ¨­ ç¥.

�®£ ¢  ®â£®¢®àêâ ­  ¢ê¯à®á (b) ¥ ¡¨« ¤ , ª â® á¢¨¤¥â¥«¨ á  x, y, z, τq+1, δ
′, δ

¨ ρ1.
�®£ ¢  τq+1 ¥ ­ ©-¬ «ª®â® ρ ®â ¢ê¯à®á (b) ¨ §  ­¥£® ¨¬ ¬¥ áê®â¢¥â­¨â¥

x′, y1 6= y2, τ, δ1, δ2. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ®¡é­®áââ  ¬®¦¥¬ ¤  áç¨â ¬¥, ç¥ z 6= y1.
�¥ª 

ρ′1(x) '


τ(x) ,  ª® x < |τ |
δ1(x) ,  ª® |τ | ≤ x < |δ1|
ρ1(x) , ¨­ ç¥.

(ρ′1)
+ ⊆ δ+1 ⇒ ρ′1 ¨§¯ê«­ï¢  ¯®¥â¨â¥ § ¤ê«¦¥­¨ï §  B0, . . . , Bm ¨ ®á¢¥­

â®¢  ρ′1 
Fe(x′, y1). �â ¤àã£  áâà ­ , âê© ª â® ρ1 ⊇ τq+1, §  ª®¥â® ¥ ¢ á¨« 
á¢®©áâ¢®â® (b), (ρ′1)

+ ⊇ ρ+
1 ⇒ ρ′1 
Fe(x′, z). �ââãª á«¥¤¢ , ç¥ ®â£®¢®àêâ ­ 

¢ê¯à®á (a) ¥ ¡¨« ¤  áêá á¢¨¤¥â¥«¨ x′, y1, z, ρ
′
1, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� ªà ©­  á¬¥âª  ¯®«ãç¨å¬¥ (∗) , ®âªê¤¥â® ψ ≤e Bm ⇒ ψ ∈ I. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 13.19. �¬  â®â «­¨ ¬­®¦¥áâ¢  G ¨ H, ª®¨â® ¨¬ â â®ç­ 
¤®«­  £à ­¨æ  ¢ De, ­® ­ï¬ â â ª ¢  ¢ DT .

�®ª § â¥«áâ¢®. �  à §£«¥¤ ¬¥ ¨¤¥ « 

I = ∅ <e ∅′ <e · · · <e ∅(n) <e . . .

�ê£« á­® �¢êà¤¥­¨¥ 13.18 ¨¬ ¬¥ F - â®â «­®, ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­® ®â­®á­® I.
�ê£« á­® �¥®à¥¬  13.4 ¬®¦¥¬ ¤  ­ ¬¥à¨¬ G ¨ H - ¬¨­¨¬ «­  ¤¢®©ª  §  F .
�®£ ¢  G ¨ H é¥ ¨¬ â §  ¤®«­  £à ­¨æ  F ¢ De.

�â ¤àã£  áâà ­  G ¨ H á  â®ç­  ¤¢®©ª  §  ¨¤¥ «  I ¢ DT :

(1) �ç¥¢¨¤­® (∀k)(Bk ≤e F ≤e G,Bk ≤e F ≤e H).
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(2) �¥ª X ¥ â®â «­®,X ≤e G,X ≤e H ⇒ X ≤e F , ­® F ¥ ª¢ §¨¬¨­¨¬ «­®
®â­®á­® I, á«¥¤®¢ â¥«­® X ∈ I.

�ê© ª â® ¨¤¥ «êâ ­¥ ¥ £« ¢¥­, â® G ¨ H ­ï¬ â â®ç­  ¤®«­  £à ­¨æ  ¢
DT . �





���� 14

De ­¥ áê¤êà¦  ¬¨­¨¬ «­¨ áâ¥¯¥­¨

�¥ä¨­¨æ¨ï 14.1. �¥ ª §¢ ¬¥, ç¥ ¥-®¯¥à â®àêâ We ¥ s-®¯¥à â®à (á¨­£«¥-
â®­¥­ ®¯¥à â®à),  ª®

〈〈i, j〉 , v〉 ∈We ⇒ Dv = ∅∨Dv = {j} .

�¥¬  14.2. �ª® We ¥ s-®¯¥à â®à,   B ≤T ∅′ â®

lim
s→∞

W s
e (Bs)(x) = We(B)(x),

ªê¤¥â® {W s
e } á   ¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­  ¯®«ãà §à¥è¨¬®â® We ¨ áê£« á­® �¥¬  2,  

{Bs} §   ¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­  B ≤T ∅′ áê£« á­® �«¥¤áâ¢¨¥ 2.14.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  x = 〈i, j〉.
I á«. (@v)(〈x, v〉 ∈We). �®£ ¢ 

(∀s)(∀v)(〈x, v〉 /∈W s
e ) ⇒ (∀s)(W s

e (Bs)(x) = 1)

⇒ lim
s→∞

W s
e (Bs)(x) = 1 = We(B)(x).

II á«. 〈x, v〉 ∈We &Dv = ∅. �®£ ¢ 

(∃r)(∀s > r)(〈x, v〉 ∈W s
e ) ⇒ lim

s→∞
W s
e (Bs)(x) = 0 = We(B)(x).

III á«. 〈〈i, j〉 , v〉 ∈We &Dv = {j}. �®£ ¢ 

(∃r1)(∀s > r1)(χBs(j) = χB(j))&(∃r2)(∀s > r2)(〈〈i, j〉 , v〉 ∈W s
e )

⇒ (∀s > max(r1, r2))(W s
e (Bs)(x) = We(B)(x)).

�

� ¡¥«¥¦ª . �ââãª ­ â âêª §  ¯®-ªà âª® é¥ ¡¥«¥¦¨¬ 〈x,Dv〉, ¢¬¥áâ®
〈x, v〉.

�¢êà¤¥­¨¥ 14.3 (�ãâ¥à¨ç). �¥ª  ∅ �T B ≤T ∅′. �®£ ¢  ¨¬  ¥-®¯¥à â®à
θ, â ªê¢ ç¥ ∅ �e θ(B) �e B.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ áâà®¨¬ s-®¯¥à â®à  θ ­  áâê¯ª¨, â ª  ç¥

(∀e)(We 6= θ(B))(1)

(∀e)(We(θ(B)) 6= B).(2)

�¥ ¯à¨« £ ¬¥ â.­ à. â¥å­¨ª  check-and-cross.

�¥ä¨­¨æ¨ï 14.4.

X 〈i, j〉 ¢ θs � ¯à¨ç¨á«ï¢ ¬¥ 〈〈i, j〉 , {j}〉 ¢ θs+1

×〈i, j〉 ¢ θs � ¯à¨ç¨á«ï¢ ¬¥ 〈〈i, j〉 , ∅〉 ¢ θs+1.

61
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�¥ä¨­¨æ¨ï 14.5.

L(e, s) = max {x | x ≤ s&(∀y < x)(W s
e (y) = θs(Bs)(y))}

l(e, s) = max {x | x ≤ s&(∀y < x)(Bs(y) = W s
e (θs(Bs))(y))}

­ à¨ç ¬¥ agreement äã­ªæ¨¨, â¥ ­¨ ¤ ¢ â ¤ê«¦¨­ â  ­  ¬ ªá¨¬ «­¨ï ­ ç «¥­
á¥£¬¥­â, ®£à ­¨ç¥­ ®â s, ¢êàåã ª®©â® áê¢¯ ¤ â áê®â¢¥â­® W s

e ¨ θs(Bs), Bs ¨
W s
e (θs(Bs)).

�¥ä¨­¨æ¨ï 14.6.

u(e, s, x) =

{
µz[(∀y < x)(Bs(y) = W s

e (θs(Bs � z))(y))] ,  ª® â ª¨¢  ¨¬ ;

0 , ¨­ ç¥.

r(e, s) = max {u(e, s, x) | x ≤ l(e, s)} .

u(e, s, x) ­ à¨ç ¬¥ use-äã­ªæ¨ï ¨ âï ­¨ ¤ ¢  ­ ©-¬ «ª¨ïâ ­ ç «¥­ á¥£¬¥­â
®â Bs, ª®©â® ¬®¦¥ ¤  á¥ ¨§¯®«§¢  ¯à¨ ¯à®¢¥àª â , ç¥ Bs = W s

e (θs(Bs)) ¢êàåã
[0;x− 1].

r(e, s) ­ à¨ç ¬¥ restrain-äã­ªæ¨ï ¨ âï ­¨ ¤ ¢  ­ ©-¬ «ª¨ïâ ­ ç «¥­ á¥£¬¥­â
®â Bs, ª®©â® é¥ ­¨ á¢êàè¨ à ¡®â  §  £®à¥¯®á®ç¥­ â  ¯à®¢¥àª  §  ¢á¨çª¨ x,
ª®¨â® é¥ à §£«¥¦¤ ¬¥ ­  s-â  áâê¯ª .

�®« £ ¬¥ θ0 = ∅. �¥ª  θs ¥ ¯®áâà®¥­ . �  ¢áïª® e ≤ s ¯à ¢¨¬ á«¥¤­®â®:

(a) X 〈e, j〉 ¢ θs §  ¢áïª® j ≤ L(e, s);
(b) ×〈i, j〉 ¢ θs §  ¢áïª® 〈i, j〉 ≤ r(e, s) ¨ i > e.

�® â®§¨ ­ ç¨­ ¯®«ãç ¢ ¬¥ θs+1. �  ¯®«®¦¨¬ θ =
⋃
s θ

s. �®à ¤¨ ¤¥ä¨-
­¨æ¨ïâ  ­  X ¨ × á¥ ¢¨¦¤ , ç¥ θ ¥ s-®¯¥à â®à. �®£ ¢  ¯® �¥¬  14.2 ¨¬ ¬¥,
ç¥

lim
s→∞

θs(Bs) = θ(B).

�¥ä¨­¨æ¨ï 14.7. � §¢ ¬¥, ç¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® We 6= θ(B) ¨¬  ¯à¨®à¨â¥â¥­
­®¬¥à 2e+1,   ¨§¨áª¢ ­¥â®We(θ(B)) 6= B ¨¬  ¯à¨®à¨â¥â¥­ ­®¬¥à 2e. �®-¢¨á®ª
¯à¨®à¨â¥â ¨¬ â ¨§¨áª¢ ­¨ïâ  á ¯®-­¨áêª ¯à¨®à¨â¥â¥­ ­®¬¥à.

�¥ä¨­¨æ¨ï 14.8. � §¢ ¬¥, ç¥We 6= θ(B) ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  áâê¯ª 
s,  ª® ­  â §¨ áâê¯ª  X 〈e, j〉 §  ¯êà¢¨ ¯êâ.

� §¢ ¬¥, ç¥ B 6= We(θ(B)) ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ­  áâê¯ª  s,  ª® ­  â §¨
áâê¯ª  ×〈i, j〉 , i > e §  ¯êà¢¨ ¯êâ.

�¥¬  14.9. �áïª® ¨§¨áª¢ ­¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨.

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  RP ¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® á ­ ©-¢¨á®ª ¯à¨®à¨â¥â, ª®¥â®
¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨.

I á«. RP = We 6= θ(B). �®£ ¢  ­  ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© áâê¯ª¨ á¬¥ ¨¬ «¨
­®¢¨ e ≤ s, j ≤ L(e, s), ®âªê¤¥â® L(e, s) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­®. �®£ ¢  é¥ ¨¬ ¬¥
¡¥§ªà ©­® £®«¥¬¨ á¥£¬¥­â¨ ­  áê£« á¨¥ ¬¥¦¤ã W s

e ¨ θs(Bs). �®£ ¢  ¨¬ ¬¥
θ(B) = We. �® é®¬ L(e, s) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­®, â® (∀j)(X 〈e, j〉 ¢ θ).

RP ¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® á ­ ©-­¨áêª ¯à¨®à¨â¥â¥­ ­®¬¥à 2e+1, ª®¥â® ¯à¥¤¨§¢¨ª¢ 
¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© áâê¯ª¨, á«¥¤®¢ â¥«­® ¨§¨áª¢ ­¥â® B 6= We(θ(B))
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á ­®¬¥à 2e ­¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥ ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨. �®£ ¢  ¬®¦¥¬ ¤ 
â¢êà¤¨¬, ç¥

(
∞
∀ j)(X 〈e, j〉&¬ × 〈e, j〉)

⇐⇒ (
∞
∀ j)(〈〈e, j〉 , {j}〉 ∈ θ& 〈〈e, j〉 , ∅〉 /∈ θ)

⇐⇒ (
∞
∀ j)(〈e, j〉 ∈ θ(B) ⇐⇒ j ∈ B)

⇐⇒ (
∞
∀ j)(〈e, j〉 ∈We ⇐⇒ j ∈ B).

�®£ ¢  ¯®«ãç ¢ ¬¥, ç¥ B ≤e We ⇒ B ≤e ∅ - ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â®.
II á«. RP = B 6= We(θ(B)). �®£ ¢  ­  ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© áâê¯ª¨ á¬¥ ¨¬ «¨

­®¢¨ i > e, 〈i, j〉 ≤ r(e, s), ®âªê¤¥â® r(e, s) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­® á ­ à áâ¢ ­¥â®
­  s. �ââãª ¨¬ ¬¥, ç¥ l(e, s) áêé® à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­®, ¢ ¯à®â¨¢¥­ á«ãç ©
¡¨å¬¥ ¨¬ «¨, ç¥ u(e, s, x) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­® á s §  ®£à ­¨ç¥­¨ x, ª®¥â® ­¥ ¥
¢ê§¬®¦­®. �®£ ¢  é¥ ¨¬ ¬¥ ¡¥§ªà ©­® £®«¥¬¨ á¥£¬¥­â¨ ­  áê£« á¨¥ ¬¥¦¤ã
W s
e (θs(Bs)) ¨ Bs.
�ââãª ­¥ ¬®¦¥¬ ¤¨à¥ªâ­® ¤  § ª«îç¨¬, ç¥ We(θ(B)) = B, ¯®­¥¦¥ ­¥

¬®¦¥¬ ¤  ¯à¨«®¦¨¬ �¥¬  14.2 §  ¯à®¨§¢®«­¨ï ¥-®¯¥à â®à We.
�ê© ª â® r(e, s) à áâ¥ ­¥®£à ­¨ç¥­®, â®£ ¢  (∀i > e)(∀j)(×〈i, j〉 ¢ θ).
�¥ª 

C1 = {〈i, j〉 | i > e} ,
C2 = {〈i, j〉 | i ≤ e&×〈i, j〉 ¢ θ} ,
C = C1 ∪ C2

F = {〈i, j〉 | i ≤ e&X 〈i, j〉 ¢ θ& j ∈ B} .
�ç¥¢¨¤­® C1 ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �ê© ª â® RP ¥ ¨§¨áª¢ ­¥â® á ­ ©-¢¨á®ª ¯à¨®-
à¨â¥â, ª®¥â® ¥ ¯à¥¤¨§¢¨ª «® ¢­¨¬ ­¨¥ ¡¥§ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨, â® §  ¨§¨áª¢ ­¨ïâ 
R2i ¨ R2i+1 §  i < e á  ¯à¥¤¨§¢¨ª «¨ ¢­¨¬ ­¨¥ ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨ ¨ á«¥¤®¢ â¥«­®
¬­®¦¥áâ¢ â  C2 ¨ F á  ªà ©­¨. �ââãª á«¥¤¢ , ç¥ ¬­®¦¥áâ¢®â® C ∪ F ¥ ¯®«ã-
à §à¥è¨¬®.

�ïà­® ¥, ç¥

〈i, j〉 ∈ θ(B) ⇐⇒ ×〈i, j〉 ∨(X 〈i, j〉& j ∈ B)

⇐⇒ (〈i, j〉 ∈ C)∨(〈i, j〉 ∈ F )

⇐⇒ 〈i, j〉 ∈ C ∪ F.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ θ(B) ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®. �®£ ¢  ¨¬ ¬¥:

z ∈ B ⇐⇒ (∃s)(z ∈ Bs)
⇐⇒ (∃s)(z ∈W s(θs(Bs)))

ª®¬¯ ªâ­®áâ ­  W s, �¥¬  14.2 ⇐⇒ (∃s)(z ∈W s(θ(B)))

⇐⇒ (∃s)(z ∈W s(C ∪ F ))︸ ︷︷ ︸
¯®«ãà §à¥è¨¬®

.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ B ≤e ∅, ª®¥â® ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥â® ­  �¥¬ â .
�

�â �¥¬  14.9 ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ ­ï¬  ¨§¨áª¢ ­¥, ª®¥â® ¤  ¯à¥¤¨§¢¨ª¢  ¢­¨¬ ­¨¥
¡¥§ªà ¥­ ¡à®© ¯êâ¨,   ®ââãª á«¥¤¢ , ç¥ L(e, s), r(e, s) ¨ l(e, s) á  ®£à ­¨ç¥­¨
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á ­ à áâ¢ ­¥â® ­  s, ª®¥â® ®§­ ç ¢ , ç¥ ¢á¨çª¨ ¨§¨áª¢ ­¨ï á¥ ¨§¯ê«­ï¢ â á
â¥ç¥­¨¥ ­  ¢à¥¬¥â®, â.¥.

(∀e)(We 6= θ(B) &We(θ(B)) 6= B).

�

�¢êà¤¥­¨¥ 14.10. �¥ª  B ⊆ N. �®£ ¢  ¨¬  ¥-®¯¥à â®à θ, â ªê¢ ç¥:
(1) �ª® θ(B) ≤e ∅, â® B ≤T ∅′;
(2) �ª® B ≤e θ(B), â® B ≤e ∅.

�®ª § â¥«áâ¢®. �â­®¢® é¥ áâà®¨¬ s-®¯¥à â®à  θ ­  áâê¯ª¨, ª â® ¨§-
¯®«§¢ ¬¥ check-and-cross. �¥ ¯®áâà®¨¬ θ ¯® â ªê¢ ­ ç¨­, ç¥:

(∀j)(∃I)((∀i > I)(¬ × 〈i, j〉 ¢ θ) &(∃!i > I)(X 〈i, j〉 ¢ θ)),

â.¥. ¢ê¢ ¢áïª  ª®«®­  ¨¬ ¬¥ ªà ¥­ ¡à®© × ¨ á«¥¤ âïå â®ç­® ¥¤­® X.
�¥ª 

check(j) = max {iX 〈i, j〉 ¢ θ} .
�¥ áâà®¨¬  ¯à®ªá¨¬ æ¨¨ check(s, j) ­  check(j), â ª  ç¥

lim
s→∞

check(s, j) = check(j) ≤T ∅′.

�®« £ ¬¥ θ0 = ∅, check(0, j) = −1. �¥ª  á¬¥ ¯®áâà®¨«¨ θs ¨ λj.check(s, j).
�  à §£«¥¤ ¬¥ ¢á¨çª¨ âà®©ª¨ 〈e, n, F 〉, ªê¤¥â® F ¥ ªà ©­® ¬­®¦¥áâ¢®,

max(F ) < n, e, n ≤ s. � ¤ ¢ ¬¥ ¢ê¯à®á :

(*) (∃S - ªà ©­®)((〈i, j〉 ∈ S ⇒ j ≥ max(e, n))&n ∈W s
e (θs(F ) ∪ S).

�®§¨ ¢ê¯à®á ¨¬  á«®¦­®áâ ∅′.
�ª® â ª®¢  S ¨¬ , â®£ ¢  ¨§¡¨à ¬¥ ­ ©-¬ «ª®â® â ª®¢  S ¨

(∀ 〈i, j〉 ∈ S)(×〈i, j〉 ¢ θs).

� ªà ï §  ¢áïª® j ≤ s ¬®¦¥¬ ¥ä¥ªâ¨¢­® ¤  ­ ¬¥à¨¬ ¯®á«¥¤­¨ï ¬ àª¨à ­
¥«¥¬¥­â 〈i, j〉 ¨  ª® ×〈i, j〉, â® X 〈i+ 1, j〉 ¨ check(s+ 1, j) = i+ 1.

�  ¯®«®¦¨¬

θ =
⋃
s

θs

check(j) = lim
s→∞

check(s, j).

�¥¬  14.11. (∀j)(∃I)(∀i > I)(¬X 〈i, j〉&¬ × 〈i, j〉), â.¥. ¢áïª  ª®«®­  áê-
¤êà¦  ªà ¥­ ¡à®© ¬ àª¨à ­¨ ¥«¥¬¥­â¨.

�®ª § â¥«áâ¢®. �ê© ª â® X 〈i, j〉 ⇒ ×〈i− 1, j〉, â® ¥ ¤®áâ âêç­® ¤  ¢¨-
¤¨¬, ç¥ ¢áïª  ª®«®­  áê¤êà¦  ªà ¥­ ¡à®© ×. � á¨â¨­ ,  ª® ä¨ªá¨à ¬¥ j,
â® ¨¬  ªà ¥­ ¡à®© âà®©ª¨ 〈e, n, F 〉, §  ª®¨â® j ≥ max(e, n), n > max(F ) ¨ ¨¬ 
­¥¯à §­® S, ª®¥â® ¤  ã¤®¢«¥â¢®àï¢  (∗) . �ê© ª â® á ¬® â®¢  á  ¢ê§¬®¦­®áâ¨â¥,
ª®£ â® ¡¨å¬¥ ¬®£«¨ ¤  ×〈i, j〉 §  ­ïª®¥ i, â® á«¥¤¢ , ç¥ × á  ªà ¥­ ¡à®©. �
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�¥¬  14.12. check ≤T ∅′.

�®ª § â¥«áâ¢®. �â �¥¬  14.11 á«¥¤¢ , ç¥

(∀j)(∃ lim
s→∞

check(s, j) = check(j)).

�ê¯à®áêâ (∗) ¨¬  á«®¦­®áâ ∅′,   â®© á«ã¦¨ §  à¥£ã« â®à ­  à¥¤¨æ â  {check(s, j)}.
�á¢¥­ â®¢  check(s, j) ≤T ∅′, ¯®­¥¦¥ áâ®©­®áââ  © § ¢¨á¨ ®â áêé¨ï ¢ê¯à®á.
�®£ ¢  ¯® �¥¬  2.13 á«¥¤¢ , ç¥ check ≤T ∅′. �

�® ª®­áâàãªæ¨ïâ  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ 〈check(j), j〉 ∈ θ(B) ⇐⇒ j ∈ B. �®£ ¢ 
®â �¥¬  14.12

(1) �ª® θ(B) ≤e ∅, â® B ≤T ∅′.
�áâ ­  ¤  ¤®ª ¦¥¬, ç¥ ¥ ¢ á¨«  ¨ (2). �  æ¥«â  é¥ ¤®ª ¦¥¬ ®é¥ ¥¤­ 

�¥¬  14.13. �¥ª  B = We(θ(B)). �®£ ¢ 

(∀n > e)(n ∈We(θ(B)) ⇒ n ∈We(θ(B �n)).

�®ª § â¥«áâ¢®. �¥ª  n ∈ We(θ(B)). �®£ ¢  n ∈ We(θ(D)) §  ­ïª®¥
ªà ©­® D ⊂ N. �¥ª  F = D �n. �ç¥¢¨¤­® max(F ) < n. F ⊆ D ⇒ θ(D) =
θ(F ) ∪ S, ªê¤¥â®

S = {〈i, j〉 | 〈〈i, j〉 , {j}〉 ∈ θ& j ≥ n ≥ e} .

�®£¢  ­  ¤®áâ âêç­® £®«¥¬¨ áâê¯ª¨ θs(F ) = θ(F ) ⊆ θ(D). �® F ⊆ D �n ⊆ B �n,
â®£ ¢  n ∈We(θ(B �n)). �

�¥ª  B = We(θ(B)). �¥ ¯®áâà®¨¬ B ­  áâê¯ª¨, â ª  ç¥ B ¤  ¥ ¯®«ãà §-
à¥è¨¬®. �¥ª 

B0 = B �(e+ 1)

Bq+1 = We(θ(Bq)) ∪Bq.

�ç¥¢¨¤­® (∀q)(Bq ⊆ Bq+1). �á¢¥­ â®¢  á ¨­¤ãªæ¨ï ¯® q ¬®¦¥¬ ¤  ¤®ª ¦¥¬,
çe (∀q)(Bq ⊆ B). �ç¥¢¨¤­® â¢êà¤¥­¨¥â® ¥ ¢ïà­® §  B0. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥
Bq ⊆ B. �®£ ¢  ®â ¬®­®â®­­®áââ  ­  ¥-®¯¥à â®à¨â¥ á«¥¤¢ , ç¥ We(θ(Bq)) ⊆
We(θ(B)). �®£ ¢  Bq+1 = We(θ(Bq)) ∪Bq ⊆ B.

� ¯ê«­  ¨­¤ãªæ¨ï ¯® n é¥ ¤®ª ¦¥¬, ç¥

(∀n)(n ∈ B ⇒ (∃q)(n ∈ Bq)).

�  n <= e ¨¬ ¬¥, ç¥ n ∈ B ⇐⇒ n ∈ B �(e + 1) = B0. �¥ª  á¥£  n > e ¨
¤  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ â¢êà¤¥­¨¥â® ¥ ¢ïà­® §  ¢á¨çª¨ m < n. �â �¥¬  14.13 á«¥¤¢ ,
ç¥ n ∈ We(θ(B �n)). �® ¨­¤ãªæ¨®­­® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨¬ ¬¥, ç¥ B �n ⊆ Bq § 
­ïª®¥ q. �®£ ¢ 

n ∈We(θ(B �n)) ⊆We(θ(Bq)) ⊆ Bq+1.

� ª  ¯®«ãç¨å¬¥, ç¥ B á¥ ¯à¥¤áâ ¢ï ª â® £à ­¨æ  ­  à¥¤¨æ  ®â à §à¥è¨¬¨
¬­®¦¥áâ¢ , á«¥¤®¢ â¥«­® B ≤e ∅, â.¥. B ¥ ¯®«ãà §à¥è¨¬®, ª®¥â® ¤®ªá §¢  ¨
(2). �

�«¥¤áâ¢¨¥ 14.14. � De ­ï¬  ¬¨­¨¬ «­¨ áâ¥¯¥­¨.
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�®ª § â¥«áâ¢®. �  ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ B ¥ ¬¨­¨¬ «­® ¬­®¦¥áâ¢®. �®£ ¢ 
B 
e ∅. �ª® ¤®¯ãá­¥¬, ç¥ B ≤T ∅′, â® ¯® �¢êà¤¥­¨¥ 14.3 ∅ �e θ(B) �e B,
â.¥. B ­¥ ¥ ¬¨­¨¬ «­®. �  ¢§¥¬¥¬ ®¯¥à â®à  θ ®â �¢êà¤¥­¨¥ 14.10. �â (1)
á«¥¤¢ , ç¥ θ(B) 
e ∅. �â (2) ¯êª ¨¬ ¬¥, ç¥ B �e θ(B), ¨­ ç¥ B ≡e ∅. �á¢¥­
â®¢ , ¯®­¥¦¥ θ ¥ ¥-®¯¥à â®à ¨¬ ¬¥, ç¥ θ(B) �e (B), ª®¥â® ¥ ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á
¬¨­¨¬ «­®áââ  ­  B. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 14.15. �®«ãà¥è¥âª¨â¥ De ¨ DT ­¥ á  ¥«¥¬¥­â à­® ¥ª¢¨¢ «¥­â­¨,
¯®­¥¦¥ ¢ DT ¨¬  ¬¨­¨¬ «­¨ áâ¥¯¥­¨ (�¥¬  7),   ¢ De ­ï¬  (�¥¬  14).
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