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Èìå:

Âòîðî êîíòðîëíî ïî Èç÷èñëèìîñò è ñëîæíîñò (óïð.)
16.01.2016 ã.

Çàä. 1 (4 ò.). Äà îçíà÷èì Wa = Dom(ϕa) è Ea = Ran(ϕa).
Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíè ôóíêöèè f è
h, çà êîèòî çà âñÿêî a è b:

à) Wf(a,b) = Wa ∩ Eb;

á) Wh(a) = {x | x ≥ h(a)}.

Çàä. 2 (3 ò.). Íåêà A è B ñà ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà, çà
êîèòî ñúùî çíàåì, ÷å A ∪ B è A ∩ B ñà ðàçðåøèìè. Äîêàæåòå,
÷å A è B ñà ðàçðåøèìè ìíîæåñòâà.

Çàä. 3 (3 ò.). Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

A = {x | Wx å êðàéíî ìíîæåñòâî}.

Äîêàæåòå, ÷å A íå å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî (áåç ïîçîâàâàíå íà
òåîðåìàòà íà Ðàéñ-Óñïåíñêè).
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Èìå:

Âòîðî êîíòðîëíî ïî Èç÷èñëèìîñò è ñëîæíîñò (óïð.)
16.01.2016 ã.

Çàä. 1 (4 ò.). Äà îçíà÷èì Wa = Dom(ϕa) è Ea = Ran(ϕa).
Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíè ôóíêöèè f è
h, çà êîèòî çà âñÿêî a è b:

à) Wf(a,b) = Ea ∩Wb;

á) Wh(a) = {x | x ≤ h(a)}.

Çàä. 2 (3 ò.). Íåêà A è B ñà ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà, çà
êîèòî A ∩ B = ∅. Íåêà C å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî. Íåêà îñâåí
òîâà A ⊆ C ⊆ A ∪ B. Äîêàæåòå, ÷å A å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî.

Çàä. 3 (3 ò.). Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

A = {x | Wx å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî}.

Äîêàæåòå, ÷å A íå å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî (áåç ïîçîâàâàíå íà
òåîðåìàòà íà Ðàéñ-Óñïåíñêè).

Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1, âàðèàíò 1

à) Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà

h(a, b, x) '
{

0, !ϕa(x) ∧ (∃z)[ϕb(z) ' x]

¬!, èíà÷å.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å òàçè ôóíêöèÿ å èç÷èñëèìà, çàùîòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì h ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

h(a, b, x) ' O(Φ1(a, x) + µz[|Φ1(b, z)− x| ' 0]),

êúäåòî Φ1 å óíèâåðñàëíàòà ôóíêöèÿ çà èç÷èñëèìèòå ôóíêöèè íà åäèí àðãóìåíò. Îò Sm
n òåîðåìàòà çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ f ,

òàêàâà ÷å h(a, b, x) = ϕf(a,b)(x). Çàêëþ÷àâàìå, ÷å:
x ∈ Wf(a,b) ⇐⇒ !h(a, b, x) ⇐⇒ x ∈ Wa & x ∈ Eb.

á) Ðàçãëåäàéòå èç÷èñëèìàòà ôóíêöèÿ

f(u, v, x) '
{

0, x ≥ S1
1(u, v)

¬!, èíà÷å.

Îò òåîðåìàòà çà ðåêóðñèâíà îïðåäåëèìîñò ñúùåñòâóâà èíäåêñ e, çà êîéòî

(∀v, x ∈ N)[ϕe(v, x) ' f(e, v, x)].

Ñåãà ïðèëàãàìå Sm
n òåîðåìàòà âúðõó ϕe(v, x). Ïîëó÷àâàìå, ÷å:

!ϕ
S1
1(e,v)

(x) ⇐⇒ !ϕe(v, x) ⇐⇒ !f(e, v, x) ⇐⇒ x ≥ S1
1(e, v).

Íåêà äà ïîëîæèì h(v) = S1
1(e, v). Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè x è a:

x ∈ Wh(a) ⇐⇒ x ≥ S1
1(e, a) ⇐⇒ x ≥ h(a).
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Ðåøàâà ñå àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 2, âàðèàíò 1

Â òàçè çàäà÷à ñå èçïîëçâà òåîðåìàòà íà Ïîñò, à ñúùî è ñëåäíèòå ôàêòè:

• Îáåäèíåíèå íà äâå ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî;

• Ñå÷åíèåòî íà äâå ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî;

• Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å íå å âÿðíî, ÷å àêî A ∪ B å ïîëóðàçðåøèìî è A ∩ B å ïîëóðàçðåøèìî, òî A è B ñà ïîëóðàçðåøèìè. Äàéòå ïðèìåð!

• Ñúùî òàêà, àêî A ∪ B å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî è B å ðàçðåøèìî íå ñëåäâà, ÷å A å ðàçðåøèìî.

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Èìàìå, ÷å: x ∈ A ⇐⇒ (x ∈ A ∪ B) ∨ (x ∈ B ∩ A ∩ B). Îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å ìíîæåñòâàòà A ∪ B, B è A ∩ B ñà ïîëóðàçðåøèìè. Ñëåäîâàòåëíî B ∩ A ∩ B
å ïîëóðàçðåøèìî, çàùîòî å ñå÷åíèå íà äâå ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà. Ïîíåæå îáåäèíåíèå íà äâå ïîëóðàçðåøèìè ìíîæåñòâà å ïîëóðàçðåøèìî, ïîëó÷àâàìå,
÷åA å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî. Ïî óñëîâèå èìàìå, ÷å A å ïîëóðàçðåøèìî. Îò òåîðåìàòà íà Ïîñò ñëåäâà, ÷å A å ðàçðåøèìî.

• Çà ìíîæåñòâîòî B èìàìå, ÷å: x ∈ B ⇐⇒ (x ∈ A ∪ B) ∨ (x ∈ A & x ∈ A ∩ B). Ðàçñúæäàâàìå àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 2, âàðèàíò 2

Èìàìå, ÷å: x ∈ A ⇐⇒ x ∈ C ∨x ∈ B. Ïîíåæå C å ðàçðåøèìî, òî C å ïîëóðàçðåøèìî. Îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å B å ïîëóðàçðåøèìî è îáåäèíåíèå íà ïîëóðàçðåøèìè
ìíîæåñòâà å ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî. Ïîëó÷àâàìå, ÷å A å ïîëóðàçðåøèìî. Îò òåîðåìàòà íà Ïîñò ñëåäâà, ÷å A å ðàçðåøèìî, çàùîòî ïî óñëîâèå A å ïîëóðàçðåøèìî.

Çàäà÷à 3, âàðèàíò 1

Äà äîïóñíåì, ÷å A å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî. Äà ôèêñèðàìå èíäåêñèòå a è b, òàêèâà ÷å Wa å êðàéíî ìíîæåñòâî, à Wb å áåçêðàéíî. Ïîíåæå A å ðàçðåøèìî, òî
ñëåäíàòà ôóíêöèÿ å òîòàëíà èç÷èñëèìà:

f(x) =

{
b, Wx å êðàéíî

a, Wx å áåçêðàéíî
=

{
b, x ∈ A
a, x 6∈ A.

Îò Âòîðà òåîðåìà çà ðåêóðñèÿòà íà Êëèíè, ñúùñòâóâà èíäåêñ e, çà êîéòî ϕf(e) = ϕe. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå êàêâî ïðåäñòàâëÿâà ìíîæåñòâîòî We. Àêî We å êðàéíî,
òî ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà f(e) = b. Òîãàâà We = Wf(e) = Wb å áåçêðàéíî, ñïîðåä èçáîðà íà b. Òîçè ñëó÷àé å íåâúçìîæåí. Àêî We å áåçêðàéíî, òî
ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà f(e) = a. Òîãàâà We = Wf(e) = Wa å êðàéíî, ñïîðåä èçáîðà íà a. Òîçè ñëó÷àé ñúùî å íåâúçìîæåí. Ïîëó÷àâà ïðîòèâîðå÷èå ñ
íàøåòî äîïóñêàíå, ÷å A å ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî, êàòî òóê ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà êàòî:

f(x) =

{
b, Wx å êðàéíî

a, Wx å áåçêðàéíî
=

{
b, x 6∈ A
a, x ∈ A.


