
Âàðèàíò 1

Äà îçíà÷èì ñ Nx(ω) áðîÿ íà ñðåùàíèÿòà íà áóêâàòà x â ω.

Çàäà÷à 1. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà

L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 1 mod 3 & Nb(ω) ≥ 2}.

à) Ïîñòðîéòå ìèíèìàëåí äåòåðìèíèðàí òîòàëåí àâòîìàò ðàçïîçíàâàù L.

á) Îïèøåòå äóìèòå, êîèòî ñå ñúäúðæàò â êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà äó-
ìàòà aabaa îòíîñíî ðåëàöèÿòà íà Ìàéõèë-Íåðîóä çà åçèêà L.

Çà âñÿêî k = 0, 1, 2 è n = 0, 1, 2, äà äåôèíèðàìå åçèêà

Ln,k = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ k mod 3 & Nb(ω) ≥ n}.

Íà âñåêè åçèê Ln,k ñúïîñòàâÿìå ñúñòîÿíèåòî qn,k. Íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå ùå
áúäå q1,2, çàùîòî L = L1,2. Ôèíàëíîòî ñúñòîÿíèå ùå áúäå q0,0, çàùîòî ε
ïðèíàäëåæè åäèíñòâåíî íà L0,0. Ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå δ ñå îïðåäåëÿ
÷ðåç ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• a−1L1,2 = L0,2 è b
−1L1,2 = L1,1;

• a−1L0,2 = L2,2 è b
−1L0,2 = L0,1;

• a−1L1,1 = L0,1 è b
−1L1,1 = L1,0;

• a−1L2,2 = L1,2 è b
−1L2,2 = L2,1;

• a−1L0,1 = L2,1 è b
−1L0,1 = L0,0;

• a−1L1,0 = L0,0 è b
−1L1,0 = L1,0;

• a−1L0,0 = L2,0 è b
−1L0,0 = L0,0;

• a−1L2,1 = L1,1 è b
−1L2,1 = L2,0;

• a−1L2,0 = L1,0 è b
−1L2,0 = L2,0.

Öåëèÿò àâòîìàò å èçîáðàçåí íà Ôèãóðà 1.
Çà ïîäòî÷êà á), ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å δ?(q1,2, aabaa) = q0,1, ò.å. (aabaa)

−1L1,2 =
L0,1. Òîãàâà:

[aabaa]L
äåô
= {ω ∈ {a, b}? | (aabaa)−1L = ω−1L}
= {ω ∈ {a, b}? | L0,1 = ω−1L1,2}
= {ω ∈ {a, b}? | δ?(q1,2, ω) = q0,1}
= {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 1 mod 3 & Nb(ω) = 1}.

Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å åçèêà

L = {ω ∈ {a, b}? | 3Na(ω) ≤ 2Nb(ω) + 1}

íå å ðåãóëÿðåí.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà p ≥ 1 (íå çíàåì êîëêî å p).
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Ôèãóðà 1: Ìèíèìàëåí àâòîìàò çà åçèêà L1,2

• Èçáèðàìå äóìà α ∈ L, |α| ≥ p. Íàïðèìåð, íåêà α = apb2p. ßñíî å, ÷å
α ∈ L, çàùîòî 3p ≤ 4p+ 1.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà α íà òðè ÷àñòè xyz = α, ñúñ
ñâîéñòâàòà |xy| ≤ p è |y| ≥ 1. Ïîíåæå |xy| ≤ p è α = apb2p, òî äóìàòà
xy å ñúñòàâåíà ñàìî îò a-òà.

• Èçáèðàìå i, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Íàïðèìåð, íåêà i = p + 1. Äà âèäèì
êàêâè ñâîéñòâà èìà äóìàòà ω = xyiz.

Na(ω) = Na(α) + p|y| = p+ p|y| ≥ 2p.

Îñâåí òîâà,
Nb(ω) = Nb(α).

Ïîëó÷àâàìå, ÷å ω 6∈ L, çàùîòî

3Na(ω) ≥ 6p > 4p+ 1 = 2Nb(ω) + 1.

Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåìàòà çà ïîêà÷âàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî, L íå
å ðåãóëÿðåí.
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Âàðèàíò 2

Äà îçíà÷èì ñ Nx(ω) áðîÿ íà ñðåùàíèÿòà íà áóêâàòà x â ω.

Çàäà÷à 3. Äà ðàçãëåäàìå åçèêà

L = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 2 mod 3 & ω çàïî÷âà è çàâúðøâà ñ b}.

à) Ïîñòðîéòå ìèíèìàëåí äåòåðìèíèðàí òîòàëåí àâòîìàò ðàçïîçíàâàù L.

á) Îïèøåòå äóìèòå, êîèòî ñå ñúäúðæàò â êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà äó-
ìàòà bbabb îòíîñíî ðåëàöèÿòà íà Ìàéõèë-Íåðîóä çà åçèêà L.

Çà k = 0, 1, 2, äà îçíà÷èì Lk = {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ k mod 3}. Íåêà
ñúùî äà ðàçãëåäàìå åçèöèòå:

Lk,b = Lk · {b}
Lb,k,b = {b} · Lk · {b}.

Ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå δ ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• a−1Lb,2,b = ∅ è b−1Lb,2,b = L2,b;

• a−1L2,b = L1,b è b
−1L2,b = L2,b;

• a−1L1,b = L0,b è b
−1L1,b = L1,b;

• a−1L0,b = L2,b è b
−1L0,b = L0,b ∪ {ε}

äåô
= M ;

• a−1M = L2,b è b
−1M =M ;

• a−1∅ = ∅ è b−1∅ = ∅;

Ñúñòîÿíèÿòà íà àâòîìàòà ñà {qb,2,b, q0,b, q1,b, q2,b, q∅, qM}. Íà÷àëíîòî ñúñ-
òîÿíèå ùå áúäå qb,2,b, çàùîòî L = Lb,2,b. Ôèíàëíîòî ñúñòîÿíèå ùå áúäå qM ,
çàùîòî ε ïðèíàäëåæè åäèíñòâåíî íà M . Öåëèÿò àâòîìàò å èçîáðàçåí íà
Ôèãóðà 2.

Çà ïîäòî÷êà á), ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å δ?(qb,2,b, bbabb) = q1,b, ò.å. (bbabb)
−1Lb,2,b =

L1,b. Òîãàâà:

[bbabb]L
äåô
= {ω ∈ {a, b}? | (bbabb)−1L = ω−1L}
= {ω ∈ {a, b}? | L1,b = ω−1Lb,2,b}
= {ω ∈ {a, b}? | δ?(qb,2,b, ω) = q1,b}
= {b} · {ω ∈ {a, b}? | Na(ω) ≡ 1 mod 3}.

Çàäà÷à 4. Äîêàæåòå, ÷å åçèêà

L = {ω ∈ {a, b}? | 3Na(ω) > 2Nb(ω) + 1}

íå å ðåãóëÿðåí.

Äà äîïóñíåì, ÷å L å ðåãóëÿðåí.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà p ≥ 1 (íå çíàåì êîëêî å p).
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Ôèãóðà 2: Ìèíèìàëåí àâòîìàò çà åçèêà Lb,2,b

• Èçáèðàìå äóìà α ∈ L, |α| ≥ p. Íàïðèìåð, íåêà α = bpap+1. ßñíî å, ÷å
α ∈ L, çàùîòî 3p+ 3 > 2p+ 1.

• Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà α íà òðè ÷àñòè xyz = α, ñúñ
ñâîéñòâàòà |xy| ≤ p è |y| ≥ 1. Ïîíåæå |xy| ≤ p è α = bpap+1, òî äóìàòà
xy å ñúñòàâåíà ñàìî îò b-òà.

• Èçáèðàìå i, çà êîåòî xyiz 6∈ L. Íàïðèìåð, íåêà i = p + 2. Äà âèäèì
êàêâè ñâîéñòâà èìà äóìàòà ω = xyiz.

Nb(ω) = Nb(α) + (p+ 1)|y| = p+ (p+ 1)|y| ≥ 2p+ 1.

Îñâåí òîâà,
Na(ω) = Na(α).

Ïîëó÷àâàìå, ÷å ω 6∈ L, çàùîòî

2Nb(ω) + 1 ≥ 4p+ 3 > 3p+ 3 = 3Na(ω).

Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåìàòà çà ïîêà÷âàíåòî. Ñëåäîâàòåëíî, L íå
å ðåãóëÿðåí.
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