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Термовете 𝜏0, 𝜏1, . . . в езика REC′ имат следния синтаксис:

𝜏 ::= n | x𝑖 | S(𝜏1) | 𝜏1 == 𝜏2 | if 𝜏1 then 𝜏2 else 𝜏3 | f𝑖(𝜏1, . . . , 𝜏𝑚𝑖).

Задача 1. Дефинирайте понятието рекурсивна програма на езика REC′.

Нека сега да дефинираме следните изображения:

succ : N⊥ → N⊥, където

succ(𝑎) =

{︃
𝑎+ 1, ако 𝑎 ∈ N
⊥, ако 𝑎 = ⊥

eq : N2
⊥ → N⊥, където

eq(𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ако 𝑎, 𝑏 ∈ N & 𝑎 = 𝑏

0, ако 𝑎, 𝑏 ∈ N & 𝑎 ̸= 𝑏

⊥, ако ⊥ ∈ {𝑎, 𝑏}
if : N3

⊥ → N⊥, където

if(𝑎, 𝑏, 𝑐) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏, ако 𝑎 ∈ N & 𝑎 > 0

𝑐, ако 𝑎 = 0

⊥, ако 𝑎 = ⊥.

За всеки терм 𝜏 [x1, . . . , x𝑛, f1, . . . , f𝑘], ще разгледаме изображението със сигнатура

J𝜏K : [N𝑚1

⊥ → N⊥]× · · · × [N𝑚𝑘

⊥ → N⊥] → [N𝑛
⊥ → N⊥],

което ще дефинираме с индукция по построението на термовете.

∙ ако 𝜏 ≡ c, за някоя константа, то
JcK(𝜙)(𝑎) деф

= 𝑐.

∙ ако 𝜏 ≡ x𝑖, за някоя обектова променлива, то

Jx𝑖K(𝜙)(𝑎)
деф
= 𝑎𝑖.

∙ ако 𝜏 ≡ S(𝜏1), то
JS(𝜏1)K(𝜙)(𝑎)

деф
= succ(J𝜏1K(𝜙)(𝑎)).

∙ ако 𝜏 ≡ 𝜏1 == 𝜏2, то
J𝜏1 == 𝜏2K(𝜙)(𝑎)

деф
= eq(J𝜏1K(𝜙)(𝑎), J𝜏2K(𝜙)(𝑎)).

∙ ако 𝜏 ≡ if 𝜏1 then 𝜏2 else 𝜏3, то

Jif 𝜏1 then 𝜏2 else 𝜏3K(𝜙)(𝑎)
деф
= if(J𝜏1K(𝜙)(𝑎), J𝜏2K(𝜙)(𝑎), J𝜏3K(𝜙)(𝑎)).

∙ ако 𝜏 ≡ f𝑖(𝜏1, . . . , 𝜏𝑚𝑖
), то

Jf𝑖(𝜏1, . . . , 𝜏𝑚𝑖)K(𝜙)(𝑎)
деф
= 𝜙𝑖(J𝜏1K(𝜙)(𝑎), . . . , J𝜏𝑚𝑖K(𝜙)(𝑎)).

Задача 2. Докажете, че за всеки терм 𝜏 , ако 𝜙 ∈ [N𝑚1

⊥
н→ N⊥]× · · · × [N𝑚𝑘

⊥
н→ N⊥], то

J𝜏K(𝜙) ∈ [N𝑛
⊥

н→ N⊥].



Правилата за извод с предаване на параметрите по име, които означаваме като 𝜇 →𝑃
𝑁 𝑐, където 𝜇 е функционален

терм и 𝑐 ∈ N⊥, са следните:

(1)
a →𝑃

𝑁 𝑎

𝜇 →𝑃
𝑁 𝑎 𝑏 = 𝑎+ 1

(2𝑆)

S(𝜇) →𝑃
𝑁 𝑏

𝜇1 →𝑃
𝑁 𝑎1 𝜇2 →𝑃

𝑁 𝑎2 𝑎 = eq(𝑎1, 𝑎2)
(2==)

𝜇1 == 𝜇2 →𝑃
𝑁 𝑎

𝜇0 →𝑃
𝑁 𝑎0 𝜇1 →𝑃

𝑁 𝑎1 𝑎0 ∈ N+

(3t)

if 𝜇0 then 𝜇1 else 𝜇2 →𝑃
𝑁 𝑎1

𝜇0 →𝑃
𝑁 0 𝜇2 →𝑃

𝑁 𝑎2
(3f )

if 𝜇0 then 𝜇1 else 𝜇2 →𝑃
𝑁 𝑎2

𝜇0 →𝑃
𝑁 ⊥

(3⊥)

if 𝜇0 then 𝜇1 else 𝜇2 →𝑃
𝑁 ⊥

𝜏𝑖[x1/𝜇1, . . . , x𝑚𝑖
/𝜇𝑚𝑖

] →𝑃
𝑁 𝑎

(4)
f𝑖(𝜇1, . . . , 𝜇𝑚𝑖

) →𝑃
𝑁 𝑎

Задача 3. Дефинирайте рекурсивна програма 𝑃 на езика REC′, такава че

𝒪𝑁 J𝑃 K(𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ако 𝑎 ≤ 𝑏 & 𝑎, 𝑏 ∈ N
0, ако 𝑎 > 𝑏 & 𝑎, 𝑏 ∈ N
⊥, ако ⊥ ∈ {𝑎, 𝑏}.

Опишете дървото на извод на изчислението за 𝒪𝑁 J𝑃 K(1, 2).

Задача 4. Докажете, че за произволна програма 𝑃 на езика REC′,

𝒪𝑁 J𝑃 K ⊑ 𝒟𝑁 J𝑃 K.


