
×àñòè÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷èòå îò ïúðâîòî

êîíòðîëíî (ñïåö. ÈÑ, ãð. 1) îò 20.11.2015 ã.

Çàä. 1. à) Âÿðíî ëè å, ÷å A ⊆ B ↔ A ∪B = B ?

á) Âÿðíî ëè å, ÷å A ⊆ B ↔ A \B = ∅?

â) Çà A = {∅, {1}, 1} íàìåðåòå ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî P(A).

Äîêàçàòåëñòâî.

• Íåêà A ⊆ B. Ùå äîêàæåì, ÷å A∪B = B. ßñíî å, ÷å B ⊆ A∪B. Îñòàâà
äà äîêàæåì, ÷å B ⊆ A ∪B. Çà öåëòà, íåêà x ∈ A ∪B.

� Àêî x ∈ A, òî x ∈ B, ïîíåæå A ⊆ B.

� Àêî x ∈ B, òî å î÷åâèäíî, ÷å x ∈ B.

Îáåäèíÿâàéêè òåçè äâà ñëó÷àÿ, ïîëó÷âàìå, ÷å àêî x ∈ A∪B, òî x ∈ B.

Íåêà ñåãà A ∪ B = B. Ùå äîêàæåì, ÷å A ⊆ B. Íåêà x ∈ A. Ñëåäîâà-
òåëíî x ∈ A ∪ B. Îòòóê x ∈ B, ïîíåæå A ∪ B = B. Çàêëþ÷àâàìå, ÷å
(∀x)[x ∈ A→ x ∈ B]. Ñëåäîâàòåëíî, A ⊆ B.

• Çàäà÷àòà ñëåäâà îò ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ:

A ⊆ B ↔ (∀x)[x ∈ A→ x ∈ B]

↔ (∀x)[x 6∈ A ∨ x ∈ B]

↔ (∀x)[¬(x ∈ A ∧ x 6∈ B)]

↔ ¬(∃x)[x ∈ A ∧ x 6∈ B]

↔ ¬(∃x)[x ∈ A \B]

↔ A \B = ∅.

• P({∅, {1}, 1}) = {∅, {∅}, {{1}}, {1}, {∅, {1}}, {∅, 1}, {1, {1}}, {∅, {1}, 1}} Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å àêî A
èìà n åëåìåíòà, òî P(A) èìà
2n åëåìåíòà

Çàä. 2. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå f : A→ B è g : B → A. Âúçìîæíî ëè å äà ñà

÷àñòè÷íè ôóíêöèè?

à) Àêî f å ñþðåêòèâíà è g ◦ f = idA, òî äîêàæåòå, ÷å g = f−1.

á) Àêî f å èíåêòèâíà è f ◦ g = idB , òî äîêàæåòå, ÷å g = f−1.

Äîêàçàòåëñòâî.
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à) Âúçìîæíî ëè å g äà íå å òîòàëíà ôóíêöèÿ, ò.å. äà ñúùåñòâóâà b ∈ B, Äà íàïîìíèì, ÷å idA(a) = a
çà âñÿêî a ∈ Açà êîåòî g(b) íå å äåôèíèðàíà ? Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà b.

Ïîíåæå f å ñþðåêòèâíà, ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî a ∈ A, çà êîåòî f(a) = b.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å (g ◦ f)(a) íå å äåôèíèðàíà. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî, ÷å g ◦ f = idA.

Ñåãà ùå ïðîâåðèì, ÷å f å èíåêòèâíà. Îò òîâà ùå ñëåäâà, ÷å f−1 å
ôóíêöèÿ. Íåêà äà ðàçãëåäàìå a, a′ ∈ A, çà êîèòî f(a) = b = f(a′). f å èíåêòâèíà, àêî

f(a) = f(a′)→ a = a′Ùå äîêàæåì, ÷å a = a′. Ùîì g ◦ f = idA, òî g(f(a)) = g(b) = a è
g(f(a′)) = g(b) = a′. ßñíî å, ÷å a = a′, çàùîòî g å ôóíêöèÿ.

Ïîíåæå g å òîòàëíà, çà äà äîêàæåì, ÷å g = f−1, òî å äîñòàòú÷íî å äà
ïîêàæåì, ÷å g ⊆ f−1, ò.å.

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)[g(b) = a =⇒ f(a) = b].

Íåêà g(b) = a è f(a′) = b. Çíàåì, ÷å òàêîâà a′ ñúùåñòâóâà, çàùîòî f
å ñþðåêòèâíà. Íî òîãàâà (g ◦ f)(a′) = a è ñëåäîâàòåëíî a = a′, çàùîòî
g ◦ f = idA.

á) Îòíîâî, âúçìîæíî ëè å g äà íå å òîòàëíà ôóíêöèÿ, ò.å. äà ñúùåñòâóâà Äà íàïîìíèì, ÷å idB(b) = b
çà âñÿêî b ∈ Bb ∈ B, çà êîåòî g(b) íå å äåôèíèðàíà? Íî òîãàâà å ÿñíî, ÷å (f ◦g)(b) ñúùî

íÿìà äà å äåôèíèðàíà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å f ◦g = idB .
Ùîì g å òîòàëíà, çà äà äîêàæåì, ÷å g = f−1 å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, Äîáðå å äà îòáåëåæèì, ÷å

ïîíåæå f å èíåêòèâíà íèå

çíàåì, ÷å f−1 å ôóíêöèÿ.
÷å g ⊆ f−1, ò.å.

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)[g(b) = a =⇒ f(a) = b].

Òîâà å ëåñíî äà ñå ïðîâåðè. Íåêà g(b) = a. Ïîíåæå (f ◦ g)(b) = b, òî Âÿðíî ëè å, ÷å f å

ñþðêòèâíà?f(g(b)) = f(a) = b.

Çàä. 3. Çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f : A → A è çà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî
X ⊆ A, âèíàãè ëè å âÿðíî, ÷å :

à) f(f−1(X)) = X?

á) f−1(f(X)) = X?

Îáîñíîâåòå ñå!

Äîêàçàòåëñòâî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äâåòå òâúðäåíèÿ íå âèíàãè ñà âåðíè.
Íàïðèìåð, íåêà f : Z→ Z å äåôèíèðàíà êàòî f(x) = |x|. Òîãàâà:

à) Çà X = {−1, 0, 1}, f−1(X) = {x ∈ Z | |x| ∈ X} = X. f(f−1(X)) = f(X) =
{|x| | x ∈ X} = {0, 1} 6= X.

á) Çà X = {0, 1}, f(X) = X, íî f−1(f(X)) = f−1(X) = {−1, 0, 1} 6= X.
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