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1. ÓâîäÊîíòåêñòíèòå ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå ñà äîáðå ïîçíàò �îðìàëèçúì, øè-ðîêî èçïîëçâàí â ìíîãî îáëàñòè íà êîìïþòúðíàòà ëèíãâèñòèêà. Çà ïðúâïúò íàìèðàò ïðèëîæåíèå â òðóäîâåòå íà ×îìñêè ([1℄) è êàêòî ñå îêàçâàïî-êúñíî ñà äîñòàòú÷íî èçðàçèòåëíè, çà äà ìîäåëèðàò óñïåøíî ìíîæåñòâîåçèêîâè �åíîìåíè.Ïðåç 1972ã. Äæîíñúí ([2℄) çàáåëÿçâà, ÷å ñ îãðàíè÷åíèåòî äà ðàáîòÿòåäèíñòâåíî âúðõó âõîäà ñè, êîíòåêñòíèòå ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå ñòàâàò åê-âèâàëåíòíè ïî èçðàçèòåëíîñò íà ðåãóëÿðíèòå ðåëàöèè. Òîçè ÷èñòî òåîðåòè-÷åí ðåçóëòàò å ïîòâúðäåí ïî-êúñíî îò Êàïëàí è Êåé ([3℄), êîèòî ïîêàçâàòïðàêòè÷åñêàòà ïðèëîæèìîñò íà êîíòåêñòíèòå ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå, ðåà-ëèçèðàéêè ãè ñ êðàéíè ïðåîáðàçóâàòåëè. Òîâà äàâà òëàñúê íà ìíîæåñòâîðàçðàáîòêè â îáëàñòòà è îñòàâà åäíî îò ñúùåñòâåíèòå ïîñòèæåíèÿ â ñúâðå-ìåííàòà êîìïþòúðíà ëèíãâèñòèêà.Áèìàøèíèòå, âúâåäåíè îò Øóòöåíáåðæå ([4℄), ñà äåòåðìèíèñòè÷íè àáñ-òðàêòíè ìàøèíè, åêâèâàëåíòíè ïî èçðàçèòåëíîñò íà ðåãóëÿðíèòå �óíêöèè,êîèòî ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà îñòàâàò ñðàâíèòåëíî íåèçñëåäâàíè äî íà-øè äíè. Ñïåöè�è÷íî çà òåçè ìàøèíè å, ÷å îáðàáîòâàò ïîäàäåí âõîäåí òåêñòåäíîâðåìåííî îòëÿâî íàäÿñíî è îòäÿñíî íàëÿâî. Íà âñÿêà ïîçèöèÿ ñå èçâåæ-äà èçõîä, çàâèñåù êàêòî îò ïðî÷åòåíîòî âëÿâî îò òåêóùàòà ïîçèöèÿ, òàêàè îò ïðî÷åòåíîòî âäÿñíî îò íåÿ. Áèìàøèíèòå ðàáîòÿò ëèíåéíî ñïðÿìî äúë-æèíàòà íà âõîäíèÿ òåêñò, êîåòî ãè ïðàâè îñîáåíî å�åêòèâíè è ïðèëîæèìèíà ïðàêòèêà.Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å äà ïðåäñòàâè êîíñòðóêöèÿ, êîÿòî ïî äà-äåíî êîíòåêñòíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå ñòðîè äèðåêòíî áèìàøèíà, ðåàëè-çèðàùà ñúîòâåòíàòà ìó ðåãóëÿðíàòà �óíêöèÿ.Èçâåñòíè ñà êîíñòðóêöèè, ñòðîÿùè êðàåí ïðåîáðàçóâàòåë çà êîíòåêñ-òíî ïðàâèëî ([3℄) è áèìàøèíà îò êðàåí ïðåîáðàçóâàòåë ([5℄). Ïðåç 2004ã.Ñêóò ([6℄) è äð. ïîêàçâàò äèðåêòíà êîíñòðóêöèÿ íà áèìàøèíà ïî îãðàíè÷åíîêîíòåêñòíî ïðàâèëî. Äîêîëêîòî íè å èçâåñòíî, íàñòîÿùàòà ðàáîòà ïîêàçâàïúðâàòà äî ìîìåíòà äèðåêòíà êîíñòðóêöèÿ íà áèìàøèíà, êîÿòî íå íàëàãàíèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó êîíòåêñòíîòî ïðàâèëî.Äèïëîìíàòà ðàáîòà å ñòðóêòóðèðàíà êàêòî ñëåäâà. Â �ëàâà 2 âúâåæäàìåêîíòåêñòíèòå ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå è �îðìàëèçèðàìå çàäà÷àòà. Â �ëàâè3 è 4 ïðåäñòàâÿìå íÿêîè îçíà÷åíèÿ è ñâîéñòâà, ñâúðçàíè ñ êðàéíèòå àâòî-ìàòè. Â �ëàâà 5 äå�èíèðàìå áèìàøèíà è èçñëåäâàìå äâå îò âúçìîæíèòå�è îïåðàöèîííè ñåìàíòèêè. Â �ëàâà 6 îïèñâàìå äèðåêòíàòà êîíñòðóêöèÿ íàáèìàøèíà ïî êîíòåêñòíî ïðàâèëî è ïîêàçâàìå íåéíàòà êîðåêòíîñò. Â îñòà-âàùèòå �ëàâè 7 è 8 èçëàãàìå íÿêîè îò èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè è èçñëåäâàìåñëîæíîñòòà íà êîíñòðóêöèÿòà.Ùå îçíà÷àâàìå êîíêàòåíàöèÿòà íà äâå äóìè α è β ñ α · β èëè äèðåêòíîñ αβ, êîãàòî ñìèñúëúò å ÿñåí îò êîíòåêñòà. Ùå îçíà÷àâàìå �àêòà, ÷å α åïîääóìà íà β, ïèøåéêè α ⊂ β èëè α ⊆ β, â ñëó÷àé ÷å ñå äîïóñêà ðàâåíñòâî.Âñè÷êè îñòàíàëè îçíà÷åíèÿ ùå âúâåæäàìå ïðè íóæäà èëè ùå ñìÿòàìå çàäîñòàòú÷íî øèðîêî ïðèåòè. 3



2. Êîíòåêñòè è ïðàâèëà çà çàìåñòâàíåÍåêà �èêñèðàìå êðàéíà àçáóêà Σ. Ïðàâèëà îò âèäà
E → β/L_R (1)êúäåòî L,E,R ∈ RE(Σ) ñà ðåãóëÿðíè èçðàçè íàä Σ, à β ∈ Σ∗, íàðè÷àìåêîíòåêñòíè ïðàâèëà çà çàìåñòâàíå. Ïðèëîæåíèå íà ïðàâèëîòî âúðõó äóìà

α ∈ Σ ñëåäâà äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî åäíîâðåìåííî çàìåñòâàíå ñ β íàïîääóìèòå íà α, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà åçèêà L(E) íà ðåãóëÿðíèÿ èçðàç Eè ñå íàìèðàò ìåæäó ïîääóìà îò L(L) è ïîääóìà îò L(R):
α1α2 . . . αi−1 αi . . . αj−1︸ ︷︷ ︸

∈L(L)

β︷ ︸︸ ︷
αj . . . αk−1︸ ︷︷ ︸

∈L(E)

αk . . . αl−1︸ ︷︷ ︸
∈L(R)

αl . . . αn−1αnÄå�èíèöèÿ 2.1. Íåêà t ∈ Σ∗, à L,E,R ∈ RE(Σ). Âñÿêà òðîéêà 〈u, v, w〉,òàêàâà, ÷å u ∈ L(Σ∗L), v ∈ L(E), w ∈ L(RΣ∗) è uvw = t, íàðè÷àìå êîí-òåêñò çà çàìåñòâàíå â t ñ ïðå�èêñ îò L, �îêóñ îò E è ñó�èêñ îò R.Äóìèòå u, v è w íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ïðå�èêñ, �îêóñ è ñó�èêñ íà êîí-òåêñòà. Îçíà÷àâàìå ñ C(t;L,E,R)

C(t;L,E,R) = {〈u, v, w〉|u ∈ L(Σ∗L) & v ∈ L(E) & w ∈ L(RΣ∗) & t = uvw}ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òàêèâà êîíòåêñòè. Êîãàòî t, L, E è R ñå ïîä-ðàçáèðàò, ùå ïèøåì ñàìî C.Îò äîòóê êàçàíîòî ñòàâà ÿñíî, ÷å ïðè ïðèëàãàíåòî íà ïðàâèëà çà çàìåñ-òâàíå ìîãàò äà âúçíèêíàò îïðåäåëåíè ìíîãîçíà÷íîñòè. Íàïðèìåð, àêî äâàêîíòåêñòà èìàò åäèí è ñúùè ïðå�èêñ, íî ðàçëè÷íè �îêóñè (è ñúîòâåòíîñó�èêñè), çàìåñòâàíåòî íå å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî:
u1︷ ︸︸ ︷ v1︷ ︸︸ ︷ w1︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
u2

︸ ︷︷ ︸
v2

︸ ︷︷ ︸
w2Òàêúâ òèï ìíîãîçíà÷íîñòè ùå ðàçðåøàâàìå, èçáèðàéêè êîíòåêñòà ñ íàé-äúëúã �îêóñ.Ïðèìåð 2.1. Äà ðàçãëåäàìå ïðàâèëîòî a+ → A / b_a è äóìàòà α =

baaaab. Ïîðàäè âúçíèêíàëàòà ìíîãîçíà÷íîñò, ðåçóëòàòúò îò ïðèëîæå-íèåòî íà ïðàâèëîòî âúðõó α ìîæå äà å bAaaab, bAaab èëè bAab (çàìåñ-òâàéêè ñúîòâåòíî â êîíòåêñò 〈b, a, aaab〉, 〈b, aa, aab〉 èëè 〈b, aaa, ab〉). Óñ-ëàâÿéêè ñå äà èçáèðàìå âèíàãè êîíòåêñòà ñ íàé-äúëúã �îêóñ, ðàçðåøàâàìåòàçè ìíîãîçíà÷íîñò è äå�èíèðàìå ðåçóëòàòà îò ïðèëîæåíèåòî íà ïðà-âèëîòî âúðõó α äà å òî÷íî bAab.Äå�èíèöèÿ 2.2. Êàçâàìå, ÷å äâà êîíòåêñòà 〈ui, vi, wi〉 ∈ C çà i = 1, 2 ñåçàñòúïâàò, è ïèøåì 〈u1, v1, w1〉 ≺ 〈u2, v2, w2〉, àêî u1 ⊂ u2 ⊂ u1v1.4



u1︷ ︸︸ ︷ v1︷ ︸︸ ︷ w1︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
u2

︸ ︷︷ ︸
v2

︸ ︷︷ ︸
w2Ïðè çàñòúïâàùè ñå êîíòåêñòè çàìåñòâàíåòî ïî êîíòåêñòíî ïðàâèëî òðÿá-âà äà ñå èçâúðøè â òî÷íî åäèíèÿ îò äâàòà êîíòåêñòà. Ùå ðàçðåøàâàìå òà-êèâà ìíîãîçíà÷íîñòè, èçáèðàéêè âèíàãè íàé-ëåâèÿ âúçìîæåí êîíòåêñò èèãíîðèðàéêè òåçè, êîèòî ñå çàñòúïâàò ñ íåãî.Òàêàâà ñòðàòåãèÿ çà ðàçðåøàâàíå íà ìíîãîçíà÷íîñòèòå ñå íàðè÷à çàìåñ-òâàíå íà "íàé-ëÿâî, íàé-äúëãî ñðåùàíå".Ïðèìåð 2.2. Äà ðàçãëåäàìå ïðàâèëîòî xy|yz → ǫ / x_z. Ïðèëîæåíèå-òî ìó âúðõó äóìà êàòî xyzzxxyzz ïîðàæäà êîíòåêñòèòå 〈x, yz, zxxyzz〉,

〈xyzzx, xy, zz〉 è 〈xyzzxx, yz, z〉, âòîðèòå äâà îò êîèòî ñå çàñòúïâàò. Ñòðà-òåãèÿòà "íàé-ëÿâî, íàé-äúëãî ñðåùàíå"îïðåäåëÿ ïúðâèòå äâà êîíòåêñòàêàòî âàëèäíè çà çàìåñòâàíå, à ðåçóëòàòúò îò çàìåñòâàíåòî å òî÷íî
xzxzz.Ñúùåñòâóâàò è äðóãè ñòðàòåãèè çà çàìåñòâàíå. Ùå ñå êîíöåíòðèðàìåâúðõó ðåàëèçèðàíåòî íà ãîðåîïèñàíàòà ñòðàòåãèÿ, çàùîòî ñìÿòàìå, ÷å òÿ åíàé-åñòåñòâåíàòà è íàé-÷åñòî ïðèëîæèìà â ïðàêòèêàòà.Íåêà ñåãà äå�èíèðàìå �îðìàëíî ìíîæåñòâîòî îò êîíòåêñòèòå, êîèòî ùåñìÿòàìå âàëèäíè çà çàìåñòâàíå ñëåä ïðèëàãàíåòî íà ãîðåîïèñàíàòà ñòðàòå-ãèÿ çà ðàçðåøàâàíå íà ìíîãîçíà÷íîñòèòå.Äå�èíèöèÿ 2.3. Äå�èíèðàìå ñëåäíèòå îïåðàòîðè íàä ìíîæåñòâà îòêîíòåêñòè:

OVER(C,C′) = {〈u, v, w〉∈C |(∃〈u′, v′, w′〉∈C′)(〈u′, v′, w′〉 ≺ 〈u, v, w〉)}
LEFT(C) = {〈u, v, w〉∈C |¬(∃〈u′, v′, w′〉∈C)(u′ ⊂ u)}
LONG(C) = {〈u, v, w〉∈C |¬(∃〈u , v′, w′〉∈C)(v ⊂ v′)}Ïúðâèÿò îïåðàòîð OVER îïðåäåëÿ âñè÷êè êîíòåêñòè îò äàäåíî ìíîæåñ-òâî, êîèòî ñå çàñòúïâàò îò ïðîèçâîëåí êîíòåêñò, ïðèíàäëåæàù íà äðóãîìíîæåñòâî. Âòîðèÿò îïåðàòîð LEFT îïðåäåëÿ íàé-ëåâèòå êîíòåêñòè â äàäå-íî ìíîæåñòâî.Èìàéêè ãîðíèòå äå�èíèöèè ìîæåì äà ïðèñòúïèì êúì �îðìàëíàòà äå-�èíèöèÿ íà âàëèäíè êîíòåêñòè. Ñòðîèì ðåäèöà {Ci}∞i=0, êúäåòî Ci ⊆ C çàâñÿêî i ≥ 0 ÷ðåç ñëåäíàòà èíäóêòèâíà äå�èíèöèÿ:� C0 = ∅� Ci+1 = Ci ∪ LEFT(C − Ci − OVER(C, Ci))Âèæäà ñå, ÷å òîâà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà, ñëåäî-âàòåëíî èìà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà. Îçíà÷àâàìå Cv = ∪∞

i=0Ci è íàðè÷àìå Cvìíîæåñòâî íà âàëèäíèòå êîíòåêñòè. Îçíà÷àâàìå Cl = LONG(Cv) è íàðè÷àìå
Cl ìíîæåñòâî íà íàé-äúëãèòå âàëèäíè êîíòåêñòè.Òâúðäåíèå 2.1. Cv ⊆ CÒâúðäåíèå 2.2. Cv ñúäúðæà ñàìî íåçàñòúïâàùè ñå êîíòåêñòè5



Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å 〈ui, vi, wi〉 ∈ Cv çà i = 1, 2 è 〈u1, v1, w1〉 ≺
〈u2, v2, w2〉. Òîãàâà u1 ⊂ u2 ⊂ u1v1. Íåêà ki ñà íàé-ìàëêèòå èíäåêñè, çà êîèòîñúîòâåòíî 〈ui, vi, wi〉 ∈ Cki

(òàêèâà íåïðåìåííî èìà, çàùîòî ñìå ïðèåëè, ÷å
〈ui, vi, wi〉 ∈ Cv = ∪∞

k=0Ck).Íåêà ïðèåìåì, ÷å k1 ≥ k2. Òîãàâà
〈u2, v2, w2〉 ∈ Ck2

= Ck2−1 ∪ LEFT(C − Ck2−1 − OVER(C, Ck2−1))Äà îçíà÷èì ñ R = C − Ck2−1 − OVER(C, Ck2−1). Òúé êàòî 〈u2, v2, w2〉 6∈ Ck2−1,çíà÷è 〈u2, v2, w2〉 ∈ LEFT(R). Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî k1 ≥ k2, òî 〈u1, v1, w1〉 ∈
R. Òîâà íè âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äå�èíèöèÿòà íà LEFT, è ñëåäîâàòåëíî
k1 < k2.Ñëåä êàòî óñòàíîâèõìå, ÷å k1 < k2, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å 〈u2, v2, w2〉 6∈
Ck çà k ≤ k1. Ïðè k ≥ k1, 〈u1, v1, w1〉 ∈ Ck è çíà÷è 〈u2, v2, w2〉 ∈ OVER(C, Ck),ò.å. 〈u2, v2, w2〉 6∈ Ck+1. Òàêà ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå ñ �àêòà, ÷å 〈u2, v2, w2〉 ∈
Ck2

(k2 > k1), è ñëåäîâàòåëíî â Cv íÿìà çàñòúïâàùè ñå êîíòåêñòè.Òâúðäåíèå 2.3. Íåêà 〈u, v, w〉 ∈ C å íåâàëèäåí êîíòåêñò (〈u, v, w〉 6∈ Cv).Òîãàâà èìà âàëèäåí êîíòåêñò (〈u0, v0, w0〉 ∈ Cv), òàêúâ, ÷å 〈u0, v0, w0〉 ≺
〈u, v, w〉Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {Oi}∞i=0, êúäåòî Oi = OVER(C, Ci).Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òîâà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà, ÷èÿòî òî÷íà ãîðíàãðàíèöà å èìåííî OVER(C, Cv).Ùå ïðîâåðèì, ÷å Cv∪OVER(C, Cv) = C. È íàèñòèíà, äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñ-òâóâà êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ C, òàêúâ, ÷å 〈u, v, w〉 6∈ Cv è 〈u, v, w〉 6∈ OVER(C, Cv),è äà ãî èçáåðåì ñ ìèíèìàëåí ñó�èêñ. Òúé êàòî C å êðàéíî ìíîæåñòâî,èìà èíäåêñ k, çà êîéòî Ck = Cv. Ïîíåæå 〈u, v, w〉 6∈ OVER(C, Ck), ñëåäâà, ÷å
C −Ck − OVER(C, Ck) 6= ∅, è ñëåäîâàòåëíî Cv ⊂ Ck+1 íå å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöàíà ðåäèöàòà {Ci}. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå, è ñëåäîâàòåëíî Cv ∪OVER(C, Cv) = C.Ñåãà äà ñå âúðíåì íà òâúðäåíèåòî. Íåêà 〈u, v, w〉 6∈ Cv. Òîãàâà (ñïîðåäòîêó ùî íàïðàâåíèòå ðàçñúæäåíèÿ) 〈u, v, w〉 ∈ OVER(C, Cv), è ñëåäîâàòåëíîèìà èíäåêñ p (OVER(C, Cv) å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà {Oi}), çà êîéòî 〈u, v, w〉 ∈
Op. Òîãàâà ïî äå�èíèöèÿòà íà {Oi} ñëåäâà, ÷å èìà 〈u0, v0, w0〉 ∈ Cp, çà êîéòî
〈u0, v0, w0〉 ≺ 〈u, v, w〉.Òâúðäåíèå 2.4. Íåêà 〈u, vi, wi〉 ∈ C ñà êîíòåêñòè (i = 1, 2). Òîãàâà 〈u, v1, w1〉å âàëèäåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî è 〈u, v2, w2〉 å âàëèäåí.Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà 〈u, v1, w1〉 å âàëèäåí êîíòåêñò è äà äîïóñíåì, ÷å 〈u, v2, w2〉å íåâàëèäåí. Òîãàâà ñúùåñòâóâà k ≥ 0, çà êîåòî 〈u, v2, w2〉 ∈ OVER(C, Ck). Íîòîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà 〈u0, v0, w0〉 ∈ Ck, çà êîéòî u0 ⊂ u ⊂ u0v0. Ñëåäîâàòåë-íî 〈u0, v0, w0〉 ≺ 〈u, v1, w1〉. Íî ñïîðåä Òâúðäåíèå 2.2 â Cv íÿìà çàñòúïâàùèñå êîíòåêñòè, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî íè.Ñëåäâà äå�èíèöèÿ íà ðåçóëòàò îò çàìåñòâàíåòî ïî êîíòåêñòíî ïðàâèëîâ äàäåí âõîäåí òåêñò. 6



Äå�èíèöèÿ 2.4. Íåêà α ∈ Σ∗ è E → β / L_R å êîíòåêñòíî ïðàâèëîçà çàìåñòâàíå. �åçóëòàò îò ïðèëîæåíèåòî íà E → β / L_R âúðõó αíàðè÷àìå äóìàòà
u1 · β · (u1v1)

−1u2 · β · (u2v2)
−1u3 · β · . . . (uk−1vk−1)

−1uk · β · wkêúäåòî Cl(α;L,E,R) = {〈ui, vi, wi〉|i = 1, . . . , k} è i < j → ui ⊂ uj .Òúé êàòî Äå�èíèöèÿ 2.4 áè óñëîæíèëà ïðåêàëåíî ìíîãî ðàçãëåæäàíè-ÿòà íè, ùå âúâåäåì åêâèâàëåíòíàòà íà íåÿÄå�èíèöèÿ 2.5. Íåêà α = a1a2 . . . an ∈ Σ∗ è E → β / L_R å êîíòåêñòíîïðàâèëî çà çàìåñòâàíå. �åçóëòàò îò ïðèëîæåíèåòî íà E → β / L_Râúðõó α íàðè÷àìå äóìàòà ω1 · ω2 . . . · ωn · ωn+1, êúäåòî çà i = 1, 2, . . . , n

ωi =





ǫ àêî ñúùåñòâóâà 〈u, v, w〉 ∈ Cv(α;L,E,R), |u| < i− 1 < |uv|
β àêî ñúùåñòâóâà 〈u, v, w〉 ∈ Cv(α;L,E,R), |u| = i− 1 < |uv|
βai àêî ñúùåñòâóâà 〈u, v, w〉 ∈ Cv(α;L,E,R), |u| = i− 1 = |uv|è íå ñúùåñòâóâà 〈u, v′, w′〉 ∈ Cv(α;L,E,R), òàêúâ, ÷å v′ 6= ǫ
ai â ïðîòèâåí ñëó÷àéà ωn+1 ∈ Σ∗ å äå�èíèðàíà êàêòî ñëåäâà

ωn+1 =

{
β àêî 〈α, ǫ, ǫ〉 ∈ Cv(α;L,E,R)
ǫ â ïðîòèâåí ñëó÷àéÇà äà îïðîñòèì íÿêîè îò äîêàçàòåëñòâàòà, ùå íàïðàâèì ïðåðàáîòêà íàÄå�èíèöèÿ 2.5 è ùå èçâåäåìÄå�èíèöèÿ 2.6. Íåêà α = a1a2 . . . an ∈ Σ∗ è E → β / L_R å êîíòåêñòíîïðàâèëî çà çàìåñòâàíå. �åçóëòàò îò ïðèëîæåíèåòî íà E → β / L_Râúðõó α íàðè÷àìå äóìàòà (ω1π1)·(ω2π2) . . .·(ωnπn), êúäåòî ωi ñà äå�èíèðàíèêàêòî â Äå�èíèöèÿ 2.5, à

πi =

{
β àêî i = n è 〈α, ǫ, ǫ〉 ∈ Cv(α;L,E,R)
ǫ â ïðîòèâåí ñëó÷àéÄîêàçàòåëñòâîòî, ÷å Äå�èíèöèè 2.4, 2.5 è 2.6 ñà åêâèâàëåíòíè, å òðè-âèàëíî è ïðåêàëåíî òåõíè÷åñêî, çà äà ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ â íàñòîÿùàòàðàáîòà. Îòòóê íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå â ðàçãëåæäàíèÿòà ñè ñàìî Äå�èíè-öèÿ 2.6.
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3. Êðàéíè àâòîìàòèÄå�èíèöèÿ 3.1. Êðàåí àâòîìàò (ÊÀ) íàðè÷àìå ïåòîðêà îò âèäà
A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉êúäåòî Σ å êðàéíà àçáóêà, Q å ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ, S ⊆ Q å ìíîæåñ-òâî îò íà÷àëíè ñúñòîÿíèÿ, F ⊆ Q å ìíîæåñòâî îò �èíàëíè ñúñòîÿíèÿ,à ∆ ⊆ Q×Σ×Q å ðåëàöèÿ íà ïðåõîäà. �àçøèðÿâàìå èíäóêòèâíî ∆ äî ∆∗� 〈q, ǫ, q〉 ∈ ∆∗ çà âñÿêî q ∈ Q� 〈q1, αa, q2〉 ∈ ∆∗ àêî èìà q ∈ Q, òàêîâà, ÷å 〈q1, α, q〉 ∈ ∆∗ è 〈q, a, q2〉 ∈

∆Äå�èíèöèÿ 3.2. Íåêà ∆ ⊆ Q × Σ × Q, T ⊆ Q è a ∈ Σ. Çà óäîáñòâîâúâåæäàìå ñëåäíàòà íîòàöèÿ:
T

∆,a
−→ {q|(∃q′∈T )(〈q′, a, q〉 ∈ ∆)}Äå�èíèöèÿ 3.3. Íåêà A å ÊÀ è α ∈ Σ∗ å äóìà. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà

q0, q1, . . . q|α| å èçïúëíåíèå íà A âúðõó α, àêî qi ∈ Q çà i = 0 . . . |α|, q0 ∈
S è 〈qi−1, αi, qi〉 ∈ ∆ çà i = 1 . . . |α|. Åäíî òàêîâà èçïúëíåíèå íàðè÷àìåóñïåøíî, àêî q|α| ∈ F å �èíàëíî. Â ñëó÷àèòå, êîãàòî èçëîæåíèåòî áè áèëîïî-ÿñíî, ùå èçïîëçâàìå àëòåðíàòèâíà íîòàöèÿ çà èçïúëíåíèå, à èìåííî
σ : [0, |α|] → Q. Êàçâàìå, ÷å A ðàçïîçíàâà α, àêî ñúùåñòâóâà óñïåøíîèçïúëíåíèå íà A âúðõó α.Äå�èíèöèÿ 3.4 (Åçèê íà ÊÀ). Íåêà A å ÊÀ. Åçèê íà A íàðè÷àìå ìíî-æåñòâîòî L(A) = {α|A ðàçïîçíàâà α}.Äå�èíèöèÿ 3.5 (Åêâèâàëåíòíîñò íà ÊÀ). Íåêà A1,2 ñà ÊÀ. Êàçâàìå, ÷å
A1 å åêâèâàëåíòåí íà A2 (è ïèøåì A1 ≡ A2), àêî L(A1) = L(A2).Äå�èíèöèÿ 3.6 (Íîðìàëíà �îðìà). Íåêà A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ÊÀ. Êàç-âàìå, ÷å A ñå íàìèðà â íîðìàëíà �îðìà, àêî çà âñåêè ïðåõîä 〈q1, a, q2〉 ∈ ∆,
q1 6∈ F è q2 6∈ S. Íå�îðìàëíî ïîãëåäíàòî, íîðìàëíîñòòà íà A ñå èçðàçÿ-âà â òîâà, ÷å íå ñúäúðæà ïðåõîäè, èçëèçàùè îò �èíàëíè èëè âëèçàùè âíà÷àëíè ñúñòîÿíèÿ.Òâúðäåíèå 3.1. Çà âñåêè ÊÀ A, ñúùåñòâóâà åêâèâàëåíòåí AN , êîéòî åâ íîðìàëíà �îðìà.Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ÊÀ. Ùå ïîñòðîèì AN îò A, ïðå-ìàõâàéêè ïðåõîäèòå êúì íà÷àëíè è îò �èíàëíè ñúñòîÿíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå
AN = 〈Σ, QN , SN , FN ,∆N 〉, êúäåòî

QN = Q× {1} ∪ S × {2} ∪ F × {3}Îñòàíàëèòå êîìïîíåíòè íà AN ñà SN = S × {2}, FN = F × {3}

∆N = {〈〈q1, 1〉, a, 〈q2, 1〉〉|〈q1, a, q2〉 ∈ ∆} ∪

{〈〈q1, 2〉, a, 〈q2, 1〉〉|〈q1, a, q2〉 ∈ ∆ & q1 ∈ S} ∪

{〈〈q1, 1〉, a, 〈q2, 3〉〉|〈q1, a, q2〉 ∈ ∆ & q2 ∈ F}8



Òàêà ïîñòðîåíèÿò AN å î÷åâèäíî â íîðìàëíà �îðìà. Îñòàâà äà ïîêàæåì,÷å å åêâèâàëåíòåí íà A.Íåêà α ∈ L(A) è q0, q1, . . . q|α|−1, q|α| å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A âúðõó α.Äà ïðîâåðèì, ÷å 〈q0, 2〉, 〈q1, 1〉, 〈q2, 1〉, . . . , 〈q|α|−1, 1〉, 〈q|α|, 3〉 å óñïåøíî èçïúë-íåíèå íà AN âúðõó α. Íàé-íàïðåä 〈q0, 2〉 ∈ SN , çàùîòî q0 ∈ S è 〈q|α|, 3〉 ∈
FN , çàùîòî q|α| ∈ F . Îò ïîñòðîåíèåòî íà∆N å ÿñíî, ÷å 〈〈qi−1, 1〉, αi, 〈qi, 1〉〉 ∈
∆N ïðè i = 2 . . . |α| − 1, çàùîòî 〈qi−1, αi, qi〉 ∈ ∆ ïðè i = 2 . . . |α| − 1. Òúéêàòî 〈q0, α0, q1〉 ∈ ∆ è q0 ∈ S, ñëåäîâàòåëíî ïî äå�èíèöèÿòà íà ∆N å âÿð-íî, ÷å 〈〈q0, 2〉, α0, 〈q1, 1〉〉 ∈ ∆N . Àíàëîãè÷íî 〈〈q|α|−1, 1〉, α|α|, 〈q|α|, 3〉〉 ∈ ∆N .Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å ñúùåñòâóâà óñïåøíî èçïúëíåíèå íà AN âúðõó α, ò.å.
α ∈ L(AN ).Â îáðàòíàòà ïîñîêà, äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî, ñ êîåòî ïîêà-çàõìå, ÷å A ≡ AN .Òåîðåìà 3.1 (Êëèíè). Çà âñåêè ðåãóëÿðåí èçðàç E, ñúùåñòâóâà ÊÀ A, çàêîéòî L(A) = L(E).Àâòîìàòúò îò Òåîðåìàòà íà Êëèíè íå å åäèíñòâåí è èìà ðàçëè÷íè êîíñ-òðóêöèè, êîèòî äèðåêòíî ãî ñòðîÿò îò E (íàïðèìåð [7℄). Òúé êàòî êîíêðåò-íàòà êîíñòðóêöèÿ íÿìà çíà÷åíèå çà íàøèòå öåëè, âèíàãè, êîãàòî ñå íàëàãàäà ïîñòðîèì ÊÀ ïî ðåãóëÿðåí èçðàç E , ùå ïèøåì A(E) è ùå èìàìå ïðåäâèäÊÀ â íîðìàëíà �îðìà, òàêúâ, ÷å L(A(E)) = L(E).Äå�èíèöèÿ 3.7 (Îãëåäàëåí ÊÀ). Íåêà A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ÊÀ. Àâòî-ìàòúò Ã = 〈Σ, Q, F, S, ∆̃〉, êúäåòî ∆̃ = {〈q2, a, q1〉|〈q1, a, q2〉 ∈ ∆} íàðè÷àìåîãëåäàëåí íà A.Òâúðäåíèå 3.2. Íåêà A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ÊÀ è Ã å íåãîâèÿò îãëåäàëåí.Òîãàâà çà âñÿêî α ∈ Σ∗, q0, q1, . . . q|α| å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A òî÷íîòîãàâà, êîãàòî q|α|, q|α|−1, . . . q0 å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà Ã.Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî îò äå�èíèöèÿòà íà îãëåäàëåí ÊÀ.Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å êëàñúò íà ðåãóëÿðíèòå åçèöè å çàòâîðåí îòíîñíîêîíêàòåíàöèÿ. Èíà÷å êàçàíî, èìàéêè åçèöèòå L1,2, ðàçïîçíàâàåìè ñ êðàéíèàâòîìàòè A1,2, ñúùåñòâóâà êðàåí àâòîìàò A, ðàçïîçíàâàù L1 · L2.Ùå ðàçãëåäàìå äâå êîíñòðóêöèè, êîèòî ñòðîÿò êîíêàòåíàöèÿòà íà äâààâòîìàòà è èìàò îñîáåíîòî ñâîéñòâî, ÷å âñÿêî òÿõíî èçïúëíåíèå ñúäúðæàêàòî ïîäèçïúëíåíèå ñúîòâåòíî èçïúëíåíèå íà ïúðâèÿ èëè âòîðèÿ àâòîìàò.Äå�èíèöèÿ 3.8 (Êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî). Íåêà Ai = 〈Σ, Qi, Si, Fi,∆i〉, çà
i = 1, 2 ñà ÊÀ è Q1 ∩Q2 = ∅. Êàçâàìå, ÷å A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ïîëó÷åí ïðèêîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî íà A1 ñ A2 è ïèøåì A = A1 ·l A2, àêî:� Q = Q1 ∪Q2� S =

{
S1 ∪ S2 àêî S1 ∩ F1 6= ∅
S1 àêî S1 ∩ F1 = ∅� F = F2� ∆ = ∆1 ∪ ∆2 ∪ {〈q1, a, q2〉|(∃q∈F1

)(〈q1, a, q〉 ∈ ∆1) & q2 ∈ S2}9



Çà äà èëþñòðèðàìå îïåðàöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî, íåêà ðàçãëåäàìåïðèìåðà îò Ôèã. 1. Ïðàâè âïå÷àòëåíèå, ÷å âñÿêî óñïåøíî èçïúëíåíèå íàòàêà ïîëó÷åíèÿ àâòîìàò A1 ·l A2 ñúäúðæà óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A2.
��
��

-

��
��

�
�3

Q
Qs

��
��
�

��

A1

a

b
��
��

��
��
�

��

-

A2

c-b

Ôèã. 1. Êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâîÒâúðäåíèå 3.3. Íåêà A1,2 ñà ÊÀ è A = A1 ·l A2. Òîãàâà âñÿêî óñïåøíîèçïúëíåíèå íà A âúðõó a1a2 . . . an ∈ Σ∗ å îò âèäà
q0, . . . , qp−1, qp, . . . , qnêúäåòî çà íÿêîå p ∈ [0, n], qp, . . . , qn å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A2 âúðõó

ap+1 . . . an è ñúùåñòâóâà ñúñòîÿíèå q ∈ F1, òàêîâà, ÷å q0, . . . , qp−1, q å óñ-ïåøíî èçïúëíåíèå íà A1 âúðõó a1 . . . ap.Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà q0, . . . , qn å ïðîèçâîëíî óñïåøíî èçïúëíåíèå íà Aâúðõó a1a2 . . . an. Ñëåä êàòî å óñïåøíî, qn áåç ñúìíåíèå å �èíàëíî ñúñ-òîÿíèå, ò.å. qn ∈ F = F2 (ïî äå�èíèöèÿòà íà êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî). Íåêà
p ∈ [0, n] å íàé-ìàëêèÿò èíäåêñ, çà êîéòî qp ∈ Q2 (ñèãóðíè ñìå, ÷å òà-êîâà p ñúùåñòâóâà, çàùîòî qn ∈ Q2). Ñåãà çàáåëÿçâàìå, ÷å çà ïðîèçâîëíî
i ∈ [p, n], qi ∈ Q2. Òîâà å òàêà, çàùîòî àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è èçáåðåìíàé-ìàëêîòî i > p, çà êîåòî qi ∈ Q1 áè èçëÿçëî, ÷å 〈qi−1, ai, qi〉 ∈ ∆, êú-äåòî qi−1 ∈ Q2, à qi ∈ Q1. Êàêòî ñå âèæäà îò êîíñòðóêöèÿòà íà A, òîâà åíåâúçìîæíî.Ñëåäîâàòåëíî q0, . . . , qp−1 ∈ Q1, à qp, . . . , qn ∈ Q2. Ñåãà àêî p > 0,
〈qp−1, ap, qp〉 ∈ ∆ è îò äå�èíèöèÿòà íà ∆ å ÿñíî, ÷å qp ∈ S2. Â ïðîòèâåíñëó÷àé, àêî p = 0, qp ∈ S2, çàùîòî q0, . . . , qn å èçïúëíåíèå íà A. Ïîðàäèñúùàòà ïðè÷èíà ñå âèæäà, ÷å 〈qi−1, ai, qi〉 ∈ ∆2 (çà i ∈ [p+ 1, n]), è ñëåäîâà-òåëíî qp, . . . , qn å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A2 âúðõó ap+1 . . . an.Àêî p = 0, òî a1 . . . ap = ǫ. Îò äå�èíèöèÿòà íà A è îò �àêòà, ÷å
q0 ∈ S ∩ S2 6= ∅, ñëåäâà, ÷å S1 ∩ F1 6= ∅. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ñúñòîÿ-íèå q ∈ S1 ∩ F1 è ãî îáÿâÿâàìå çà óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A1 âúðõó ǫ.Íåêà ñåãà p > 0. Òîãàâà q0 ∈ Q1, è ñëåäîâàòåëíî q0 ∈ S1. Ñåãà, ïîíåæå
〈qi−1, ai, qi〉 ∈ ∆ çà i ∈ (0, p) è qi ∈ Q1 çà i ∈ [0, p), âåäíàãà ñå âèæäà,÷å 〈qi−1, ai, qi〉 ∈ ∆1 çà i ∈ (0, p), è ñëåäîâàòåëíî q0, . . . , qp−1 å èçïúëíåíèåíà A1 âúðõó a1 . . . ap−1. Ñåãà ïî äå�èíèöèÿòà íà A ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
q ∈ F1, òàêîâà, ÷å 〈qp−1, ap, q〉 ∈ ∆1, è ñëåäîâàòåëíî q0, . . . , qp−1, q å óñïåøíîèçïúëíåíèå íà A1 âúðõó a1 . . . ap. 10



Òâúðäåíèå 3.4. Íåêà A1,2 ñà ÊÀ. Òîãàâà L(A1 ·l A2) = L(A1) · L(A2).Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A1,2 = 〈Σ, Q1,2, S1,2, F1,2,∆1,2〉 è êîíêàòåíàöèÿòà îò-ëÿâî íà A1 ñ A2 å A = A1 ·l A2 = 〈Σ, Q, S, F,∆〉.Íåêà α ∈ L(A). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà óñïåøíî èçïúëíåíèå q0, . . . , qníà A âúðõó α. Ñïîðåä Òâúðäåíèå 3.3 ñúùåñòâóâàò óñïåøíè èçïúëíåíèÿ íà
A1 âúðõó a1 . . . ap è íà A2 âúðõó ap+1 . . . an. Òîâà ïîêàçâà ñúîòâåòíî, ÷å
a1 . . . ap ∈ L(A1) è ap+1 . . . an ∈ L(A2), è ñëåäîâàòåëíî α = a1 . . . apap+1 . . . an ∈
L(A1) · L(A2).Îáðàòíî, íåêà α ∈ L(A1), à β ∈ L(A2). Òîãàâà èìà óñïåøíè èçïúë-íåíèÿ qi0 , . . . , qin

íà A1 âúðõó α è qj0 , . . . , qjm
íà A2 âúðõó β. Î÷åâèäíî

qi0 , . . . , qin−1
, qj0 , . . . , qjm

ùå å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A âúðõó αβ, è ñëåäî-âàòåëíî αβ ∈ L(A). Ñ òîâà ïîêàçàõìå, ÷å L(A) = L(A1) · L(A2).Àíàëîãè÷íî íà îïåðàöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî äå�èíèðàìå è äóàëíàòà�è � êîíêàòåíàöèÿ îòäÿñíî. Ïðîïóñêàìå äîêàçàòåëñòâàòà íà òâúðäåíèÿòà,òúé êàòî òå íå ñå ðàçëè÷àâàò îò âå÷å èçëîæåíèòå.Äå�èíèöèÿ 3.9 (Êîíêàòåíàöèÿ îòäÿñíî). Íåêà Ai = 〈Σ, Qi, Si, Fi,∆i〉, çà
i = 1, 2 ñà ÊÀ è Q1 ∩Q2 = ∅. Êàçâàìå, ÷å A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ïîëó÷åí ïðèêîíêàòåíàöèÿ îòäÿñíî íà A1 ñ A2, è ïèøåì A = A1 ·r A2, àêî:� Q = Q1 ∪Q2� S = S1� F =

{
F1 ∪ F2 àêî S2 ∩ F2 6= ∅
F2 àêî S2 ∩ F2 = ∅� ∆ = ∆1 ∪ ∆2 ∪ {〈q1, a, q2〉|(∃q∈S2

)(〈q, a, q2〉 ∈ ∆2) & q1 ∈ F1}Òâúðäåíèå 3.5. Íåêà A1,2 ñà ÊÀ è A = A1 ·r A2. Òîãàâà âñÿêî óñïåøíîèçïúëíåíèå íà A âúðõó a1a2 . . . an ∈ Σ∗ å îò âèäà
q0, . . . , qp, qp+1, . . . , qnêúäåòî çà íÿêîå p ∈ [0, n], q0, . . . , qp å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A1 âúðõó

a1 . . . ap è ñúùåñòâóâà ñúñòîÿíèå q ∈ S2, òàêîâà, ÷å q, qp+1, . . . , qn å óñïåøíîèçïúëíåíèå íà A2 âúðõó ap+1 . . . an.Òâúðäåíèå 3.6. Íåêà A1,2 ñà ÊÀ. Òîãàâà L(A1 ·r A2) = L(A1) · L(A2).
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4. Äåòåðìèíèñòè÷íè êðàéíè àâòîìàòèÄå�èíèöèÿ 4.1. Íàðè÷àìå åäèí êðàåí àâòîìàò A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 äå-òåðìèíèñòè÷åí (ÄÊÀ), àêî çà âñÿêî q1 ∈ Q è a ∈ Σ ñúùåñòâóâà íàé-ìíîãî åäíî q2 ∈ Q, òàêîâà, ÷å 〈q1, a, q2〉 ∈ ∆, è îñâåí òîâà |S| = 1. Ñäðóãè äóìè, äåòåðìèíèñòè÷åí å êðàåí àâòîìàò ñ åäíî íà÷àëíî ñúñòîÿíèåè �óíêöèîíàëíà ðåëàöèÿ íà ïðåõîäà. Èìåííî òåçè ñâîéñòâà íè äàâàò ïðà-âîòî ïîíÿêîãà äà çàïèñâàìå äåòåðìèíèñòè÷íèòå êðàéíè àâòîìàòè êàòî
A = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉, êúäåòî q0 ∈ Q å íà÷àëíî ñúñòîÿíèå, à δ : Q× Σ → Q å�óíêöèÿ íà ïðåõîäà.Êîíñòðóêöèÿ 4.1 (Äåòåðìèíèçàöèÿ). Íåêà A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 å ÊÀ. Îò
A ùå ïîñòðîèì AD = 〈Σ, QD, SD, FD,∆D〉 êàòî çà öåëòà ïúðâî ñòðîèìïàðàëåëíî ðåäèöèòå {Qi}∞i=0 è {∆i}∞i=0 (êúäåòî Qi ⊆ 2Q, à ∆i ⊆ 2Q×Σ×2Q)ïî ñëåäíàòà èíäóêòèâíà ñõåìà:� Q0 = {S}, ∆0 = ∅� Qi+1 = Qi ∪ {T |(∃T ′

∈Qi
)(∃a∈Σ)(T ′ ∆,a

−→ T )}� ∆i+1 = ∆i ∪ {〈T ′, a, T 〉|T ′ ∈ Qi & T ′ ∆,a
−→ T }Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å è äâåòå ðåäèöè ñà ìîíîòîííî ðàñòÿùè, è ñëåäîâà-òåëíî èìàò òî÷íè ãîðíè ãðàíèöè. Îïðåäåëÿìå� QD = ∪Qi� SD = {S}� FD = {T |T ∈ QD & T ∩ F 6= ∅}� ∆D = ∪∆iÙå êàçâàìå, ÷å AD å ïîëó÷åí îò A ÷ðåç äåòåðìèíèçàöèÿ.Ëåìà 4.1. Íåêà A å ÊÀ è AD å ïîëó÷åí îò íåãî ÷ðåç äåòåðìèíèçàöèÿ(Êîíñòðóêöèÿ 4.1). Òîãàâà AD å äåòåðìèíèñòè÷åí.Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðîâåðèì, ÷å ðåëàöèÿòà ∆D å �óíêöèîíàëíà. Äà äî-ïóñíåì, ÷å èìà T ′, T1, T2 ⊆ QD è a ∈ Σ, òàêèâà, ÷å 〈T ′, a, T1〉 ∈ ∆D, 〈T ′, a, T2〉 ∈

∆D è T1 6= T2. Òúé êàòî ∆D å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà {∆i}, ñúùåñòâóâà
n ≥ 0, òàêîâà, ÷å 〈T ′, a, T1〉 ∈ ∆n è 〈T ′, a, T2〉 ∈ ∆n, è ñëåäîâàòåëíî (îò äå-�èíèöèÿòà íà ðåäèöàòà) å âÿðíî, ÷å T ′ ∆,a

−→ T1 è T ′ ∆,a
−→ T2. Èíà÷å êàçàíî

T1 = {q|(∃q′∈T ′)(〈q′, a, q〉 ∈ ∆)} = T2. Ñ êîåòî ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå èäîêàçàõìå, ÷å ∆D å �óíêöèîíàëíà ðåëàöèÿ.Áåç ñúìíåíèå |SD| = |{S}| = 1, ñ êîåòî óñïåøíî ïîêàçàõìå, ÷å AD åäåòåðìèíèñòè÷åí.Ùå îçíà÷àâàìå íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà AD ñ qD
0 = QD, à �óíêöèÿòà íàïðåõîäà ñ δD : QD × Σ −→ QD (îïðåäåëåíà îò ãðà�èêàòà ñè ∆D).Ëåìà 4.2. Íåêà A å ÊÀ, α ∈ Σ∗ è q0, q1, . . . , q|α| å èçïúëíåíèå íà A âúðõó α.Íåêà îùå AD å ïîëó÷åí îò A ÷ðåç äåòåðìèíèçàöèÿ. Òîãàâà ñúùåñòâóâà èç-ïúëíåíèå íà AD: T0, T1, . . . , T|α|, òàêîâà, ÷å qi ∈ Ti çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , |α|.Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì èñêàíîòî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà α.12



� |α| = 0. Ñëåä êàòî α = ǫ, èçïúëíåíèåòî íà A ñúäúðæà åäèíñòâåíîñúñòîÿíèå q0 ∈ S. Òúðñåíîòî èçïúëíåíèå íà AD ñúùî èìà åäèíñòâåíîñúñòîÿíèå T0 = qD
0 = S. Î÷åâèäíî q0 ∈ T0.� |α| > 0. Íåêà α = α′a. Ïî èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå òâúðäåíè-åòî íà ëåìàòà å âÿðíî çà α′, è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå

T0, T1, . . . , T|α′| íàAD âúðõó α′, çà êîåòî qi ∈ Ti ïðè âñÿêî i = 0, . . . , |α′|.Òúé êàòî |α′| = |α| − 1 è q0, q1, . . . , q|α|−1, q|α| å èçïúëíåíèå íà A âúðõó
α′a, çíà÷è 〈q|α′|, a, qα〉 ∈ ∆. Ñëåäîâàòåëíî, àêî T|α′|

∆,a
−→ T , òî q|α| ∈ T .Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå â êîíñòðóêöèÿòà íà AD íàé-ìàëêîòî i ≥ 0, çàêîåòî T|α′| ∈ Qi (òàêîâà çàäúëæèòåëíî èìà, çàùîòî T|α′| ∈ ∪Qi). Òî-ãàâà íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà Qi+1 = Qi ∪ {T |(∃T ′

∈Qi
)(∃a∈Σ)(T ′ ∆,a

−→ T )},è ïîíåæå T|α′| ∈ Qi è T|α′|
∆,a
−→ T , ñëåäâà, ÷å T ∈ Qi+1. Àíàëîãè÷-íî ñå âèæäà, ÷å 〈T|α′|, a, T 〉 ∈ ∆i+1. Ñëåäîâàòåëíî δD(T|α′|, a) = T è

T0, T1, . . . , T|α′|, T å èçïúëíåíèå íà AD âúðõó α óäîâëåòâîðÿâàùî èñêà-íîòî ñâîéñòâî.Ëåìà 4.3. Íåêà A å ÊÀ è AD å ïîëó÷åí îò íåãî ÷ðåç äåòåðìèíèçàöèÿ.Íåêà îùå α ∈ Σ∗, T0, T1, . . . , T|α| å èçïúëíåíèå íà AD è q ∈ T|α|. Òîãàâàñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå íà A � q0, q1, . . . , q|α| = q, òàêîâà, ÷å qi ∈ Ti çàâñÿêî i = 0, 1, . . . , |α|.Äîêàçàòåëñòâî. Îòíîâî ïðîâåæäàìå äîêàçàòåëñòâîòî ïî èíäóêöèÿ îòíîñíîäúëæèíàòà íà α.� |α| = 0. Òúé êàòî α = ǫ, èçïúëíåíèåòî íà AD å ðåäèöà îò åäèíñòâåíîñúñòîÿíèå T0 = qD
0 = S. Òúé êàòî q ∈ T0 = S, ðåäèöàòà îò åäèíñòâå-íîòî ñúñòîÿíèå q å èçïúëíåíèå íà A, îòãîâàðÿùî íà èçèñêâàíèÿòà.� |α| > 0. Íåêà α = α′a. Ñëåä êàòî T0, T1, . . . , T|α′|, T|α| å èçïúëíåíèå íà

AD, çíà÷è 〈T|α′|, a, T|α|〉 ∈ ∆D, è ñëåäîâàòåëíî 〈T|α′|, a, T|α|〉 ∈ ∆n çàíÿêîå n ≥ 0 (∆D å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {∆i}∞i=0). Íåêà
m < n å íàé-ãîëåìèÿò èíäåêñ, òàêúâ, ÷å 〈T|α′|, a, T|α|〉 6∈ ∆m. Òîãàâàíà ñòúïêà m + 1 îò êîíñòðóêöèÿòà òàçè òðîéêà å áèëà äîáàâåíà êúì
∆m+1, çàùîòî T|α′|

∆,a
−→ T|α|. Ñåãà ïîíåæå q ∈ T|α|, çíà÷è èìà q′ ∈ T|α′|,òàêîâà, ÷å 〈q′, a, q〉 ∈ ∆. Ïî èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå òâúðäåíèåòîå âÿðíî çà |α′|, è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå q0, q1, . . . , q′íà A âúðõó α′, èçïúëíÿâàùî èçèñêâàíèÿòà. Äîáàâÿìå q êúì íåãî èïîëó÷àâàìå èçïúëíåíèåòî íà A âúðõó α, êîåòî òúðñåõìå.Òâúðäåíèå 4.1. Íåêà A å ÊÀ è AD å ïîëó÷åí îò íåãî ÷ðåç äåòåðìèíèçà-öèÿ. Òîãàâà A è AD ñà åêâèâàëåíòíè.Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà α ∈ L(A). Òîãàâà ñúùåñòâóâà óñïåøíî èçïúëíåíèå

q0, q1, . . . , q|α| ∈ F íà A âúðõó α. Ñïîðåä Ëåìà 4.2 ñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå
T0, T1, . . . , T|α| íà AD, òàêîâà, ÷å qi ∈ Ti çà i ∈ [0, |α|]. Íî ñëåä êàòî q|α| ∈13



T|α|, çíà÷è T|α| ∩ F 6= ∅, è ñëåäîâàòåëíî T|α| ∈ FD, ò.å. AD èìà óñïåøíîèçïúëíåíèå âúðõó α èëè èíà÷å êàçàíî α ∈ L(AD).Îáðàòíî, íåêà α ∈ L(AD). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà óñïåøíî èçïúëíåíèå
T0, T1, . . . , T|α| íà AD âúðõó α. Ñëåä êàòî T|α| ∈ FD, íåïðåìåííî å âÿðíî,÷å T|α| ∩ F 6= ∅, ò.å. ñúùåñòâóâà q ∈ T|α|, êîåòî å �èíàëíî ñúñòîÿíèå íà
A. Èçïîëçâàéêè Ëåìà 4.3 çàêëþ÷àâàìå, ÷å èìà èçïúëíåíèå q0, q1, . . . , q íà
A âúðõó α, êîåòî ñå îêàçâà óñïåøíî (q ∈ F ), îòêúäåòî âåäíàãà ñëåäâà, ÷å
α ∈ L(A).Ñëåäñòâèå 4.1. Çà âñåêè êðàåí àâòîìàò A ñúùåñòâóâà äåòåðìèíèñòè÷åíêðàåí àâòîìàò AD, òàêúâ, ÷å L(A) = L(AD).
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5. ÁèìàøèíèÄå�èíèöèÿ 5.1. Áèìàøèíà íàðè÷àìå òðîéêà îò âèäà
B = 〈AL,AR, ψ〉êúäåòî AL,R = 〈Σ, QL,R, qL,R, δL,R〉 ñà äåòåðìèíèñòè÷íè êðàéíè àâòîìàòèáåç �èíàëíè ñúñòîÿíèÿ (íàðè÷àìå ãè ñúîòâåòíî ëÿâ è äåñåí), à ψ : QL ×

Σ ×QR → Σ∗ å èçõîäíà �óíêöèÿ.Áèìàøèíèòå ñà àáñòðàêòíè ìàøèíè, êîèòî ðàáîòÿò âúðõó âõîäíà äó-ìà (â äâåòå ïîñîêè) è èçâåæäàò èçõîäíà äóìà âúç îñíîâà íà ñúñòîÿíèÿ-òà, ïðåç êîèòî ïðåìèíàâàò àâòîìàòèòå èì, è âå÷å ïðî÷åòåíèÿ âõîä. Òÿõ-íàòà îïåðàöèîííà ñåìàíòèêà ñå çàäàâà îò òðàíçèòèâíîòî çàòâàðÿíå íà ψ,
ψ∗ : QL × Σ∗ ×QR → Σ∗, êîåòî äå�èíèðàìå êàêòî ñëåäâà:� ψ∗(q1, ǫ, q2) = ǫ� ψ∗(q1, aα, q2) = ψ(q1, a, δ

∗
R(q2, α̃)) · ψ∗(δL(q1, a), α, q2)Çàðàäè �óíêöèîíàëíàòà ïðèðîäà íà áèìàøèíèòå, ÷åñòî ùå èçïîëçâàìåîçíà÷åíèåòî B : Σ∗ → Σ∗, êîåòî çà âñÿêî α ∈ Σ∗ äå�èíèðàìå êàòî B(α) =

ψ∗(qL, α, qR). Ùå êàçâàìå, ÷å çà ïðîèçâîëíà äóìà α ∈ Σ∗ íàä àçáóêàòà íàáèìàøèíàòà, B(α) å ðåçóëòàòúò îò èçïúëíåíèåòî íà B âúðõó α.Çàä äúëãàòà äå�èíèöèÿ íà ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèå íà áèìàøèíà ñå êðèåèíòóèòèâíî ïðîñòà ñòðàòåãèÿ. Ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å áèìàøèíàòà ÷åòåâõîäíàòà äóìà è çà âñåêè ñèìâîë îò íåÿ èçâåæäà äóìà íàä àçáóêàòà ñè.�åçóëòàòúò îò èçïúëíåíèåòî å êîíêàòåíàöèÿòà íà âñè÷êè òàêà èçâåäåíè äó-ìè. Íà âñÿêà ñòúïêà èçõîäíàòà �óíêöèÿ âçèìà ðåøåíèå êàêâî äà èçâåäå âçàâèñèìîñò îò òåêóùèÿ ñèìâîë è äâåòå ñúñòîÿíèÿ, äî êîèòî áèõà ñòèãíà-ëè ëåâèÿò è äåñíèÿò àâòîìàò, ÷åòåéêè âõîäà ñúîòâåòíî îòëÿâî íàäÿñíî èîòäÿñíî íàëÿâî íåïîñðåäñòâåíî ïðåäè äà ïðî÷åòàò òåêóùèÿ ñèìâîë.
j j j j j j- - - - -L L L L L L j j j j j j j j j j� � � � � � � � �R R R R R R R R R R

B

Ôèã. 2. Èçïúëíåíèå íà áèìàøèíàÑòàâà ÿñíî, ÷å òàêà âúâåäåíèòå áèìàøèíè ðàáîòÿò åäèíñòâåíî âúðõóâõîäíàòà ñè äóìà. Ñåãà ùå âúâåäåì ìîäè�èöèðàíà âåðñèÿ íà òàçè ñòðà-òåãèÿ, êîÿòî ùå ñå îòëè÷àâà åäèíñòâåíî ïî îïåðàöèîííàòà ñåìàíòèêà íàáèìàøèíàòà.Äå�èíèöèÿ 5.2. (Ëÿâà) Áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè íàðè÷àìå
B = 〈AL,AR, ψ〉15



êúäåòî AL,R îòíîâî ñà ëÿâ è äåñåí ÄÊÀ, ψ å èçõîäíà �óíêöèÿ, à îïåðàöèîí-íàòà ñåìàíòèêà B íà áèìàøèíàòà å äå�èíèðàíà êàòî B(α) = ψ∗∗(qL, α, qR),êúäåòî� ψ∗∗(q1, ǫ, q2) = ǫ� ψ∗∗(q1, aα, q2) = ψ(q1, a, δ
∗
R(q2, α̃)) · ψ∗∗(δ∗L(q1, ψ(q1, a, δ

∗
R(q2, α̃))), α, q2)Ñïåöè�è÷íî çà áèìàøèíèòå, ðàáîòåùè âúðõó èçõîäà ñè, å, ÷å ëåâèÿò èìàâòîìàò íå ÷åòå âõîäíàòà äóìà, à èçõîäà, îïðåäåëåí îò èçõîäíàòà �óíêöèÿ.Ñúâñåì ñèìåòðè÷íî ìîæåì äà äå�èíèðàìå è áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõóèçõîäà ñè îòäÿñíî íàëÿâî.Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè, ìîæåäà ñå ñèìóëèðà ÷ðåç åêâèâàëåíòíà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà (ðàáîòåùà âúðõóâõîäà ñè).Êîíñòðóêöèÿ 5.1. Íåêà B å áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè. Äå�è-íèðàìå ÊÀ

AN
L = 〈Σ, QL ×QR, {qL} ×QR,∆L〉êúäåòî ðåëàöèÿòà íà ïðåõîäà å îïðåäåëåíà êàêòî ñëåäâà

〈〈p1, q1〉, a, 〈p2, q2〉〉 ∈ ∆L ⇐⇒ δR(q2, a) = q1 & δ∗L(p1, ψ(p1, a, q2)) = p2Ñåãà ñòðîèì ëåâèÿ ÄÊÀ A′
L ÷ðåç äåòåðìèíèçàöèÿ íà AN

L (Êîíñòðóêöèÿ4.1). Çà äåñåí àâòîìàò íà òúðñåíàòà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà âçèìàìå A′
R =

AR è îïðåäåëÿìå èçõîäíàòà �óíêöèÿ ψ′ : Q′
L × Σ ×Q′

R êàêòî ñëåäâà
ψ′(L, a, r) = β ⇐⇒ (∃〈p, q〉 ∈ L)(δR(r, a) = q & ψ(p, a, r) = β)Òàêà çàâúðøèõìå äå�èíèöèÿòà íà B′ = 〈A′

L,A
′
R, ψ

′〉.Çà äà ñìå ñèãóðíè, ÷å B′ å êëàñè÷åñêà áèìàøèíà, åêâèâàëåíòíà íà B,òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å òÿ å êîðåêòíî äå�èíèðàíà è ÷å çà âñÿêî α ∈ Σ∗,
B′(α) = B(α). Çà êîðåêòíîñòòà åäèíñòâåíîòî, êîåòî òðÿáâà äà ïîêàæåì, å,÷å ψ′ äåéñòâèòåëíî å �óíêöèÿ.Òâúðäåíèå 5.1. Íåêà L ∈ Q′

L å ñúñòîÿíèå íà A′
L è 〈pk, qk〉 ∈ L(k = 1, 2).Òîãàâà q1 = q2 → p1 = p2Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Q′

L = ∪Qi å òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà ðåäèöàòà
{Qi}∞i=0 îò Êîíñòðóêöèÿ 4.1. Ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî ñ ïúëíà èíäóê-öèÿ ïî íàé-ìàëêèÿ èíäåêñ i, çà êîéòî L ∈ Qi (òàêúâ çàäúëæèòåëíî èìà,çàùîòî Q′

L å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà ðåäèöàòà).
i = 0 Î÷åâèäíî p1 = p2 = qL, çàùîòî L = {qL} ×QR.
i+ 1 Íåêà i+ 1 å íàé-ìàëêèÿò èíäåêñ, çà êîéòî L ∈ Qi+1. Òîãàâà (îò Êîíñ-òðóêöèÿ 4.1) ñúùåñòâóâà L′ ∈ Qi, òàêîâà, ÷å δ′L(L′, a) = L çà íÿêîå a ∈

Σ. Íåêà 〈pk, qk〉 ∈ L. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò 〈p′k, q
′
k〉 ∈ L′, òàêèâà,÷å 〈〈p′k, q′k〉, a, 〈pk, qk〉〉 ∈ ∆L (çà k = 1, 2). Ñåãà àêî ïðèåìåì, ÷å q1 = q2,òî q′1 = δR(q1, a) = δR(q2, a) = q′2. Íåêà i′ < i+1 å íàé-ìàëêèÿò èíäåêñ,çà êîéòî L′ ∈ Qi′ . Ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà i′ ñëåäâà, ÷å

p′1 = p′2. Íàé-íàêðàÿ p1 = δ∗L(p′1, ψ(p′1, a, q1)) = δ∗L(p′2, ψ(p′2, a, q2)) = p2,êîåòî è èñêàõìå äà ïîêàæåì. 16



Ñëåäñòâèå 5.1. ψ′ å êîðåêòíî äå�èíèðàíà �óíêöèÿÄîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ψ′(L, a, r) = β1,2. Îò äå�èíèöèÿòà íà ψ′áè ñëåäâàëî, ÷å ñúùåñòâóâàò 〈pi, qi〉 ∈ L çà i = 1, 2, òàêèâà, ÷å δR(r, a) = qi,è îñâåí òîâà ψ(pi, a, r) = βi. Íî òîãàâà q1 = δR(r, a) = q2 è îò Òâúðäåíèå 5.1ñëåäâà, ÷å p1 = p2. Òîâà íè âîäè äî èçâîäà, ÷å β1 = ψ(p1, a, r) = ψ(p2, a, r) =
β2. Ñ êîåòî ïîêàçàõìå, ÷å ψ′ å êîðåêòíî äå�èíèðàíà �óíêöèÿ.Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å òàêà ïîñòðîåíàòà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà å åêâè-âàëåíòíà íà áèìàøèíàòà, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè, îò êîÿòî òðúãíàõìå.Òâúðäåíèå 5.2. Íåêà t = αβ ∈ Σ∗, δ′∗L (q′L, α) = L. Òîãàâà

〈δ∗L(qL, ψ
∗∗(qL, α, δ

∗
R(qR, β̃))), δ∗R(qR, β̃)〉 ∈ LÄîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ ïî α.

α = ǫ Êîãàòî α = ǫ, ïî äå�èíèöèÿòà íà ψ∗∗ èìàìå, ÷å ψ∗∗(qL, α, δ
∗
R(qR, β̃)) =

ǫ, è ñëåäîâàòåëíî δ∗L(qL, ψ
∗∗(qL, α, δ

∗
R(qR, β̃))) = qL. Òúé êàòî L = q′L =

{qL} ×QR, î÷åâèäíî 〈qL, δ∗R(qR, β̃)〉 ∈ L, ñ êîåòî ïîêàçàõìå èñêàíîòî.
α = α1a Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà α1 è äà ãî ïðîâåðèì çà α = α1a. Íåêàîùå δ∗L(qL, ψ

∗∗(qL, α1, δ
∗
R(qR, β̃))) = p1, δ∗R(qR, β̃) = r, à δ∗R(r, a) = r1. Ïîèíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å 〈p1, r1〉 ∈ L′. Îòäðóãà ñòðàíà L = δ′L(L′, a), è ïîíåæå δR(r, a) = r1, ìîæåì äà òâúðäèì,÷å 〈〈p1, r1〉, a, 〈δ∗L(p1, ψ(p1, a, r)), r〉〉 ∈ ∆L. Ñëåäîâàòåëíî (îò Êîíñòðóê-öèÿ 4.1) èìàìå, ÷å 〈δ∗L(p1, ψ(p1, a, r)), r〉 ∈ L. Íî îò äå�èíèöèÿòà íà

ψ∗∗, δ∗L(p1, ψ(p1, a, r)) = δ∗L(qL, ψ
∗∗(qL, α, δ

∗
R(qR, β̃))), ñ êîåòî òâúðäåíè-åòî å äîêàçàíî.Ñëåäñòâèå 5.2. Çà ïðîèçâîëíî α ∈ Σ∗, B(α) = B′(α)Äîêàçàòåëñòâî. Äà çàïî÷íåì ñúñ ñëó÷àÿ, êîãàòî α = ǫ. Îò äå�èíèöèèòåíà ψ è ψ′ ñëåäâà, ÷å B(α) = ψ∗∗(qL, ǫ, qR) = ǫ = ψ′∗(q′L, α, q

′
R) = B′(α).Êîãàòî α = a1a2 . . . an, ùå ïðîâåðèì, ÷å çà i = 1, 2, . . . , n è r = δ∗R(qR, anan−1 . . . ai+1)

ψ(δ∗L(qL, ψ
∗∗(qL, a1a2 . . . ai−1, δR(r, ai))), ai, r) = ψ′(δ′∗L (q′L, a1a2 . . . ai−1), ai, r)Íî òîâà å òàêà, çàùîòî ñïîðåä äîêàçàíîòî âå÷å Òâúðäåíèå 5.2 è äå�èíèöè-ÿòà íà ψ′:

〈δ∗L(qL, ψ
∗∗(qL, a1a2 . . . ai−1, δR(r, ai))), δR(r, ai)〉 ∈ δ′∗L (q′L, a1a2 . . . ai−1)Òàêà ïðîâåðèõìå, ÷å çà âñÿêà ïîçèöèÿ îò âõîäíàòà äóìà B è B′ èçâåæäàòåäíàêâè ðåçóëòàòè. Îòòóê ñëåäâà, ÷å B(α) = B′(α).

17



6. Äèðåêòíà êîíñòðóêöèÿÍåêà E → β / L_R å êîíòåêñòíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå íàä êðàéíààçáóêà Σ. Ñòðîèì êðàéíèòå àâòîìàòè AL, AE è AR, òàêèâà, ÷å
AL = A(Σ∗L) = 〈Σ, QL, SL, FL,∆L〉 , L(AL) = L(Σ∗L)
AE = A(E) = 〈Σ, QE , SE , FE ,∆E〉 , L(AE) = L(E)
AR = A(RΣ∗) = 〈Σ, QR, SR, FR,∆R〉 , L(AR) = L(RΣ∗)Ìàêàð äà íå ñìå óêàçàëè êîíêðåòíàòà êîíñòðóêöèÿ íà êðàåí àâòîìàòïî ðåãóëÿðåí èçðàç, ùå èìàìå íåÿâíîòî èçèñêâàíå AL, AE è AR äà ñà âíîðìàëíà �îðìà.

AL

1 2 3
x

xΣ

Σ

AR

8 9 10
z

Σz

Σ

AE

4 56 7
z
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y

x

Ôèã. 3. Êðàéíè àâòîìàòè â íîðìàëíà �îðìà, ïîñòðîåíè ñúîòâåòíî çà ðåãó-ëÿðíèòå èçðàçè Σ∗x, xy|yz è zΣ∗Ñëåä êàòî ñìå ïîñòðîèëè AL, AE è AR, ãè êîíêàòåíèðàìå, çà äà ïîëó÷èì
A = 〈Σ, Q, S, F,∆〉 = AL ·l AL ·r AR1 2 4 56 7 9 10

x

Σ

Σ

x
x y

y z

z

z

Σ

ΣÔèã. 4. Êðàåí àâòîìàò, ïîëó÷åí ïðè êîíêàòåíàöèÿòà A = AL ·l AE ·r AR,ïîñòðîåí çà êîíòåêñòíîòî ïðàâèëî xy|yz → ǫ / x_z îò Ïðèìåð 2.2Îò ñâîéñòâàòà íà íîðìàëíà �îðìà íà ÊÀ è êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâî/îòäÿñíîìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíèòåÑâîéñòâî 6.1. Âñÿêî óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A âúðõó t ∈ Σ∗ å îò âèäà
ql0 , ql1 , . . . , ql|u|−1

, qe0
, qe1

, . . . , qe|v|
, qr1

, qr2
, . . . , qr|w|êúäåòî 〈u, v, w〉 ∈ C(t;L,E,R), qe0

∈ SE , qe|v|
∈ FE , qei

∈ QE − SE − FEçà âñÿêî i ∈ (0, |v|), qli ∈ QL çà âñÿêî i ∈ [0, |u|), qri
∈ QR − SR − FR çàâñÿêî i ∈ (|uv|, |uvw|), à qr|uvw|

∈ FR. Òàêîâà èçïúëíåíèå íà A ùå íàðè÷àìåèçïúëíåíèå çà êîíòåêñòà 〈u, v, w〉. Ùå áåëåæèì ñ X (t;L,E,R) = {σ|σ åèçïúëíåíèå çà íÿêîé 〈u, v, w〉 ∈ C(t;L,E,R)}18



Ñâîéñòâî 6.2. Çà âñåêè êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ C(t;L,E,R) èìà èçïúëíåíèå
σ ∈ X (t;L,E,R) çà 〈u, v, w〉.Ùå îçíà÷àâàìå ñ Xv(t;L,E,R) = {σ|σ å èçïúëíåíèå çà íÿêîé 〈u, v, w〉 ∈
Cv(t;L,E,R)}Çà äà ïîñòðîèì òúðñåíàòà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà, íàé-íàïðåä ùå ïîñòðî-èì áèìàøèíà B = 〈AL,AR, ψ〉, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè. Òÿ ùå íå ïîñëóæèçà ðàçðåøàâàíå íà êîíòåêñòíèòå ìíîãîçíà÷íîñòè.6.1. Ëåâèÿò àâòîìàòÍåêà ðàçøèðèì âõîäíàòà àçáóêà Σ äî Σc = Σ∪ {ac|a ∈ Σ}. Íå�îðìàëíîïîãëåäíàòî, Σc ðàçøèðÿâà Σ, êîïèðàéêè âñåêè îò ñèìâîëèòå â Σ. Çà äàïîñòðîèì ëåâèÿ àâòîìàò, íàé-íàïðåä äå�èíèðàìå

AN
1 = 〈Σc, Q, S, F,∆N

1 〉êúäåòî ∆N
1 = ∆ ∪ {〈q1, ac, q2〉|〈q1, a, q2〉 ∈ ∆ & q2 6∈ SE} −Q× Σc ×QR.

PSfrag repla
ements
1 2

3
4 56 7

x

x

Σc

Σc
x, xc y, yc

y, yc z, zcÔèã. 5. Íåäåòåðìèíèðàíàòà âåðñèÿ AN
1 íà ëåâèÿ àâòîìàò A1, ïîñòðîåí çàêîíòåêñòíîòî ïðàâèëî xy|yz → ǫ / x_zÈíòóèòèâíî, AN

1 ñå äúðæè êàòî AL ·l AE ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å ïðèñðåùàíå íà êëîíèðàíèòå ñèìâîëè íå ïîçâîëÿâà ïðåõîäè êúì íà÷àëíè ñúñ-òîÿíèÿ íà AE , êàòî ïî òîçè íà÷èí ïðåäîòâðàòÿâà èçïúëíåíèÿ çà êîíòåêñòè,÷èéòî �îêóñ òåïúðâà ïðåäñòîè äà áúäå îáðàáîòåí. Îò äðóãà ñòðàíà èçõîä-íàòà �óíêöèÿ íà áèìàøèíàòà ùå èìà ãðèæàòà äà èçâåæäà êëîíèðàíèòåñèìâîëè ñàìî äîêàòî îáðàáîòâà �îêóñè íà âàëèäíè êîíòåêñòè.Äåòåðìèíèðàìå AN
1 (Êîíñòðóêöèÿ 4.1) è ïîëó÷àâàìå ëåâèÿ àâòîìàò A1íà òúðñåíàòà áèìàøèíà.6.2. Äåñíèÿò àâòîìàòÍàé-íàïðåä "îáðúùàìå"A, çà äà ïîëó÷èì îãëåäàëíèÿ ìó AN

2 = Ã. Ñëåäòîâà ïîëó÷àâàìå äåñíèÿ àâòîìàò íà áèìàøèíàòà A2 êàòî äåòåðìèíèðàìå
AN

2 (Êîíñòðóêöèÿ 4.1).6.3. Èçõîäíàòà �óíêöèÿÈçõîäíàòà �óíêöèÿ ψ íà áèìàøèíàòà B äå�èíèðàìå êàêòî ñëåäâà
ψ(L, a,R) =

{
ac àêî δ1(L, a) ∩R ∩ (QE − SE − FE) 6= ∅
a àêî δ1(L, a) ∩R ∩ (QE − SE − FE) = ∅19



PSfrag repla
ements
{1} {2} {2,4} {2,5}{2,6}

{2,4,5} {2,6,7}{2,7}x

x

x

x

x

xx

x

Σc − x

Σc − x

xc

xc

y, yc

y, yc

y, yc

z, zc

z, zc

Ôèã. 6. Äåòåðìèíèñòè÷íèÿò A1 ïîëó÷åí çà AN
1 îò Ôèã. 5. Ñ öåë ÷åòèìîñò íàïðèìåðà ñà ïðîïóñíàòè ïðåõîäèòå (êúäåòî íå ñà óêàçàíè) îò âñÿêî ñúñòîÿíèåñúñ âñåêè ñèìâîë îò Σc êúì {2}Ñ òîâà çàâúðøèõìå äå�èíèöèÿòà íà B = 〈AL,AR, ψ〉 - áèìàøèíà, ðàáî-òåùà âúðõó èçõîäà ñè. Íåêà ïðåäè äà çàâúðøèì êîíñòðóêöèÿòà íà òúðñå-íàòà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà äà ïîêàæåì íÿêîè èíòåðåñíè ñâîéñòâà íà B.Ëåìà 6.1. Íåêà t = αβ, δ∗2(q2, β̃) = R è δ∗1(q1, ψ

∗∗(q1, α,R)) = L. Íåêà îùå
σ å èçïúëíåíèå íà A âúðõó α, òàêîâà, ÷å σ(|α|) ∈ QL. Òîãàâà σ(|α|) ∈ L.Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïîêàæåì èñêàíîòî ñ èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà α.
α = ǫ Î÷åâèäíî L = δ∗1(q1, ψ

∗∗(q1, ǫ, R)) = δ∗1(q1, ǫ) = q1 = S. Îòêúäåòî
σ(|α|) = σ(0) ∈ S = L.

α = α′a Ñëåä êàòî σ(|α|) ∈ QL, çàðàäè Ñâîéñòâî 6.1 ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷åè σ(|α′|) ∈ QL. Íåêà îçíà÷èì R′ = δ2(R, a) è L′ = δ∗1(q1, ψ
∗∗(q1, α

′, R)).Òîãàâà ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ùå ñëåäâà, ÷å σ(|α′|) ∈ L′.Òúé êàòî σ å ïðåäè âñè÷êî èçïúëíåíèå íà A, çíà÷è 〈σ(|α′|), a, σ(|α|)〉 ∈
∆. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å L = δ∗1(L′, ψ(L′, a, R)), è îñâåí òîâà σ(|α|) 6∈
SE ∪QR è îò äå�èíèöèÿòà íà δ1 ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å σ(|α|) ∈ L.Ëåìà 6.2. Íåêà t = αβ è δ∗2(q2, β̃) = R, à δ∗1(q1, ψ

∗∗(q1, α,R)) = L. Òîãàâà,àêî q ∈ L, òî ñúùåñòâóâà σ, èçïúëíåíèå íà A âúðõó α, òàêîâà, ÷å σ(|α|) =
q.Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ ïî α:
α = ǫ Òîãàâà L = q1 = S. Ñåãà àêî q ∈ L, ðàçãëåæäàìå èçïúëíåíèå σ îòåäèíñòâåíî ñúñòîÿíèå q. Î÷åâèäíî σ å èçïúëíåíèå íà A è σ(|α|) = q.20
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Σ − z

Σ − zÔèã. 7. Äåñíèÿò àâòîìàò AR çà ïðàâèëîòî xy|yz → ǫ / x_y. Çà ÿñíîòà ñàïðîïóñíàòè ïðåõîäèòå êúì {9}

L0 L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7{1} {2} {2,4} {2,4,5} {2,5} {2,6} {2,6,7} {2,7}
R0 {10} ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·
R1 {9} ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·
R2 {9,7} ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·
R3 {9,5} ·/· ·/· x/xc x/xc ·/· ·/· ·/· ·/·
R4 {9,7,6} ·/· ·/· y/yc y/yc ·/· ·/· ·/· ·/·
R5 {9,4} ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·
R6 {9,5,4} ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·Ôèã. 8. Èçõîäíàòà �óíêöèÿ íà B çà ïðàâèëîòî xy|yz → ǫ / x_z. Îòáåëÿçàíèñà ñàìî íåòðèâèàëíèòå çàìåñòâàíèÿ

α = α′a Íåêà δ2(R, a) = R′ è δ∗1(q1, ψ
∗∗(q1, α

′, R′)) = L′. Ñåãà L = δ∗1(L′, ψ(L′, a, R)).Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ψ(L′, a, R) ∈ {a, ac}, è ñëåäîâàòåëíî L =
δ1(L

′, ψ(L′, a, R)).Íåêà ñåãà q ∈ L. Òîãàâà èìà q′ ∈ L′, òàêîâà, ÷å 〈q′, ψ(L′, a, R), q〉 ∈ ∆N
1 ,êîåòî, çàðàäè ïîñòðîåíèåòî íà ∆N

1 , îçíà÷àâà, ÷å 〈q′, a, q〉 ∈ ∆. Íî ïîèíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà σ′, èçïúëíåíèåíà A âúðõó α′, òàêîâà, ÷å σ′(|α′|) = q′. Äå�èíèðàìå
σ(i) =

{
σ′(i) i ≤ |α′|
q i = |α|Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å σ′ å òî÷íî òúðñåíîòî èçïúëíåíèå íà A âúðõó α.Òâúðäåíèå 6.1. Íåêà t = αβ ∈ Σ∗, δ∗2(q2, β̃) = R, à δ∗1(q1, ψ

∗∗(q1, α,R)) = L.Òîãàâà çà âñÿêî q∈QE
, q ∈ L∩R òî÷íî òîãàâà, êîãàòî (∃σ∈Xv

)(σ(|α|) = q).21



Äîêàçàòåëñòâî. Ïðåäè äà çàïî÷íåì äîêàçàòåëñòâîòîùå ïðîâåðèì, ÷å òâúð-äåíèåòî ìîæå äà ñå ñâåäå äî òåçè q ∈ QE , çà êîèòî ñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå
σ ∈ X , òàêîâà, ÷å σ(|α|) = q. È íàèñòèíà, àêî q ∈ L∩R, òî q ∈ L, è òîãàâà ïîËåìà 6.2 ùå ñúùåñòâóâà èçïúëíåíèå σL íà A âúðõó α, òàêîâà, ÷å σL(|α|) = q.Îò äðóãà ñòðàíà q ∈ R, è ñëåäîâàòåëíî ïî Ëåìà 4.3 èìà èçïúëíåíèå σR íà
Ã âúðõó β̃, òàêîâà, ÷å σR(|β|) = q. Òîãàâà σ, äå�èíèðàíî êàêòî ñëåäâà:

σ(i) =

{
σL(i) i ≤ |α|
σR(|t| − i) i > |α|å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà A, è ñëåäîâàòåëíî σ ∈ X .Ïðîâåðêàòà â îáðàòíàòà ïîñîêà å î÷åâèäíà, çàùîòî Xv ⊆ X .Íåêà ñåãà äå�èíèðàìå ìíîæåñòâîòî

A = {〈α, q〉|α ⊆ t & q ∈ QE & (∃σ∈X )(σ(|α|) = q)}è ðåëàöèÿ "≺"â A, çà êîÿòî
〈α1, q1〉 ≺ 〈α2, q2〉 ⇐⇒ α1 ⊂ α2 ∨ α1 = α2 & q1 ∈ (QE − SE) & q2 ∈ SEÒîâà å ÷àñòè÷íà íàðåäáà â A, ñ ïîìîùòà íà êîÿòî A ñòàâà �óíäèðàíî ìíî-æåñòâî.Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðàòà íà A. Äà �èê-ñèðàìå åäèí åëåìåíò 〈α, q〉 ∈ A è äà äîïóñíåì, ÷å çà âñåêè ïðåäõîæäàù ãîåëåìåíò 〈α′, q′〉 ∈ A (〈α′, q′〉 ≺ 〈α, q〉) òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Ùå ïîêàæåì, ÷åïðîäúëæàâà äà å âÿðíî è çà 〈α, q〉.

α = ǫ ⇒ Íåêà q ∈ L ∩ R. Íî α = ǫ, çíà÷è q = σ(|α|) = σ(0) ∈ S ∩ QE , èñëåäîâàòåëíî q ∈ SE . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà êîíòåêñò 〈ǫ, v, w〉 ∈ Cè σ å èçïúëíåíèå çà íåãî. Íî 〈ǫ, v, w〉 ∈ C1 (îò ïîñòðîåíèåòî íà
Cv), è ñëåäîâàòåëíî 〈ǫ, v, w〉 ∈ Cv, à σ ∈ Xv.

⇐ Íåêà σ ∈ Xv. Òîãàâà q = σ(|α|) = σ(0) ∈ S = q1 = L. Îò äðóãàñòðàíà σ̃ å èçïúëíåíèå íà Ã è ïî Ëåìà 4.2 q ∈ δ∗2(q2, β̃) = R, êîåòîíè âîäè äî q ∈ L ∩R.
α = α′a Íåêà îçíà÷èì R′ = δ2(R, a), L′ = δ∗1(q1, ψ

∗∗(q1, α
′, R′)).

⇒ Íåêà q ∈ L ∩R. Èìà äâà âàðèàíòà çà q:
q ∈ QE − SE Òîãàâà (îò Êîíñòðóêöèÿ 4.1) ñúùåñòâóâà q′ ∈ L′, òàêîâà, ÷å

〈q′, a, q〉 ∈ ∆, è ñëåäîâàòåëíî q′ ∈ δ2(R, a) = R′. Îò Ñâîéñòâî6.1 ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å q′ ∈ QE, è ñëåäîâàòåëíî q′ ∈ L′ ∩
R′ ∩ QE. Èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà 〈α′, q′〉 íè äàâà,÷å èìà σ′ ∈ Xv è σ′(|α′|) = q′. Òúé êàòî q ∈ R, ñúùåñòâóâàèçïúëíåíèå σR íà Ã âúðõó β̃, çà êîåòî σR(0) ∈ F è σ(|β̃|) = q(Ëåìà 4.3). Ñåãà ìîæåì äà ïîñòðîèì σ � óñïåøíî èçïúëíåíèåíà A, äå�èíèðàíî êàêòî ñëåäâà

σ(i) =

{
σ′(i) àêî i < |α|
σR(|t| − i) àêî i ≥ |α|22



Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å àêî σ′ å áèëî èçïúëíåíèå çà 〈u0, v0, w0〉 ∈
Cv, òî σ å èçïúëíåíèå çà 〈u0, v, w〉 ∈ C. Ñåãà îò Òâúðäåíèå 2.4ñëåäâà, ÷å 〈u0, v, w〉 ∈ Cv ñúùî å âàëèäåí êîíòåêñò, ò.å. σ ∈ Xv.

q ∈ SE Ïúðâîòî, êîåòî âåäíàãà çàáåëÿçâàìå, å, ÷å ψ(L′, a, R) 6∈ (Σc −
Σ) (òîâà å òàêà, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùÿõìå äà èìàìå
L ∩ SE = ∅). Äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò äå�èíèöèÿòà íà ψ å, ÷å
L ∩ R ∩ (QE − SE − FE) = ∅. Íåêà ñåãà σ ∈ X å òàêîâà, ÷å
σ(|α|) = q, è òîâà å èçïúëíåíèå çà êîíòåêñòà 〈u, v, w〉 ∈ C. Ùåïîêàæåì, ÷å òîçè êîíòåêñò å âàëèäåí (〈u, v, w〉 ∈ Cv). È íàèñ-òèíà, äà äîïóñíåì, ÷å 〈u, v, w〉 6∈ Cv. Òîãàâà íåïðåìåííî èìà
〈u′, v′, w′〉 ∈ Cv, òàêúâ, ÷å u′ ⊂ u ⊂ u′v′ (Òâúðäåíèå 2.3), è çíà-÷è èìà èçïúëíåíèå σ′ ∈ Xv çà 〈u′, v′, w′〉, òàêîâà, ÷å σ′(|α|) ∈
QE − SE − FE (Ñâîéñòâî 6.1). Òîãàâà 〈α, σ′(|α|)〉 ≺ 〈α, q〉 èïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå σ′(|α|) ∈ L ∩ R, îòêúäåòîñòèãàìå äî L∩R∩ (QE −SE −FE) 6= ∅, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èåñ äîïóñêàíåòî íè, ÷å 〈u, v, w〉 6∈ Cv. Ñëåäîâàòåëíî σ ∈ Xv.

⇐ Íåêà σ ∈ Xv è σ(|α|) = q. Òúé êàòî σ å óñïåøíî èçïúëíåíèå íà Aâúðõó αβ, çíà÷è èìà èçïúëíåíèå σR íà Ã âúðõó β̃ è σR(|β|) = q.Òîâà îçíà÷àâà, ÷å q ∈ R (Ëåìà 4.2). Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å q ∈ L.Îòíîâî ðàçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ:
q ∈ QE − SE Îò Ñâîéñòâî 6.1 ñëåäâà, ÷å σ(|α′|) ∈ QE , è ïî èíäóêöèîííîòîïðåäïîëîæåíèå ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å σ(|α′|) ∈ L′ ∩ R′. Òúéêàòî q 6∈ SE ∪ QR, êàêâàòî è äà å ñòîéíîñòòà íà ψ(L′, a, R),ùå èìàìå q ∈ δ1(L

′, ψ(L′, a, R)) = L.
q ∈ SE Çàðàäè âèäà íà èçïúëíåíèÿòà íà A (Ñâîéñòâî 6.1), èìàìå

σ(|α′|) ∈ QL. Òîãàâà ïî Ëåìà 6.1, σ(|α′|) ∈ L′. Äà äîïóñíåì, ÷å
q 6∈ L. Òîâà áè áèëî âúçìîæíî, åäèíñòâåíî àêî ψ(L′, a, R) =
ac, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà ìîæå äà ñå ñëó÷è, åäèíñòâåíî àêî
δ1(L

′, a)∩R∩ (QE −SE −FE) 6= ∅. Íåêà q0 å ñâèäåòåë çà òîâà(q0 ∈ δ1(L
′, a)∩R∩ (QE −SE −FE)). Òîãàâà q0 ∈ L∩R è q0 ∈

(QE−SE−FE). Òúé êàòî 〈α, q0〉 ≺ 〈α, q〉, ìîæåì äà ïðèëîæèìèíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà 〈α, q0〉 è äà òâúðäèì, ÷åèìà σ0 ∈ Xv, òàêîâà, ÷å σ0(|α|) = q0. Îò Ñâîéñòâî 6.1 è îò�àêòà, ÷å q0 ∈ (QE −SE−FE), èçëèçà, ÷å èìà 〈u0, v0, w0〉 ∈ Cvè u0 ⊂ α ⊂ u0v0. Íî àêî σ å èçïúëíåíèå çà 〈u, v, w〉 ∈ Cv,âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å α = u, è ñëåäîâàòåëíî 〈u, v, w〉 6∈ Cv(èìà âàëèäåí êîíòåêñò, êîéòî ãî çàñòúïâà è îò Òâúðäåíèå2.2). Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî íè, ÷å q 6∈ L. Òàêàïîêàçàõìå, ÷å q ∈ L ∩R.6.4. Áèìàøèíà çà êîíòåêñòíî ïðàâèëîÍàé-íàêðàÿ, ñòðîèì BI - êëàñè÷åñêà áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó âõîäàñè, åêâèâàëåíòíà íà B. Âúç îñíîâà íà BI = 〈AI
1,A

I
2, ψ

I〉 ñòðîèì áèìàøèíà23



çà êîíòåêñòíîòî ïðàâèëî E → β / L_R
B′ = 〈A′

1,A
′
2, ψ

′〉êúäåòî A′
1 = AI

1, A′
2 = AI

2, è åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ñ BI , èçõîäíàòà �óíêöèÿ
ψ′, å äå�èíèðàíà êàêòî ñëåäâà

ψ′(L, a,R) = ψ′
1(L, a,R) · ψ′

2(L, a,R)êúäåòî
ψ′

1(L, a,R) =





ǫ àêî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (QE − SE − FE) 6= ∅
β àêî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (SE − FE) 6= ∅
βa àêî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (SE ∩ FE) 6= ∅
a â ïðîòèâåí ñëó÷àé

ψ′
2(L, a,R) =

{
β àêî 〈L′, R〉 ∈ δ′1(L, a) & L′ ∩R ∩ SE 6= ∅ & R = q′2
ǫ â ïðîòèâåí ñëó÷àé
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Ôèã. 9. Ëåâèÿò àâòîìàò íà B′ çà ïðàâèëîòî xy|yz → β / x_z. Çà ÿñíîòà ñàïðîïóñíàòè ïðåõîäèòå êúì L′
0Ëåìà 6.3. Íåêà t = αβ ∈ Σ∗, δ′∗1 (q′1, α) = L, δ′∗2 (q′2, β̃) = R′. Òîãàâà

〈L′, R′〉 ∈ L è q ∈ L′∩R′∩QE, òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà 〈u, v, w〉 ∈
Cv(t;L,E,R) è èçïúëíåíèå çà íåãî σ ∈ Xv(t;L,E,R), òàêîâà, ÷å σ(|α|) = q.24



Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà 〈L′, R′〉 ∈ L è q ∈ L′ ∩R′ ∩QE . Òîãàâà îò Òâúðäåíèÿ5.1 è 5.2 âåäíàãà ñëåäâà, ÷å R′ = δ∗2(q2, β̃) è L′ = δ∗1(q1, ψ
∗∗(q1, α,R

′)). Ñåãàòúé êàòî q ∈ L′ ∩R′ ∩QE, îò Òâúðäåíèå 6.1 ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ñúùåñ-òâóâà âàëèäåí êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ Cv è èçïúëíåíèå çà íåãî σ ∈ Xv, òàêèâà,÷å σ(|α|) = q.Â îáðàòíàòà ïîñîêà äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî.Ñåãà âå÷å ñìå ãîòîâè äà ïîêàæåì, ÷å òàêà êîíñòðóèðàíàòà áèìàøèíàíàèñòèíà ðàáîòè êàêòî î÷àêâàìå, à èìåííî � èçâúðøâà çàìåñòâàíå ïî êîí-òåêñòíîòî ïðàâèëî E → β / L_R.Òâúðäåíèå 6.2. Íåêà E → β / L_R å êîíòåêñòíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíåè B′ å áèìàøèíàòà, ïîñòðîåíà çà íåãî. Íåêà îùå α ∈ Σ∗ å ïðîèçâîëíàäóìà íàä àçáóêàòà Σ. Òîãàâà B′(α) å òî÷íî ðåçóëòàòúò îò ïðèëàãàíåòîíà êîíòåêñòíîòî ïðàâèëî âúðõó α.Äîêàçàòåëñòâî. Àêî α = ǫ, ïî Äå�èíèöèÿ 2.6, ðåçóëòàòúò îò ïðèëàãàíåòîíà E → β / L_R å òî÷íî ǫ = B′(α).Íåêà α = a1a2 . . . an, êúäåòî ai ∈ Σ çà 1 ≤ i ≤ n. Íåêà (ω1π1) · (ω2π2) . . . ·
(ωnπn) å ðåçóëòàòúò îò ïðèëàãàíåòî íà ïðàâèëîòî, îïðåäåëåí îò Äå�èíèöèÿ2.6. Çà ïðîèçâîëíî i ∈ [1, n] ùå ïîêàæåì, ÷å àêî δ′∗1 (q′1, a1a2 . . . ai−1) = L, à
δ′∗2 (q′2, anan−1 . . . ai+1) = R, òî ψ′

1(L, ai, R) = ωi è ψ′
2(L, ai, R) = πi.Ñïîðåä äå�èíèöèÿòà íà ψ′

1 òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðè ñëó÷àÿ:
I ñëó÷àé Íåêà å âÿðíî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (QE − SE − FE) 6= ∅.Òîãàâà ñïîðåä Ëåìà 6.3 èìà âàëèäåí êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ Cv è èçïúë-íåíèå çà íåãî σ ∈ Xv, òàêîâà, ÷å σ(i − 1) ∈ (QE − SE − FE). Çàðàäèâèäà íà èçïúëíåíèÿòà íà A (Ñâîéñòâî 6.1) ñëåäâà, ÷å |u| < i−1 < |uv|.Òîâà ñïîðåä Äå�èíèöèÿ 2.6 îçíà÷àâà, ÷å ωi = ǫ.
II ñëó÷àé Íåêà å âÿðíî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (SE − FE) 6= ∅. Òîãàâàñïîðåä Ëåìà 6.3 èìà âàëèäåí êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ Cv è èçïúëíåíèåçà íåãî σ ∈ Xv, òàêîâà, ÷å σ(i − 1) ∈ (SE − FE). Çàðàäè âèäà íàèçïúëíåíèÿòà íà A (Ñâîéñòâî 6.1) ñëåäâà, ÷å |u| = i − 1 < |uv|. Òîâàñïîðåä Äå�èíèöèÿ 2.6 îçíà÷àâà, ÷å ωi = β.
III ñëó÷àé Íåêà å âÿðíî 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L & L′ ∩ δ′2(R, a) ∩ (SE ∩ FE) 6= ∅. Òîãà-âà ñïîðåä Ëåìà 6.3 èìà âàëèäåí êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ Cv è èçïúëíåíèåçà íåãî σ ∈ Xv, òàêîâà, ÷å σ(i − 1) ∈ (SE ∩ FE). Çàðàäè âèäà íà èç-ïúëíåíèÿòà íà A (Ñâîéñòâî 6.1) ñëåäâà, ÷å |u| = i − 1. Òúé êàòî íåñìå ïîïàäíàëè âúâ II ñëó÷àé ñëåäâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà 〈u, v, w〉 ∈ Cv,òàêúâ, ÷å |v| 6= ǫ, è ñëåäîâàòåëíî (îò Äå�èíèöèÿ 2.6) ωi = βai.
IV ñëó÷àé Íåêà íå ñìå ïîïàäíàëè â íèòî åäèí îò ïðåäíèòå òðè ñëó÷àÿ. Ñåãà äàäîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà âàëèäåí êîíòåêñò 〈u, v, w〉 ∈ Cv, òàêúâ, ÷å

|u| ≤ i− 1 < |uv| èëè |u| = i− 1 = |uv|. Òîãàâà èìà èçïúëíåíèå çà íåãî
σ ∈ Xv, òàêîâà, ÷å σ(i− 1) ∈ QE − FE èëè σ(|i− 1|) ∈ SE ∩ FE . Òîãàâà(ñïîðåä Ëåìà 6.3) 〈L′, δ′2(R, a)〉 ∈ L è σ(i− 1) ∈ L′ ∩ δ′2(R, a)∩QE −FEèëè σ(i− 1) ∈ L′ ∩ δ′2(R, a)∩SE ∩FE , êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî íåñìå ïîïàäíàëè â íèòî åäèí îò ïúðâèòå òðè ñëó÷àÿ. Òàêà çàêëþ÷àâàìå,÷å ωi = ai. 25



L′
0 L′

1 L′
2 L′

3 L′
4 L′

5 L′
6 L′

7

R′
0 ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·

R′
1 ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·

R′
2 ·/· ·/· ·/· z/ǫ y/ǫ ·/· ·/· ·/·

R′
3 ·/· ·/· x/β ·/· x/β ·/· ·/· ·/·

R′
4 ·/· ·/· y/β z/ǫ y/ǫ ·/· ·/· ·/·

R′
5 ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/· ·/·

R′
6 ·/· ·/· x/β ·/· x/β ·/· ·/· ·/·Ôèã. 10. Èçõîäíàòà �óíêöèÿ íà B′ çà ïðàâèëîòî xy|yz → β / x_zÒàêà ïîêàçàõìå, ÷å ψ′

1(L, ai, R) = ωi çà i = 1, 2, . . . , n. Îñòàâà äà ïîêàæåì,÷å ψ′
2(L, ai, R) = πi çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n.Íåêà ψ′

2(L, ai, R) = β. Òîãàâà 〈L′, R〉 ∈ δ′1(L, a) è L′ ∩R∩SE 6= ∅. ÑïîðåäËåìà 6.3 ùå èìà 〈u, v, w〉 ∈ Cv è èçïúëíåíèå çà íåãî σ ∈ Xv, òàêèâà, ÷å
σ(i) ∈ SE . Îò äðóãà ñòðàíà R = q′2 è çàðàäè íîðìàëíàòà �îðìà íà A ñëåäâà,÷å α = t, è ñëåäîâàòåëíî 〈u, v, w〉 = 〈α, ǫ, ǫ〉 ∈ Cv. Îò òîâà, ðàçáèðà ñå ñëåäâà,÷å πi = β.Àíàëîãè÷íî ïîêàçâàìå, ÷å àêî πi = β, òî ψ′

2(L, ai, R) = β.Ñ òîâà çàâúðøèõìå äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å ψ′(L, ai, R) = ωiπi, è ñëåäîâà-òåëíî B′(α) å òî÷íî ðåçóëòàòúò îò ïðèëîæåíèåòî íà E → β / L_R âúðõó
α.Ïðèìåð 6.1. Äà èçïúëíèì áèìàøèíàòà, ïîñòðîåíà çà xy|yz → B / x_zâúðõó òåêñòà xyzzxxyzz îò Ïðèìåð 2.2. Èçïúëíåíèåòî íà A′

1 ùå áúäå ðå-äèöàòà L′
0, L

′
2, L

′
3, L

′
7, L

′
1, L

′
2, L

′
4, L

′
5, L

′
6, L

′
1. Äåñíèÿò àâòîìàò A′

2 ùå ïðå-ìèíå ïðåç R′
0, R

′
2, R

′
4, R

′
6, R

′
5, R

′
1, R

′
2, R

′
4, R

′
6, R

′
5, ÷åòåéêè òåêñòà îòäÿñíîíàëÿâî. Ñïîðåä Ôèã. 10, èçõîäúò íà B′ å òî÷íî xBzxBzz.
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7. ÀëãîðèòìèÂ òàçè ãëàâà ùå ïðåäñòàâèì íÿêîè îò ïî-èíòåðåñíèòå àëãîðèòìè, íåîá-õîäèìè çà êîíñòðóêöèÿòà íà áèìàøèíà ïî êîíòåêñòíî ïðàâèëî.Àëãîðèòìèòå ñà èçëîæåíè áåç äîêàçàòåëñòâî çà êîðåêòíîñò, òúé êàòîñëåäâàò áåç èçìåíåíèå ñúîòâåòíèòå êîíñòðóêöèè, ïîêàçàíè ïî-ðàíî.7.1. Êîíêàòåíàöèÿ îòëÿâîÀëãîðèòúìúò l
on
at çà êîíêàòåíàöèÿ "îòëÿâî"ñúîòâåòñòâà íà êîíñò-ðóêöèÿòà îò Äå�èíèöèÿ 3.8.subroutine l
on
at(Automaton A, Automaton B)let C = new Automatonforea
h state in A.stateslet 
loned_state = C.add_state(state)if state.is_start then
loned_state.set_start(true)end ifend forea
hforea
h state in B.stateslet 
loned_state = C.add_state(state)if state.is_start and A.a

epts("") then
loned_state.set_start(true)end ifif state.is_final then
loned_state.set_final(true)end ifend forea
hforea
h trans in A.transitionsC.add_transition(trans.sour
e, trans.
har, trans.target)if trans.target.is_final thenforea
h state in B.start_statesC.add_transition(trans.sour
e, trans.
har, state)end forea
hend ifend forea
hforea
h trans in B.transitionsC.add_transition(trans.sour
e, trans.
har, trans.target)end forea
hreturn Cend subroutine 27



7.2. Ïðåâîä íà áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñèÑëåäâàùèÿò àëãîðèòúì output_to_input ñúîòâåòñòâà íà Êîíñòðóêöèÿ5.1 è ïî çàäàäåíà áèìàøèíà B , ðàáîòåùà âúðõó èçõîäà ñè, ñòðîè åêâèâà-ëåíòíàòà êëàñè÷åñêà áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó âõîäà ñè.subroutine output_to_input(Bima
hine B)let psi = B.output_fun
tionlet AL = B.left_automatonlet AR = B.right_automatonlet AN = new Automatonlet states = new Tableforea
h state1 in AL.statesforea
h state2 in AR.statesstates[state1℄[state2℄ = AN.add_state()end forea
hend forea
hforea
h p1 in AL.statesforea
h q1 in AR.statesforea
h p2 in AL.statesforea
h q2 in AR.statesforea
h a in alphabetif AR.trans_fun
tion(q2, a) = q1 andAL.trans_fun
tion(p1, psi(p1, a, q2)) = p2 thenAN.add_transition(states[p1℄[q1℄, a, states[p2℄[q2℄)end ifend forea
hend forea
hend forea
hend forea
hend forea
hlet A1 = AN.build_deterministi
()let new_psi = new Fun
tionforea
h L in A1.statesforea
h a in alphabetforea
h r in AR.statesforea
h p in AL.statesforea
h q in AR.statesif states[p℄[q℄ in L andAR.trans_fun
tion(r, a) = q thennew_psi.define(L, a, r, psi(p, a, r))end ifend forea
hend forea
h 28



end forea
hend forea
hend forea
hreturn new Bima
hine(A1, AR, new_psi)end subroutine7.3. Êîíñòðóêöèÿ íà áèìàøèíà ïî êîíòåêñòíî ïðàâèëîÀëãîðèòúìúò 
onstru
t_bima
hine äèðåêòíî ñúîòâåòñòâà íà êîíñò-ðóêöèÿòà îò �ëàâà 6 è ïî çàäàäåíî êîíòåêñòíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå ñòðîèáèìàøèíà, êîÿòî ãî ðåàëèçèðà.subroutine 
onstru
t_bima
hine(L, E, R, word)let AL = new Automaton(".*"+L)let AE = new Automaton(E)let AR = new Automaton(R+".*")let A = r
on
at(l
on
at(AL, AE), AR)let A2 = A.reverse().build_deterministi
()let AN = A.
lone()forea
h tr in AN.transif tr.target in AR.states thenAN.remove_transition(tr)elseif tr.target not in AE.start_states thenAN.add_transition(tr.sour
e, tr.
har + alphabet.size, tr.target)end ifend ifend forea
hlet A1 = AN.build_deterministi
()let psi = new Fun
tionlet inter = AE.states - AE.start_states - AE.final_statesforea
h L in A1.statesforea
h R in A2.statesforea
h a in alphabetif A1.trans_fun
tion(L, a).interse
t(R).interse
t(inter) thenpsi.define(L, a, R, a + alphabet.size)elsepsi.define(L, a, R, a)end if 29



end forea
hend forea
hend forea
hlet B = output_to_input(new Bima
hine(A1, A2, psi))let final_psi = new Fun
tionlet intermediate = AE.states - AE.start_states - AE.final_stateslet startnonfinal = AE.start_states - AE.final_stateslet startandfinal = AE.start_states.interse
t(AE.final_states)forea
h L in B.left_automaton.statesforea
h R in B.right_automaton.statesforea
h a in alphabetlet result = aforea
h (p,q) in L
ontinue unless q = B.right_automaton.trans_fun
tion(R, a)let 
ommon = p.interse
t(q)if 
ommon.interse
t(intermediate).length > 0 thenresult = ""breakelse if 
ommon.interse
t(startnonfinal).length > 0 thenresult = wordbreakelse if 
ommon.interse
t(startandfinal).length > 0 thenresult = word + abreakend ifend forea
hif R = B.right_automaton.start_state thenforea
h (p,q) in B.left_automaton.trans_fun
tion(L, a)
ontinue unless q = Rif p.interse
t(q).interse
t(AE.start_states).lenght > 0 thenresult = result + wordend ifend forea
hend iffinal_psi.define(L, a, R, result)end forea
hend forea
hend forea
hB.output_fun
tion = final_psireturn Bend subroutine 30



8. ÑëîæíîñòÂ òàçè ãëàâà ùå äàäåì ãîðíà ãðàíèöà çà ðàçìåðà íà òàêà êîíñòðóèðàíàòàáèìàøèíà.Òâúðäåíèå 8.1. Íåêà B = 〈AL,AR, ψ〉 å áèìàøèíà, ðàáîòåùà âúðõó èç-õîäà ñè, à B′ = 〈A′
L,A

′
R, ψ

′〉 å åêâèâàëåíòíà íà íåÿ êëàñè÷åñêà áèìàøèíà,ïîñòðîåíà ñ Êîíñòðóêöèÿ 5.1. Òîãàâàà) |Q′
R| = |QR|á) |Q′
L| ≤ (|QL| + 1)|QR|Äîêàçàòåëñòâî. à) Îò Êîíñòðóêöèÿ 5.1 âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å AR = A′

R,ñ êîåòî |Q′
R| = |QR| å òðèâèàëíî âÿðíî.á) Ïîðàäè Òâúðäåíèå 5.1 ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå ñúñòîÿíèÿòà â Q′

L êàòî÷àñòè÷íè �óíêöèè îò QR â QL. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å |Q′
L| íå íàäìèíàâàáðîÿ íà ÷àñòè÷íèòå �óíêöèè, äå�èíèðàíè îò QR â QL, è ñëåäîâàòåëíî

|Q′
L| ≤ (|QL| + 1)|QR|.Ñåãà äà ïðåìèíåì êúì èç÷èñëÿâàíåòî íà ãîðíà ãðàíèöà çà ñëîæíîñòòàíà áèìàøèíàòà, ïîñòðîåíà â �ëàâà 6. Èíà÷å êàçàíî, ùå îöåíèì áðîÿ íàñúñòîÿíèÿòà íà äâàòà àâòîìàòà âúç îñíîâà íà êîíòåêñòíîòî ïðàâèëî.Íåêà �èêñèðàìå åäíî êîíòåêñòíî ïðàâèëî çà çàìåñòâàíå E → β / L_R èîçíà÷èì l = |L|, e = |E| è r = |R|. Òîãàâà áðîÿò íà ñúñòîÿíèÿòà íà AL, AE è

AR ùå å ñúîòâåòíî O(l), O(e) è O(r). Îòòóê âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ñúñòîÿíèÿòàíà A ñà O(l + e+ r).Òîâà íè äàâà ãîðíà ãðàíèöà çà ñúñòîÿíèÿòà íà A2, à èìåííî O(2l+e+r).Òúé êàòî AN
1 ñå ïîëó÷àâà îò A ÷ðåç ìîäè�èêàöèÿ íà ðåëàöèÿòà íà ïðå-õîäà, áðîÿò íà ñúñòîÿíèÿòà ìó îñòàâà ñúùèÿò (O(l+ e+ r)). Ñëåä äåòåðìè-íèçàöèÿ äî A1 òàçè ñëîæíîñò íàðàñòâà äî O(2l+e+r). Íàé-íàêðàÿ, ñïîðåäÒâúðäåíèå 8.1, Êîíñòðóêöèÿ 5.1 ñòðîè A′

1 ñ O(2(l+e+r)2l+e+r

) ñúñòîÿíèÿ.Òàêà ïîëó÷èõìå è êðàéíàòà îöåíêà çà áðîÿ íà ñúñòîÿíèÿòà íà ëåâèÿ èäåñíèÿ àâòîìàò íà áèìàøèíàòà � ñúîòâåòíî O(2n2n

) è O(2n), êúäåòî n =
l+ e+ r å îáùàòà äúëæèíà íà ðåãóëÿðíèòå èçðàçè â êîíòåêñòíîòî ïðàâèëîçà çàìåñòâàíå.
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