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Ãëàâà 1

Òþðèíãîâà è íîìåðàöèîííà ñâîäèìîñò,

íîìåðàöèè

Òàçè ãëàâà ùå ïîñâåòèì íà îñíîâíè äåôèíèöèè è ôàêòè, êîè-
òî ùå áúäàò èçïîëçâàíè â ñëåäâàùèòå ãëàâè. Ùå ïðåäñòàâèì íàê-
ðàòêî Òþðèíãîâàòà è íîìåðàöèîííàòà ñâîäèìîñòè è íÿêîè òåõíè
ñâîéñòâà, êîèòî ùå èçïîëçâàìå. Ñúùî òàêà ùå âúâåäåì îïåðàöè-
ÿòà îáåäèíåíèå íà ñòðóêòóðè, ùå äàäåì äåôèíèöèÿ çà íîìåðàöèÿ
íà ñòðóêòóðà è ùå äîêàæåì íÿêîëêî ëåìè è ñâîéñòâà, êîèòî ùå
èçïîëçâàìå â Ãëàâà 3 è Ãëàâà 4.

1.1. Îñíîâíè îçíà÷åíèÿ

Ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ùå îòáåëÿçâàìå ñ N êàòî
ùå ïðèåìàìå è ÷èñëîòî 0 çà åñòåñòâåíî.

Íåêà A ⊆ N. Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâîòî A
ùå îçíà÷àâàìå ñχA, ò.å.

χA(x) =

{
0, àêî x ∈ A
1, àêî x 6∈ A

Ñ ϕe ùå îçíà÷àâàìå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ ñ ãüîäå-
ëåâ èíäåêñ e. Ñúîòâåòíî ñ ϕAe ùå îçíà÷àâàìå ÷àñòè÷íàòà ôóíêöèÿ
ðåêóðñèâíà â A ñ ãüîäåëåâ èíäåêñ e. ÑWB

e ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñò-
âîòî WB

e = dom(ϕBe ). Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å ðåêóðñèâíî
íîìåðóåìî â B, àêî ñúùåñòâóâà èíäåêñ e òàêúâ, ÷å A = WB

e . Ñ We,
êúäåòî e å èíäåêñ, ùå îòáåëÿçâàìå ïîëóðàçðåøèìèòå ìíîæåñòâà.

Íåêà D å êðàéíî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâíè ÷èñëà. Êàíîíè÷åí
êîä íà êðàéíîòî ìíîæåñòâî D ùå íàðè÷àìå åñòåñòâåíîòî ÷èñëî
v =

∑
x∈D

2x. Îáðàòíî, àêî çíàåì, ÷å v å êàíîíè÷åí êîä íà êðàéíî

ìíîæåñòâî, òî òîâà ìíîæåñòâî ùå îòáåëÿçâàìå ñ Dv.
Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà x è y ñ 〈x, y〉 ùå îçíà÷àâàìå

÷èñëîòî 2x(2y+1)−1, êîåòî ùå íàðè÷àìå êîä íà íàðåäåíàòà äâîéêà
(x, y).

Àêî A è B ñà ìíîæåñòâà ñ A⊕B ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî

A⊕B = {2x | x ∈ A} ∪ {2x+ 1 | x ∈ B},

1.2. Òþðèíãîâà ñâîäèìîñò

Íåêà ξ è ψ ñà åäíîàðãóìåíòíè òîòàëíè ôóíêöèè â åñòåñòâåíè-
òå ÷èñëà. Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà ξ å òþðèíãîâî ñâîäèìà êúì
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ôóíêöèÿòà ψ, àêî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî e, òàêîâà ÷å ξ = ϕψe .
Òîâà ùå îçíà÷àâàìå ξ ≤T ψ.

Íåêà A,B ⊆ N. Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å òþðèíãîâî
ñâîäèìî êúì ìíîæåñòâîòî B, àêî χA ≤T χB. Òîâà ùå îçíà÷àâàìå
A ≤T B.

Êàçâàìå, ÷å äâå ìíîæåñòâà ñà òþðèíãîâî åêâèâàëåíòíè, êîãàòî
ñà òþðèíãîâî ñâîäèìè åäíî êúì äðóãî ò.å.

A ≡T B ⇐⇒ A ≤T B & B ≤T A.

Ùå îòáëåæèì åäíî ñâîéñòâî äàâàùî âðúçêàòà ìåæäó òþðèíãî-
âàòà ñâîäèìîñò è ðåêóðñèâíàòà íîìåðóåìîñò:

Íåêà A,B,C ⊆ N, A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â B è B ≤T C.
Òîãàâà A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â C.

Íåêà A ⊆ N, ñ A′T = KA ùå îçíà÷àâàìå òþðèíãîâèÿò ñêîê íà
ìíîæåñòâîòî A, êúäåòî

KA = {〈e, x〉 |!{e}A(x)}.
Ìîæåì äà äåôèíèðàìå n-òè òþðèíãîâ ñêîê íà ìíîæåñòâîòî A ÷ðåç
èòåðèðàíå íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ. Çà n-òèÿ ñêîê ùå èçïîëçâàìå

îçíà÷åíèåòî A
(n)
T .

Ñëåäâàùîòî ñâîéñòâî äàâà âðúçêàòà ìåæäó ðåêóðñèâíàòà íîìå-
ðóåìîñò â ìíîæåñòâî è òþðèíãîâàòà ñâîäèìîñò â ñêîêà ìó:
Íåêà A,B ⊆ N è A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â B, òîãàâà A ≤T B

′
T .

1.3. Íîìåðàöèîííà ñâîäèìîñò

Âñÿêî ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî Wa îïðåäåëÿ îïåðàòîð çà íî-
ìåðàöèîííà ñâîäèìîñò Wa : P(N) −→ P(N) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà X è Y ñà ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, òîãàâà:

X = Wa(Y ) ⇐⇒ (∀x)(x ∈ X ⇐⇒ (∃v)(〈x, v〉 ∈ Wa & Dv ⊆ Y )),

êúäåòî ñ Dv îçíà÷àâàìå êðàéíîòî ìíîæåñòâî ñ êàíîíè÷åí êîä v.
Çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A,B ⊆ N, êàçâàìå ÷å A å íîìåðàöèîí-

íî ñâîäèìî êúì B, àêî ñúùåñòâóâà ïîëóðàçðåøèìî ìíîæåñòâî W ,
òàêîâà ÷å A = W (B). Òîâà ùå îçíà÷àâàìå A ≤e B. Êàçâàìå, ÷å äâå
ìíîæåñòâà ñà íîìåðàöèîííî åêâèâàëåíòíè, êîãàòî ñà íîìåðàöèîííî
ñâîäèìè åäíî êúì äðóãî ò.å.

A ≡e B ⇐⇒ A ≤e B & B ≤e A.

Íåêà A ⊆ N. Ïîëàãàìå A+ = A ⊕ (N \ A). Ìíîæåñòâîòî A ùå
íàðè÷àìå òîòàëíî, àêî A ≡e A+.

Ùå îòáåëåæèì äâå ñâîéñòâà íà íîìåðàöèîííàòà ñâîäèìîñò:
Íåêà A,B ⊆ N:

(à) A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â B ⇐⇒ A ≤e B
+

Àêî B å òîòàëíî ìíîæåñòâî, òî A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî
â B ⇐⇒ A ≤e B.
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(á) A ≤T B ⇐⇒ A+ ≤e B
+

Àêî A è B ñà òîòàëíè ìíîæåñòâà, òî A ≤T B ⇐⇒ A ≤e B.

Íîìåðàöèîííèÿò ñêîê å äåôèíèðàí â [4]. Òóê ùå èçïîëçâàìå
åäíà íåãîâà m-åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ.

ÍåêàA å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ïîëàãàìå LA = {〈a, x〉 |
x ∈ Wa(A)}. Òîãàâà íîìåðàöèîííèÿò ñêîê íà ìíîæåñòâîòî A ùå
íàðè÷àìå ìíîæåñòîâîòî A′e = L+

A. Î÷åâèäíî çà âñÿêî A ⊆ N, íîìå-
ðàöèîííèÿò ñêîê A′e å òîòàëíî ìíîæåñòâî.

Â [2](Òâúðäåíèå 2.5.) å äîêàçàíî ñëåäíîòî ñâîéñòâî íà íîìåðà-
öèîííèÿ ñêîê, äàâàùî âðúçêàòà ìó ñ òþðèíãîâèÿ ñêîê íà òîòàëíè
ìíîæåñòâà:

Çà âñÿêî ìíîæåñòâî A ⊆ N, (A+)′e ≡e (A′T )+ ðàâíîìåðíî ñïðÿìî
ìíîæåñòâîòî A.

Èçïîëçâàéêè òîçè ðåçóëòàò ìîæå ëåñíî äà ñå âèäè, ÷å:
Àêî A ⊆ N å òîòàëíî ìíîæåñòâî, òî A′e ≡T A

′
T .

1.4. Íîìåðàöèè, îáåäèíåíèå íà ñòðóêòóðè

Â òàçè ÷àñò ùå ðàçãëåäàìå äåôèíèöèèòå çà íîìåðàöèÿ íà ìíî-
æåñòâî, ñòðóêòóðà, ðåäèöà îò ñòðóêòóðè è îáåäèíåíèå íà äâå ñòðóê-
òóðè.

Äåôèíèöèÿ 1.4.1. Íåêà A å èçáðîèìî ìíîæåñòâî. Íîìåðàöèÿ
íà A ùå íàðè÷àìå âñÿêà òîòàëíà ñþðåêòèâíà ôóíêöèÿ f : N −→
A.

Äåôèíèöèÿ 1.4.2. Íåêà A = (A;R1, . . . , Rs) å èçáðîèìà ñòðóê-
òóðà. Íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A ùå íàðè÷àìå âñÿêà íîìå-
ðàöèÿ íà óíèâåðñóìà A. Íåêà R ⊆ Aa, òîãàâà

f−1(R) = {〈x1, . . . , xa〉 | (f(x1), . . . , f(xa)) ∈ R}.
Ïîëàãàìå f−1(A) = f−1(R1)⊕ . . .⊕ f−1(Rs).

Çàáåëåæêà 1. Ðàçãëåæäàìå è íåèíåêòèâíè íîìåðàöèè íà ñòðóê-
òóðè çà äà ìîæåì ëåñíî äà îáåäèíèì âñè÷êè èçïîëçâàíè ðåçóëòà-
òè. Íàïðèìåð ÷àñòòà îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 15 îò
[1], êîÿòî ùå ïðåäñòàâèì è äîïúëíèì, å ôîðìóëèðàíà çà ïðîèç-
âîëíè íîìåðàöèè.

Äåôèíèöèÿ 1.4.3. Íåêà A = (A;R1, . . . , Rs) å èçáðîèìà ñòðóê-
òóðà. Ùå íàðè÷àìå ñòðóêòóðàòà A òîòàëíà, àêî çà âñåêè ïðåäè-
êàò Ri ⊆ Ak ñúùåñòâóâà ïðåäèêàò Rj, òàêúâ ÷å Ri = Ak \Rj.

Çàáåëåæêà 2. Íåêà A å òîòàëíà ñòðóêòóðà è f å íåéíà íî-
ìåðàöèÿ. Òîãàâà f−1(A) å òîòàëíî ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1.4.4. Íåêà ~A = {Ai}i∈ω å ðåäèöà îò ñòðóêòóðè,

Ai å óíèâåðñóì íà Ai è A =
⋃
i∈ω Ai. Íîìåðàöèÿ íà ðåäèöàòà ~A

íàðè÷àìå âñÿêà íîìåðàöèÿ íà ìíîæåñòâîòî A.
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Íåêa X å ìíîæåñòâî è f è g ñà íîìåðàöèè, êîèòî ñà äåôè-
íèðàíè ïîíå âúðõó X. ×åñòî ùå ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâà îò âèäà
E = {〈x, y〉 | f(x) = g(y) ∈ X}, çàòîâà âúâåæäàìå ñëåäíîòî îçíà÷å-
íèå çà E: Ef,g

X .
Åäíî ñâîéñòâî íà òåçè ìíîæåñòâà, êîåòî ÷åñòî ùå èçïîëçâàìå,

å:

Ñâîéñòâî 1.4.5. Íåêà A ⊆ N, f , h è g ñà íîìåðàöèè. Íåêà
Ef,g
X è Eg,h

Y ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìè â A. Ñëåäîâàòåëíî Ef,h
X∩Y å

ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â A.

Äîêàçàòåëñòâî: Çà ìíîæåñòâîòî Ef,h
X∩Y èìàìå ñëåäíàòà åê-

âèâàëåíòíîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,h
X∩Y ⇐⇒ (∃z ∈ N)(〈x, z〉 ∈ Ef,g

X & 〈z, y〉 ∈ Eg,h
Y )

Ñëåäîâàòåëíî Ef,h
X∩Y å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â A. �

Ëåìà 1.4.6. Íåêà A = (A;R1, ..., Rs,=) å èçáðîèìà ñòðóêòóðà,.
Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà A, ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ g
íà A ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) g−1(A) ≤T f
−1(A)

(2) Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A).

Äîêàçàòåëñòâî: Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ m : N −→ N ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

m(0) = 0
m(i+ 1) = µz[(∀k ≤ i)(〈m(k), z〉 /∈ f−1(=A))].

Î÷åâèäíî m ≤T f−1(A). Ïîëàãàìå g = λx.f(m(x)) è ñëåäîâàòåëíî
g å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà A.

Çà âñåêè ïðåäèêàò Ri ⊆ Ak å èçïúëíåíî:

〈x1, . . . , xk〉 ∈ g−1(Ri) ⇐⇒ 〈m(x1), . . . ,m(xk)〉 ∈ f−1(Ri).

Ñëåäîâàòåëíî g−1(Ri) ≤T f
−1(A).

Ïúðâîîáðàçúò íà ðàâåíñòâîòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì òàêà:

g−1(=A) = {〈x, x〉 | x ∈ N},
çàùîòî g å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî g−1(A) ≤T f
−1(A).

Ïîñòðîåíèåòî íà ôóíêöèÿòà m íè äàâà ñëåäíàòà åêâèâàëåíò-
íîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,g
A ⇐⇒ f(x) = g(y) ∈ A ⇐⇒ (∃z)(z = m(y) &

〈z, x〉 ∈ f−1(=A)).

Ñëåäîâàòåëíî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A). �

Ùå çàâúðøèì òàçè ÷àñò ñ äåôèíèöèÿ íà îïåðàöèÿòà îáåäèíåíèå
íà äâå ñòðóêòóðè è åäíî íåéíî ñâîéñòâî. Íåêà A = (A;R1, . . . , Rs,=)
è B = (B;P1, . . . , Pt,=) ñà èçáðîèìè ñòðóêòóðè â åçèöèòå L1 è L2.
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Ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å L1 ∩ L2 = {=} è A ∩ B = ∅. Íåêà L = L1 ∪
L2 ∪ {A,B}, êúäåòî A è B ñà óíàðíè ïðåäèêàòè.

Äåôèíèöèÿ 1.4.7. Îáåäèíåíèå íà ñòðóêòóðèòå A è B ùå íà-
ðè÷àìå A ⊕ B = (A ∪ B;R1, . . . , Rs, P1, . . . , Pt, A,B,=) â åçèêà L,
êúäåòî

(à) Ïðåäèêàòúò A å âåðåí ñàìî âúðõó åëåìåíòèòå íà ìíîæåñ-
òâîòî A è ñúîòâåòíî B å âåðåí ñàìî âúðõó åëåìåíòèòå íà B;

(á) Ïðåäèêàòèòå Ri ñà äåôèíèðàíè âúðõó A êàêòî â ñòðóêòó-
ðàòà A è ñà íåâåðíè çà âñè÷êè åëåìåíòè èçâúí A. Àíàëîãè÷íî çà
ïðåäèêàòèòå Pj.

Ëåìà 1.4.8. Íåêà A = (A;R1, ..., Rs,=) è B = (B;P1, ..., Pt,=)
ñà èçáðîèìè ñòðóêòóðè, òàêèâà ÷å A∩B = ∅. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ
f íà A⊕B, ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ g íà A ñúñ ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:

(1) g−1(A) ≤T f
−1(A⊕B)

(2) Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A⊕B).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïî äåôèíèöèÿ â ñòðóêòóðàòà A⊕B èìàìå
ïðåäèêàò çà óíèâåðñóìà A. Ñëåäîâàòåëíî f−1(A) ≤T f−1(A ⊕ B).
Íåêà x0 ∈ f−1(A). Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ m : N −→ f−1(A) ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

m(0) = x0

m(i+ 1) = (µz ∈ f−1(A))[(∀k ≤ i)(〈m(k), z〉 /∈ f−1(=A⊕B))].

Î÷åâèäíî m ≤T f−1(A ⊕B). Ïîëàãàìå g = λx.f(m(x)) è ñëåäîâà-
òåëíî g å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà A.

Çà âñåêè ïðåäèêàò Ri ⊆ Ak å èçïúëíåíî:

〈x1, . . . , xk〉 ∈ g−1(Ri) ⇐⇒ 〈m(x1), . . . ,m(xk)〉 ∈ f−1(Ri).

Ñëåäîâàòåëíî g−1(Ri) ≤T f
−1(A⊕B).

Ïúðâîîáðàçúò íà ðàâåíñòâîòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì òàêà:

g−1(=A) = {〈x, x〉 | x ∈ N},

çàùîòî g å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ.
Ñëåäîâàòåëíî g−1(A) ≤T f

−1(A⊕B).
Ïîñòðîåíèåòî íà ôóíêöèÿòà m íè äàâà ñëåäíàòà åêâèâàëåíò-

íîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,g
A ⇐⇒ f(x) = g(y) ∈ A ⇐⇒ (∃z)(z = m(y) &

〈z, x〉 ∈ f−1(=A⊕B)).

Ñëåäîâàòåëíî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A⊕B). �

Çàáåëåæêà 3. Íåêà ñòðóêòóðèòå A = (A;R1, . . . , Rs,=) è
B = (B;P1, . . . , Pt,=) ñà èçáðîèìè, A ∩ B = ∅ è f å íîìåðàöèÿ íà
ñòðóêòóðàòà A⊕B. Òîãàâà f−1(A⊕B) = f−1(R1)⊕ . . .⊕f−1(Rs)⊕
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f−1(P1)⊕. . .⊕f−1(Pt)⊕f−1(A)⊕f−1(B). Çà ñúêðàùåíèå òîâà ùå çà-
ïèñâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: f−1(A⊕B) = f−1(A)⊕f−1(B)⊕f−1(A)⊕
f−1(B).



Ãëàâà 2

Ñêîê íà ñòðóêòóðà, Ìàðêåðîâè è êîíñåðâàòèâíè

ðàçøèðåíèÿ

Â òàçè ãëàâà ùå âúâåäåì îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è ðåçóëòàòè íóæíè
çà îñòàíàëàòà ÷àñò îò èçëîæåíèåòî.

2.1. Ñêîê íà ñòðóêòóðà

Ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ñêîê íà ñòðóêòóðà ñëåäâàéêè èçëîæåíè-
åòî â [1].

2.1.1. Ìîñêîâàêèñîâî ðàçøèðåíèå íà ñòðóêòóðà A. Ïúð-
âî ñëåäâàéêè [5] âúâåæäàìå Ìîñêîâàêèñîâî ðàçøèðåíèå íà ñòðóê-
òóðà.

Íåêà A = (A;R1, . . . , Rs) å èçáðîèìà ñòðóêòóðà è íåêà ðàâåíñò-
âîòî å èçìåæäó ïðåäèêàòèòå R1, . . . , Rs.

Íåêà 0 å îáåêò, êîéòî íå ïðèíäëåæè íà A, è Π å îïåðàöèÿ çà
íàðåäåíè äâîéêè, èçáðàíà òàêà, ÷å íèòî 0, íèòî êîéòî è äà å åëå-
ìåíò íà A å íàðåäåíà äâîéêà. Íåêà A∗ å íàé-ìàëêîòî ìíîæåñòâî
ñúäúðæàùî âñè÷êè åëåìåíòè íà A0 = A ∪ {0} è çàòâîðåíî îòíîñíî
îïåðàöèÿòà Π.

Íà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúïîñòàâÿìå åëåìåíòà n∗ îò A∗ ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

0∗ = 0;
(n+ 1)∗ = Π(0, n∗).

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè åëåìåíòè n∗ ùå îòáåëÿçâàìå ñ N∗.
Íåêà L è R ñà ôóíêöèè äåôèíèðàíè íàä A∗ è èçïúëíÿâàùè

ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

L(0) = R(0) = 0;
(∀t ∈ A)(L(t) = R(t) = 1∗);
(∀s, t ∈ A∗)(L(Π(s, t)) = s & R(Π(s, t)) = t).

Îïåðàöèÿòà Π íè ïîçâîëÿâà äà êîäèðàìå êðàéíè ðåäèöè ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà Π1(t1) = t1 è
Πn+1(t1, t2, . . . , tn+1) = Π(t1,Πn(t2, . . . , tn+1))
çà âñÿêî t1, t2, . . . , tn+1 ∈ A∗.
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Çà âñåêè ïðåäèêàò Ri íà ñòðóêòóðàòà A äåôèíèðàìå ñúîòâåòñòâàù
ïðåäèêàò R∗i òàêúâ, ÷å R

∗
i ⊆ A∗ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

R∗i (t) ⇐⇒ (∃a1 ∈ A) . . . (∃ari ∈ A)(t = Πri(a1, . . . , ari) &
Ri(a1, . . . , ari)).

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Ìîñêîâàêèñîâî ðàçøèðåíèå íà ñòðóêòóðà-
òà A ùå íàðè÷àìå ñòðóêòóðàòà

A∗ = (A∗;A0, R
∗
1, . . . , R

∗
s, GΠ, GL, GR,=),

êúäåòî GΠ, GL è GR ñà ñúîòâåòíî ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå Π, L
è R.

Çàáåëåæêà 4. Çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A è B, òàêèâà ÷å
A ⊆ B, ùå ñìÿòàìå, ÷å A∗ ⊆ B∗. Òîâà å âúçìîæíî, ïîíåæå ìî-
æåì äà èçïîëçâàìå èçáðàíèòå çà B, 0 è Π, è çà ïîëó÷àâàíåòî íà
ìíîæåñòâîòî A∗.

Â [1] å äîêàçàíà ñëåäíàòà ëåìà(Ëåìà 7.):

Ëåìà 2.1.2. Íåêà f å íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà A. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f ∗ íà ñòðóêòóðàòà A∗ òàêàâà, ÷å:

(f ∗)−1(A∗) ≡T f
−1(A).

Òúé êàòî ùå èçïîëçâàìå íîìåðàöèÿòà f ∗ â ïîñëåäñòâèå, ùå ïðåä-
ñòàâèì òàçè ÷àñò îò äîêàçàòåëñòâîòî:

Ôóíêöèÿòà J(x, y) = 2x+1.(2y + 1) å åôåêòèâíî êîäèðàíå íà íà-
ðåäåíèòå äâîéêè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ïî èíäóêöèÿ äåôèíèðàìå:

J1(x1) = x1

Jn+1(x1, x2, . . . , xn+1) = J(x1, Jn(x2, . . . , xn+1))
çà âñè÷êè x1, x2, . . . , xn+1 ∈ N

Íåêà l è r ñà èç÷èñëèìè ôóíêöèè èçïúëíÿâàùè ñëåäíèòå óñëî-
âèÿ:

l(0) = r(0) = 0,
l(2x+ 1) = r(2x+ 1) = 2 = J(0, 0),
l(J(x, y)) = x & r(J(x, y)) = y.

Äåôèíèðàìå f ∗ èíäóêòèâíî:

f ∗(0) = 0∗,
f ∗(2x+ 1) = f(x),
f ∗(J(x, y)) = Π(f ∗(x), f ∗(y)).

Çàáåëåæêà 5. Àêî f å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà A, òî f ∗ å
èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà A∗.
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2.1.2. Àíàëîã íà ìíîæåñòâîòî íà Êëèíè K çà ñòðóêòó-
ðè. Íåêà f å íîìåðàöèÿ íà èçáðîèìà ñòðóêòóðà A è íåêà e è x
ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äåôèíèðàìå ìîäåëèðàùà ðåëàöèÿ ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

f |= Fe(x) ⇐⇒ x ∈ W f−1(A)
e .

f |= ¬Fe(x) ⇐⇒ f 6|= Fe(x).

Êðàéíè ôóíêöèè, êîèòî èìàò çà äåôèíèöèîííà îáëàñò ïîäìíî-
æåñòâî íà N è çà ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè ïîäìíîæåñòâî íà A, ùå
íàðè÷àìå êðàéíè ÷àñòè. Ñ ìîäåëèðàùàòà ðåëàöèÿ "|="ùå ñâúðæåì
ôîðñèíã ñ óñëîâèÿ âñè÷êè êðàéíè ÷àñòè ïîäðåäåíè ïî ñòàíäàðòåí
íà÷èí. Êðàéíèòå ÷àñòè ùå îòáåëÿçâàìå ñ áóêâèòå δ, τ, ρ.

Íåêà δ å êðàéíà ÷àñò è R ⊆ An å ïðåäèêàò îò ñòðóêòóðàòà
A. Òîãàâà ñ δ−1(R) ùå îòáåëÿçâàìå êðàéíàòà ôóíêöèÿ, ïðèåìàùà
ñòîéíîñòè â ìíîæåñòâîòî {0, 1}, òàêàâà ÷å:

δ−1(R)(u) ' 1 ⇐⇒ (∃x1, . . . xn ∈ dom(δ))(u = 〈x1, . . . , xn〉 &
(δ(x1), . . . , δ(xn)) ∈ R) è
δ−1(R)(u) ' 0 ⇐⇒ (∃x1, . . . xn ∈ dom(δ))(u = 〈x1, . . . , xn〉 &
(δ(x1), . . . , δ(xn)) /∈ R).

δ−1(A) ùå èçïîëçâàìå çà äà îçíà÷àâàìå êðàéíàòà ôóíêöèÿ
δ−1(R1)⊕ . . .⊕ δ−1(Rs).

Íåêà δ å êðàéíà ÷àñò è e ∈ N, òîãàâà ñ W δ
e ùå îçíà÷àâàìå ìíî-

æåñòâîòî îò âñè÷êè x, òàêèâà ÷å èç÷èñëåíèåòî {e}δ(x) çàâúðøâà
óñïåøíî. Ùå ïðèåìàìå, ÷å àêî ïî âðåìå íà èç÷èñëåíèåòî îðàêó-
ëúò δ å èçâèêàí ñ àðãóìåíò èçâúí äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò, òî
èç÷èñëåíèåòî çàâúðøâà íåóñïåøíî.

Äåôèíèöèÿ 2.1.3. Çà âñè÷êè e, x ∈ N è çà âñÿêà êðàéíà ÷àñò
δ, äåôèíèðàìå ôîðñèðàùàòà ðåëàöèÿ δ 
 Fe(x) è δ 
 ¬Fe(x) ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

δ 
 Fe(x) ⇐⇒ x ∈ W δ−1(A)
e

δ 
 ¬Fe(x) ⇐⇒ (∀τ ⊇ δ)(τ 6
 Fe(x)).

Ëåñíî ìîãàò äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà íà ôîðñèíãà:

(F1) δ 
 (¬)Fe(x) & δ ⊆ τ ⇒ τ 
 (¬)Fe(x).
(F2) Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A,

f |= Fe(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ f)(τ 
 Fe(x)).

Íà âñÿêà êðàéíà ÷àñò τ 6= ∅, òàêàâà ÷å dom(τ) = {x1, . . . , xn} è
τ(x1) = s1, . . . , τ(xn) = sn, ñúïîñòàâÿìå åëåìåíòà τ

∗ = Πn(Π(x∗1, s1),
. . . ,Π(x∗n, sn)) îò A∗. Íåêà τ ∗ = 0 àêî τ = ∅.

Äåôèíèðàìå

KA = {Π3(δ∗, e∗, x∗) | (∃τ ⊇ δ)(τ 
 Fe(x)) & e∗, x∗ ∈ N∗}.
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Äåôèíèöèÿ 2.1.4. Íåêà A = (A;R1, . . . , Rs,=) å èçáðîèìà ñòðóê-
òóðà. Òîãàâà ñòðóêòóðàòà

A′ = (A∗, A0, R
∗
1, . . . , R

∗
s, GΠ, GL, GR,=, KA)

ùå íàðè÷àìå ñêîê íà ñòðóêòóðàòà A.

Âå÷å ìîæåì äà äåôèíèðàìå è åäèí îñíîâåí îáåêò, îò êîéòî ùå
ñå èíòåðåñóâàìå:

Äåôèíèöèÿ 2.1.5. Íåêà ~A = {Ai}i∈ω å ðåäèöà îò ñòðóêòóðè.

Òîãàâà n-òè ïîëèíîì íà ðåäèöàòà ~A ùå íàðè÷àìå ñòðóêòóðàòà
Pn(~A), äåôèíèðàíà èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(1) P0(~A) = A0

(2) Pn+1(~A) = (Pn(~A))′ ⊕ An+1

Çàáåëåæêà 6. Çà äà óäîâîëåòâîðèì óñëîâèÿòà íà äåôèíèöèÿ-
òà çà îáåäèíåíèå íà ñòðóêòóðè, ÷å óíèâåðñóìèòå ñà íåïðåñè÷àùè
ñå ìíîæåñòâà, ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ðåäèöè ~A = {Ai}i∈ω, òàêèâà
÷å ñòðóêòóðàòà Ai å ñ óíèâåðñóì Ai, è å èçïúëíåíî óñëîâèå çà óíè-
âåðñóìèòå (∀i)(∀j)(i 6= j ⇒ Ai∩Aj = ∅). Çà òàêèâà ðåäèöè ìîæåì
äà èñêàìå, çà âñÿêî n ∈ N, â Ìîñêîâàêèñîâîòî ðàçøèðåíèå íà Pn

ìíîæåñòâîòî |Pn|∗ äà áúäå äåôèíèðàíî, òàêà ÷å |Pn|∗∩|An+1| = ∅.
2.1.3. Âðúçêè ìåæäó íîìåðàöèè íà ñòðóêòóðà è íîìå-

ðàöèè íà íåéíèÿ ñêîê.

Äåôèíèöèÿ 2.1.6. Íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðà A íàðè÷àìå ãå-
íåðè÷íà, àêî çà âñåêè e, x ∈ N:

(∃τ ⊆ f)(τ 
 Fe(x) ∨ τ 
 ¬Fe(x)).

Ñëåäâàùèòå äâå ëåìè ùå äîêàæåì, ñëåäâàéêè äîêàçàòåëñòâàòà â
[1](Òâúðäåíèå 13 è Òâúðäåíèå 15), êàòî ùå ïðîïóñíåì ÷àñòèòå, êî-
èòî íå íè èíòåðåñóâàò, è ùå äîïúëíèì ðåçóëòèòå ñúñ ñúùåñòâóâàíå
íà ñúîòâåòíè ìíîæåñòâà E.

Ëåìà 2.1.7. Íåêà A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà ñ óíèâåðñóì A. Çà
âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íî-
ìåðàöèÿ g íà A′, òàêàâà ÷å:

(1) g−1(A′) ≤T (f−1(A))′T
(2) Ef,g

A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (f−1(A))′T

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Ëåìà 1.4.6 ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìå-
ðàöèÿ h íà ñòðóêòóðàòà A òàêàâà, ÷å

h−1(A) ≤T f
−1(A)

Ef,h
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A).

Ïîíåæå íîìåðàöèÿòà h å èíåêòèâíà, òî è h∗ å èíåêòèâíà.
Ìíîæåñòâîòî N∗ äåôèíèðàõìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: N∗ = {x∗ :

x ∈ N}. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x ïîëàãàìå x# = (h∗)−1(x∗)
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è íåêà N# = {x# | x ∈ N} = (h∗)−1(N∗). ßñíî å, ÷å 0# = 0 è
(x + 1)# = J(0, x#), îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å N# å èç÷èñëèìî ìíîæåñ-
òâî. Ñúùåñòâóâàò èç÷èñëèìè ôóíêöèè n1 è n2 òàêèâà, ÷å çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî x, n1(x#) = x è n2(x) = x#.

Ñ ∆ ùå îòáåëÿçâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè êðàéíè ÷àñòè â
A. Çà âñÿêà êðàéíà ÷àñò τ , ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí åëåìåíò τ ∗ íà
ìíîæåñòâîòî A∗ è åäèíñòâåíî ÷èñëî τ# = (h∗)−1(τ ∗).

Íåêà ∆∗ = {τ ∗ | τ ∈ ∆} è ∆# = {τ# | τ ∈ ∆} = (h∗)−1(∆∗).
Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å τ# ïðèíàäëåæè íà ∆# òîãàâà è

ñàìî òîãàâà êîãàòî τ# = 0 èëè çà íÿêîå n ≥ 1 ñúùåñòâóâàò n
ðàçëè÷íè åëåìåíòà x#

1 , . . . , x
#
n íà N# è n íå÷åòíè ÷èñëà y1, . . . , yn,

òàêèâà ÷å

τ# = Jn(J(x#
1 , y1), . . . , J(x#

n , yn)).

Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî ∆# ñúùî å èç÷èñëèìî.
Íåêà τ# = Jn(J(x#

1 , y1), . . . , J(x#
n , yn)) ∈ ∆#, òîãàâà

dom(τ#) = {x#
1 , . . . , x

#
n }

è çà âñÿêî x#
i ∈ dom(τ#), ïîëàãàìå τ#(x#

i ) ' yi.
Ùå ïðèåìàìå, ÷å dom(τ#) = ∅ òî÷íî êîãàòî τ# = 0.
Çàáåëÿçâàìå, ÷å dom(τ#) = {x# | x ∈ dom(τ)} è çà âñÿêî

x ∈ dom(τ), h∗(τ#(x#)) ' h(τ#(x#)/2) ' τ(x).
Íåêà R å ïîäìíîæåñòâî íà An è τ# ∈ ∆#, ïîëàãàìå (τ#)−1(R) =

τ−1(R). Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå äâå åêâèâàëåíòíîñòè

(τ#)−1(R)(u) ' 1 ⇐⇒ (∃x#
1 , . . . , x

#
n ∈ dom(τ#))(u = 〈x1, . . . , xn〉 &

〈τ#(x#
1 )/2, . . . , τ#(x#

n )/2〉 ∈ h−1(R))

è

(τ#)−1(R)(u) ' 0 ⇐⇒ (∃x#
1 , . . . , x

#
n ∈ dom(τ#))(u = 〈x1, . . . , xn〉 &

〈τ#(x#
1 )/2, . . . , τ#(x#

n )/2〉 6∈ h−1(R)).

Ïîëàãàìå (τ#)−1(A) = τ−1(A). Òîãàâà

(τ#)−1(A) = (τ#)−1(R1)⊕ · · · ⊕ (τ#)−1(Rs).

Îò ãîðíèòå äâå åêâèâàëåíòíîñòè ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà
ôóíêöèÿ ρ, òàêàâà ÷å çà âñÿêî τ ∈ ∆, τ−1(A) = {ρ(τ#)}h−1(A).

Ñúùî òàêà ñúùåñòâóâà èç÷èñëèì ïðåäèêàò P , òàêúâ ÷å çà âñÿêî
τ, δ ∈ ∆, P (τ#, δ#) ' 1 ⇐⇒ τ ⊆ δ.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

(h∗)−1(KA) = {J3(δ#, e#, x#) : (∃τ ∈ ∆)(δ ⊆ τ & τ 
 Fe(x))} =

{J3(δ#, e#, x#) : (∃τ# ∈ ∆#)(P (δ#, τ#) ' 1 & x ∈ W {ρ(τ#)}h−1(A)

e )}.
Ñëåäîâàòåëíî (h∗)−1(KA) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â h−1(A), à îò
òîâà äèðåêòíî ñëåäâà, ÷å (h∗)−1(KA) ≤T (h−1(A))′T .
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Ïîëàãàìå òúðñåíàòà íîìåðàöèÿ g äà áúäå íîìåðàöèÿòà h∗. Òî-
ãàâà g−1(A′) ≤T (h−1(A))′T ≤T (f−1(A))′T .

Î÷åâèäíî Eh,g
A = {〈x, 2x+ 1〉 | x ∈ N} å ðàçðåøèìî.

Ìíîæåñòâîòî Ef,g
A ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

〈x, y〉 ∈ Ef,g
A ⇐⇒ (∃z)(〈x, z〉 ∈ Ef,h

A & 〈z, y〉 ∈ Eh,g
A ).

Ìíîæåñòâîòî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A) è ñëåäîâà-

òåëíî å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (f−1(A))′T . �

Ëåìà 2.1.8. Íåêà A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà ñ óíèâåðñóì A. Çà
âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà A′ ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ g
íà A, òàêàâà ÷å:

(1) (g−1(A))′T ≤T f
−1(A′)

(2) Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A′).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Ëåìà 1.4.6 çíàåì, ÷å çà f ñúùåñòâóâà
èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ h íà ñòðóêòóðàòà A′, òàêàâà ÷å:

h−1(A′) ≤T f
−1(A′)

Ef,h
A∗ å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A′).

Ïîëàãàìå h−1(A) = A# è h−1(KA) = K#. Î÷åâèäíî ìíîæåñòâàòà
A# è K# ñà èç÷èñëèìè â h−1(A′).

Äåôèíèðàìå èç÷èñëèìàòà â h−1(A′) ôóíêöèÿ J ïî ñëåäíèÿ íà-
÷èí: J(x, y) = h−1(Π(f(x), f(y))). Î÷åâèäíî ñúùåñòâóâàò èç÷èñëè-
ìè â h−1(A′) ôóíêöèè l è r, òàêèâà ÷å çà âñåêè x, y ∈ N:

l(J(x, y)) = x è r(J(x, y)) = y.

Ïîëàãàìå J1(x1) = x1 è Jn+1(x1, ..., xn+1) = J(x1, Jn(x2, ..., xn+1)).
Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x ðàçãëåæäàìå åëåìåíòà x∗ íà A∗ è ïî-
ëàãàìå x# = h−1(x∗). Íåêà N# = {x# | x ∈ N}. Òîãàâà N# å èç÷èñ-
ëèìî â h−1(A′) è ñúùåñòâóâàò èç÷èñëèìè â h−1(A′) ôóíêöèè n1 è
n2 òàêèâà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x, n1(x#) = x è n2(x) = x#.

Íåêà t å ÷àñòè÷íà íîìåðàöèÿ íà N â A, ñ t# ùå îçíà÷àâàìå
åäèíñòâåíàòà ÷àñòè÷íà íîìåðàöèÿ íà N# â A# óäîâîëåòâîðÿâàùà
çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà x ðàâåíñòâîòî:

t#(x#) ' h−1(t(x)).

Çà âñåêè äâå ÷àñòè÷íè íîìåðàöèè t1 è t2 íà N â A å èçïúëíåíî, ÷å:

t1 ⊆ t2 ⇐⇒ t#1 ⊆ t#2 .

Çà âñè÷êè êðàéíè ÷àñòè τ ïîëàãàìå τ# = f−1(τ ∗). Ñ ∆ ùå îç-
íà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè êðàéíè ÷àñòè è íåêà ∆# = {τ# |
τ ∈ ∆}. Òîãàâà ∆# å èç÷èñëèìî â h−1(A′).

Êàêòî â ïðåäèøíàòà ëåìà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ñúùåñòâóâà
èç÷èñëèìà â h−1(A′) ôóíêöèÿ ρ, òàêàâà ÷å çà âñÿêî τ ∈ ∆, τ−1(A) =

{ρ(τ#)}h−1(A).
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Ùå ïîñòðîèì íîìåðàöèÿòà g êàòî ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ, òàêà ÷å
g# äà å èç÷èñëèìà â h−1(A′).

Íîìåðàöèÿòà ùå ñòðîèì íà ñòúïêè. Íà âñÿêà ñòúïêà ùå äåôè-
íèðàìå êðàéíàòà ÷àñò τs, òàêà ÷å τs ⊆ τs+1 è ùå ïîëîæèì g = ∪sτs.

Îò êîíñòðóêöèÿòà ùå ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà λs.τ
#
s å èç÷èñëèìà

â h−1(A′) è ñëåäîâàòåëíî è íîìåðàöèÿòà g# ñúùî å èç÷èñëèìà â
h−1(A′).

Ùå ðàçãëåæäàìå äâà âèäà ñòúïêè. Íà ñòúïêèòå s = 2r ùå îñè-
ãóðÿâàìå, ÷å íîìåðàöèÿòà g å òîòàëíà è ñþðåêòèâíà. Íà ñòúïêèòå
s = 2r + 1 ùå îñèãóðÿâàìå, ÷å g å ãåíåðè÷íà íîìåðàöèÿ.

Ïîëàãàìå τ0 = ∅. Íåêà âå÷å ñìå äåôèíèðàëè τs.
(à) Ñëó÷àé s = 2r. Íåêà x å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêî-

âà ÷å x ∈ N#, êîåòî íå ïðèíàäëåæè íà dom(τs) è íåêà y å íàé-ìàëêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å y ∈ A#, êîåòî íå ïðèíàäëåæè íà ìíî-
æåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà τs. Ïîëàãàìå τs+1(x) = y è τs+1(z) ' τs(z)
çà âñÿêî z 6= x.

(á) Ñëó÷àé s = 2〈e, x〉 + 1. Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî X〈e,x〉 =
{δ | δ 
 Fe(x)}. Ïðîâåðÿâàìå äàëè èìà êðàéíà ÷àñò δ ∈ X〈e,x〉,
êîÿòî ðàçøèðÿâà τs. Òîâà å åêâèâàëåíòíî íà J3(τ#, e#, x#) ∈ K#.
Àêî îòãîâîðúò å îòðèöàòåëåí, òî τs 
 ¬Fe(x). Ïîëàãàìå τs+1 = τs.
Ïðè ïîëîæèòåëåí îòãîâîð òðÿáâà äà íàìåðèì δ#, òàêîâà ÷å τ#

s ⊆ δ#

è

x ∈ W {ρ(δ#)}h−1(A′)

e .

Òîâà ìîæåì äà íàïðàâèì åôåêòèâíî â h−1(A′) êàòî íîìåðèðàìå
âñè÷êè íàðåäåíè òðîéêè (δ#, s1, s2), êúäåòî τ#

s ⊆ δ# è s1, s2 ∈ N, è
ïðîâåðÿâàìå äàëè:

x ∈ W {ρ(δ#)}h
−1(A′)

s2
e,s1 .

Ïîëàãàìå τs+1 = δ.
Êðàé íà êîíñòðóêöèÿòà
Ïîëàãàìå g = ∪sτs. Îò ãåíåðè÷íîñòòà íà g ñëåäâà:

x ∈ (g−1(A))′T ⇐⇒ g |= Fx(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ g)(τ 
 Fx(x)) ⇐⇒
(∃τ# ⊆ g#)(x ∈ W {ρ(τ#)}h−1(A′)

e ).

è

x ∈ N \ (g−1(A))′T ⇐⇒ g |= ¬Fx(x) ⇐⇒ (∃τ ⊆ g)(τ 
 ¬Fx(x)) ⇐⇒
(∃τ# ⊆ g#)(J3(τ#, e#, x#) /∈ K#).

Ïîíåæå g# å èç÷èñëèìà â h−1(A′), òî (g−1(A))′T è N \ (g−1(A))′T
ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â h−1(A′) è ñëåäîâàòåëíî (g−1(A))′T ≤T

h−1(A′).
Ðàçãëåæäàìå ñâîéñòâîòî íà íîìåðàöèÿòà g#, ÷å çà âñè÷êè åñ-

òåñòâåíè ÷èñëà z èìàìå ðàâåíñòâîòî:

g#(z#) ' h−1(g(z)).
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×ðåç íåãî ìîæåì äà èç÷èñëèì ìíîæåñòâîòî Eh,g
A ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

〈x, y〉 ∈ Eh,g
A ⇐⇒ h(x) = g(y) ⇐⇒ g#(y#) = x.

Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî Eh,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â h−1(A′).

Ìíîæåñòâîòî Ef,g
A ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

〈x, y〉 ∈ Ef,g
A ⇐⇒ (∃z)(〈x, z〉 ∈ Ef,h

A & 〈z, y〉 ∈ Eh,g
A ).

Î÷åâèäíî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(A′). �

Ñëåäñòâèå 2.1.9. Çà âñÿêî n ∈ N è âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà M(n)

ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ fn íà M, òàêàâà ÷å:

(1) (f−1
n (M))

(n)
T ≤T f

−1(M(n))

(2) Ef,fn
|M| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n)).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ
ïî n.

Çà ñëó÷àÿ n = 0 èìàìå, ÷å M(0) = M.
Íåêà f å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà M. Òîãàâà çà íåÿ îò Ëå-

ìà 1.4.6 èìàìå íîìåðàöèÿ f0 èçïúëíÿâàùà èñêàíèòå óñëîâèÿ.
Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n ∈ N.
Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n+ 1. Îò äåôèíèöèÿòà

íà ñêîê íà ñòðóêòóðà èìàìå, ÷å M(n+1) = (M(n))′. Íåêà f å ïðîèç-
âîëíà íîìåðàöèÿ íà (M(n))′. Òîãàâà çà íåÿ îò Ëåìà 2.1.8 ñúùåñòâóâà
íîìåðàöèÿ f1, òàêàâà ÷å:

(f−1
1 (M(n)))′T ≤T f

−1((M(n))′)

Ef,f1
|M(n)| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f

−1((M(n))′).

Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà f1 ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ fn
íà M, òàêàâà ÷å

(f−1
n (M))

(n)
T ≤T f

−1
1 (M(n))

Ef1,fn
|M| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1

1 (M(n)).

Ïîëàãàìå fn+1 = fn.

Ñëåäîâàòåëíî ((f−1
n+1(M))

(n)
T )′T ≤T (f−1

1 (M(n)))′T ≤T f−1((M(n))′)

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å (f−1
n+1(M))

(n+1)
T ≤T f

−1(M(n+1)).

Ïîíåæå |M |⊆|M(n) | è Ef,f1
|M(n)| è E

f1,fn
|M| ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìè

â f−1(M(n+1)), òî E
f,fn+1

|M| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)). �

2.2. Êîíñåðâàòèâíè ðàçøèðåíèÿ

Â òàçè ÷àñò ùå âúâåäåì Σn îïðåäåëèìîñò â ñòðóêòóðà, ïîíÿòè-
åòî êîíñåðâàòèâíî ðàçøèðåíèå è âðúçêàòà ìåæäó äâåòå. Ùå ïðå-
âåæäàìå àíãëèéñêèÿò òåðìèí "relatively intrinsically êàòî "îòíîñíî
ñúùíîñòòà ñè".
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2.2.1. Σn îïðåäåëèìè ìíîæåñòâà â A è îòíîñíî ñúùíîñò-
òà ñè Σn ìíîæåñòâà â A. Áåçêðàéíèòå èç÷èñëèìè ôîðìóëè ñà âú-
âåäåíè îò Àø [6]. Íàé-îáùî êàçàíî, áåçêðàéíèòå èç÷èñëèìè ôîðìó-
ëè ñà áåçêðàéíè ôîðìóëè ñ êîíþíêöèè è äèçþíêöèè íà ðåêóðñèâíî
íîìåðóåìè ìíîæåñòâà îò ôîðìóëè. Ùå äàäåì íåôîðìàëíà äåôèíè-
öèÿ íà ìíîæåñòâîòî îò èç÷èñëèìè áåçêðàéíè Σn ôîðìóëè â åçèêà
íà ñòðóêòóðà A, êîèòî ùå îçíà÷àâàìå Σc

n.

• Σc
0 è Πc

0 ôîðìóëèòå ñà êðàéíèòå áåçêâàíòîðíè ôîðìóëè.
• Íåêà n > 0.

(à) Σc
n ôîðìóëà ϕ(x̄) å äèçþíêöèÿ íà ðåêóðñèâíî íîìå-

ðóåìî ìíîæåñòâî îò ôîðìóëè, êîèòî ñà îò âèäà ∃ȳψ,
êúäåòî ψ å Πc

k, çà íÿêîå k < n, a ȳ ñúäúðæà âñè÷êè
ïðîìåíëèâè íà ψ, êîèòî íå ñà â x̄.

(á) Πc
n ôîðìóëà ϕ(x̄) å êîíþíêöèÿ íà ðåêóðñèâíî íîìå-

ðóåìî ìíîæåñòâî îò ôîðìóëè, êîèòî ñà îò âèäà ∀ȳψ,
êúäåòî ψ å Σc

k, çà íÿêîå k < n, a ȳ ñúäúðæà âñè÷êè
ïðîìåíëèâè íà ψ, êîèòî íå ñà â x̄.

Äåôèíèöèÿ 2.2.1. Íåêà A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà ñ óíèâåðñóì
A è R ⊆ Ak. Êàçâàìå, ÷å R å Σc

n îïðåäåëèìî â ñòðóêòóðàòà A,
àêî ñúùåñòâóâà Σc

n ôîðìóëà ψ(x̄, ȳ) è êðàåí áðîé ïàðàìåòðè ā îò
A, òàêèâà ÷å:

b̄ ∈ R ⇐⇒ A |= ψ(b̄, ā).

Äåôèíèöèÿ 2.2.2. Íåêà A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà ñ óíèâåðñóì
A è R ⊆ Ak. Êàçâàìå, ÷å R å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σn+1 â A
àêî çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà A, f−1(R) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â

(f−1(A))
(n)
T .

Âðúçêàòà ìåæäó ïðåäèøíèòå äâå äåôèíèöèè ñå äàâà îò ñëåä-
íèÿ âàæåí ðåçóëòàò, äîêàçàí îò Àø, Íàéò, Ìàíàñè, Ñëåìàí [7] è
íåçàâèñèìî îò ×èñõîëì [8]:

Òåîðåìà 2.2.3. (Ash-Knight-Manasse-Slaman, Chisholm). Íåêà
A å èçáðîèìà ñòðóêòóðà ñ óíèâåðñóì A è R ⊆ Ak. Òîãàâà ñëåäíèòå
òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

(1) R å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σn â A
(2) R å Σc

n îïðåäåëèìî â ñòðóêòóðàòà A.

2.2.2. Êîíñåðâàòèâíè ðàçøèðåíèÿ. Ùå âúâåäåì ïîíÿòèå-
òî çà êîíñåðâàòèâíî ðàçøèðåíèå è äâå íåãîâè ñâîéñòâà äîêàçàíè â
[3], íî èçïîëçâàéêè ïðåäñòàâåíàòà òóê äåôèíèöèÿ çà íîìåðàöèÿ íà
ñòðóêòóðà, à íå èçïîëçâàíàòà â [3]. Âúïðåêè ðàçëèêàòà â äåôèíè-
öèèòå äâàòà ðåçóëòàòà, îò êîèòî ñå èíòåðåñóâàìå, îñòàâàò âàëèäíè.

Äåôèíèöèÿ 2.2.4. Íåêà A è B ñà èçáðîèìè ñòðóêòóðè ñ óíè-
âåðñóìè A è B, êàòî A ⊆ B.
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(1) A ⇒k
n B, àêî çà âñÿêà íîìåðàöèÿ g íà B ñúùåñòâóâà íî-

ìåðàöèÿ f íà A, òàêàâà ÷å (f−1(A))
(k)
T ≤T (g−1(B))

(n)
T è

ìíîæåñòâîòî Eg,f
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (g−1(B))

(n)
T .

(2) A ⇐k
n B, àêî çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà A ñúùåñòâóâà íî-

ìåðàöèÿ g íà B, òàêàâà ÷å (g−1(B))
(n)
T ≤T (f−1(A))

(k)
T è

ìíîæåñòâîòî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (f−1(A))

(k)
T .

(3) A ⇔k
n B, àêî A ⇒k

n B è A ⇐k
n B. Êàçâàìå, ÷å B å (k, n)-

êîíñåðâàòèâíî ðàçøèðåíèå íà A.

Òåîðåìà 2.2.5. Íåêà A è B ñà èçáðîèìè ñòðóêòóðè ñ óíèâåð-
ñóìè A è B, êàòî A ⊆ B.

(1) Àêî A⇒k
n B, òî (∀X ⊆ A)(X å Σc

k+1 îïðåäåëèìî â A→ X
å Σc

n+1 îïðåäåëèìî â B);
(2) Àêî A⇐k

n B, òî (∀X ⊆ A)(X å Σc
n+1 îïðåäåëèìî â B→ X

å Σc
k+1 îïðåäåëèìî â A);

(3) Àêî A⇔k
n B, òî (∀X ⊆ A)(X å Σc

k+1 îïðåäåëèìî â A↔ X
å Σc

n+1 îïðåäåëèìî â B).

Òâúðäåíèå 2.2.6. Çà âñÿêà èçáðîèìà ñòðóêòóðà A è âñÿêî åñ-
òåñòâåíî ÷èñëî n, å èçïúëíåíî:

A⇔n
0 A(n).

2.3. Ìàðêåðîâè ðàçøèðåíèÿ

Â òàçè ÷àñò ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî Ìàðêåðîâî ðàçøèðåíèå íà
ðåäèöà îò ñòðóêòóðè, ñëåäâàéêè èçëîæåíèåòî â [2].

Íåêà ~A = {Ai}i∈ω å ðåäèöà îò èçáðîèìè ñòðóêòóðè. Íåêà ñòðóê-
òóðàòà Ai èìà âèäà Ai = (Ai;P

i
1, . . . , P

i
mi

), êúäåòî âñåêè ïðåäèêàò

P i
k å áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî íà A

rik
i çà âñÿêî 1 ≤ k ≤ mi. Îñâåí

òîâà, êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, ùå èñêàìå óíèâåðñóìèòå íà ñòðóêòó-
ðèòå îò ðåäèöàòà ~A äà áúäàò íåïðåñè÷àùè ñå, ò.å. (∀i)(∀j)(i 6= j ⇒
Ai ∩ Aj = ∅). Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ ρ,
òàêàâà ÷å çà âñÿêî i èìàìå, ÷å ρ(i) = 〈ri1, . . . , rimi

〉.
Íåêà A =

⋃
i∈ω Ai. Ôèêñèðàìå R ïîäìíîæåñòâî íà Ar. Çà âñÿêî

n ≥ 0 ùå äåôèíèðàìå n-òîòî Ìàðêåðîâî ðàçøèðåíèå Mn(R) íà R,
êàêòî ñëåäâà: Èçáèðàìå n + 1 íîâè è íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà
XR

0 , . . . , X
R
n è äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå hR0 , . . . , h

R
n , òàêà ÷å ñëåäíèòå

óñëîâèÿ äà ñà èçïúëíåíè:

• hR0 å áèåêòèâíà ôóíêöèÿ îò R âúðõó XR
0 .

• hR1 å áèåêòèâíà ôóíêöèÿ îò (Ar ×XR
0 ) \GhR0

âúðõó XR
1 .

. . .
• hRn å áèåêòèâíà ôóíêöèÿ îò (Ar ×XR

0 × · · · ×XR
n−1) \GhRn−1

âúðõó XR
n .
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Ïîëàãàìå MR
k = GhRk

çà k ≤ n è ïîëàãàìå ñòðóêòóðàòà

Mn(R) = (A ∪
⋃
k≤n

XR
k ;MR

n , X
R
0 , . . . , X

R
n ).

Ìíîæåñòâàòà XR
0 , . . . , X

R
n ñå íàðè÷àò êîìïàíüîíè íà ðàçøèðå-

íèåòî Mn(R).
Çà òàêà äåôèíèðàíèòå ñòðóêòóðè èìàìå, ÷å R å Σn+1 îïðåäåëè-

ìî â Mn(R) ïî ðàâíîìåðåí íà÷èí. Íàèñòèíà, çà âñÿêî ā ∈ Ar,

R(ā) ⇐⇒ (∃x0 ∈ XR
0 )(MR

0 (ā, x0))

è çà âñåêè k < n, x0 ∈ XR
0 , . . . , xk ∈ XR

k ,

MR
k (ā, x0, . . . , xk) ⇐⇒ (∀xk+1 ∈ XR

k+1)(¬MR
k+1(ā, x0, . . . , xk, xk+1)).

Çà äà äåôèíèðàìå n-òîòî Ìàðêåðîâî ðàçøèðåíèå íà ñòðóêòó-
ðàòà An êîíñòðóèðàìå ñòóêòóðèòå Mn(An),Mn(P n

1 ), . . . ,Mn(P n
mn

) ñ
íåïðåñè÷àùè ñå êîìïàíüîíè è íåêà

Mn(An) = (|Mn(An)| ∪
⋃

1≤k≤mn

|Mn(P n
k )|;MAn

n ,MP1
n , . . . ,M

Pn
mn

n ,

XAn
0 , . . . , X

Pn
mn

n ).

Íàêðàÿ êîíñòðóèðàìå çà âñÿêî n ≥ 0, n-òîòî Ìàðêåðîâî ðàçøè-
ðåíèå Mn(An) íà ñòðóêòóðàòà An, òàêà ÷å âñè÷êè êîìïàíüîíè äà

ñà íåïðåñè÷àùè ñå è íåêà M = M(~A) å ñòðóêòóðàòà ñ óíèâåðñóì
îáåäèíåíèåòî íà óíèâåðñóìèòå íà ñòðóêòóðèòå Mn(An), n < ω, è ñ
ìíîæåñòâî îò ïðåäèêàòè ñúñòîÿùî ñå îò A, = è âñè÷êè ïðåäèêàòè
íà ñòðóêòóðèòå Mn(An), n < ω.

Âúïðåêè, ÷å ñòðóêòóðàòàM èìà áåçêðàéíî ìíîãî ïðåäèêàòè, òÿ
å ñòðóêòóðà â èç÷èñëèì åçèê îò ïúðâè ðåä. Îñâåí òîâà çà âñÿêî n
óíèâåðñóìúò An è ïðåäèêàòèòå P n

1 , . . . , P
n
mn

íà ñòðóêòóðàòà An ñà
Σn+1 îïðåäåëèìè â M ðàâíîìåðíî ñïðÿìî n.

Íåêà f å íîìåðàöèÿ íà óíèâåðñóìà íà ñòðóêòóðàòà M(~A). Ïî-
ëàãàìå

f−1(M(~A)) =f−1(A)⊕
⊕
n

[f−1(MAn
n )⊕ f−1(MPn

1
n )⊕ . . .⊕ f−1(M

Pn
mn

n )]

⊕
⊕
n

[f−1(XAn
0 )⊕ . . .⊕ f−1(X

Pn
mn

n )].

2.3.1. ≤n îïðåäåëèìè ìíîæåñòâà â ðåäèöàòà ~A è Σn îï-
ðåäåëèìè ìíîæåñòâà â Ìàðêåðîâîòî �è ðàçøèðåíèå.

Äåôèíèöèÿ 2.3.1. Ùå êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò ìíîæåñòâà
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà X = {Xn}n<ω å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â ìíî-
æåñòâîòî B, àêî (∀n)(Xn å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â B

(n)
T ðàâíî-

ìåðíî ñïðÿìî n).
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Äåôèíèöèÿ 2.3.2. Íåêà X å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñ-
ëà, à Y å ðåäèöà îò ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, òîãàâà
X ≤n Y, àêî çà âñÿêî ìíîæåñòâî B, òàêîâà ÷å Y å ðåêóðñèâíî
íîìåðóåìî â B, å èçïúëíåíî X å Σ0

n+1 îïðåäåëèìî â B.

Äåôèíèöèÿ 2.3.3. Íåêà Y = {Yn}n<ω å ðåäèöà îò ìíîæåñòâà
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ñêîê ðåäèöà P(Y) = {Pn(Y)}n<ω íà ðåäèöà-
òà Y äåôèíèðàìå ïî èíäóêöèÿ:

(i) P0(Y) = Y0

(ii) Pn+1(Y) = (Pn(Y))′e ⊕ Yn+1.

Ùå îòáåëåæèì åäíî âàæíî ñâîéñòâî íà ≤n îïðåäåëèìèòå ìíî-
æåñòâà äîêàçàíî â [2].

Ñëåäñòâèå 2.3.4. Íåêà X ⊆ N è íåêà Y å ðåäèöà îò ìíîæåñ-
òâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Òîãàâà X ≤n Y ⇐⇒ X ≤e Pn(Y).

Äåôèíèöèÿ 2.3.5. Íåêà ~A = {Ai}i∈ω å ðåäèöà îò èçáðîèìè
ñòðóêòóðè, êàòî Ai å ñ óíèâåðñóì Ai. Íåêà A =

⋃
i∈ω Ai, R ⊆ A

è n ≥ 0. Êàçâàìå, ÷å R ≤n
~A, àêî çà âñÿêà íîìåðàöèÿ g íà A,

g−1(R) ≤n g
−1(~A), ò.å. g−1(R) ≤e Pn(g−1(~A)).

Åäíî ìíîãî âàæíî ñâîéñòâî íà ñòðóêòóðàòà M, äîêàçàíî â [2],
å ñëåäíîòî:

Òâúðäåíèå 2.3.6. Íåêà R ⊆ A è n ≥ 0. Òîãàâà R ≤n
~A ⇐⇒ R

å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σn+1 â M.



Ãëàâà 3

Åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ðåäèöà îò ñòðóêòóðè ~A

Îñíîâíàòà íè öåë ùå áúäå äà ïîêàæåì åäèí âèä ñëàáà, íî âàëèä-
íà çà âñè÷êè ðåäèöè ~A = {Ai}i∈ω, åêâèâàëåíòíîñò íà ñòðóêòóðèòå

M(~A)(n) è Pn(~A).

Äåôèíèöèÿ 3.0.7. Íåêà ~A = {Ai}i∈ω å ðåäèöà îò ñòóêòóðè ñ
ðàâåíñòâî, êàòî âñÿêà îò òÿõ å ñ óíèâåðñóì ìíîæåñòâî Ai. Íåêà
n ∈ N,B è C ñà ñòðóêòóðè, çà êîèòî

⋃n
i=0Ai ⊆ |B| è

⋃n
i=0Ai ⊆ |C|.

Ùå êàçâàìå, ÷å ñòðóêòóðàòà B å n-åêâèâàëåíòíà íà ñòðóêòóðà-
òà C ñïðÿìî ðåäèöàòà ~A, àêî:

(∀X ⊆
⋃n
i=0Ai)(X å Σc

1 îïðåäåëèìî â B ⇐⇒ X å Σc
1 îïðåäåëèìî â C).

Òîâà ùå çàïèñâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: B ≡n~A C.

Íèå ùå ðàçãëåæäàìå ðåäèöè ~A = {Ai}i∈ω îò òîòàëíè ñòðóêòóðè
ñ ðàâåíñòâî. Îñâåí òîâà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñè÷êè ñòðóêòóðè îò
ðåäèöàòà ñà ñ óíèâåðñóìè Ai, çà êîèòî (∀i)(∀j)(i 6= j ⇒ Ai∩Aj = ∅).
Çà òàêèâà ðåäèöè ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî n ∈ N ñòðóêòóðèòå
M(~A)(n) è Pn(~A) ñà n- åêâèâàëåíòíè ñïðÿìî ðåäèöàòà ~A ò.å.:

(∀n ∈ N)(M(~A)(n) ≡n~A Pn(~A)).

Íåêà ôèêñèðàìå åäíà òàêàâà ðåäèöà ~A = {Ai}i∈ω çà òàçè ãëàâà.

M(~A) ùå ñúêðàùàâàìå êàòî M è Pn(~A) ùå ñúêðàùàâàìå êàòî Pn.

3.1. Âðúçêè ìåæäó íîìåðàöèèòå íà ðåäèöà ~A è
íîìåðàöèèòå íà n-òèÿ �è ïîëèíîì

Íåêà f å íîìåðàöèÿ íà ðåäèöàòà îò ñòðóêòóðè ~A = {Ai}i∈ω,
êàòî Ai å ñ óíèâåðñóì Ai, òîãàâà ñ f−1(~A) ùå îçíà÷àâàìå ðåäèöà-

òà {f−1(Ai)}i∈ω. Ìíîæåñòâîòî Pn(f−1(~A)) ùå ïèøåì, çà ïî-êðàòêî,
êàòî Pfn . Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ñòðóêòóðàòà An å òîòàë-
íà, òî Pfn å òîòàëíî ìíîæåñòâî. Îñâåí òîâà ìíîæåñòâîòî Pfn çàâèñè
ñàìî îò ïúðâèòå n ÷ëåíà íà ðåäèöàòà è çàòîâà, êîãàòî èìàìå íî-
ìåðàöèÿ g íà

⋃n
i=0Ai îòíîâî ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî Pn(Y),

êúäåòî ðåäèöàòà Y = {g−1(A0), g−1(A1), . . . , g−1(An), ∅, ∅, . . . }, ñ Pgn.

Ëåìà 3.1.1. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ~A è âñÿêî n ∈ N, ñúùåñ-
òâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ fn íà An ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) f−1
n (An) ≤T Pfn

19
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(2) Ef,fn
An

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn .

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà n ∈ N. Îò äåôèíèöèÿòà íà Pfn å î÷å-
âèäíî, ÷å çà âñåêè ïðåäèêàò íà ñòðóêòóðàòà An, ïúðâîîáðàçúò ìó
ñïðÿìî íîìåðàöèÿòà f å èç÷èñëèì â Pfn .

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å f−1(An) ≤T Pfn .
Ìíîæåñòâîòî f−1(An) ìîæåì äà ïðåäñòàâèì, èçïîëçâàéêè ïðå-

äèêàòà =An , ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f−1(An) = {x | 〈x, x〉 ∈ f−1(=An)}.
Ïîíåæå f−1(=An) ≤T Pfn , òî f−1(An) ≤T Pfn .

Íåêà xn ∈ f−1(An). Ñåãà ìîæåì äà ïîñòðîèì ôóíêöèÿ
mn : N −→ f−1(An) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

mn(0) = xn
mn(i+ 1) = (µz ∈ f−1(An))[(∀k ≤ i)(〈m(k), z〉 /∈ f−1(=An))].

Î÷åâèäíî mn ≤T Pfn .
Ïîëàãàìå fn = λx.f(mn(x)) è ñëåäîâàòåëíî fn å èíåêòèâíà íî-

ìåðàöèÿ íà An.
Çà âñåêè ïðåäèêàò Ri ⊆ As íà ñòðóêòóðàòà An å èçïúëíåíî:

〈x1, . . . , xs〉 ∈ f−1
n (Ri) ⇐⇒ 〈mn(x1), . . . ,mn(xs)〉 ∈ f−1(Ri).

Ñëåäîâàòåëíî f−1
n (Ri) ≤T Pfn .

Ïúðâîîáðàçúò íà ðàâåíñòâîòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì òàêà:

f−1
n (=An) = {〈x, x〉 | x ∈ N},

çàùîòî fn å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ.
Ñëåäîâàòåëíî f−1

n (An) ≤T Pfn .
Ïîñòðîåíèåòî íà ôóíêöèÿòà mn íè äàâà ñëåäíàòà åêâèâàëåíò-

íîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,fn
An
⇐⇒ f(x) = fn(y) ∈ An ⇐⇒ (∃z)(z = mn(y) &

〈z, x〉 ∈ f−1(=An)).

Ñëåäîâàòåëíî Ef,fn
An

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn . �

Òâúðäåíèå 3.1.2. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ~A è âñÿêî n ∈ N
ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ gn íà Pn, òàêàâà ÷å:

(1) g−1
n (Pn) ≤T Pfn

(2) Ef,gn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn .

Äîêàçàòåëñòâî: Òâúðäåíèåòî ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Çà ñëó÷àÿ n = 0 îò äåôèíèöèèòå èìàìå, ÷å Pf0 = f−1(A0) è P0 =

A0. Íåêà f å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà ~A. Ìîæåì äà ïðèëîæèì
Ëåìà 3.1.1 è ñëåäîâàòåëíî çà f ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ
f0 íà ñòðóêòóðàòà A0, òàêàâà ÷å:

f−1
0 (A0) ≤T Pf0
Ef,f0
A0

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pf0 .
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Ïîëàãàìå g0 = f0 è î÷åâèäíî òàçè íîìåðàöèÿ èçïúëíÿâà è äâåòå
èçèñêâàíèÿ.

Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n ∈ N.
Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n + 1. Íåêà f å ïðî-

èçâîëíà íîìåðàöèÿ íà ~A. Íåêà çà íåÿ gn å íîìåðàöèÿòà íà Pn è
Ef,gn⋃n

i=0 Ai
ìíîæåñòâîòî îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå. Ïî äåôè-

íèöèÿ èìàìå Pfn+1 = (Pfn)′e ⊕ f−1(An+1) è Pn+1 = P′n ⊕ An+1.
Ïðèëàãàìå Ëåìà 2.1.7 çà íîìåðàöèÿòà gn, ò.å. ñúùåñòâóâà èíåê-

òèâíà íîìåðàöèÿ g1 íà P′n, òàêàâà ÷å:

g−1
1 (P′n) ≤T (g−1

n (Pn))′T
Egn,g1
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (g−1

n (Pn))′T .

Èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å (Pfn)′T ≡T (Pfn)′e, çàùîòî Pfn å òîòàëíî
ìíîæåñòâî, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

g−1
1 (P′n) ≤T (g−1

n (Pn))′T ≤T (Pfn)′e ≤T Pfn+1.

Çíàåì, ÷å Ef,gn⋃n
i=0 Ai

è Egn,g1
|Pn| ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìè â (g−1

n (Pn))′T

è
⋃n
i=0Ai ⊆ |Pn|, ñëåäîâàòåëíî Ef,g1⋃n

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â

Pfn+1.
Îñòàâà äà äîáàâèì ñòðóêòóðàòà An+1. Íåêà çà íîìåðàöèÿòà f

ïðèëîæèì îòíîâî Ëåìà 3.1.1, íî òîçè ïúò îòíîñíî ñòðóêòóðàòà
An+1, òîãàâà ñúùåñòâóâà íåéíà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ fn+1, òàêàâà
÷å:

f−1
n+1(An+1) ≤T Pfn+1

E
f,fn+1

An+1
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn+1.

Ïîëàãàìå íîìåðàöèÿòà gn+1 äà áúäå:

gn+1(2x) = g1(x)
gn+1(2x+ 1) = fn+1(x).

Î÷åâèäíî gn+1 å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà Pn+1. Òîãàâà èìàìå:

g−1
n+1(P′n) = {2x | x ∈ g−1

1 (P′n)}, ò.å. g−1
n+1(P′n) ≤T Pfn+1

g−1
n+1(An+1) = {2x+ 1 | x ∈ f−1

n+1(An+1)}, ò.å. g−1
n+1(An+1) ≤T Pfn+1.

Îñâåí òîâà g−1
n+1(|P′n|) = {2x | x ∈ N} è g−1

n+1(An+1) = {2x+1 | x ∈ N}
ñà èç÷èñëèìè ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëíî

g−1
n+1(P′n)⊕ g−1

n+1(An+1)⊕ g−1
n+1(|P′n|)⊕ g−1

n+1(An+1) ≤T Pfn+1.

Òîãàâà g−1
n+1(Pn+1) ≤T Pfn+1. Îñòàâà äà óäîâîëåòâîðèì óñëîâèåòî çà

ìíîæåñòâîòî E
f,gn+1⋃n+1

i=0 Ai
:

〈x, 2y〉 ∈ Ef,gn+1⋃n+1
i=0 Ai

⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ Ef,g1⋃n
i=0 Ai

〈x, 2y + 1〉 ∈ Ef,gn+1⋃n+1
i=0 Ai

⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ Ef,fn+1

An+1
.

Ñëåäîâàòåëíî E
f,gn+1⋃n+1

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn+1. �
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Òâúðäåíèå 3.1.3. Íåêà n ∈ N. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ g íà Pn

ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ fn íà ìíîæåñòâîòî
⋃n
i=0 Ai, òàêàâà ÷å:

(1) Pfnn ≤T g
−1(Pn)

(2) Eg,fn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Äîêàçàòåëñòâî: Òâúðäåíèåòî ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Çà ñëó÷àÿ n = 0, îò äåôèíèöèèòå èìàìå Pf00 = f−1

0 (A0) è P0 =
A0.

Íåêà g å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà P0, òîãàâà òÿ å íîìåðàöèÿ íà
ñòðóêòóðàòà A0. Ïîëàãàìå f0 = g. Î÷åâèäíî Pf00 ≤T g

−1(P0). Îñòà-

âà äà óäîâîëåòâîðèì èçèñêâàíåòî çà Eg,f0
A . Òîâà ìíîæåñòâî ìîæåì

äà ïðåäñòàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Eg,f0
A = {〈x, y〉 | 〈x, y〉 ∈ g−1(=A0)}.

Î÷åâèäíî Eg,f0
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(P0).

Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n ∈ N.
Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n + 1. Ïî äåôèíèöèÿ

èìàìå Pn+1 = P′n ⊕ An+1 è Pfn+1

n+1 = (Pfn+1
n )′e ⊕ f−1

n+1(An+1). Íåêà g
å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà Pn+1. Ìîæåì äà ïðèëîæèì Ëåìà 1.4.8
çà íîìåðàöèÿòà g îòíîñíî ñòðóêòóðàòà P′n, òîãàâà çà g ñúùåñòâóâà
íîìåðàöèÿ g′ íà P′n, òàêàâà ÷å:

(g′)−1(P′n) ≤T g
−1(Pn+1)

Eg,g′

|P′n|
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn+1).

Ïðèëàãàìå Ëåìà 2.1.8 çà íîìåðàöèÿòà g′, ò.å. ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ
g1 íà Pn, òàêàâà ÷å:

(g−1
1 (Pn))′T ≤T (g′)−1(P′n)

Eg′,g1
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g

′−1(P′n).

Ïîëó÷àâàìå, ÷å (g−1
1 (Pn))′T ≤T (g′)−1(P′n) ≤T g

−1(Pn+1) è ñëåäî-

âàòåëíî Eg,g′

|P′n|
è Eg′,g1

|Pn| ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìè â g
−1(Pn+1). Òîãàâà

Eg,g1
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g

−1(Pn+1).

Íåêà fn å íîìåðàöèÿòà íà
⋃n
i=0Ai è Eg1,fn⋃n

i=0 Ai
ìíîæåñòâîòî îò

èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå çà íîìåðàöèÿòà g1. Îò òóê èìàìå:

(Pfnn )′e ≡T (Pfnn )′T ≤T (g−1
1 (Pn))′T ≤T g

−1(P′n) ≤T g
−1(Pn+1).⋃n

i=0 Ai ⊆ |Pn| è îò òóê ìíîæåñòâîòî Eg,fn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðó-

åìî â g−1(Pn+1).
Îñòàâà äà äîáàâèì ñòðóêòóðàòà An+1. Íåêà ïðèëîæèì îùå âåä-

íúæ Ëåìà 1.4.8 çà íîìåðàöèÿòà g, íî òîçè ïúò îòíîñíî ñòðóêòóðàòà
An+1, òîãàâà ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f1 íà ñòðóêòóðàòà An+1, òàêàâà
÷å:

f−1
1 (An+1) ≤T g

−1(Pn+1)

Eg,f1
An+1

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn+1).
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Ïîëàãàìå íîìåðåöèÿòà fn+1 äà áúäå:

fn+1(2x) = fn(x)
fn+1(2x+ 1) = f1(x).

Î÷åâèäíî fn+1 å íîìåðàöèÿ íà
⋃n+1
i=0 Ai. Òîãàâà èìàìå Pfn+1

n =
{2x | x ∈ Pfnn }, ò.å. Pfn+1

n ≤T Pfnn , íî (Pfnn )′e ≤T g−1(Pn+1), ñëåäîâà-
òåëíî (Pfn+1

n )′e ≤T g
−1(Pn+1)

f−1
n+1(An+1) = {2x+ 1 | x ∈ f−1

1 (An+1)}, ò.å. f−1
n+1(An+1) ≤T g

−1(Pn+1).

Ñëåäîâàòåëíî

Pfn+1

n+1 = (Pfn+1
n )′e ⊕ f−1

n+1(An+1) ≤T g
−1(Pn+1).

Îñòàâà äà óäîâîëåòâîðèì óñëîâèåòî çà ìíîæåñòâîòî E
g,fn+1⋃n+1

i=0 Ai
:

〈x, 2y〉 ∈ Eg,fn+1⋃n+1
i=0 Ai

⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ Eg,fn⋃n
i=0 Ai

〈x, 2y + 1〉 ∈ Eg,fn+1⋃n+1
i=0 Ai

⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ Eg,f1
An+1

.

Ñëåäîâàòåëíî E
g,fn+1⋃n+1

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn+1).

�

Ñëåäñòâèå 3.1.4. Íåêà n ∈ N. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ g íà Pn

ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ fn íà ~A, òàêàâà ÷å:

(1) Pfnn ≤T g
−1(Pn)

(2) Eg,fn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà g å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íàPn. Òîãà-
âà îò ãîðíîòî òâúðäåíèå, çà g ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ hn íà

⋃n
i=0Ai,

òàêàâà ÷å:

Phnn ≤T g
−1(Pn)

Eg,hn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Íåêà, çà âñÿêî i > n, gi å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà Ai. Äåôèíèðàìå
íîìåðàöèÿòà fn ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

fn(2x) = hn(x)
fn(2〈i, y〉+ 1) = hi(y).

Òîãàâà Pfnn ≤T Phnn ≤T g
−1(Pn) è f−1

n (
⋃n
i=0 Ai) = {2x | x ∈ N}. Ìíî-

æåñòâîòî Eg,fn⋃n
i=0 Ai

ìîæåì äà ïðåäñòàâèì òàêà: 〈x, 2y〉 ∈ Eg,fn⋃n
i=0 Ai

⇐⇒
〈x, y〉 ∈ Eg,hn⋃n

i=0 Ai
. Ñëåäîâàòåëíî Eg,fn⋃n

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â

g−1(Pn).
�
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3.2. Åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ðåäèöàòà ~A íà n-òèÿ �è
ïîëèíîì è n-òèÿ ñêîê íà Ìàðêåðîâîòî �è ðàçøèðåíèå

Òåîðåìà 3.2.1. Íåêà n ∈ N è X ⊆
⋃n
i=0 Ai. Âÿðíà å ñëåäíàòà

åêâèâàëåíòíîñò:
X å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σ1 â Pn ⇐⇒ X ≤n

~A.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇒) Îò äåôèíèöèÿòà íà X å îòíîñíî ñúù-
íîñòòà ñè Σ1 â g−1(Pn) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà íîìåðàöèÿ g íà Pn å
èçïúëíåíî, ÷å g−1(X) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Ùå äîêàæåì, ÷å çà ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ f íà ~A å âÿðíî, ÷e
f−1(X) ≤e P

f
n . Ñïîðåä Òâúðäåíèå 3.1.2 ïî íîìåðàöèÿòà f ìîæåì äà

ïîñòðîèì íîìåðàöèÿ gn íà Pn, òàêàâà ÷å:

g−1
n (Pn) ≤T Pfn
Ef,gn⋃n

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfn .

Ðàçãëåæäàìå åêâèâàëåíòíîñòòà:

x ∈ f−1(X) ⇐⇒ (∃y)(〈x, y〉 ∈ Ef,gn⋃n
i=0 Ai

& y ∈ g−1
n (X)).

Íî g−1
n (X) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1

n (Pn), çàùîòî ïî óñ-
ëîâèåòî íà òîçè ñëó÷àé òîâà å âÿðíî çà âñÿêà íîìåðàöè íà Pn, è
g−1
n (Pn) ≤T Pfn îò ñâîéñòâàòà íà gn. Ñëåäîâàòåëíî g

−1(X) å ðåêóð-

ñèâíî íîìåðóåìî â P f
n . Îò òîâà è ôàêòà, ÷å Ef,gn⋃n

i=0 Ai
å ðåêóðñèâíî

íîìåðóåìî â Pfn , ïîëó÷àâàìå ÷å f−1(X) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â
Pfn .

Âçåìàéêè âïðåäâèä, ÷å Pfn å òîòàëíî ìíîæåñòâî, òî f−1(X) ≤e

P f
n .

(⇐) Îò ñâîéñòâàòà íà X ≤n
~A èìàìå, ÷å çà âñÿêà íîìåðàöèÿ

f íà ~A å èçïúëíåíî, ÷å f−1(X) ≤e P
f
n . Ùå ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíà

íîìåðàöèÿ g íà Pn. Ñïîðåä Ñëåäñòâèå 3.1.4 ìîæåì ïî íîìåðàöèÿòà
g äà ïîñòðîèì íîìåðàöèÿ fn íà ~A, òàêàâà ÷å:

Pfnn ≤T g
−1(Pn)

Eg,fn⋃n
i=0 Ai

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Èìàìå, ÷å f−1
n (X) ≤e Pfnn , ïîíåæå îò óñëîâèåòî íà òîçè ñëó÷àé òîâà

å âÿðíî çà âñÿêà íîìåðàöèÿ íà ~A, íî ìíîæåñòâîòî Pfn å òîòàëíî è
ñëåäîâàòåëíî f−1

n (X) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â Pfnn . Çíàåì ñúùî,
÷å Pfnn ≤T g−1(Pn) ïî ñâîéñòâàòà íà fn è ñëåäîâàòåëíî f−1

n (X) å
ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn).

Ðàçãëåæäàìå åêâèâàëåíòíîñòòà:

x ∈ g−1(X) ⇐⇒ (∃y)(〈x, y〉 ∈ Eg,fn⋃n
i=0 Ai

& y ∈ f−1
n (X)).

Òÿ íè ïîêàçâà, ÷å g−1(X) å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(Pn). �

Ñëåäñòâèå 3.2.2. Çà âñÿêî n ∈ N å âÿðíî, ÷å:

M(n) ≡n~A Pn.



3.2. ÅÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒ ÍÀ ÌÀÐÊÅÐÎÂÎ ÐÀÇØÈÐÅÍÈÅ È ÏÎËÈÍÎÌ 25

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà n ∈ N è X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n).

Òîãàâà îò Òåîðåìà 2.2.5 è Òâúðäåíèå 2.2.6 ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å
òîâà å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî X å Σc

n+1 îïðåäåëèìî
â M, ò.å:

X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n) ⇐⇒ X å Σc

n+1 îïðåäåëèìî â M.

Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà îò Òåîðåìà 2.2.3, ÷å Σc
n+1 îïðåäåëèìè-

òå ìíîæåñòâà è îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σn+1 ìíîæåñòâàòà â åäíà
ñòðóêòóðà ñúâïàäàò, ãîðíàòà åêâèâàëåíòíîñò ïðèäîáèâà âèäà:

X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n) ⇐⇒

X å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σn+1 â M.

Âå÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì Òâúðäåíèå 2.3.6 è äà ïîëó÷èì:

X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n) ⇐⇒ X ≤n

~A.

Ãîðíàòà òåîðåìà íè äàâà ñëåäâàùàòà åêâèâàëåíòíîñò:

X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n) ⇐⇒

X å îòíîñíî ñúùíîñòòà ñè Σ1 â Pn.

Íàêðàÿ, ïðèëàãàéêè îùå âåäíúæ Òåîðåìà 2.2.3, ïîëó÷àâàìå:

X å Σc
1 îïðåäåëèìî â M(n) ⇐⇒ X å Σc

1 îïðåäåëèìî â Pn,

êîåòî çàïèñàíî â òåðìèíèòå íà n-åêâèâàëåíòíîñò îòíîñíî ðåäèöà å

M(n) ≡n~A Pn.

�



Ãëàâà 4

Åêâèâàëåíòíîñò íà ñòðóêòóðè

Â òàçè ãëàâà, ùå ðàçãëåäàìå åäèí âèä ñèëíà ñâîäèìîñò íà ñòðóê-
òóðèòå Pn(~A) è M(~A), êîÿòî ùå íè äàäå ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò
çà âñÿêî n ∈ N:

(∀X ⊆ |Pn|)(X å Σc
1 â Pn(~A)⇒ X å Σc

1 â M(~A)(n)).

Îñòàâà îòâîðåí âúïðîñúò, äàëè çà íÿêîè ñïåöèàëíè ðåäèöè åê-
âèâàëåíòíîñòòà å âÿðíà è â äâåòå ïîñîêè. Ùå äàäåì äâå óñëîâèÿ çà
ðåäèöàòà ~A, êîèòî äà ïîäïîìîãíàò áúäåùè èçñëåäâàíèÿ ïî òåìàòà.

Íåêà ôèêñèðàìå çà òàçè ãëàâà åäíà ðåäèöà îò èçáðîèìè òîòàëíè
ñòðóêòóðè ~A = {Ai}i∈ω, êúäåòî Ai = (A;R1,i, . . . , Rmi,i) è ïðåäèêà-
òúò çà ðàâåíñòâî å èçìåæäó ïðåäèòàòèòå íà Ai. Ùå ñúêðàùàâàìå
íåéíîòî Ìàðêåðîâî ðàçøèðåíèå M(~A) ñ M è íåéíèÿ n-òè ïîëèíîì

Pn(~A) ñ Pn.

Äåôèíèöèÿ 4.0.3. Ùå êàçâàìå, ÷å äâå èçáðîèìè ñòðóêòóðè A
è B ñ óíèâåðñóìè ñúîòâåòíî A è B, êàòî A ⊆ B, ñà ñâîäèìè, àêî
A⇒0

0 B. Òîâà ùå îçíà÷àâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: A ≤ B. Îáðàòíî,
àêî A ⇐0

0 B, òo A ≥ B. Àêî A ≤ B è A ≥ B, òî A ≡ B è ùå
êàçâàìå, ÷å A å åêâèâàëåíòíà íà B.

Çàáåëåæêà 7. Äåôèíèöèÿòà çà ñâîäèìîñò íå å ñèìåòðè÷íà,
ò.å. A ≤ B íå çíà÷è, ÷å B ≥ A. Ñúîòâåòíî A ≡ B å ðàçëè÷íî îò
B ≡ A.

4.1. Ñâîäèìîñò íà n-òèÿ ïîëèíîì íà ðåäèöàòà ~A êúì
n-òèÿ ñêîê íà Ìàðêåðîâîòî ðàçøèðåíèå íà ~A

Â òàçè ÷àñò ùå äîêàæåì, ÷å Pn ≤ (M)(n).
Ðàçãëåæäàéêè äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 3.1.1 ëåñíî ìîæå äà ñå

äîêàæå ñëåäíîòî:

Ëåìà 4.1.1. Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ f íà ~A è âñÿêî n ∈ N, ñúùåñ-
òâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ fn íà An ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(1) f−1
n (An) ≤T f

−1(An)

(2) Ef,fn
An

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(An).

Ëåìà 4.1.2. Íåêà A è B ñà ñòðóêòóðè ñ èçáðîèìè óíèâåðñóìè
ñúîòâåòíî A è B êàòî A ⊆ B. Íåêà f å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà
A′ è g èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà B′, òàêèâà ÷å f−1(A′) ≤T g

−1(B′) è

26



4.1. ÑÂÎÄÈÌÎÑÒ ÍÀ ÏÎËÈÍÎÌ ÊÚÌ ÌÀÐÊÅÐÎÂÎ ÐÀÇØÈÐÅÍÈÅ 27

ìíîæåñòâîòî Ef,g
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(B′). Òîãàâà Ef,g

A∗

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g−1(B′).

Äîêàçàòåëñòâî: Çà óíèâåðñóìèòå A è B çíàåì, ÷å A ⊆ B,
ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å è A∗ ⊆ B∗. Íåêà 0A = f−1

1 (0∗)
è 0B = g−1

1 (0∗). Äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå JA è JB ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

JA(x, y) = f−1(ΠA(f(x), f(y)))
JB(x, y) = g−1(ΠB(g(x), g(y))).

Î÷åâèäíî JA ≤T f−1(A′) è JB ≤T g−1(B′), íî f−1(A′) ≤T g−1(B′),
ñëåäîâàòåëíî è JA ≤T g

−1(B′). Ñúùî òàêà ñúùåñòâóâàò èç÷èñëèìè
â g−1(B′) ôóíêöèè lA, lB, rA è rB, òàêèâà ÷å çà âñåêè x, y ∈ N:

lA(JA(x, y)) = x è rA(JA(x, y)) = y
lB(JB(x, y)) = x è rB(JB(x, y)) = y.

Òîãàâà çà Ef,g
A∗ èìàìå ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,g
A∗ ⇐⇒ (x = 0A & y = 0B) ∨ (〈x, y〉 ∈ Ef,g

A )∨
(x = JA(x1, x2) & y = JB(y1, y2) & 〈x1, y1〉 ∈ Ef,g

A∗ & 〈x2, y2〉 ∈ Ef,g
A∗ ).

Îò òàçè åêâèâàëåíòíîñò, ñëåäâà ÷å Ef,g
A∗ å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî

â g−1(B′). �

Çàáåëåæêà 8. Ãîðíàòà ëåìà ìîæå äà áúäå äîêàçàíà çà ïðî-
èçâîëíè ñòðóêòóðè Ā è B̄ ñúäúðæàùè â ñåáå ñè Ìîñêîâàêèñîâîòî
ðàçøèðåíèå íà ñòðóêòóðèòå A è B ñúîòâåòíî, íî óñëîâèåòî çà
òþðèíãîâà ñâîäèìîñò íà ïúðâîîáðàçèòå âúçïðåïÿòñòâà ëåñíîòî
�è ôîðìóëèðàíå â ïî-îáù âèä.

Òåîðåìà 4.1.3. Çà âñÿêî n ∈ N : Pn ≤M(n).

Äîêàçàòåëñòâî: Òîâà, êîåòî òðÿáâà äà äîêàæåì, å ÷å çà âñÿ-
êà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóêòóðàòà M(n) ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ gn íà
ñòðóêòóðàòà Pn, òàêàâà ÷å:

(1) g−1
n (Pn) ≤T f

−1(M(n))

(2) Ef,gn
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f

−1(M(n)).

Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Çà n = 0 îò äåôèíèöèèòå íà n-òè ïîëèíîì íà ðåäèöà îò ñòðóê-

òóðè è ñêîê íà ñòðóêòóðà èìàìå ñëåäíîòî:

P0 = A0

M(0) = M

Íåêà f å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà M, òîãàâà îò
ôàêòà, ÷å M èìà ïðåäèêàò A, èìàìå ÷å f−1(A) ≤T f−1(M). Ùå

ïîñòðîèì íîìåðàöèÿ h íà ðåäèöàòà ~A, ò.å. h ùå áúäå íîìåðàöèÿ íà
ìíîæåñòâîòî A.
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Íåêà x0 ∈ f−1(A). Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà m : N −→ f−1(A) ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

m(0) = x0

m(i+ 1) = (µz ∈ f−1(A))[(∀k ≤ i)(〈m(k), z〉 /∈ f−1(=M))].

Î÷åâèäíî m ≤T f−1(M). Ïîëàãàìå h = λx.f(m(x)) è ñëåäîâà-

òåëíî h å èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ íà ~A.
Ïîñòðîåíèåòî íà ôóíêöèÿòà m íè äàâà ñëåäíàòà åêâèâàëåíò-

íîñò:

〈x, y〉 ∈ Ef,h
A ⇐⇒ f(x) = h(y) ∈ A ⇐⇒

(∃z)(z = m(y) & 〈z, x〉 ∈ f−1(=M)).

Ñëåäîâàòåëíî Ef,h
A å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M).

Íåêà Ri ⊆ (A0)t å ïðîèçâîëåí ïðåäèêàò íà ñòðóêòóðàòà A0. Òî-
ãàâà çà íåãî çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà j, òàêîâà ÷å Ri = (A0)t \ Rj,
çàùîòî A0 å òîòàëíà. Ùå äîêàæåì, ÷å f−1(Ri) ≤T f−1(M), êàòî
çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå íóëåâèòå ìàðêåðîâè ðàçøèðåíèÿ íà Ri è

Rj â ñòðóêòóðàòà M. Íåêà MRi
0 è M

Rj

0 ñà ñúîòâåòíèòå ïðåäèêàòè

îò Ìàðêåðîâîòî ðàçøèðåíèå è XRi
0 , X

Rj

0 ñà òåõíèòå êîìïàíüîíè.
Èìàìå ñëåäíèòå äâå åêâèâàëåíòíîñòè:

〈x1, . . . , xt〉 ∈ f−1(Ri) ⇐⇒ (f(x1), . . . , f(xt)) ∈ Ri ⇐⇒
(∃a ∈ XRi

0 )(f(x1), . . . , f(xt), a) ∈MRi
0 ) ⇐⇒

(∃z ∈ f−1(XRi
0 ))(f(x1), . . . , f(xt), f(z)) ∈MRi

0 ) ⇐⇒
(∃z ∈ f−1(XRi

0 ))(〈x1, . . . , xt, z〉 ∈ f−1(MRi
0 )) ⇐⇒

(∃z)(z ∈ f−1(XRi
0 ) & 〈x1, . . . , xt, z〉 ∈ f−1(MRi

0 ))

è

〈x1, . . . , xt〉 ∈ f−1(Rj) ⇐⇒ (f(x1), . . . , f(xt)) ∈ Rj ⇐⇒
(∃a ∈ XRj

0 )(f(x1), . . . , f(xt), a) ∈MRj

0 ) ⇐⇒
(∃z ∈ f−1(X

Rj

0 ))(f(x1), . . . , f(xt), f(z)) ∈MRj

0 ) ⇐⇒
(∃z ∈ f−1(X

Rj

0 ))(〈x1, . . . , xt, z〉 ∈ f−1(M
Rj

0 )) ⇐⇒
(∃z)(z ∈ f−1(X

Rj

0 ) & 〈x1, . . . , xt, z〉 ∈ f−1(M
Rj

0 )).

Îò òåçè åêâèâàëåíòíîñòè, ñëåäâà ÷å f−1(Ri) e ðåêóðñèâíî íî-
ìåðóåìî â f−1(M) è f−1(Rj) e ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M).
Îò òîâà è ôàêòà, ÷åf−1(Ri) ∪ f−1(Rj) = {〈x1, . . . , xt〉 | x1, . . . , xt ∈
f−1(A)} ≤T f−1(A) ≤T f−1(M), ïîëó÷àâàìå f−1(Ri) ≤T f−1(M) è
f−1(Rj) ≤T f

−1(M).
Ðàçãëåæäàéêè åêâèâàëåíòíîñòòà

x ∈ h−1(Ri) ⇐⇒ (∃y)(〈x, y〉 ∈ Ef,h
A & y ∈ f−1(Ri)),

è îòíîâî âúçïîëçâàéêè ñå îò òîâà, ÷å A0 å òîòàëíà, ìîæåì äà äîêà-
æåì, ÷å h−1(Ri) ≤T f

−1(M) è ñëåäîâàòåëíî h−1(A0) ≤T f
−1(M).
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Ïðèëàãàìå Ëåìà 4.1.1 çà íîìåðàöèÿòà h íà ~A. Òîãàâà ñúùåñòâó-
âà íîìåðàöèÿ h0 íà A0, òàêàâà ÷å

h−1
0 (A0) ≤T h

−1(A0)

Eh,h0
A0

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â h−1(A0).

Ñëåäîâàòåëíî h−1
0 (A0) ≤T f−1(M) è ëåñíî ñå âèæäà, ÷å Ef,h0

A0
å

ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M). Ïîëàãàìå g0 = h0, ñ êîåòî ñëó÷àÿ
n = 0 å äîêàçàí.

Äîïóñêàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n ∈ N. Ùå äîêà-
æåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n+ 1.

Çà n+ 1 îò äåôèíèöèèòå íà ïîëèíîì íà ðåäèöà îò ñòðóêòóðè è
ñêîê íà ñòðóêòóðà èìàìå ñëåäíîòî:

Pn+1 = P′n ⊕ An+1

M(n+1) = (M(n))′.

Íåêà s å ïðîèçâîëíà íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà M(n+1). Ïî Ëå-
ìà 1.4.6 çà íîìåðàöèÿòà s ñúùåñòâóâà èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ f íà
M(n+1), òàêàâà ÷å:

f−1(M(n+1)) ≤T s
−1(M(n+1))

Es,f

|M(n+1)| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â s
−1(M(n+1)).

Çà óäîáñòâî ùå ðàáîòèì ñ èíåêòèâíàòà íîìåðàöèÿ f , êàòî â êðàÿ
íà äîêàçàòåëñòâîòî ùå ñå âúðíåì êúì íîìåðàöèÿòà s.

Îò Ëåìà 2.1.8 çíàåì, ÷å çà íîìåðàöèÿòà f ñúùåñòâóâà íîìåðà-
öèÿ f1 íà M(n) ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(f−1
1 (M(n)))′T ≤T f

−1(M(n+1))

Ef,f1
|M(n)| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f

−1(M(n+1)).

Çà íîìåðàöèÿòà f1 ïî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñúùåñòâó-
âà íîìåðàöèÿ gn íà ñòðóêòóðàòà Pn, òàêàâà ÷å:

g−1
n (Pn) ≤T f

−1
1 (M(n))

Ef1,gn
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1

1 (M(n)).

Ñëåäîâàòåëíî (g−1
n (Pn))′T ≤T (f−1

1 (M(n)))′T ≤T f−1(M(n+1)). Îò

òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å Ef1,gn
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)).

Îñâåí òîâà çíàåì, ÷å |Pn| ⊆ |M(n)| è ñëåäîâàòåëíî Ef,gn
|Pn| å ðåêóð-

ñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)).
Ïî Ëåìà 2.1.7 çà íîìåðàöèÿòà gn íà ñòðóêòóðàòà Pn ñúùåñòâóâà

èíåêòèâíà íîìåðàöèÿ g1 íà ñòðóêòóðàòà P′n, òàêàâà ÷å:

g−1
1 (P′n) ≤T (g−1

n (Pn))′T
Egn,g1
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â (g−1

n (Pn))′T .

Ñëåäîâàòåëíî g−1
1 (P′n) ≤T (g−1

n (Pn))′T ≤T f−1(M(n+1)). Îò òóê
ïîëó÷àâàìå, ÷åEgn,g1

|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f
−1(M(n+1)).Ñëåäîâàòåëíî
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Ef,g1
|Pn| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f

−1(M(n+1)). Çíàåì, ÷å íîìåðàöèèòå

g1 è f ñà èíêåòèâíè, ÷å g−1
1 (P′n) ≤T f

−1(M(n+1)) ,è ÷å Ef,g1
|Pn| å ðåêóð-

ñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)), ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì

Ëåìà 4.1.2. Îò íåÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å Ef,g1
|P′n|

å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â

f−1(M(n+1)).
Íåêà fn+1 å íîìåðàöèÿ íà M ïîëó÷åíà çà f îò Ñëåäñòâèå 2.1.9,

ò.å.
(f−1
n+1(M))

(n+1)
T ≤T f

−1(M(n+1))

E
f,fn+1

|M| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)).

Îñòàâà äà äîáàâèì ñòðóêòóðàòà An+1. Ðàçãëåæäàìå åäèí ïðå-
äèêàò Ri ⊆ (An+1)t íà An+1. Ïîíåæå ñòðóêòóðàòà å òîòàëíà, òî
ñúùåñòâóâà j, òàêîâà ÷å Rj ⊆ (An+1)t è Ri = (An+1)t \ Rj. Îòíîâî,
êàêòî â ñëó÷àÿ n = 0, ìîæåì ïî íîìåðàöèÿòà fn+1 íà M äà ïîñò-

ðîèì íîìåðàöèÿ h íà ~A è ïî íåÿ íîìåðàöèÿ hn+1 íà An+1, òàêàâà
÷å:

h−1
n+1(An+1) ≤T f

−1
n+1(M)

E
fn+1,hn+1

An+1
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1

n+1(M).

Ðàçãëåæäàìå åêâèâàëåíòíîñòèòå:

〈x1, . . . , xt〉 ∈ f−1
n+1(Ri) ⇐⇒ (fn+1(x1), . . . , fn+1(xt)) ∈ Ri ⇐⇒

(∃a0 ∈ XRi
0 )(∀a1 ∈ XRi

1 ) . . . (Qn+2 an+1 ∈ XRi
n+1)

((fn+1(x1), . . . , fn+1(xt), a0, . . . , an+1)∆MRi
n+1) ⇐⇒

(∃z0)(∀z1) . . . (Qn+2 zn+1)(z0 ∈ f−1
n+1(XRi

0 ) & . . .

& zn+1 ∈ f−1
n+1(XRi

n+1)&〈x1 . . . , xt, z0, . . . , zn+1)∆f−1
n+1(MRi

n+1))

è

〈x1, . . . , xt〉 ∈ f−1
n+1(Rj) ⇐⇒ (fn+1(x1), . . . , fn+1(xt)) ∈ Rj ⇐⇒

(∃a0 ∈ X
Rj

0 )(∀a1 ∈ X
Rj

1 ) . . . (Qn+2 an+1 ∈ X
Rj

n+1)

((fn+1(x1), . . . , fn+1(xt), a0, . . . , an+1)∆M
Rj

n+1) ⇐⇒
(∃z0)(∀z1) . . . (Qn+2 zn+1)(z0 ∈ f−1

n+1(X
Rj

0 ) & . . .

& zn+1 ∈ f−1
n+1(X

Rj

n+1) & 〈x1 . . . , xt, z0, . . . , zn+1)∆f−1
n+1(M

Rj

n+1)),

ÊúäåòîQi ∈ {∃,∀} è âñåêè ñëåäâàù êâàíòîð ñå ñìåíÿ àëòåðíàòèâíî.
Àêî n+ 2 å ÷åòíî, òî Qn+2 = ∃ è ∆ =∈, èíà÷å Qn+2 = ∀ è ∆ =/∈.

Ñëåäîâàòåëíî f−1
n+1(Ri), f

−1
n+1(Rj) ∈ Σn+2(f−1

n+1(M)). Íî (f−1
n+1(M))

(n+1)
T ≤T

f−1(M(n+1)), îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å f−1
n+1(Ri), f

−1
n+1(Rj) ñà ðåêóðñèâíî

íîìåðóåìè â f−1(M(n+1)).

E
fn+1,hn+1

An
è E

f,fn+1

|M| ñà ðåêóðñèâíî íîìåðóåìè â f−1(M(n+1)) ñëå-

äîâàòåëíî E
f,hn+1

An
å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìo â f−1(M(n+1)).

Îò òóê, àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî çà n = 0, ìîæåì äà
äîêàæåì, ÷å h−1

n+1(An) ≤T f
−1(M(n+1)).

Äåôèíèðàìå gn+1:

gn+1(2x) = g1(x)
gn+1(2x+ 1) = hn+1(x).
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å gn+1 å íîìåðàöèÿ íà Pn+1 è g
−1
n+1(Pn+1) ≤T

f−1(M(n+1)). Ñúùî òàêà ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å E
f,gn+1

|Pn+1| å ðå-

êóðñèâíî íîìåðóåìî â f−1(M(n+1)).
Ñ åäíà òðèâèàëíà ñòúïêà ìîæåì äà ÿ ñâúðæåì ñ íà÷àëíàòà íî-

ìåðàöèÿ s, ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî. �

4.2. Ñâîäèìîñò íà n-òèÿ ñêîê íà Ìàðêåðîâîòî
ðàçøèðåíèå íà ðåäèöàòà ~A êúì n-òèÿ ïîëèíîì íà ~A

Â òàçè ÷àñò ùå äàäåì äâåòå óñëîâèÿ, êîèòî äà ïîäïîìîãíàò áú-
äåùèòå èçñëåäâàíèÿ ïî òåìàòà.

Ùå ðåëàòèâèçèðàìå åäíî òâúðäåíèå(Òâúðäåíèå 7.5.) äîêàçàíî â
[2]:

Òâúðäåíèå 4.2.1. Ñúùåñòâóâà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ λ(n, r, σ),

òàêàâà ÷å àêî X ⊆ N, R = WX(n)

r , σ å ïðîãðàìà èç÷èñëèìà ñïðÿ-
ìî X çà áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî S íà R òîãàâà ñúùåñòâóâàò
κ0, . . . , κn, òàêèâà ÷å κn å èç÷èñëèìà ñïðÿìî X ñ ïðîãðàìàòà λ(n, r, σ)
è

κ0 å áèåêöèÿ îò R â N;
κ1 å áèåêöèÿ îò N2 \Gκ0 â N;
. . .
κn å áèåêöèÿ îò Nn+1 \Gκn−1 â N.

Îò òîâà òâúðäåíèå ùå ôîðìóëèðàìå äâå óñëîâèÿ çà ~A:

(1) Ùå èñêàìå çà âñÿêà ñòðóêòóðà Ai è âñÿêà íåéíà íîìåðàöèÿ
f , äà å èçïúëíåíî:
Çà âñåêè ïðåäèêàò Ri íà Ai, f

−1(Ri) èìà áåçêðàéíî èç÷èñ-
ëèìî ïîäìíîæåñòâî.

(2) Çà âñÿêà íîìåðàöèÿ h íà ñòðóêòóðàòà A0 è çà âñÿêî n ≥ 1,
äà ñúùåñòâóâàò íîìåðàöèè hn íà An = (An;R1, . . . , Rmn),
òàêèâà ÷å äà áúäå èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ

H(n) = 〈〈rn1 , σn1 〉, . . . , 〈rnmn
, σnmn

〉〉,

êúäåòî h−1
n (Rs) = W

(h−1(A0))(n)

rns
è σns å ïðîãðàìà èç÷èñëèìà

ñïðÿìî h−1(A0) çà áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî T ns íà h−1
n (Rs).

Óñëîâèå (1) íå å ãîëÿìî îãðàíè÷åíèå, çàùîòî çà âñÿêà ñòðóê-
òóðà A = (A;R1, . . . , Rs), ìîæåì äà äåôèíèðàìå ñòðóêòóðà A>, ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà > /∈ A è íåêà A> = A ∪ {>}. Àêî R ⊆ Ar, ïîëàãàìå
R> = {(ā, t)|ā ∈ R ∨ t = >}.

Çà òàêèâà ñòðóêòóðè ëåñíî ìîæå äà ñå âèäè, ÷å óñëîâèå (1) å
èçïúëíåíî.

Çà äà ïîêàæåì êà÷åñòâàòà íà äâåòå óñëîâèÿ, êîèòî ôîðìóëèðàõ-
ìå, ùå äîêàæåì ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
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Òâúðäåíèå 4.2.2. Àêî óñëîâèÿ (1) è (2) ñà èçïúëíåíè çà ðåäè-

öàòà ~A, òî P0 ≥M(0).

Äîêàçàòåëñòâî: Òîâà, êîåòî òðÿáâà äà äîêàæåì å, ÷å çà âñÿêà
íîìåðàöèÿ g íà ñòðóêòóðàòà P0 ñúùåñòâóâà íîìåðàöèÿ f íà ñòðóê-
òóðàòà M(0), òàêàâà ÷å:

(1) f−1(M(0)) ≤T g
−1(P0)

(2) Eg,f
|P0| å ðåêóðñèâíî íîìåðóåìî â g

−1(P0).

Tðÿáâà äà ïîñòðîèì ïî íîìåðàöèÿ g íà A0, íîìåðàöèÿ f0 íà M.
Ïúðâî íåêà çà âñÿêî i ≥ 1, gi å íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðàòà Ai,

òàêàâà ÷å èçïúëíÿâà èçèñêâàíèÿòà íà óñëîâèÿ (1) è (2). Òîãàâà ùå
ïîñòðîèì íîìåðàöèÿ h íà ìíîæåñòâîòî A, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

h(〈0, x〉) = g(x)
h(〈i, x〉) = gi(x), i ≥ 1.

Íåêà ïîëîæèì X = g−1(A0).
Çà óëåñíåíèå íà èçëîæåíèåòî ùå ñìÿòàìå, ÷å âñÿêà ñòðóêòóðà Ai

èìà ñàìî åäèí ïðåäèêàò Ri ⊆ Ai. Îò òîâà, ÷å íîìåðàöèÿòà gi èçïúë-
íÿâà óñëîâèÿ (1) è (2), çíàåì ÷å çà ïðåäèêàòúò Ri íà ñòðóêòóðàòà
Ai, å âÿðíî, ÷å g

−1
i (Ri) = WX

ri è íåêà T i å áåçêðàéíîòî èç÷èñëèìî,
ñ îðàêóë X è ïðîãðàìà σi, ïîäìíîæåñòâî íà g−1

i (Ri).
Ñïîðåä Òâúðäåíèå 4.2.1 çà âñÿêî n ñúùåñòâóâà ñèñòåìà îò ôóí-

êöèè κn,0 . . . , κn,n, òàêèâà ÷å κn,n ñà èç÷èñëèìè â X ðàâíîìåðíî ïî
n è

κn,0 å áèåêöèÿ îò g−1
n (Rn) â N;

κn,1 å áèåêöèÿ îò N2 \Gκn,0 â N;
. . .
κn,n å áèåêöèÿ îò Nn+1 \Gκn,n−1 â N.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà äåôèíèðàìå íîìåðàöèÿòà f0 íà M. Íåêà
f0(2x) = h(x). Òîãàâà f−1

0 (Rn) = {2x | x ∈ h−1(Rn)}.
Íåêà ôèêñèðàìå ìíîæåñòâàòà Zn,i, n < ω, i ≤ n, îò íå÷åòíè ÷èñ-

ëà, òàêà ÷å Zn,i äà áúäàò áåçêðàéíè, íåïðåñè÷àùè ñå, èç÷èñëèìè
ðàâíîìåðíî ïî n è i è

⋃
n,i≤n Zn,i å öÿëîòî ìíîæåñòâî íà íå÷åòíè-

òå ÷èñëà. Ìîæåì äà òðàíñôîðìèðàìå âñÿêà ñèñòåìà κn,0, . . . , κn,n â
ñèñòåìà κ∗n,0, . . . , κ

∗
n,n, òàêà ÷å ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå κ∗n,n äà ñà

èç÷èñëèìè â X ðàâíîìåðíî ïî n è

κ∗n,0 å áèåêöèÿ îò f−1
0 (Rn) â Zn,0;

κ∗n,1 å áèåêöèÿ îò ((2N)× Zn,0) \Gκ∗n,0
â Zn,1;

. . .
κ∗n,n å áèåêöèÿ îò ((2N)×Zn,0×· · ·×Zn,n−1) \Gκ∗n,n−1

â Zn,n.

Çà äà äîâúðøèì äåôèíèöèÿòà íà f0 òðÿáâà äà ÿ äåôèíèðàìå
âúðõó ìíîæåñòâàòà Zn,i, i ≤ n. Ôèêñèðàìå n è äåôèíèðàìå f0 âúðõó
Zn,i ñ èíäóêöèÿ ïî i. Íåêà z ∈ Zn,0 íàìèðàìå åäèíñòâåíîòî x ∈
f−1

0 (Rn), òàêîâà ÷å κ∗n,0(x) ' z è ïîëàãàìå f0(z) ' hRn
0 (f0(x)). Íåêà
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i < n è f0 å âå÷å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâàòàZn,0, . . . , Zn,i. Íåêà
z ∈ Zn,i+1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí åëåìåíò (x, z0, . . . , zi) íà
(2N) × Zn0 × · · · × Zn,i, òàêúâ ÷å κ∗n,i+1(x, z0, . . . , zi) ' z. Ïîëàãàìå

f0(z) ' hRn
i+1(f0(x), f0(z0), . . . , f0(zi)).

Î÷åâèäíî çà âñÿêî n è i ≤ n, f−1
0 (XRn

i ) = Zn,i è

(x, z0, . . . , zi) ∈ Gκ∗n,i
⇐⇒ (f0(x), f0(z0), . . . , f0(zi)) ∈ GhRn

i
.

Ñëåäîâàòåëíî f−1
0 (M) ≡T

⊕
n f
−1
0 (MRn

n ) ≡T
⊕

nGκ∗n,n
≤T X.

Î÷åâèäíî å îò ïîñòðîåíèåòî íà f0, ÷å E
g,f0
A0

= {〈x, 2〈0, x〉〉 | x ∈
N}.

�
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