
Ãëàâà 5

Íåëèíåéíè äèîôàíòîâè óðàâíåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 5.0.1 Íåëèíåéíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ äâå íåèçâåñòíè ñå íàðè÷à óðàâ-
íåíèå îò âèäà

f(x, y) = 0,

÷èèòî ðåøåíèå òúðñèì â öåëè ÷èñëà, êúäåòî f(x, y) å ïîëèíîì íà x è y ñ öåëè êîå-
ôèöèåíòè è ñòåïåí ïîíå äâå. Àêî òúðñèì ðåøåíèåòî â Zn, òî êàçâàìå, ÷å ðåøàâàìå
äèîôàíòîâî ñðàâíåíèå ïî ìîäóë n.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî ãîðíîòî óðàâíåíèå èìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà, òî òðÿáâà äà èìà
ðåøåíèå è ïî ìîäóë âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p, ò.å. â Zp. Òîçè ôàêò ïîçâîëÿâà äà ñå äîêàçâà
íåðåøèìîñò íà óðàâíåíèåòî - àêî ñå íàìåðè p, òàêîâà ÷å â Zp íÿìà ðåøåíèå, òî íÿìà äà
èìà ðåøåíèå è â öåëè ÷èñëà.

Â íàñòîÿùèòå ëåêöèè ùå ñå ñïðåì ñàìî íà óðàâíåíèÿòà îò âòîðà ñòåïåí.

5.1 Äèîôàíòîâè óðàâíåíèÿ îò âòîðà ñòåïåí.

Âñÿêî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå îò âòîðà ñòåïåí ñ äâå íåèçâåñòíè ìîæå äà ñå çàïèøå (ñëåä
åâåíòóàëíî óìíîæàâàíå ñ 2) âúâ âèäà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, (5.1)

êúäåòî aij ∈ Z.
Ñ ëèíåéíè òðàíñôîðìàöèè ïîäîáíè íà èçïîëçâàíèòå ïðè êàíîíèçàöèÿ íà êîíè÷íèòå

ñå÷åíèÿ â àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ óðàâíåíèå (5.1) ñå ñâåæäà êúì

X2 + 2aY + b = 0 (ïàðàáîëà)

èëè êúì
X2 −DY 2 = F.

(Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ÷åñòî ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Ïåë, ìàêàð ÷å Ïåë íÿìà íèêàêâè
ïðèíîñè êúì íåãîâîòî ðåøàâàíå.) Äóìèòå �ñâåæäà ñå� îçíà÷àâàò, ÷å àêî (5.1) èìà ðåøå-
íèå â öåëè ÷èñëà, òàêîâà èìà è ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå. Íî ïðè âðúùàíå êúì èçõîäíîòî
óðàâíåíèå òðÿáâà äà ñå âíèìàâà è òîâà íå âèíàãè å âúçìîæíî.
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Íåêà a11 = a22 = 0, a12 6= 0. Ïîëàãàéêè
∣∣∣∣

x = u + v
y = u− v

ïîëó÷àâàìå
2a12(u2 − v2) + 2(a13 + a23)u + 2(a13 − a23)v + a33 = 0.

Óìíîæàâàìå ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî ïî 2a12 è òî äîáèâà âèäà

(2a12u + a13 + a23)2 − (2a12v − a13 + a23)2 + a33 − 4a13a23 = 0.

Ñ òðàíñôîðìàöèÿòà ∣∣∣∣
X = 2a12u + a13 + a23

Y = 2a12v − a13 + a23
,

òî äîáèâà âèäà
X2 − Y 2 = F.

(ò.å. õèïåðáîëà.)
Íåêà çà êîíêðåòíîñò a11 6= 0. Òîãàâà óìíîæàâàéêè (5.1) ñ a11 è ïîëàãàéêè

∣∣∣∣
u = a11x + a12y
v = y

ïîëó÷àâàìå
u2 + ∆v2 + 2a13u + 2(a11a23 − a12a13)v + a11a33 = 0,

êúäåòî ∆ = a11a22 − a2
12.

Àêî ∆ 6= 0, òî óìíîæàâàéêè ïî ∆ óðàâíåíèåòî ñå ïðåîáðàçóâà â

∆(u + a13)2 + (∆v + a11a23 − a12a13)2 + ∆[a11a33 − a2
13 − (a11a23 − a12a13)2] = 0.

Ñåãà ïîëàãàíåòî ∣∣∣∣
X = ∆v + a11a23 − a12a13

Y = u + a13
,

ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå íà Ïåë:
X2 + ∆Y 2 = F.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî a12 = 0, òî íàïðàâî ïðèëàãàìå ïîñëåäíàòà ñòúïêà ñ òàçè ðàçëèêà,
÷å óìíîæàâàìå ñ a11a22 (êîåòî å ïàê ∆).

Íåêà ∆ = 0. Ñ òðàíñôîðìàöèÿòà
∣∣∣∣

u = X − a13

v = Y
,

òî ñå ïðåîáðàçóâà â

X2 + 2(a11a23 − a12a13)Y + a11a33 − a2
13 = 0.

Ñëåäîâàòåëíî ñëó÷àÿò ∆ = 0 âîäè äî ïàðàáîëà è âðúçêàòà ìåæäó X,Y è ïúðâîíà÷àëíèòå
íåèçâåñòíè x, y ñå äàâà ñ ∣∣∣∣

a11x = X − a12Y − a13

y = Y
. (5.2)
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Äà ðàçãëåäàìå ïàðàáîëè÷íèÿ ñëó÷àé ïî-ïîäðîáíî. Ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå â öåëè
÷èñëà íà X2 + 2aY + b = 0 âëå÷å ðåøèìîñò íà ñðàâíåíèåòî

X2 ≡ −b (mod 2a). (5.3)

Çà âñÿêî ðåøåíèå X íà (5.3) äâîéêàòà öåëè ÷èñëà X, Y, êúäåòî Y = (X2 + b)/2a å ðåøå-
íèå íà ïàðàáîëè÷íîòî óðàâíåíèå. Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðåøèìîñò íà
ñðàâíåíèåòî (5.3) ñå äàâà ñ Òåîðåìà 4.1.10.

Ïðèìåð 5.1.1 Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

x2 − 2xy + y2 − x− 2y = 0.

Ñëåäâàéêè îïèñàíàòà ïî-ãîðå ïðîöåäóðà ãî ïðåîáðàçóâàìå â

(x− y)2 + 2(x− y)− 3x = 0,

îòêúäåòî ïîëàãàéêè ∣∣∣∣
X = x
Y = x− y + 1

ïîëó÷àâàìå
Y 2 − 3X − 1 = 0.

ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå èìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å ðåøèìî
ñðàâíåíèåòî

Y 2 ≡ 1 (mod 3),

ò.å. çà Y = 3t± 1, t ∈ Z. Ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà ìó ñå äàâàò ñ

X = 3t2 + 2t, Y = 3t + 1

X = 3t2 − 2t, Y = 3t− 1.

Èçïîëçâàéêè âðúçêàòà ìåæäó ñòàðèòå è íîâèòå ïðîìåíëèâè ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà
ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíåíèå:

x = 3t2 + 2t, y = 3t2 − t
x = 3t2 − 2t, y = 3t2 − 5t + 2

, t ∈ Z.

Ïðèìåð 5.1.2 Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

xy − 2x + 3y − 1 = 0.

Ñúãëàñòíî äàäåíàòà ïî-ãîðå ïðîöåäóðà òîâà óðàâíåíèå òðÿáâà äà ñå ïðåîáðàçóâàìå â
õèïåðáîëà (â ñëó÷àÿ èçðîäåíà â äâå ïðåñè÷àùè ñå ïðàâè). Ïîëàãàéêè x = u+v è y = u−v
ïîëó÷àâàìå

u2 − v2 + u− 5v − 1 = 0. (5.4)
Ñëåä óìíîæåíèå ïî 4 ñå ïðåîáðàçóâà â

(2u + 1)2 − (2v + 5)2 + 20 = 0,
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ò.å. â
X2 − Y 2 = −20, (5.5)

êúäåòî ∣∣∣∣
X = 2u + 1
Y = 2v + 5

Óðàâíåíèå (5.5) ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà

(X + Y )(X − Y ) = −20.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å (X+Y ) è (X−Y ) ñà ñ åäíàêâà ÷åòíîñò è ðåøåíèÿòà ñå ãðóïèðàò
ïî ÷åòâîðêè êàòî âúâ âñÿêà ãðóïà èìà ðåøåíèå ñ X ≥ 0, Y ≥ 0, òî ðåøåíèÿòà íà (5.5) ñå
ïîëó÷àâàò îò ∣∣∣∣

X + Y = 10
X − Y = −2

,

∣∣∣∣
X + Y = 2
X − Y = −10

.

Ñëåäîâàòåëíî
X = 4 X = 4 X = −4 X = −4
Y = 6 Y = −6 Y = 6 Y = −6

Èçïîëçâàéêè âðúçêàòà ∣∣∣∣
X = x + y + 1
Y = x− y + 5

ìåæäó ñòàðèòå è íîâèòå ïðîìåíëèâè ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíå-
íèå:

x = 2 x = −4, x = −2 x = −8
y = 1 y = 7 y = −3 y = 3

.

Çàáåëåæêà 5.1 Ãîðíèÿò ïðèìåð å èíòåðåñåí è ñ òîâà, ÷å ìåæäèííîòî óðàâíåíèå (5.4)
íÿìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà (ñ ïðîâåðêà ïî ìîäóë 2 ñå âèæäà), íî ïúðâîíà÷àëíîòî è
êðàéíîòî óðàâíåíèÿ (5.4) èìàò. Ñ òîâà íàïîìíÿìå, ÷å ïðåîáðàçóâàíèÿòà íå âîäÿò
êúì åêâèâàëåíòíè äèîôàíòîâè óðàâíåíèÿ è òðÿáâà äà ñå âíèìàâà ñ èçâîäèòå.

5.2 Óðàâíåíèÿ îò âèäà x2 −Dy2 = F.

Äà îòáåëåæèì ïúðâî, ÷å àêî (x0, y0) å ðåøåíèå íà

x2 −Dy2 = F,

òî (x0,−y0), (−x0, y0) è (−x0,−y0) ñúùî ñà ðåøåíèÿ. Ðåøåíèÿòà ñ x > 0, y > 0 ùå íàðè-
÷àìå ïîëîæèòåëíè, à òàêèâà, çà êîèòî y = 0 èëè x = 0 (àêî èìà òàêèâà) � òðèâèàëíè.

Àêî D < 0, òî óðàâíåíèåòî èìà âèäà

x2 + ∆y2 = F, ∆ > 0

è î÷åâèäíî èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé ðåøåíèÿ (åëèïòè÷åí ñëó÷àé).
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Àêî D å òî÷åí êâàäðàò, òî óðàâíåíèåòî ñå ñâåæäà êúì ëèíåéíè äèîôàíòîâè óðàâ-
íåíèå (âèæ Ïðèìåð 7.1.2). Çàòîâà ïðåäïîëàãàìå, ÷å D íå å òî÷åí êâàäðàò íà åñòåñòâåíî
÷èñëî.

È òàêà èíòåðåñóâàìå ñå îò ñëó÷àÿ, êîãàòî D > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå å òî÷åí
êâàäðàò.

Ëåìà 5.2.1 Àêî α å èðàöèîíàëíî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî äâîéêè öåëè
÷èñëà (a, b) = 1, òàêèâà ÷å ∣∣∣a

b
− α

∣∣∣ <
1
b2

.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, 1) íà n ðàâíè ÷àñòè:

[0, 1) = ∪
[
k

n
,
k + 1

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Òúé êàòî α å èðàöèîíàëíî, òî äðîáíèòå ÷àñòè íà 0, α, 2α, . . . , nα ñà ðàçëè÷íè è
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò k è l, òàêèâà ÷å äðîáíèòå ÷àñòè íà kα è lα ïîïàäàò
â åäèí èíòåðâàë, ò.å. 0 ≤ k < l ≤ n è

|kα− bkαc − (lα− blαc)| < 1
n

.

Ñ ïîëàãàíåòî a = blαc − bkαc è b = l − k < n, íåðàâåíñòâîòî äîáèâà âèäà

|a− bα| < 1
n

.

Ñ÷èòàìå, ÷å a è b ñà âçàèìíîïðîñòè, òúé êàòî â ïðîòèâíèÿ ñëó÷àé ùå ðàçäåëèì
íåðàâåíñòâîòî íà íàé-ãîëåìèÿ èì îáù äåëèòå, êîåòî ñàìî ùå ãî óñèëè. Îñâåí
òîâà b > 0 âëå÷å ∣∣∣a

b
− α

∣∣∣ <
1
bn

<
1
b2

.

Îñòàâÿéêè n äà ðàñòå ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè äâîéêè. Íàèñòèíà, çà âñÿêà íà-
ìåðåíà äâîéêà a, b èçáèðàéêè n :

1
n

<
∣∣∣a
b
− α

∣∣∣

è ïîâòàðÿéêè ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ïîëó÷àâàìå c, d, òàêèâà ÷å
∣∣∣ c
d
− α

∣∣∣ <
1
dn

<
∣∣∣a
b
− α

∣∣∣ .

Ëåìà 5.2.2 Àêî D å åñòåñòâåíî, êîåòî íå å òî÷åí êâàäðàò, òî ñúùåñòâóâàò áåçáðîé
ìíîãî äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (a, b), òàêèâà ÷å

∣∣a2 −Db2
∣∣ < 1 + 2

√
D.
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Äîêàçàòåëñòâî. ×èñëîòî
√

D > 1 å èðàöèîíàëíî è ñúãëàñíî ïðåäíàòà ëåìà
ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî äâîéêè (â ñëó÷àÿ) åñòåñòâåíè ÷èñëà (a, b) = 1, çà
êîèòî ∣∣∣a− b

√
D

∣∣∣ <
1
b
.

Òîãàâà ∣∣∣a + b
√

D
∣∣∣ ≤

∣∣∣a− b
√

D
∣∣∣ + 2b

√
D <

1
b

+ 2b
√

D.

Ñëåäîâàòåëíî
∣∣a2 −Db2

∣∣ =
∣∣∣a− b

√
D

∣∣∣
∣∣∣a + b

√
D

∣∣∣ <
1
b2

+ 2
√

D < 1 + 2
√

D.

Òåîðåìà 5.2.3 Àêî D å åñòåñòâåíî, êîåòî íå å òî÷åí êâàäðàò, òî óðàâíåíèåòî

x2 −Dy2 = 1 (5.6)

èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ â öåëè ÷èñëà. Ïðè òîâà ñúùåñòâóâà äâîéêà åñòåñòâåíè ÷èñ-
ëà (x1, y1), êîèòî ñà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî è âñÿêî äðóãî ðåøåíèå èìà âèäà (±xn,±yn),
êúäåòî

xn + yn

√
D = (x1 + y1

√
D)n.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà îòáåëåæèì, ÷å îò ãîðíàòà ôîðìóëà ñå ïîëó÷àâà ïðè
n = 0 ôîðìàëíî è òðèâèàëíîòî ðåøåíèå (1,0).

Îò Ëåìà 5.2.2 è 3 < 1 + 2
√

D < ∞ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî öÿëî
÷èñëî m, çà êîåòî óðàâíåíèåòî

x2 −Dy2 = m

ñå óäîâëåòâîðÿâà çà áåçáðîé ìíîãî äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Íî òúé êàòî |m|
å êðàéíî, òî ñúùåñòâóâàò ïîíå äâå òàêèâà äâîéêè (x1, y1) è (x2, y2), òàêèâà ÷å

x1 ≡ x2, y1 ≡ y2 (mod |m|).
Òîãàâà

(x1 − y1

√
D)(x2 + y2

√
D) = (x1x2 − y1y2D) + (x1y2 − x2y1)

√
D

≡ (x2
1 −Dy2

1) + 0.
√

D ≡ 0 (mod |m|).
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà u, v :

(x1 − y1

√
D)(x2 + y2

√
D) = m(u + v

√
D)

è
(x1 + y1

√
D)(x2 − y2

√
D) = m(u− v

√
D).

Óìíîæàâàéêè ãè ïî÷ëåíî ïîëó÷àâàìå

m2 = m2(u2 − v2D),

îòêúäåòî
u2 − v2D = 1.
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Äà îòáåëåæèì, ÷å v 6= 0. Íàèñòèíà, ïðîòèâíîòî âîäè äî u = ±1 è x1y2 = x2y1.
Òîãàâà óìîæàâàéêè x1x2 − y1y2D = m(±1) ñ x1 ïîëó÷àâàìå:

±mx1 = x2
1x2 − y1x1y2D = x2

1x2 − y2
1x2D = (x2

1 − y2
1D)x2 = mx2.

Ñëåäîâàòåëíî x1 = x2 (òå ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà
èì. Ñ òîâà äîêàçàõìå ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå.

Çà äà äîêàæåì âòîðîòî òâúðäåíèå âúâåæäàìå íàðåäáà ñðåä ïîëîæèòåëíèòå
ðåøåíèÿ. Êàçâàìå, ÷å (a, b) > (c, d), àêî a + b

√
D > c + d

√
D. Íåêà α =

u + v
√

D è β = x + y
√

D, êúäåòî (u, v) å ìèíèìàëíîòî ïîëîæèòåëíî, à (x, y)
å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å ᾱ = u − v

√
D = α−1,

òúé êàòîu2 − v2D = 1. Àíàëîãè÷íî β̄ = β−1. Íåêà n å òàêîâà åñòåñòâåíî
÷èñëî, ÷å αn ≤ β < αn+1. Òîãàâà 1 ≤ (ᾱ)nβ < α. Àêî (ᾱ)nβ = a + b

√
D, òî

a− b
√

D = (a + b
√

D)−1 è ñëåäîâàòåëíî a2 − b2D = 1, ò.å. (a, b) å ðåøåíèå íà
ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå. Íî 1 ≤ a + b

√
D < α, êîåòî âëå÷å 0 < a− b

√
D ≤ 1

è ñëåäîâàòåëíî 2a > 1 è 2b
√

D ≥ 1 − 1 = 0. Ñëåäîâàòåëíî a > 0 è b ≥ 0. Â
òàêúâ ñëó÷àé åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò äà íå ñìå â ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íà
α (ìèíèìàëíî ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå) å b = 0, a = 1, ò.å. αn = β.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî (u, v) å ðåøåíèå íà (5.6) è (a, b) å ðåøåíèå íà

x2 −Dy2 = F, (5.7)

òî äâîéêàòà (c, d) çàäàäåíà ñ

(c + d
√

D) = (a + b
√

D)(u + v
√

D)

å ñúùî ðåøåíèå íà (5.7). Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà äàäåì ñëåäíàòà

Äåôèíèöèÿ 5.2.4 Íåêà D å åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå å òî÷åí êâàäðàò è F å íå-
íóëåâî öÿëî ÷èñëî. Êàçâàìå, ÷å äâå ðåøåíèÿ (a, b) è (c, d) íà (5.7) ñà àñîöèèðàíè, àêî
ñúùåñòâóâà ðåøåíèå (u, v) íà (5.6), òàêîâà ÷å

(c + d
√

D) = (a + b
√

D)(u + v
√

D).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ãîðíàòà äåôèíèöèÿ çàäàâà ðåëàöèà íà åêâèâàëåíòíîñò â ñúâêóï-
íîñòòà îò ðåøåíèÿ íà (5.7). Ñëåäîâàòåëíî äÿñíàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî å ñúùî
ðåøåíèå íà (5.7) è âñè÷êè íåãîâè ðåøåíèÿ ñå ðàçáèâàò íà íåïðåñè÷àùè ñå êëàñîâå îò
àñîöèèðàíè ðåøåíèÿ. Ñúãëàñíî äàäåíàòà äåôèíèöèÿ, àêî (a, b) è (c, d) ñà àñîöèèðàíè, òî

(c + d
√

D)(a− b
√

D) = F.(u + v
√

D).

Îáðàòíî, àêî ïîñëåäíîòî å â ñèëà, òî

(c− d
√

D)(a + b
√

D) = F.(u− v
√

D),

îòêúäåòî ñ óìíîæàâàíå ïîëó÷àâàìå u2 −Dv2 = 1. Ñëåäîâàòåëíî (a, b) è (c, d) ñà àñîöèè-
ðàíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∣∣∣∣
ac− bdD ≡ 0 (mod F )
ad− bc ≡ 0 (mod F ),

(5.8)
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Êëàñúò ñ ïðåäñòàâèòåë a−b
√

D ñå íàðè÷à ñïðåãíàò íà òîçè ñ ïðåäñòàâèòåë a+b
√

D. Àêî
äâàòà êëàñà ñúâïàäàò êàçâàìå, ÷å êëàñúò å ñàìîñïðåòíàò. Ïðè F = ±1 èìà ñàìî åäèí
êëàñ è òîé å ñàìîñïðåãíàò. Äà îòáåëåæèì, ÷å â åäèí êëàñ ìîæå äà èìà ðåøåíèå ñ a = 0
èëè b = 0, ñàìî àêî êëàñúò å ñàìîñïðåãíàò. Çàòîâà, àêî êëàñúò íå å ñàìîñïðåãíàò ìîæå
äà èçáåðåì èçìåæäó âñè÷êè ðåøåíèÿ îíîâà, çà êîåòî b ïðèåìà ìèíèìàëíà ïîëîæèòåëíà
ñòîéíîñò. Òîãàâà ñúîòâåòíîòî a å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî, òúé êàòî (−a, b) ïðèíàäëåæè
íà ñïðåãíàòèÿ êëàñ, è |a| ñúùî èìà ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò. Òàêà
îïðåäåëåíîòî (åäíîçíà÷íî) ðåøåíèå (a0, b0) íàðè÷àìå ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå (ïðåäñ-
òàâèòåë) çà êëàñà .

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà

Òåîðåìà 5.2.5 Àêî D è F ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è D íå å òî÷åí êâàäðàò, òî óðàâíåíè-
ÿòà

x2 −Dy2 = ±F (5.9)
èìàò êðàåí áðîé êëàñîâå ðåøåíèÿ. Ïðè òîâà, àêî (u, v) å ðåøåíèå íà (5.6), òî

0 < |x| ≤
√

(u± 1)D
2

0 ≤ y ≤ v√
2(u± 1)

√
D.

Ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà (5.6) ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç ðàçâèâàíå íà
√

D âúâ
áåçêðàéíà âåðèæíà äðîá. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.5.8 òÿ ñå ÿâÿâÿ ïåðèîäè÷íà è àêî ïåðèîäúò
�è n + 1 å ÷åòíî ÷èñëî, òî ÷èñëèòåëÿò è çíàìåíàòåëÿò íà n−òàòà �è ïðèáëèæåíà äðîá Pn

Qnóäîâëåòâîðÿâàò
P 2

n −Q2
nD = 1

Àêî n + 1 å íå÷åòíî, òî âçåìàìå ïðèáëèæåíàòà äðîá ñúîòâåòñâàùà íà êðàÿ íà âòîðèÿ
ïåðèîä, ò.å. ðåøåíèåòî å (P2n+1, Q2n+1).

Ïðèìåð 5.2.1 Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

5x2 − 14xy + 7y2 + 28x− 28y + 23 = 0.

Ñëåäâàéêè îïèñàíàòà â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô ïðîöåäóðà ãî óìíîæàâàìå ñ 5 è ïðåîáðàçóâàìå
âúâ âèäà

(5x− 7y)2 − 14y2 + 28(5x− 7y) + 56y + 115 = 0,

îòêúäåòî ñ ïîëàãàíå ∣∣∣∣
u = 5x− 7y
v = y

ïîëó÷àâàìå
u2 − 14v2 + 28u + 56v + 115 = 0.

Ïîñëåäíîòî çàïèñâàìå êàòî

(u2 + 28u + 142)− 14(v2 − 4v + 4)− 25 = 0.
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Êàòî ïîëîæèì ∣∣∣∣
X = u + 14
Y = v − 2

ïîëó÷àâàìå
X2 − 14Y 2 = 25. (5.10)

Åäíî î÷åâèäíî ðåøåíèå å (±5, 0), êîåòî âîäè äî ðåøåíèÿòà (5t, 5s), êúäåòî (t, s) å ïðîèç-
âîëíî ðåøåíèå íà

X2 − 14Y 2 = 1. (5.11)
Äà íàìåðèì ñåãà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà (5.11) è ñëåä òîâà äà ñå îïèòàìå

äà ïîòúðñèì è äðóãè êëàñîâå ðåøåíèÿ íà (5.10). Çà öåëòà äà ðàçâèåì ïúðâî
√

14 âúâ
âåðèæíà äðîá. Ñúãëàñíî Ïðèìåð 1.5.1

√
14 = [3; 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 6, . . .]

à çà ïðèáëèæåíèòå äðîáè èìàìå:

P−1 = 1, P0 = 3, P1 = 4, P2 = 11, P3 = 15, . . .
Q−1 = 0, Q0 = 1, Q1 = 1, Q2 = 3, Q3 = 4, . . .

Äâîéêàòà (P3, Q3) òðÿáâà äà äàäå ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå è íàèñòèíà

152 − 14.42 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî âñÿêî ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå íà (5.11) ñå äàâà îò

(15 + 4
√

14)n, n = 0, 1, 2, . . . . (5.12)

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2.5 ôóíäàìåíòàëíèòå ïðåäñòàâèòåëè íà êëàñîâåòå ðåøåíèÿ óäîâëåò-
âîðÿâàò

0 < |x| ≤
√

(15 + 1).14
2

= 4
√

7 è 0 ≤ y ≤ 4√
2(15 + 1)

√
14 =

√
7,

ò. å.
0 < |x| ≤ 10 è 0 ≤ y ≤ 2.

Ïðîâåðêàòà â (5.10) ñúñ ñòîéíîñòè â ïîñî÷åíèòå ãðàíèöè äàâà îùå äâà êëàñà ðåøåíèÿ:
(9, 2) è (9,−2). Òå âîäÿò äî ðåøåíèÿ

(9t + 28s, 2t + 9s) è (9t− 28s, −2t + 9s),

êúäåòî (t, s) å ðåøåíèå íà (5.11). Ïúðâèòå ñòîéíîñòè ñà (247,66) è (23,6).
Âðúçêàòà ñ íà÷àëíèòå ïðîìåíëèâè ñå äàâà ñ

∣∣∣∣
5x = X + 7Y
y = Y + 2

,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

x = t + 7s 5x = 23t + 91s x = −t + 7s
y = 5s + 2 y = 2t + 9s + 2 y = −2t + 9s + 2

.
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Òúé êàòî (âèæ (5.12)) òî÷íî åäíî îò t è s âúâ âñÿêà äâîéêà å êðàòíî íà 5, òî 23t + 91s 6≡
0 (mod 5). Ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà íà ïúðâîíà÷àëíîòî óðàâíåíèå ñå äàâàò ñàìî ñ

x = t + 7s x = −t + 7s
y = 5s + 2 y = −2t + 9s + 2

,

êúäåòî (t, s) å ðåøåíèå íà (5.11). Íàïðèìåð ðåøåíèÿ ñà (1, 2), (−1, 0), (1, 4), (13, 8).


