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Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Îñåì ïèðàòè áðîèëè çëàòíèòå ñè ìîíåòè. Îêàçàëî ñå, ÷å âñåêè äâàìà

èìàò ðàçëè÷åí áðîé ìîíåòè, êàòî åäèíèÿò îò òÿõ èìà öÿëî ÷èñëî ïúòè ïîâå÷å ìîíåòè îò

äðóãèÿ. Âúçìîæíî ëè å îáùèÿò áðîé ìîíåòè äà å áèë: à) 2018 ; á) 2019 ?

Ðåøåíèå: à) Íå. Îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ïèðàòèòå èìàò ñúîòâåòíî k0 , k0k1 , k0k1k2 ,
k0k1k2k3 , k0k1k2k3k4 , k0k1k2k3k4k5 , k0k1k2k3k4k5k6 , k0k1k2k3k4k5k6k7 ìîíåòè, êàòî ki ñà
öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà, ki ≥ 2 çà 1 ≤ i ≤ 7 . Îò

1 + k1 + k1k2 + k1k2k3 + k1k2k3k4 + k1k2k3k4k5 + k1k2k3k4k5k6 + k1k2k3k4k5k6k7 ≥ 255

íàìèðàìå k0 ≤ 7. Ïîíåæå 2018 íå ñå äåëè íà 3, 4, 5 è 7, âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà k0 ñà 1
è 2.

Íå å âúçìîæíî k0 = 1, çàùîòî òîãàâà

k1 + k1k2 + k1k2k3 + k1k2k3k4 + k1k2k3k4k5 + k1k2k3k4k5k6 + k1k2k3k4k5k6k7 = 2017 ,

à 2017 å ïðîñòî ÷èñëî.
Ïðè k0 = 2 èìàìå

k1 + k1k2 + k1k2k3 + k1k2k3k4 + k1k2k3k4k5 + k1k2k3k4k5k6 + k1k2k3k4k5k6k7 = 1008 .

Îò

1 + k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 ≥ 127 ,

ñëåäâà 2 ≤ k1 ≤ 7 , êàòî k1 6= 5 , çàùîòî 5 íå äåëè 1008.
Íå å âúçìîæíî k1 = 2, çàùîòî òîãàâà

k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 = 503 ,

à 503 å ïðîñòî ÷èñëî.
Ïðè k1 = 3 èìàìå

k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 = 335 = 5.67 ,

îòêúäåòî k2 = 5 è

k3 + k3k4 + k3k4k5 + k3k4k5k6 + k3k4k5k6k7 = 66 = 2.33 ,

ò.å. k3 = 2, çàùîòî 1 + k4 + k4k5 + k4k5k6 + k4k5k6k7 ≥ 31 . Òîãàâà
k4 + k4k5 + k4k5k6 + k4k5k6k7 = 32 è, ñëåäîâàòåëíî, k4 = 2 è k5 + k5k6 + k5k6k7 = 15 .

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å íåâúçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëíî, íå å âúçìîæíî k1 = 3.
Ïðè k1 = 4 èìàìå

k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 = 251 ,

êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî 251 å ïðîñòî ÷èñëî.



Ïðè k1 = 6 èìàìå

k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 = 167 ,

êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî 167 å ïðîñòî ÷èñëî.
Ïðè k1 = 7 èìàìå

k2 + k2k3 + k2k3k4 + k2k3k4k5 + k2k3k4k5k6 + k2k3k4k5k6k7 = 143 = 11.13 ,

êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî

1 + k3 + k3k4 + k3k4k5 + k3k4k5k6 + k3k4k5k6k7 ≥ 63 .

á) Äà. Íàïðèìåð: 1 + 2 + 32 + 64 + 128 + 256 + 512 + 1024 = 2019 .

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè ÷èñëà (a, b, c) , êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà íåðà-

âåíñòâîòî:

2a2 + 2b2 + 11c2 − ab− 7bc+ 4ac− 8a− 7b− 2c+ 20 < 0 .

Ðåøåíèå: Ëÿâàòà ñòðàíà å öÿëî ÷èñëî, çàòîâà äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

2a2 + 2b2 + 11c2 − ab− 7bc+ 4ac− 8a− 7b− 2c+ 21 ≤ 0 ,

à ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà(
a− b

2

)2
+ 7
( b
2
− c− 1

)2
+ (a+ 2c− 4)2 ≤ 2 . (1)

Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1: b å íå÷åòíî ÷èñëî. Íåðàâåíñòâîòî (1) å èçïúëíåíî ñàìî àêî (a, b, c) å ðåøåíèå
íà ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣

(
a− b

2

)2
=
( b
2
− c− 1

)2
=

1

4

a+ 2c− 4 = 0
.

Öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà òàçè ñèñòåìà ñà (a, b, c) = (2, 3, 1) è (a, b, c) = (2, 5, 1).

Ñëó÷àé 2: b å ÷åòíî ÷èñëî. Íåðàâåíñòâîòî (1) å âúçìîæíî ñàìî àêî c =
b

2
− 1, è ñëåä

çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå (
a− b

2

)2
+ (a+ b− 6)2 ≤ 2 .

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ñàìî êîãàòî a è b ñà ðåøåíèÿ íà íÿêîÿ îò ñèñòåìèòå

óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣ a−
b

2
= 0

a+ b− 6 = 0
,

∣∣∣∣∣∣
(
a− b

2

)2
= 1

(a+ b− 6)2 = 1
,

∣∣∣∣∣∣ a−
b

2
= 0

(a+ b− 6)2 = 1
,

∣∣∣∣∣∣
(
a− b

2

)2
= 1

a+ b− 6 = 0
.

Ðåøåíèåòî íà ïúðâàòà ñèñòåìà å (a, b) = (2, 4), öåëèòå ðåøåíèÿ íà âòîðàòà ñèñòåìà ñà

(a, b) = (3, 4) è (a, b) = (1, 4), à ïîñëåäíèòå äâå ñèñòåìè íÿìàò öåëè ðåøåíèÿ. Çàìåñòâàéêè

c =
b

2
− 1 = 1 , ïîëó÷àâàìå öåëèòå ðåøåíèÿ íà äàäåíîòî íåðàâåíñòâî:

(a, b, c) = (2, 4, 1) , (a, b, c) = (1, 4, 1) , (a, b, c) = (3, 4, 1).

Îòãîâîð: (2, 3, 1); (2, 5, 1); (2, 4, 1); (1, 4, 1); (3, 4, 1).



Çàäà÷à 3. Íà ðúáîâåòå AB è BC íà ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1

ñà âçåòè òî÷êè M ∈ AB è N ∈ BC , êàòî AM : MB = 1 : 3 è BN : NC = 2 : 1 . Äà ñå

íàìåðè îòíîøåíèåòî AB : BC : AA1, àêî îêîëî ìíîãîúãúëíèêà, ïîëó÷åí îò ïðåñè÷àíåòî

íà ïàðàëåëåïèïå äà ñ ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå M, N è C1 , ìîæå äà ñå îïèøå

îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå: Îçíà÷àâàìå AB = a , BC = b è AA1 = c . Ïî óñëîâèå AM =
a

4
, MB =

3a

4
,

BN =
2b

3
, NC =

b

3
.

Íåêà P å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ðàâíèíàòà MNC1 ñ ïðàâàòà A1D1 . Òîãàâà MN ‖ C1P
(êàòî ïðåñå÷íèöè íà ðàâíèíà ñ óñïîðåäíè ðàâíèíè) è, ñëåäîâàòåëíî, 4MBN è 4C1D1P

ñà ïîäîáíè, îòêúäåòî
MB

C1D1
=

BN

D1P
. Òàêà íàìèðàìå D1P =

8b

9
è PA1 =

b

9
.

Àíàëîãè÷íî, íåêà K å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ðàâíèíàòà MNC1 ñ ïðàâàòà AA1 . Òîãàâà

NC1 ‖ PK (êàòî ïðåñå÷íèöè íà ðàâíèíà ñ óñïîðåäíè ðàâíèíè) è, ñëåäîâàòåëíî, 4NCC1 è

4PA1K ñà ïîäîáíè, îòêúäåòî
NC

PA1
=

CC1

A1K
. Òàêà íàìèðàìå A1K =

c

3
è KA =

2c

3
.

Ñëåäîâàòåëíî ïåòîúãúëíèêúò MNC1PK å òúðñåíîòî ñå÷åíèå. Òîé å âïèñàí â îêðúæ-

íîñò òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî è äâàòà ÷åòèðèúãúëíèêà MNC1P è NC1PK ñà âïèñàíè

â îêðúæíîñò. Ïîíåæå MN ‖ C1P , òî MNC1P å ðàâíîáåäðåí òðàïåö, ò.å. NC1 = MP , è,

àíàëîãè÷íî, îò NC1 ‖ PK ñëåäâà, ÷å NC1PK å ðàâíîáåäðåí òðàïåö, ò.å. C1P = MK .

Íåêà P1 å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà P â ðàâíèíàòà ABCD . Òîãàâà P1 ∈ AD è

AP1 =
b

9
. Ñëåäîâàòåëíî

MP 2 = MP 2
1 + PP 2

1 = AM2 +AP 2
1 + PP 2

1 =
a2

16
+

b2

81
+ c2 .

Èìàìå è NC2
1 = NC2 + CC2

1 =
b2

9
+ c2 , îòêúäåòî

a2

16
=

8b2

81
, èëè

a

b
=

8
√
2

9
.

Ïðåñìÿòàìå îùå

KN2 = AK2 +AN2 = AK2 +AB2 +BN2 =
4c2

9
+ a2 +

4b2

9

è C1P
2 = C1D

2
1 + PD2

1 = a2 +
64b2

81
, îòêúäåòî

4c2

9
=

28b2

81
, èëè

b

c
=

3√
7
.

Îêîí÷àòåëíî a : b : c = 8
√
2 : 9 : 3

√
7 .

Îòãîâîð: AB : BC : AA1 = 8
√
2 : 9 : 3

√
7 .



Çàäà÷à 4. Ñóìàòà íà íåîòðèöàòåëíèòå ÷èñëà xi, i = 1, . . . , n (n ≥ 2 ) å ðàâíà íà

1 . Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−1xn + xnx1 .

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå

fn(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−1xn + xnx1 .

Ñëó÷àé 1: n = 2. Èìàìå

f2(x1, x2) = 2x1x2 =
1

2

(
(x1 + x2)

2 − (x1 − x2)
2
)
≤ 1

2

ñ ðàâåíñòâî çà x1 = x2 =
1

2
.

Ñëó÷àé 2: n = 3. Èìàìå

f3(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + x3x1

=
1

6

(
2 (x1 + x2 + x3)

2 − (x1 − x2)
2 − (x2 − x3)

2 − (x3 − x1)
2
)
≤ 1

3

ñ ðàâåíñòâî çà x1 = x2 = x3 =
1

3
.

Ñëó÷àé 3: n = 2k , k ≥ 2. Èìàìå

fn(x1, x2, . . . , xn) ≤
( k∑

i=1

x2i

)( k∑
i=1

x2i−1

)
=
( k∑

i=1

x2i

)(
1−

k∑
i=1

x2i

)
≤ 1

4

ñ ðàâåíñòâî íàïðèìåð çà x1 = x2 =
1

2
, x3 = x4 = · · · = xn = 0 .

Ñëó÷àé 4: n = 2k + 1 , k ≥ 2.
fn íå ñå ïðîìåíÿ ïðè öèêëè÷íà ñìÿíà (x1, x2, . . . , xn) 7→ (xi, xi+1, . . . , xn, x1, . . . , xi−1) ,

çàòîâà áåç îãðàíè÷åíèå ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å x1 = min{x1, x2, . . . , xn} .
Èìàìå (2 ≤ 2k − 2 = n− 3)

fn(x1, x2, . . . , xn) ≤
( k∑

i=1

x2i

)( k+1∑
i=1

x2i−1

)
+ x2k+1x1 − x2x2k+1

=
( k∑

i=1

x2i

)(
1−

k∑
i=1

x2i

)
+ x2k+1x1 − x2x2k+1 ≤

1

4

ñ ðàâåíñòâî íàïðèìåð çà x1 = x2 = · · · = xn−2 = 0 , xn−1 = xn =
1

2
.

Îòãîâîð:
1

min (n, 4)
.

Çàäà÷à 5. Íåêà n ≥ 3 å åñòåñòâåíî ÷èñëî, è a1 = 3n, a2 =
5

2
(n− 1)n. Ïîëèíîìúò

P (x) = xn +

n∑
k=1

(−1)kak xn−k

èìà ñàìî ðåàëíè è ïîëîæèòåëíè êîðåíè. Àêî xn å íàé-ãîëåìèÿò îò òåçè êîðåíè, äà ñå íàìåðè
ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà xn è ïîëèíîì P (x), çà êîéòî ñå äîñòèãà .

Ðåøåíèå: Àêî x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ñà âñè÷êèòå êîðåíè íà P (x), òîãàâà îò ôîðìóëèòå íà

Âèåò èìàìå

x1 + x2 + · · ·+ xn = a1 = 3n,
∑

1≤i<j≤n

xixj = a2 =
5

2
(n− 1)n ,



è îò òóê

x21 + x22 + · · ·+ x2n = (x1 + x2 + · · ·+ xn)
2 − 2

∑
1≤i<j≤n

xixj = a21 − 2a2 = 4n2 + 5n .

Ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñðåäíîòî êâàäðàòè÷íî è ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî(x21 + · · ·+ x2n−1

n− 1

)1/2
≥ x1 + · · ·+ xn−1

n− 1
,

è ïîëó÷àâàìå (4n2 + 5n− x2n
n− 1

)1/2
≥ 3n− xn

n− 1
.

Äÿñíàòà ñòðàíà å ïîëîæèòåëíà, è ñëåä ïîâäèãàìå íà êâàäðàò è ïðåðàáîòêà ïîëó÷àâàìå

ïîñëåäîâàòåëíî åêâèâàëåíòíèòå íåðàâåíñòâà

4n2 + 5n− x2n ≥
(3n− xn)

2

n− 1
⇔ (n− 1)(4n2 + 5n− x2n) ≥ 9n2 − 6nxn + x2n

⇔ x2n − 6xn − 4n2 + 8n+ 5 ≤ 0 . (2)

Ðåøåíèåòî íà íåðàâåíñòâîòî (2) å xn ∈ [5− 2n, 2n+1], îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å xn ≤ 2n+1. Ðà-
âåíñòâîòî ñå äîñòèãà, êîãàòî èìàìå ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñðåäíîòî êâàäðàòè÷íî

è ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî, ò.å. êîãàòî

x1 = x2 = · · · = xn−1 =
3n− (2n+ 1)

n− 1
= 1 ,

èëè çà ïîëèíîìà P (x) = (x− 1)n−1(x− 2n− 1).

Îòãîâîð: xn = 2n + 1 ; P (x) = (x− 1)n−1(x− 2n− 1).


