
Ñîôèéñêè Óíèâåðñèòåò ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�

Ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà

Íàöèîíàëåí òóðíèð ïî åëåìåíòàðíà ìàòåìàòèêà

½Ïðîô. Áîðèñëàâ Áîÿíîâ�

Ïúðâè êðúã, 23 ôåâðóàðè 2020

Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:∣∣ 2x2 − 9x+ 10
∣∣ < ∣∣x2 − x− 5

∣∣ .

Ðåøåíèå: Ïîíåæå äâåòå ñòðàíè ñà íåîòðèöàòåëíè, íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà(
2x2 − 9x+ 10

)2
<
(
x2 − x− 5

)2
, èëè(

3x2 − 10x+ 5
) (
x2 − 8x+ 15

)
< 0 . Ñëåä ðàçëàãàíå

(x− x1 ) (x− x2 ) (x− 3 ) (x− 5 ) < 0 , êúäåòî

x1 =
5−
√
10

3
< x2 =

5 +
√
10

3
< 3 < 5 .

Ñëåäîâàòåëíî, ðåøåíèÿòà íà íåðàâåíñòâîòî ñà:(
5−
√
10

3
,
5 +
√
10

3

)
∪ (3 , 5) .

Çàäà÷à 2. Îêðúæíîñò, ñ öåíòúð òî÷êàòà A , ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà B . Âòîðà îêðúæ-

íîñò, ñ öåíòúð òî÷êàòà B , ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà A . Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ðàäèóñà íà

îêðúæíîñò, êîÿòî ñå äîïèðà äî îòñå÷êàòà AB è äî äàäåíèòå äâå îêðúæíîñòè, àêî AB = 8 .

Ðåøåíèå: Íåêà îêðúæíîñòòà, ÷èéòî ðàäèóñ ñå òúðñè, å ñ öåíòúð O è ðàäèóñ r è ñå

äîïèðà äî AB â M , äî îêðúæíîñòòà, ñ öåíòúð A , â K è äî îêðúæíîñòòà, ñ öåíòúð B , â

P . Äîïèðàíåòî äî îêðúæíîñòèòå å âúòðåøíî è, ñëåäîâàòåëíî,

AO = AK−OK = 8−r è BO = BP−OP = 8−r , ò.å.4ABO å ðàâíîáåäðåí. Òîâà îçíà÷àâà,

÷å M å ñðåäà íà AB . Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà (çà 4AMO ) íè äàâà (8− r)2 = 42 + r2 ,
îòêúäåòî r = 3 .



Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî:

3√
x+ 40 −

√
x− 20 = 2 .

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå y =
3√
x+ 40 . Óðàâíåíèåòî ñå òðàíñôîðìèðà â

y−2 =
√
y3 − 60 , ñ óðàâíåíèå ñëåäñòâèå y3−y2+4y−64 = 0 . Ñëåä ðàçëàãàíå ïîëó÷àâàìå

(y − 4)
(
y2 + 3y + 16

)
= 0 ñ åäèíñòâåí êîðåí 4 . Ïðîâåðêàòà ïîêàçâà, ÷å 4 å êîðåí íà

óðàâíåíèåòî y − 2 =
√
y3 − 60 . Ñëåäîâàòåëíî, ðåøåíèåòî íà èçõîäíîòî óðàâíåíèå å 24 .

Çàäà÷à 4. Ìåðêèòå íà úãëèòå íà òðèúãúëíèê ABC ñà íå ïî-ãîëåìè îò 90◦ . Äà
ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ëèöåòî íà 4ABC , àêî

AB = 8 è ñóìàòà îò ëèöàòà íà êâàäðàòèòå ñúñ ñòðàíà AC è BC å 82 .

Ðåøåíèå: Íåêà CH (H ëåæè âúðõó ïðàâàòà AB ) å âèñî÷èíàòà ïðåç C . Ïîíåæå

äúëæèíàòà íà AB å ôèêñèðàíà, òî òðÿáâà äà ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà âúç-

ìîæíè ñòîéíîñòè íà CH . Â òðèúãúëíèê ABC íÿìà òúïè úãëè, ñëåäîâàòåëíî H ëåæè âúðõó

îòñå÷êàòà AB , êàòî å âúçìîæíî äà ñúâïàäà ñ A èëè ñ B .

Íåêà M å ñðåäàòà íà AB . Òîãàâà 4CM2 = 2AC2 + 2BC2 −AB2 = 2.82− 64 = 100 , ò.å.
CM = 5 . Ïîíåæå CH ≤ CM , òî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà CH å 5 è ñå äîñòèãà, êîãàòî H
ñúâïàäà ñ M .

Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà, ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å H ëåæè âúðõó îòñå÷êàòà MB . Äà

îçíà÷èì ñ P ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïåðïåíäèêóëÿðà êúì AB ïðåç B è îêðúæíîñòòà, ñ öåíòúð

M è ðàäèóñ 5 , êîÿòî å â åäíà ïîëóðàâíèíà ñ C ñïðÿìî AB . Òîãàâà

BP = 3 è CH ≥ PB , çàùîòî ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè MHC è MBP èìàò ðàâíè

õèïîòåíóçè MC è MP , à <) HMC ≥<) BMP . Ñëåäîâàòåëíî, íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà

CH å 3 è ñå äîñòèãà, êîãàòî H ñúâïàäà ñ B .

Îêîí÷àòåëíî, íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà ëèöåòî íà4ABC å 20 , à íàé-ìàëêàòà
âúçìîæíà ñòîéíîñò � 12 .



Çàäà÷à 5. Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå (íå åäíàêâè) ïðàâîúãúëíè òðèúãúë-

íèöè, ÷èèòî âúðõîâå ñà èçìåæäó âúðõîâåòå íà ïðàâèëåí 2020-úãúëíèê.

Ðåøåíèå: Âúðõîâåòå íà (âñåêè) ïðàâèëåí ìíîãîúãúëíèê ëåæàò íà îïèñàíàòà îêî-

ëî íåãî îêðúæíîñò. Ñëåäîâàòåëíî, òðèúãúëíèê, ñ âúðõîâå èçìåæäó âúðõîâåòå íà ìíîãî-

úãúëíèêà, å ïðàâîúãúëåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî äâà îò âúðõîâåòå ìó ñà äèàìåò-

ðàëíî ïðîòèâîïîëîæíè òî÷êè. Íåêà âúðõîâåòå ñà Ak , k = 1, 2, 3, . . . , 2020 (íàðåäåíè

â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà ïî îïèñàíàòà îêðúæíîñò). Ïðèåìàìå óãîâîðêàòà Ak ≡ Ak−2020 çà

k = 2021, 2022, 2023, . . . , 4040 . Òîãàâà ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè â çàäà÷àòà ìîãàò äà

áúäàò çàïèñàíè òàêà ApAkAp+1010 , p < k < p+ 1010 .
Èçìåæäó òðèúãúëíèöèòå A1AkA1011 , k = 2, 3, . . . , 506 íÿìà åäíàêâè è òå ñà 505 íà

áðîé.

Èìàìå îùå 4A1AkA1011
∼= 4A1A1012−kA1011 çà k = 507, 508, . . . , 1010 (ñèìåòðè÷íè

ñïðÿìî ïðàâàòà A506A1516 ) è ApAkAp+1010
∼= 4A1Ak−p+1A1011 (âúðòåíå îêîëî öåíòúðà íà

ìíîãîúãúëíèêà íà úãúë − (p− 1)π

1010
), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñåêè ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê (ñ

âúðõîâå èçìåæäó âúðõîâåòå íà ïðàâèëåí 2020-úãúëíèê) å åäíàêúâ ñ íÿêîé îò òðèãúëíèöèòå

A1AkA1011 , k = 2, 3, . . . , 506 .

Çàäà÷à 6. Çà êîè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà a óðàâíåíèåòî

log x (a− 16x) = −1 èìà òî÷íî åäíî ðåøåíèå?

Ðåøåíèå: Çà äà áúäå ÷èñëî x êîðåí íà äàäåíîòî óðàâíåíèå å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî

äà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

x > 0 , x 6= 1 , a− 16x > 0 è óðàâíåíèåòî a− 16x = x−1 ,

êîåòî ïðè òåçè óñëîâèÿ å åêâèâàëåíòíî íà 16x2 − ax+ 1 = 0 .
Ïðè −8 < a < 8 òîâà óðàâíåíèå íÿìà ðåàëíè êîðåíè, çàùîòî D = a2 − 64 < 0 .

Ïðè | a| ≥ 8 êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî ñà ñ åäíàêâè çíàöè, çàùîòî x1x2 =
1

16
. Ïîíåæå

x1 + x2 =
a

16
, òî êîðåíèòå ñà îòðèöàòåëíè ïðè a ≤ −8 .

Ñëåäîâàòåëíî, a < 8 íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

Ïðè a = 8 óðàâíåíèåòî èìà åäèíñòâåí êîðåí x0 =
1

4
, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

x0 > 0 , x0 6= 1 , a− 16x0 = 4 > 0 .
Ïðè a > 8 óðàâíåíèåòî èìà äâà ðàçëè÷íè ïîëîæèòåëíè êîðåíà. Ïîíåæå

x1 + x2
2

=
a

32
<

a

16
è 16

( a
16

)2
− a a

16
+ 1 = 1 > 0 ,

òî è äâàòà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî a − 16x > 0 . Ñëåäîâàòåëíî, ñòîéíîñòèòå íà a > 8 ,
êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, ñà îíåçè, çà êîèòî êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå èìà

êîðåí 1 , ò.å. a = 17 .
Îòãîâîð: a = 8 è a = 17 .

Çàäà÷à 7. Äà ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà

f(x) = 27

√
x(4−x)

− 3

√
x(4−x) +3

Çà êîè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà ñå äîñòèãàò?

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å [0, 4] . Çà x ∈ [0, 4] èìàìå

0 ≤ x(4− x) ≤ 4 ⇔ 0 ≤
√
x(4− x) ≤ 2 ⇔ 1 ≤ 3

√
x(4−x)

≤ 9 .



Ùå íàìåðèì íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà g (t) = t3 − 27 t â

èíòåðâàëà [1, 9] . Çà ïðîèçâîäíàòà �è èìàìå g′ (t) = 3 t2 − 27 , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å g′ (t) < 0
çà t ∈ (1, 3) è g′ (t) > 0 çà t ∈ (3, 9) . Ñëåäîâàòåëíî, g (1) ≥ g (t) ≥ g (3) çà t ∈ [1, 3]
è g (3) ≤ g (t) ≤ g (9) çà t ∈ [3, 9] , ò.å. g (3) = −54 å íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò. Ïîíåæå

g (9) = 486 > −26 = g (1) , òî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò å g (9) = 486 .

Îò f(x) = g

(
3

√
x(4−x)

)
ïîëó÷àâàìå, ÷å íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà f å 486 è ñå äîñòèãà

çà

3

√
x(4−x)

= 9 ⇔
√
x(4− x) = 2 ⇔ x(4− x) = 4 ⇔ x = 2 ,

à íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò å −54 è ñå äîñòèãà çà

3

√
x(4−x)

= 3 ⇔
√
x(4− x) = 1 ⇔ x2 − 4x+ 1 = 0 ⇔ x = 2±

√
3 .

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà b , çà êîèòî ìíîæåñòâîòî îò
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà

g(x) =
b− 2 cosx

sin 2x + b 2
ñúäúðæà èíòåðâàëà [2, 3] .

Ðåøåíèå: Ïîëàãàìå H(y) =
2 y − b

y2 − 1 − b 2
. Ïîíåæå g(x) = H(cosx) , çàäà÷àòà ñå

ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà ñòîéíîñòèòå íà b , çà êîèòî ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ôóí-
êöèÿòà H(y) , y ∈ [−1, 1] , ñúäúðæà èíòåðâàëà [2, 3] . Çà 0 < p < 1 ùå èçñëåäâàìå çà êîè

b ÷èñëîòî
1

p
å ñòîéíîñò íà H(y) , y ∈ [−1, 1] .

b = 0 å òàêàâà ñòîéíîñò. Íàèñòèíà, çà âñÿêî 0 < p , óðàâíåíèåòî
P (y) = y2 − 2 py − 1 = 0 èìà êîðåí â (−1, 1) , çàùîòî P (−1) = 2 p > 0 è

P (1) = −2 p < 0 . Ñëåäîâàòåëíî, óðàâíåíèåòî
2 y

y2 − 1
=

1

p
èìà êîðåí â (−1, 1) .

Ïðè b 6= 0 óðàâíåíèåòî H(y) =
1

p
, â èíòåðâàëà [−1, 1] , å åêâèâàëåòíî íà

Q(y) = y2 − 2 py − 1 + pb − b 2 = 0 .
Ïîíåæå 0 < p < 1 , Q (p) = −1 − p2 + pb − b 2 < −1 è

Q (−1) = 2 p + pb − b 2 > − 2 p + pb − b 2 = Q (1) , ïîñëåäíîòî èìà êîðåí â èíòåðâàëà

[−1, 1] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Q (−1) ≥ 0 .

Ñëåäîâàòåëíî,
1

p
, 0 < p < 1 , å ñòîéíîñò íà H(y) , y ∈ [−1, 1] , çà îíåçè b , êîèòî

óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî 2 p+ pb ≥ b 2 .

Òî íÿìà ðåøåíèÿ b ≤ −2 ïðè 0 < p . Àêî b > −2 å ðåøåíèå íà íåðàâåíñòâîòî, òî b å

ðåøåíèå è çà âñÿêà ïî-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà p .

Ïîíåæå
1

p
∈ [2, 3] å åêâèâàëåíòíî íà p ∈

[
1

3
,
1

2

]
, òî ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà

ôóíêöèÿòà H(y) , y ∈ [−1, 1] , ñúäúðæà èíòåðâàëà [2, 3] çà îíåçè b , êîèòî óäîâëåòâîðÿ-

âàò íåðàâåíñòâîòî
2 + b

3
≥ b 2 , ÷èèòî ðåøåíèÿ ñà ÷èñëàòà îò èíòåðâàëà

[
− 2

3
, 1

]
, êîéòî

âêëþ÷âà è ÷èñëîòî 0 .


