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Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî

x− 7

x2 − 4
− 1

x+ 1
≥ 3(x+ 1)

4
.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 1. Äîïóñòèìè ñòîéíîñòè çà x â íåðàâåíñòâîòî ñà âñè÷êè ðåàëíè
÷èñëà x ̸= ±2 è x ̸= −1.

Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà

x− 7

x2 − 4
− 1

x+ 1
− 3(x+ 1)

4
≥ 0,

4(x− 7)(x+ 1)− 4(x2 − 4)− 3(x+ 1)2(x2 − 4)

4(x2 − 4)(x+ 1)
≥ 0,

−3x4 − 6x3 + 9x2

4(x2 − 4)(x+ 1)
≥ 0,

3x2(1− x)(x+ 3)

4(x+ 2)(x+ 1)(x− 2)
≥ 0,

x2(x− 1)(x+ 3)

(x+ 2)(x+ 1)(x− 2)
≤ 0.

Ñ ìåòîäà íà èíòåðâàëèòå îïðåäåëÿìå ðåøåíèÿòà íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

x ∈ (−∞;−3] ∪ (−2;−1) ∪ {0} ∪ [1; 2). □

Çàäà÷à 2. Â èçïúêíàëèÿ ÷åòèðèúãúëíèê ABCD òî÷êèòå M1,M2,M3 ëåæàò íà
ñòðàíàòà AB è òî÷êèòå N1, N2, N3 ëåæàò íà ñòðàíàòà CD, òàêà ÷å

AM1 = M1M2 = M2M3 = M3B =
AB

4
, DN1 = N1N2 = N2N3 = N3C =

CD

4
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ëèöàòà íà ÷åòèðèúãúëíèöèòå M1M3N3N1 è ABCD å èçïúëíåíî

SM1M3N3N1 : SABCD = 1 : 2.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 2. Íåêà a = AM1 = M1M2 = M2M3 = M3B =
AB

4
.

Äà ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèöèòå AM1N1,M1M2N2 èM2M3N3. Íåêà òî÷êèòå H1, H2, H3

ñà ïåòèòå íà âèñî÷èíèòå ñúîòâåòíî ïðåç âúðõîâåòå N1, N2, N3 â òåçè òðèúãúëíèöè. Òî-
ãàâà H1H3N3N1 å ïðàâîúãúëåí òðàïåö (N1H1∥N3H3∥N2H2) è òúé êàòî N1N2 = N2N3, òî
N2H2 å ñðåäíà îòñå÷êà â òîçè òðàïåö. Òîãàâà 2N2H2 = N1H1 +N3H3,

2
a .N2H2

2
=

a .N1H1

2
+

a .N3H3

2
, 2SM1M2N2 = SAM1N1 + SM2M3N3
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èëè ïðè îçíà÷åíèÿòà íà ÷åðòåæà âäÿñíî (ñ S1, . . . , S4 ñà îçíà÷åíè ëèöàòà íà ñúîòâåòíèòå
çàùðèõîâàíè òðèúãúëíèöè, à ñ T1, . . . , T4 � ëèöàòà íà íåçàùðèõîâàíèòå òðèúãúëíèöè):

2S2 = S1 + S3. (1)

Àíàëîãè÷íî çà ëèöàòà S2, S3, S4 èìàìå

2S3 = S2 + S4. (2)

Ñúáèðàìå ïî÷ëåííî (1) è (2) è ïîëó÷àâàìå 2S2 + 2S3 = S1 + S3 + S2 + S4, ò.å.

S2 + S3 = S1 + S4. (3)

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, çà ëèöàòà T1, T2, T3, T4 ïîêàçâàìå, ÷å

T2 + T3 = T1 + T4. (4)

Ñåãà ñúáèðàìå ïî÷ëåííî (3) è (4):

S2 + T2 + S3 + T3 = S1 + T1 + S4 + T4.

Îòòóê,

SM1M3N3N1 = SAM1N1D + SM3BCN3 , SM1M3N3N1 = SABCD − SM1M3N3N1 .

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî âåäíàãà ñëåäâà SM1M3N3N1 : SABCD = 1 : 2. □

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

4x− x2 = 7− 3 sin
2π

x2
.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 3. Ïðåîáðàçóâàìå äàäåíîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà

x2 − 4x+ 7 = 3 sin
2π

x2
èëè (x− 2)2 + 3 = 3 sin

2π

x2
.

ßñíî å, ÷å (x − 2)2 + 3 ≥ 3 ñ ðàâåíñòâî ñàìî çà x = 2. Îñâåí òîâà, 3 sin
2π

x2
≤ 3, êàòî

ðàâåíñòâî òóê èìàìå ïðè
2π

x2
=

(2n− 1)π

2
, n ∈ N.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å âÿðíî ïðè x = 2 åäèíñòâåíî çà n = 1.
Ñëåäîâàòåëíî, äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà åäíî ðåøåíèå x = 2. □

2



Çàäà÷à 4. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

4x − 3a 2x + a3 = 0,

êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.

à) Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, ïðè êîèòî óðàâíåíèåòî èìà ðàçëè÷íè ðåàëíè
êîðåíè.

á) Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà a, ïðè êîèòî êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî ñà ðåàëíè è
ñáîðúò èì å 3.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 4. Ïîëàãàìå t = 2x > 0 è çà t ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî:

t2 − 3at+ a3 = 0. (1)

à) Äàäåíîòî ïîêàçàòåëíî óðàâíåíèå èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå (1) èìà äâà ðàçëè÷íè ïîëîæèòåëíè êîðåíà. Òàêà
ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ çà ïàðàìåòúðà a:∣∣∣∣∣∣

D = 9a2 − 4a3 > 0,
t1 + t2 = 3a > 0,
t1t2 = a3 > 0.

Îò âòîðîòî è òðåòîòî íåðàâåíñòâî íàìèðàìå a > 0. Îò ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå

4a2
(9
4
− a

)
> 0, ò.å a <

9

4
.

Òàêà íàìèðàìå a ∈
(
0;

9

4

)
.

á) Íåêà êîðåíèòå x1 è x2 íà ïîêàçàòåëíîòî óðàâíåíèå ñà ðåàëíè è x1+x2 = 3. Òîãàâà

23 = 2x1+x2 = 2x1 . 2x2 = t1t2 = a3.

Ñëåäîâàòåëíî a3 = 23, îòêúäåòî a = 2. Ïîíåæå 2 ∈
(
0;

9

4

)
, çà òàêà íàìåðåíàòà ñòîéíîñò

íà a êîðåíèòå íà ïîêàçàòåëíîòî óðàâíåíèå ñà ðåàëíè, êàêòî óñòàíîâèõìå ïî-ãîðå. □

Çàäà÷à 5. Äâå îêðúæíîñòè k1 è k2 ñ äúëæèíè íà ðàäèóñèòå, ñúîòâåòíî r1 = 3
è r2 = 6 ñå äîïèðàò âúíøíî åäíà äî äðóãà, âúòðåøíî äî îêðúæíîñò k, è öåíòðîâåòå
èì ëåæàò âúðõó äèàìåòúð íà k. Òî÷êà M ëåæè âúðõó îêðúæíîñòòà k è å òàêàâà,
÷å îêðúæíîñò ñ öåíòúð M è ðàäèóñ r ñå äîïèðà âúíøíî äî k1 è k2. Äà ñå íàìåðè
äúëæèíàòà íà ðàäèóñà r.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 5. Íåêà O1, O2 è O ñà ñúîòâåòíî öåíòðîâåòå íà îêðúæíîñòèòå
k1, k2 è k, R å ðàäèóñúò íà k è AB å äèàìåòúðúò íà k, âúðõó êîéòî ëåæàò O1 è O2.
Èìàìå

2R = AB = 2r1 + 2r2, R = r1 + r2 = 3 + 6 = 9.
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Ñúùî òàêà,

O1O = AO − AO1 = R− r1 = 9− 3 = 6, O2O = BO −BO2 = R− r2 = 9− 6 = 3,

OM = R = 9, O1M = r1 + r = r + 3, O2M = r2 + r = r + 6.

Äà îçíà÷èì φ = <)AOM , òîãàâà <)BOM = 180◦ − φ. Ïðèëàãàìå êîñèíóñîâàòà òåîðåìà
çà △O1OM è △O2OM :

OO2
1 +OM2 − 2OO1 . OM cosφ = O1M

2,

OO2
2 +OM2 − 2OO2 . OM cos(180◦ − φ) = O2M

2,

îòêúäåòî

62 + 92 − 2 . 6 . 9 cosφ = (r + 3)2,
32 + 92 + 2 . 3 . 9 cosφ = (r + 6)2,

ò.å.
117− 108 cosφ = (r + 3)2,
90 + 54 cosφ = (r + 6)2.

Îò ïîñëåäíèòå äâå óðàâíåíèÿ åëèìèíèðàìå cosφ, íàïðèìåð, êàòî ñúáåðåì ïúðâîòî óðàâ-
íåíèå ñ óìíîæåíîòî ïî 2 âòîðî. Ïîëó÷àâàìå

117 + 2 . 90 = (r + 3)2 + 2(r + 6)2, 297 = 3r2 + 30r + 81, r2 + 10r − 72 = 0.

Ïîñëåäíîòî êâàäðàòíî óðàâíåíèå èìà åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí r =
√
97− 5.

Ñëåäîâàòåëíî, îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð òî÷êàòàM è äîïèðàùà ñå äî k1 è k2 èìà ðàäèóñ
r =

√
97− 5. □

Çàäà÷à 6. Äàäåíà å áåçêðàéíà íàìàëÿâàùà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ b0, b1, . . . , bn, . . .
ñ ÷àñòíî q. Èçâåñòíî å, ÷å

b3 + 3b4 = 18b5 è b0b1 + b1b2 + · · · bn−1bn + · · · = b0 + b1 + · · ·+ bn + · · · .

Äà ñå íàìåðè b2.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 6. Çà áåçêðàéíàòà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ b0, b1, . . . , bn, . . . èìà-
ìå bn = b0q

n, n = 0, 1, 2, . . .. Îò óñëîâèåòî b3 + 3b4 = 18b5 ïîëó÷àâàìå

b0q
3 + 3b0q

4 = 18b0q
5, 1 + 3q = 18q2, 18q2 − 3q − 1 = 0.

Îò ïîñëåäíîòî êâàäðàòíî óðàâíåíèå íàìèðàìå

q1,2 =
3±

√
32 + 72

36
=

3± 9

36
, q1 =

1

3
, q2 = −1

6
.

Òúé êàòî ïðîãðåñèÿòà å íàìàëÿâàùà, ÷àñòíîòî òðÿáâà äà å â èíòåðâàëà (0; 1), ò.å. q = 1
3
.

Ñúùî òàêà, áåçêðàéíàòà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ b0, b1, . . . , bn, . . . èìà ñóìà

b0 + b1 + · · ·+ bn + · · · = b0
1− q

. (1)

Äà çàáåëåæèì, ÷å

b0b1 = b0 . b0q = b20q,

b1b2 = b0q . b0q
2 = b20q

3 = (b20q)(q
2),

b2b3 = b0q
2 . b0q

3 = b20q
5 = (b20q)(q

2)2,

........................................

bnbn+1 = b0q
n . b0q

n+1 = b20q
2n+1 = (b20q)(q

2)n,

........................................
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Ñëåäîâàòåëíî, ðåäèöàòà b0b1, b1b2, . . ., bnbn+1, . . . å áåçêðàéíà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ
ïúðâè ÷ëåí c0 è ÷àñòíî Q, ñúîòâåòíî ðàâíè íà

c0 = b20q, Q = q2, ò.å. cn = c0Q
n, n = 0, 1, 2, . . . .

Ñóìàòà íà òàçè ïðîãðåñèÿ å ðàâíà íà

b0b1 + b1b2 + · · · bn−1bn + · · · = c0 + c1 + · · ·+ cn + · · · = c0
1−Q

=
b20q

1− q2
. (2)

Îò ðàâåíñòâàòà (1) è (2) èìàìå

b20q

1− q2
=

b0
1− q

,
b0q

1 + q
= 1.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä íàìåðåíîòî ïî-ðàíî q = 1
3
, íàìèðàìå

b0 = 1 +
1

q
= 4, b2 = b0q

2 =
4

9
. □

Çàäà÷à 7. Â ïðàâèëíà ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà îñíîâíèÿò ðúá èìà äúëæèíà a è
úãúëúò ìåæäó îêîëåí ðúá è âèñî÷èíàòà íà ïèðàìèäàòà å ðàâåí íà φ. Ïðåç äèàãîíàëà
íà îñíîâàòà äà ñå ïîñòðîè ñå÷åíèå íà ïèðàìèäàòà ñ ðàâíèíà, òàêà ÷å ëèöåòî íà ñå÷åíèåòî
äà å íàé-ìàëêî è äà ñå íàìåðè òîâà ëèöå.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 7. Íåêà QABCD å äàäåíàòà ïèðàìèäà, ñ îñíîâà ABCD è
âðúõ òî÷êàòà Q. Îçíà÷àâàìå ñ O ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äèàãîíàëèòå íà îñíîâàòà, êîÿòî
ñå ÿâÿâà è ïåòà íà âèñî÷èíàòà ïðåç âúðõà Q êúì îñíîâàòà íà ïèðàìèäàòà. Â êâàäðàòà
ABCD,

AC = BD =
√
2 a, OA =

AC

2
=

√
2 a

2
.

Ïî óñëîâèå, φ = <)AQO. Îò ïðàâîúãúëíèÿ △AOQ íàìèðàìå âèñî÷èíàòà íà ïèðàìè-
äàòà êúì îñíîâàòà ABCD è îêîëíèÿ ðúá:

OQ = AO cotgφ =

√
2 a

2
cotgφ, AQ =

OA

sinφ
=

√
2 a

2 sinφ
.
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Ðàçãëåæäàìå ðàâíèíà µ ïðåç äèàãîíàëà BD íà îñíîâàòà ABCD è ïðåñè÷àùà îêîë-
íèÿ ðúá QC â òî÷êàòà M . Ñå÷åíèåòî íà ïèðàìèäàòà ñ ðàâíèíàòà µ å △BDM ñ ëèöå

S =
BD .OM

2
.

Èçìåæäó âñè÷êè òàêèâà ñå÷åíèÿ, íàé-ìàëêî ëèöå èìà òîâà, ïðè êîåòî âèñî÷èíàòà MO
íà △BDM èìà íàé-ìàëêà äúëæèíà, ò. å. êîãàòî OM ⊥ CQ. Òîãàâà çà ëèöåòî íà ïðà-
âîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê COQ èìàìå

1

2
OM .CQ = SCOQ =

1

2
CO .OQ, OM ·

√
2 a

2 sinφ
=

√
2 a

2
·
√
2 a

2
cotgφ.

Îòòóê,

OM =

√
2 a

2
cotgφ sinφ =

√
2 a cosφ

2
.

Ñëåäîâàòåëíî, òúðñåíîòî íàé-ìàëêî ëèöå å

S =
1

2
BD .OM =

1

2

√
2 a

√
2 a cosφ

2
=

a2 cosφ

2

è òî ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî ðàâíèíàòà µ å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îêîëåí ðúá. □

Çàäà÷à 8. Äàäåíè ñà n ïðàâè â ðàâíèíàòà, n ≤ 2023, êàòî íèêîè 3 íå ñå ïðåñè÷àò â
åäíà òî÷êà è òî÷íî k îò òÿõ ñà óñïîðåäíè ïîìåæäó ñè. Ðàçãëåæäàìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè
íà äàäåíèòå ïðàâè. Èçâåñòíî å, ÷å áðîÿò íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè âúðõó óñïîðåäíèòå ïðàâè
å 11 ïúòè ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà âñè÷êè ïðåñå÷íè òî÷êè. Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëåìèÿò
áðîé n íà ïðàâè ñ òåçè ñâîéñòâà. Êîëêî îò òåçè ïðàâè ñà óñïîðåäíè?

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 8. ßñíî å, ÷å çàäà÷àòà èìà ñìèñúë çà n ≥ 2. Íåêà

A å áðîÿò íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè, ëåæàùè âúðõó óñïîðåäíèòå k ïðàâè,

B å áðîÿò íà îñòàíàëèòå ïðåñå÷íè òî÷êè (íåëåæàùè âúðõó óñïîðåäíèòå ïðàâè).

Ïðè k = 0, êàêòî è ïðè k = n (àêî âñè÷êè äàäåíè ïðàâè ñà óñïîðåäíè), èìàìå
A = 0. Ñëåäîâàòåëíî, 0 < k < n (èçðàçúò ½áðîé íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè“ ïðåäïîëàãà, ÷å A
å åñòåñòâåíî ÷èñëî). Ïðè k = n− 1, óñëîâèåòî A+B = 11A íå å èçïúëíåíî çà n ≥ 2.

Çàòîâà, â ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçãëåæäàíèÿ n ≥ 2 è 0 < k < n− 1. Òîãàâà

A = k(n− k).

Áðîÿò íà îñòàíàëèòå ïðåñå÷íè òî÷êè å ðàâåí íà áðîÿ íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè, ëåæàùè
âúðõó îñòàíàëèòå n− k ïðàâè, ò.å.

B = C2
n−k =

(
n− k

2

)
=

(n− k)(n− k − 1)

2
.

Îò óñëîâèåòî
A+B = 11A, B = 10A,

ïîëó÷àâàìå

(n− k)(n− k − 1)

2
= 10k(n− k), n− k − 1 = 20k, n = 21k + 1.

Òúé êàòî 2023 = 21 . 96+7, íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n îò âèäà 21k+1 è n ≤ 2023
å n = 21 . 96 + 1 = 2017. Â òîçè ñëó÷àé, áðîÿò íà óñïîðåäíèòå ïðàâè å k = 96. □
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