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Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣ 2x3 − 7x2y + 5xy2 = x− 2y

x2 − 3y2 = 1.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 1. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçâàæäàìå âòîðîòî, óìíîæåíî ñ
x− 2y. Ïîëó÷àâàìå

2x3 − 7x2y + 5xy2 − (x2 − 3y2)(x− 2y) = 0,

2x3 − 7x2y + 5xy2 − x3 + 2x2y + 3xy2 − 6y3 = 0,

ò.å.
x3 − 5x2y + 8xy2 − 6y3 = 0. (1)

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å õîìîãåííî îò ñòåïåí 3. Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà âèæäàìå, ÷å äà-
äåíàòà ñèñòåìà íÿìà ðåøåíèå, çà êîåòî y = 0. Òîãàâà ïðè y ̸= 0, ñëåä ðàçäåëÿíå ñ y3 íà

äâåòå ñòðàíè íà (1) è ïîëàãàíå t =
x

y
ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

t3 − 5t2 + 8t− 6 = 0. (2)

Óðàâíåíèåòî (2) å ñ öåëî÷èñëåíè êîåôèöèåíòè è ñòàðøè êîåôèöèåíò ðàâåí íà 1. Ñëå-
äîâàòåëíî, àêî òî èìà ðàöèîíàëíè êîðåíè, òå ñà öåëè ÷èñëà è ñà èçìåæäó äåëèòåëèòå
íà ñâîáîäíèÿ ÷ëåí (−6). Âúçìîæíèòå òàêèâà êîðåíè ñà 1; −1; 2; −2; 3; −3; 6; −6.
Ñ ïðàâèëîòî íà Õîðíåð èëè ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà íàìèðàìå, ÷å t = 3 å êîðåí íà (2) è
òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì (2) âúâ âèäà

(t− 3)(t2 − 2t+ 2) = 0.

Òúé êàòî t2 − 2t + 2 = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè, åäèíñòâåíîòî ðåàëíî ðåøåíèå íà (2) å
t = 3.

Ïðè
x

y
= t = 3, îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà ïîëó÷àâàìå

(3y)2 − 3y2 = 1, 6y2 = 1, y1,2 = ±
√
6

6
.

Òàêà çà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà íàìèðàìå

x1 =

√
6

2
, y1 =

√
6

6
è x2 = −

√
6

2
, y2 = −

√
6

6
. □



Çàäà÷à 2. Äàäåí å ðîìá ABCD ñ <)BAD = 60◦ è òî÷êà M , âúòðåøíà çà ðîìáà,
òàêàâà ÷å AM =

√
3, BM =

√
13 è CM = 6.

Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà íà ðîìáà.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 2. Ïðè ðîòàöèÿ ñ öåíòúð B è úãúë 120◦ ïî ïîñîêà íà ÷àñîâ-
íèêîâàòà ñòðåëêà, òî÷êà A ñå èçîáðàçÿâà â òî÷êà C, à òî÷êà M â òî÷êà N . Ïðè òîâà,
△BAM ∼= △BCN è

CN = AM =
√
3, BN = BM =

√
13.

Â ðàâíîáåäðåíèÿ △BMN ïîðàäè ðîòàöèÿòà <)MBN = 120◦. Òîãàâà <)BMN = 30◦

è ëåñíî íàìèðàìå îñíîâàòà íà △BMN :

MN/2

BM
= cos 30◦, MN = 2

√
13 ·

√
3

2
=

√
39.

Òúé êàòî MN2 = CM2+CN2, òðèúãúëíèêúò CMN å ïðàâîúãúëåí ñ <)MCN = 90◦.
Äà îçíà÷èì <)CNM = φ, 0 < φ < 90◦. Îò △CMN íàìèðàìå

cosφ =
CN

MN
=

1√
13

, sinφ =
CM

MN
=

2
√
3√
13

.

Äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà íà ðîìáà íàìèðàìå ñ êîñèíóñîâàòà òåîðåìà îò △BNC:

BC2 = BN2 + CN2 − 2BN · CN cos(<)BNC),

BC2 = 13 + 3− 2
√
13

√
3 cos(30◦ + φ),

BC2 = 16− 2
√
39
(
cos 30◦ cosφ− sin 30◦ sinφ

)
,

BC2 = 16− 2
√
39
(√3

2
· 1√

13
− 1

2
· 2

√
3√
13

)
,

BC2 = 19,

BC =
√
19.

□



Çàäà÷à 3. Íåêà p, q, r ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, êàòî r íå å òî÷åí êâàäðàò íà öÿëî
÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðàâåíñòâîòî

p+ q

2
=

3

√
p+

√
r +

3

√
q −

√
r

íå å âúçìîæíî.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 3. Çà óäîáñòâî ïîëàãàìå A =
p+ q

2
. Êàòî èçïîëçâàìå óñëîâ-

íîòî òúæäåñòâî
a3 + b3 + c3 = 3abc çà a+ b+ c = 0,

ïîëó÷àâàìå

A3 − p−
√
r − q +

√
r = 3A 3

√
(p+

√
r)(q −

√
r),

îòêúäåòî
(A3 − p− q)3 = 27A3(pq − r + (q − p)

√
r).

Îòòóê ñëåäâà, ÷å q = p, A = p è ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî äîáèâà âèäà

(p3 − 2p)3 = 27p3(p2 − r), ò.å. (p2 − 2)3 = 27(p2 − r).

Òîãàâà p2 − 2 ñå äåëè íà 3, à òîâà å íåâúçìîæíî. □

Âòîðî ðåøåíèå íà çàäà÷à 3. Äîïóñêàìå, ÷å çà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà p, q, r å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

p+ q

2
=

3

√
p+

√
r +

3

√
q −

√
r. (1)

Ïîâäèãàìå íà òðåòà ñòåïåí äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî è ïîëó÷àâàìå

(p+ q)3

8
= p+

√
r + 3 3

√
(p+

√
r)(q −

√
r)
(

3

√
p+

√
r +

3

√
q −

√
r
)
+ q −

√
r.

Ïîíåæå p, q, r óäîâëåòâîðÿâàò (1), èìàìå

(p+ q)3

8
= p+ q + 3

p+ q

2
3

√
pq − r + (q − p)

√
r,

(p+ q)2

4
− 2 = 3 3

√
pq − r + (q − p)

√
r.

Ñëåä íîâî ïîâäèãàíå íà òðåòà ñòåïåí íà äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èìàìå((p+ q)2

4
− 2
)3

= 33
(
pq − r + (q − p)

√
r
)

(2)

èëè

(q − p)
√
r =

[(p+ q)2 − 8]3

123
− pq + r. (3)

Òúé êàòî r íå å òî÷åí êâàäðàò íà öÿëî ÷èñëî, òî èçðàçúò â ëÿâàòà ñòðàíà íà (3) å
èðàöèîíàëíî ÷èñëî, à â äÿñíàòà � ðàöèîíàëíî. Òîâà å âúçìîæíî ñàìî ïðè p = q è
òîãàâà (2) ïðèåìà âèäà

(p2 − 2)3 = 27(p2 − r).

Ñåãà p2 − 2 òðÿáâà äà ñå äåëè íà 3, êîåòî å íåâúçìîæíî. □



Çàäà÷à 4. Â△ABC å âïèñàíà îêðúæíîñò k ñ öåíòúð O, êàòî îòñå÷êàòà AO ïðåñè÷à
k â òî÷êà J . Äîïèðàòåëíàòà êúì k â òî÷êàòà J ïðåñè÷à ñòðàíàòà AB â òî÷êà P . Ïðàâèòå
BO è PJ ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà Q. Íåêà L å òî÷êà âúðõó ïðàâàòà AO, òàêà ÷å LQ∥BJ .

Äà ñå äîêàæå, ÷å AL ⊥ CL.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 4. Ùå èçïîëçâàìå îçíà-
÷åíèÿòà <)BAC = 2α, <)ABC = 2β, <)ACB = 2γ,
r çà ðàäèóñà íà k, è íåêà <)COL = φ. Ïðè òîâà
α + β + γ = 90◦.

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å cosφ =
OL

OC
.

Îò LQ∥BJ ñëåäâà △BOJ ∼ △QOL. Òîãàâà

OJ

OL
=

OB

OQ
. (1)

Íåêà îêðúæíîñòòà k ñå äîïèðà äî BC â òî÷êà D.
Èìàìå <)ODC = 90◦, <)OJQ = 90◦ è OD = OJ = r.
Â ïðàâîúãúëíèÿ △BDO,

OB =
r

sin β
. (2)

Ñåãà îò (1) è (2) ïîëó÷àâàìå

OL

OQ
=

OJ

OB
=

r
r

sin β

= sin β. (3)

Â ïðàâîúãúëåí △ODC,

OC =
r

sin γ
. (4)

Òúé êàòî <) JOQ å âúíøåí çà △ABO, òî

<) JOQ = α + β = 90◦ − γ.

Â ïðàâîúãúëíèÿ △JOQ èìàìå <)OQJ = 90◦ −<) JOQ = γ,

OQ =
r

sin γ

è îò (4) ñëåäâà OQ = OC. Òîãàâà îò (3),

sin β =
OL

OC
. (5)

Äà çàáåëåæèì, ÷å ∠COL å âúíøåí çà △AOC, ñëåäîâàòåëíî

φ = α + γ = 90◦ − β.

Òàêà îò (5) ïîëó÷àâàìå

cosφ = cos(90◦ − β) = sin β =
OL

OC
,

êîåòî äîêàçâà AL ⊥ CL. □



Çàäà÷à 5. Çà ïîëèíîìà îò ñòåïåí 2024,

P (x) = x2024 − 67x2023 + 2023x2022 + a3x
2021 + · · ·+ a2023x+ a2024,

å èçâåñòíî, ÷å èìà ñàìî ðåàëíè íóëè. Àêî x1 å íàé-ìàëêàòà íóëà íà P (x), äà ñå äîêàæå,
÷å

x1 ≥ −20
22

23
.

Íàìåðåòå ïîëèíîì îò ãîðíèÿ âèä, çà êîéòî ñå äîñòèãà ðàâåíñòâîòî.

Ðåøåíèå íà çàäà÷à 5. Íåêà x1, x2, . . . , x2024 ñà âñè÷êè íóëè íà ïîëèíîìà P (x), ò.å.
êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî

P (x) = 0.

Ùå íàìåðèì íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà íàé-ìàëêèÿ êîðåí x1.
Îò ôîðìóëèòå íà Âèåò,

2024∑
i=1

xi = 67,
∑

1≤i<j≤2024

xixj = 2023.

Òîãàâà
2024∑
i=1

x2
i =

(
2024∑
i=1

xi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤2024

xixj = 672 − 2 · 2023 = 443,

ò.å.

x2
1 +

2024∑
i=2

x2
i = 443. (1)

Îò íåðàâåíñòâîòîòî çà ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî è ñðåäíî-àðèòìåòè÷íîòî íà ðåàëíèòå ÷èñ-
ëà x2, x3, . . . , x2024 èìàìå

2024∑
i=2

x2
i ≥

1

2023

(
2024∑
i=2

xi

)2

. (2)

Òîãàâà
2024∑
i=2

x2
i ≥

(67− x1)
2

2023
. (3)

Îò (1) è (3) ñëåäâà, ÷å x1 óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

x2
1 +

(67− x1)
2

2023
≤ 443. (4)

Ðåøåíèÿòà íà (4) ñà x1 ∈
[
− 482

23
; 925

44

]
, êàòî íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò, êîÿòî x1 ìîæå äà

ïðèåìà å: −482
23

= −2022
23
.

Ïðè x1 = −2022
23
â (4) èìàìå ðàâåíñòâî, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å è â (2) èìàìå ðàâåíñòâî.

Â íåðàâåíñòâîòîòî çà ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî è ñðåäíî-àðèòìåòè÷íîòî (2), ðàâåíñòâîòî
å íàëèöå òî÷íî êîãàòî x2 = x3 = · · · = x2024, ò.å. ïðè x2 = x3 = · · · = x2024 =

67−x1

2023
= 1

23
.

Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïîëèíîìúò(
x+ 20

22

23

)(
x− 1

23

)2023
å îò èñêàíèÿ âèä ñ íàé-ìàëêà íóëà x1 = −2022

23
. □


