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Çàäà÷è è ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:

(x− 2)(x− 4)(x− 7)

(x + 2)(x + 4)(x + 7)
> 1 .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: (−∞, −7) ∪ (−4, −2)
Íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà

−(13 x2 + 56)

(x + 2)(x + 4)(x + 7)
> 0

è íà (x + 2)(x + 4)(x + 7) < 0 . Ðåøåíèÿòà ñà x < −7 èëè −4 < x < −2 .

Çàäà÷à 2. Çà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ 2010 ÷ëåíà, ñóìàòà íà ïúðâàòà ïîëîâèíà îò ÷ëå-
íîâåòå å òðè ïúòè ïî-ìàëêà îò ñóìàòà íà âòîðàòà ïîëîâèíà îò ÷ëåíîâåòå. Äà ñå íàìåðè êîëêî
ïúòè ñóìàòà íà ïúðâàòà òðåòèíà îò ÷ëåíîâåòå å ïî-ìàëêà îò ñóìàòà íà ïîñëåäíàòà òðåòèíà îò
÷ëåíîâåòå.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 5
Îçíà÷àâàìå 2010 = 6n . Ïî óñëîâèå S6n − S3n = 3S3n èëè S6n = 4S3n.

Îò
6n

2
(2a1 + (6n− 1) d) = 4

3n

2
(2a1 + (3n− 1) d) íàìèðàìå d = 2a1 .

Òîãàâà Sm =
m

2
(2a1 + (m− 1) 2a1) = a1m

2 çà âñÿêî m .

Ñëåäîâàòåëíî S6n − S4n = a1 (6n)2 − a1 (4n)2 = (32 − 22) a1 (2n)2 = 5S2n .
Çàáåëåæêà: Ðåøåíèåòî ïîêàçâà, ÷å ñúùåñâåíîòî óñëîâèå å áðîÿò íà ÷ëåíîâåòå íà ïðîãðåñèÿòà

äà ñå äåëè íà 6 .

Çàäà÷à 3. Îñíîâèòå íà òðàïåö ñà AB = 9 è CD = 3 . Îòñå÷êàòà MN å óñïîðåäíà íà
îñíîâèòå, M ∈ BC è N ∈ AD. Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî SABMN : SNMCD , àêî MN = 7.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 4 : 5

Íåêà T å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà áåäðàòà íà òðàïå-
öà. Òîãàâà òðèúãúëíèöèòå ABT , NMT è DCT
ñà ïîäîáíè. Ñëåäîâàòåëíî
SABT : SNMT : SDCT = AB2 : NM2 : DC2 , îò-
êúäåòî SABT = 81S , SNMT = 49S , SDCT = 9S ,
SABMN = SABT − SNMT = 32S è
SNMCD = SNMT − SDCT = 40S . Îêîí÷àòåëíî
SABMN : SNMCD = 32S : 40S = 4 : 5 .

Àëòåðíàòèâåí ïîäõîä: Ïðåç M ïîñòðîÿâàìå
ïðàâà FE (F ∈ AB, E ∈ CD), óñïîðåäíà íà AD .
Òîãàâà FB = AB−NM = 2 , CE = NM −CD =
4 è òðèúãúëíèöèòå FBM è ECM ñà ïîäîáíè. Çà
îòíîøåíèåòî íà âèñî÷èíèòå èì MP è MQ íàìè-

ðàìå
MP

MQ
=

FB

CE
=

1

2
.



Òîãàâà

SABMN

SNMCD

=

(AB + MN) MP

2
(MN + CD) MQ

2

=
8MP

5MQ
=

4

5
.

Çàäà÷à 4. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣
(
x2 + y2

)2
= 2xy

|x + y| =

√
5

4

.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð:

(√
5 +

√
3

8
;

√
5−

√
3

8

)
,

(√
5−

√
3

8
;

√
5 +

√
3

8

)
,

(
−
√

5 +
√

3

8
;

√
3−

√
5

8

)
,

(√
3−

√
5

8
; −

√
5 +

√
3

8

)
Ïîâäèãàìå âòîðîòî óðàâíåíèå íà êâàäðàò è, ñëåä çàìåñòâàíå íà 2xy îò ïúðâîòî óðàâíåíèå,

íàìèðàìå
(
x2 + y2

)2
+
(
x2 + y2

)
=

5

16
. Óðàâíåíèåòî v2 + v − 5

16
= 0 èìà åäèí íåîòðèöàòåëåí

êîðåí v =
1

4
. Òîãàâà xy =

1

32
. Ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣

xy =
1

32

x + y =

√
5

4

ñå ñúñòîÿò îò êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2 −
√

5

4
t +

1

32
= 0 ,

à íà

∣∣∣∣∣∣∣
xy =

1

32

x + y = −
√

5

4

� îò ïðîòèâîïîëîæíèòå ÷èñëà .

Àëòåðíàòèâåí ïîäõîä: ïðåñòàâÿìå ïúðâîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà
(
|x + y|2 − 2xy

)2
= 2xy .

Ñëåä çàìåñòâàíå íà |x + y| îò âòîðîòî óðàâíåíèå è ïîëàãàíå u = 2xy ,

äîñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî u2 − 13

8
u +

25

256
= 0 , ñ êîðåíè u1 =

1

16
è u2 =

25

16
. Ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣

2xy =
25

16

|x + y| =

√
5

4

íÿìà ðåøåíèå,

à ðåøåíèÿòà íà äðóãàòà ñèñòåìà ñå íàìèðàò ïî ïîêàçàíèÿ âå÷å íà÷èí.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî:

(2 sinx − 1) (sinx + 1) = cosx .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð:
π

4
+ kπ , −π

2
+ 2nπ , π + 2mπ ; k, n, m � öåëè ÷èñëà.

Ïðåäñòàâÿìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

2 sin 2x + sinx −
(
sin 2x + cos 2x

)
= cosx ,

èëè
(sinx − cosx) (sinx + cosx) = cosx − sinx .



Òîãàâà sinx − cosx = 0 , ñ ðåøåíèÿ
π

4
+ kπ ; k � öÿëî; èëè sinx + cosx = −1 , åêâèâàëåíòíî

íà sin
(
x +

π

4

)
= − 1√

2
, ñ ðåøåíèÿ −π

2
+ 2nπ , π + 2mπ ; n, m � öåëè.

Çàäà÷à 6. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî:
√

x2 − x < (x + 2) |x− 3| .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð:

(
1−

√
17

2
, 0

]
∪

[
1 ,

1 +
√

17

2

)
∪

(
1 +

√
37

2
, +∞

)
Äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè ñà x2−x ≥ 0 . Íåðàâåíñòâîòî íÿìà ðåøåíèÿ çà x < −2 . Ñëåäîâàòåëíî

íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣
x2 − x ≥ 0
x ≥ −2

x2 − x < ((x + 2) |x− 3|)2
.

Ðåøåíèÿòà íà ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ñà (−∞, 0] ∪ [1, +∞) . Çà äà ðåøèì òðåòîòî, ïîëàãàìå
y = x2 − x− 6 . Ðåøåíèÿòà íà y + 6 < y2 ñà (−∞, −2) ∪ (3, +∞) . Îò x2 − x− 6 < −2 íàìèðàìå

x ∈

(
1−

√
17

2
,

1 +
√

17

2

)
, à x2−x−6 > 3 äàâà x ∈

(
−∞ ,

1−
√

37

2

)
∪

(
1 +

√
37

2
, +∞

)
, ò.å. ðå-

øåíèÿòà íà òðåòîòî íåðàâåíñòâî ñà

(
−∞ ,

1−
√

37

2

)
∪

(
1−

√
17

2
,

1 +
√

17

2

)
∪

(
1 +

√
37

2
, +∞

)
.

Çàäà÷à 7. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ðåàëíè ñòîéíîñòè íà b , çà êîèòî óðàâíåíèåòî
logx+b

(
4 x + b2

)
= 2 èìà åäèíñòâåí êîðåí.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: (−∞, 0] ∪ {1, 2, 3} ∪ [4, +∞)
Âñÿêî ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå å ðåøåíèå è íà óðàâíåíèåòî (x + b)2 = 4 x + b2 , ò.å.

âúçìîæíèòå ðåøåíèÿ ñà 0 è 4− 2b . Ðåøåíèåòî å åäèíñòâåíî êîãàòî:
1) äâåòå ðåøåíèÿ ñúâïàäàò è îáùàòà èì ñòîéíîñò å äîïóñòèìà � íàìèðàìå b = 2 .
2) 0 å äîïóñòèìà ñòîéíîñò, à 4− 2b � íå å, ò.å. b > 0 , b 6= 1 , b2 > 0 è å èçïúëíåíî ïîíå åäíî

îò òðèòå: 4− b ≤ 0 èëè 4− b = 1 èëè 4 (4− 2 b) + b2 ≤ 0 . Íàìèðàìå b ∈ {3} ∪ [4, +∞) .
3) 4 − 2b å äîïóñòèìà ñòîéíîñò, à 0 � íå å, ò.å. 4 − b > 0 , 4 − b 6= 1 , 4 (4− 2 b) + b2 > 0 è å

èçïúëíåíî ïîíå åäíî îò òðèòå: b ≤ 0 èëè b = 1 èëè b2 ≤ 0 . Íàìèðàìå b ∈ (−∞, 0] ∪ {1} .
Çàáåëåæêà: óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà âêëþ÷âà ìàëêî äâóñìèñëèå: �Ñòîéíîñòèòå íà b , çà êîèòî

äàäåíîòî óðàâíåíèå íÿìà ðåøåíèå, ñà ëè èëè íå ñà ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà?�. Òàêèâà ñòîéíîñòè
îáà÷å íÿìà, êàêòî å âèäíî ïî-ãîðå.

Çàäà÷à 8. Â ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC êàòåòèòå ñà AC = 8 è BC = 6 , à M å
ñðåäàòà íà õèïîòåíóçàòà. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà, êîéòî ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç
öåíòðîâåòå íà âïèñàíèòå â 4ACM è 4BCM îêðúæíîñòè, îòñè÷à îò 4ABC .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 12
Íåêà ñðåäèòå íà AC è BC ñà ñúîòâåòíî K è N , öåíòðîâåòå íà âïèñàíèòå â 4ACM è â

4BCM � E è F , ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðàâàòà EF ñ AC è ñ BC � P è Q. Èçïîëçâàìå è

ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ AB = c, AC = b, BC = a. Òîãàâà CM =
c

2
, à ïîíåæå 4ACM è 4BCM

ñà ðàâíîáåäðåíè, òî E ∈ MK è F ∈ MN . CE è CF ñà úãëîïîëîâÿùè ñúîòâåòíî â 4CKM è

4CNM , îòêúäåòî
EK

EM
=

CK

CM
=

b

c
è

FN

FM
=

CN

CM
=

a

c
.

Îò äðóãà ñòðàíà, òðèúãúëíèöèòå EKP , EMF è QNF ñà ïîäîáíè, êîåòî íè äàâà
SEKP

SEMF

=

(
EK

EM

)2

=
b2

c2
è

SQNF

SEMF

=

(
FN

FM

)2

=
a2

c2
.



Ñëåäîâàòåëíî SEKP + SQNF =

(
b2

c2
+

a2

c2

)
SEMF = SEMF , îòêúäåòî

SCPQ = SCKMN − SEMF + SEKP + SQNF = SCKMN =
1

2
SABC = 12 .

Çàäà÷à 9. Â ïðàâèëíà ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCDV å âïèñàíà ñôåðà ñ ðàäèóñ R = 2 .
Âòîðà ñôåðà, ñ ðàäèóñ r = 1 ñå äîïèðà äî ïúðâàòà, äî îñíîâàòà ABCD è äî îêîëíèòå ñòåíè ABV
è ADV . Äà ñå íàìåðè ðàäèóñúò íà ñôåðàòà, êîÿòî ñå äîïèðà äî âñè÷êè îêîëíè ñòåíè è äî
âïèñàíàòà â ïèðàìèäàòà ñôåðà.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð:
1

2
Îçíà÷àâàìå ñ O öåíòúðà íà âïèñàíàòà ñôåðà, à ñ H � äîïèðíàòà é òî÷êà ñ îñíîâàòà (öåíòúðà

íà îñíîâàòà). Ïîíåæå âòîðàòà ñå äîïèðà äî ðàâíèíèòå ABV è ADV , à ïèðàìèäàòà å ïðàâèëíà,
òî öåíòúðúò é ëåæè â ðàâíèíàòà ACV . Òÿ ñå äîïèðà è äî îñíîâàòà (êàêòî è âïèñàíàòà ñôåðà)
� ñëåäîâàòåëíî P ∈ (ABO) è P ∈ AO. Äîïèðíàòà òî÷êà Y íà äâåòå ñôåðè ëåæè íà AO, à
äîïèðíàòà òî÷êà X íà âòîðàòà ñ îñíîâàòà å âúðõó AH. PX å ñðåäíà îòñå÷êà â 4AHO, îòêúäåòî
AO = 6, AH = 4

√
2 è AB = 8.

Íåêà M è N ñà ñðåäèòå íà AD è BC. Öåíòúðúò íà òðåòàòà ñôåðà, à çàåäíî ñ íåãî è äîïèðíàòà
é òî÷êà K ñ âïèñàíàòà ñôåðà, ëåæè íà âèñî÷èíàòà V H. Ñëåäîâàòåëíî öåíòðàëíà îêðúæíîñò íà
òàçè ñôåðà ñå äîïèðà äî MV è NV è äî öåíòðàëíàòà îêðúæíîñò íà âïèñàíàòà ñôåðà, âïèñàíà â
4MNV .

Àêî <) HMO = γ, òî <) HMV = 2γ è tg γ =
OH

MK
=

1

2
. Òîãàâà

V H = MHtg 2γ = 4. · 2tg γ

1− tg 2γ
=

16

3
è V K = V H−KH =

4

3
. Îò ïîäîáèåòî íà 4MNV è 4EFV



ïîëó÷àâàìå çà òúðñåíèÿ ðàäèóñ ρ :
ρ

R
=

V K

V H
=

1

4
, ò.å. ρ =

1

2
.

Çàäà÷à 10. Ñèìâîëúò [x] îçíà÷àâà íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, íå ïî-ãîëÿìî îò x (ïðèìåðè:

[7] = 7,

[
22

7

]
= 3,

[
−7

2

]
= −4).

Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî: [
2009

x

]
+

[
2010

x

]
+

[
2011

x

]
= 2010 .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: Ðåøåíèå å âñÿêî ÷èñëî îò èíòåðâàëà

(
2011

671
,

2009

670

]
ßñíî å, ÷å óðàâíåíèåòî íå ìîæå äà èìà íåïîëîæèòåëíè ðåøåíèÿ.

Èìàìå

[
2009

x

]
≤
[
2010

x

]
≤
[
2011

x

]
. Àêî

[
2009

x

]
≤ 669 , òî

[
2010

x

]
+

[
2011

x

]
≥ 1341 è,

ñëåäîâàòåëíî,

[
2011

x

]
≥ 671 . Òîãàâà

2009

x
< 670 è

2011

x
≥ 671 , îòêúäåòî

2

x
> 1 è x < 2 .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
2009

x
> 1004 , êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî.

Ñëåäîâàòåëíî

[
2009

x

]
=

[
2010

x

]
=

[
2011

x

]
= 670 , êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà

670 ≤ 2009

x
<

2010

x
<

2011

x
< 671 èëè

2011

671
< x ≤ 2009

670
.


