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Çàäà÷è è ïðèìåðíè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ìåæäó ãðàäîâåòå A è B èìà äåíîíîùíà àâòîáóñíà ëèíèÿ. Íà âñåêè ÷àñ ïîòåãëÿ
àâòîáóñ îò A êúì B è, åäíîâðåìåííî, îò B êúì A. Âñè÷êè àâòîáóñè ñå äâèæàò ñ åäíà è ñúùà
ïîñòîÿííà ñêîðîñò.

Ïîëîâèí ÷àñ ñëåä ïîòåãëÿíåòî íà ïîðåäíèÿ àâòîáóñ, îò A êúì B ïîòåãëèë àâòîìîáèë, êîéòî
íàñòèãíàë äâèæåùèÿ ñå ïðåä íåãî àâòîáóñ åäèí ÷àñ ñëåä òðúãâàíåòî ñè è ñëåä îùå 3 ÷àñà è 40
ìèíóòè ïðèñòèãíàë â B. Êîëêî àâòîáóñà, äâèæåùè ñå îò B êúì A, å ñðåùíàë àâòîìîáèëúò?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 12
Çà åäèí ÷àñ àâòîìîáèëúò èçìèíàâà ðàçñòîÿíèå, êîåòî àâòîáóñ èçìèíàâà çà ÷àñ è 30 ìèíóòè.

Ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòèòå èì ìîãàò äà ñå ïðèåìàò çà 3V è 2V . Àâòîìîáèëúò èçìèíàâà ðàçñòîÿ-
íèåòî îò A äî B çà 4 ÷àñà è 40 ìèíóòè, ò.å. òî å ðàâíî íà 14V , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñåêè àâòîáóñ
èçìèíàâà ðàçñòîÿíèåòî îò B äî A çà 7 ÷àñà.

Â ìîìåíòà íà ïîòåãëÿíå íà àâòîìîáèëà, íà ïúòÿ ñå íàìèðàò 7 àâòîáóñà � ïîòåãëèëè îò B
êúì A ïðåäè ïî-ìàëêî îò 7 ÷àñà. Äîêàòî àâòîìîáèëúò ñå äâèæè, îò B êúì A ïîòåãëÿò îùå 5
àâòîáóñà. Ñëåäîâàòåëíî, àâòîìîáèëúò å ñðåùíàë 12 àâòîáóñà.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ðåøåíèå. Îòãîâîð:
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)
Ïîëàãàìå u = x + y + z . Ñèñòåìàòà ïðèäîáèâà âèäà:∣∣∣∣∣∣

3 u = x (u− x)
4 u = y (u− y)
5 u = z (u− z)

.

Ñëåä ñúáèðàíå íà óðàâíåíèÿòà ïîëó÷àâàìå 12 u = u2 −
(
x2 + y2 + z2

)
= 2 (xy + yz + zx) .

Òîãàâà
3 u = 6 u− yz èëè yz = 3 u
4 u = 6 u− zx èëè zx = 2 u
5 u = 6 u− xy èëè xy = u .

Ïîíåæå xyz 6= 0 , òî è u 6= 0 . Ñëåäîâàòåëíî x = 2 t, y = 3 t, z = 6 t , êúäåòî t =
xyz

6 u
. Òîãàâà

6 t2 = xy = u = x + y + z = 11 t , îòêúäåòî t =
11
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Çàäà÷à 3. Íåêà a, b, c ∈ N ñà òàêèâà, ÷å
a
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a
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Äà ñå äîêàæå, ÷å abc = k 3 çà k ∈ N .

Ðåøåíèå. Àêî a, b, c èìàò îáù äåëèòåë, òî òîé ùå ó÷àñòâà íà 3-òà ñòåïåí â ïðîèçâåäåíèåòî
abc . Ñëåäîâàòåëíî, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å a, b, c ñà âçàèìíî ïðîñòè.

Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî äåëè a è a = pta1 , êúäåòî t, a1 ∈ N è p íå äåëè a1 . Ïîíåæå p
äåëè ïðîèçâåäåíèåòî abc , à òî äåëè S = a2c + b2a + c2b , òî èëè p äåëè b, èëè p äåëè c .

Àêî p äåëè b (è íå äåëè c ), òî pt äåëè b, îòêúäåòî p2t äåëè S, è, ñëåäîâàòåëíî, äåëè è b.
Äîïóñêàíåòî, ÷å p2t+1 äåëè b, âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî òîãàâà p2t+1 äåëè S, b2a è c2b, íî íå
äåëè a2c. Ñëåäîâàòåëíî, p3t äåëè abc, à p3t+1 íå äåëè abc.

Àêî p äåëè c (è íå äåëè b ), ñ çàìÿíà ðîëèòå íà a ñ c, b ñ a è c ñ b, íàìèðàìå t = 2v è p3v äåëè
abc, à p3v+1 íå äåëè abc.

Ñëåäîâàòåëíî, ñòåïåíòà íà âñåêè ïðîñò äåëèòåë íà a â ïðîèçâåäåíèåòî abc ñå äåëè íà 3. Ïîíåæå
óñëîâèåòî è çàêëþ÷åíèåòî ñå çàïàçâàò ïðè öèêëè÷íà çàìÿíà, òî ñúùîòîòî å âÿðíî è çà ïðîñòèòå
äåëèòåëè íà b è c, ñ êîåòî èñêàíîòî å äîêàçàíî.

Çàäà÷à 4. Àêî óðàâíåíèåòî

x4 − a x3 + 2 x2 − b x + 1 = 0

èìà ðåàëåí êîðåí, äà ñå äîêàæå, ÷å a2 + b2 ≥ 8 .

Ðåøåíèå. Èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî
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Ïîíåæå x0 6= 0, òî a2 + b2 ≥ (x2
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è, ñëåä ïðåîáðàçóâàíå, íà (t− 1)4 ≥ 0, ñ êîåòî èñêàíîòî å

äîêàçàíî.
Ðåøåíèå íà Àëåêñàíäúð Ìèòåâ: Íåêà x0 å êîðåí íà äàäåíîòî óðàâíåíèå. Òîãàâà x0 6= 0 è
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Ñëåäîâàòåëíî
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ñ êîåòî èñêàíîòî íåðàâåíñòâî å äîêàçàíî.

Çàäà÷à 5. Ñðåä òðèúãúëíèöèòå, ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå öåëè ÷èñëà è îòíîøåíèå íà
ìåðêèòå íà äâàòà ïî-ìàëêè úãúëà 2 : 1, äà ñå íàìåðÿò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà îíçè, ÷èéòî
ïåðèìåòúð å íàé-ìàëúê.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 9, 15, 16
Çà 4ABC èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ, êîèòî ñà èçáðàíè òàêà, ÷å a < b ≤ c. Ïî

óñëîâèå β = 2α. Ùå äîêàæåì, ÷å b2 = a (a + c) .
Íåêà BL (L ∈ AC) å úãëîïîëîâÿùàòà íà <) ABC. Òîãàâà AL = BL è òðèúãúëíèöèòå ABC è

BLC ñà ïîäîáíè. Ñëåäîâàòåëíî
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ðàâåíñòâî å óñòàíîâåíî.



ßñíî å, ÷å ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà ñ íàé-ìàëúê ïåðèìåòúð ñà âçàèìíî ïðîñòè ÷èñëà. Àêî q
å ïðîñòî ÷èñëî, äåëÿùî b, òî q2 äåëè a (a + c). Àêî q äåëè a è q äåëè a+ c, òî q äåëè a, êîåòî íå å
âúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî èëè q2 äåëè a, èëè q2 äåëè a+ c, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å a = k2 è a+ c = n2.

Òîãàâà b = kn è PABC = n2 + kn. Îò äðóãà ñòðàíà,
n

k
=

b

a
=

sinβ

sinα
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çàùîòî 180◦ − 3 α = γ ≥ β = 2 α. Òúðñèì íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà n2 + kn çà âçàèìíî ïðîñòè k

è n, óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâàòà 2 cos 36◦ ≤ n

k
< 2.

Îò ðàâåíñòâîòî sin (3.36◦) = sin (2.36◦) íàìèðàìå 4 cos 236◦ − 1 = 2 cos 36◦, îòêúäåòî
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< 2 íÿìàò ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíè ÷èñëà, íåðà-
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3
< 2 èìàò åäèñòâåíî ðåøåíèå n = 5 . Àêî k ≥ 4 , òî n ≥ 6 . Ñëåäîâàòåëíî

PABC å ìèíèìàëåí çà k = 3 , n = 5 , à ñòðàíèòå èìàò äúëæèíè 9, 15, 16.


