INE3APIOBU CUCTEMH
damaTep Bakapenos

[ToHaTHeTo rpyna e TSCHO CBBP3aHO C reOMETPHATA H 3aTOBA € €CTECT-
BeHa 3ajauaTa fAa Ce THPCAT 332 HEro M YHCTO FeOMETPHYHH HedUHHLIMH.
Enuwa takasa meduBHIHs MOXe Ja Ce MOJNYyYH, KaTO 3a OCHOBHO ce H3Gepe
NOHATHETO YCMOPeJAHHUK, a 32 aKCHOMH ce H36epaT HAKOH CJyyad OT Teo-
pemara Ha [lesapr, KouTo MoraT aa 6baar npeopMyaupaHH KaTO TeOpEMH
3a ycnopeauunu. Hafi-danmpen Ine ce cnpeM Ha €/lHa CHCTeMa aKCHOMH, OT
KOeTO ce MoJyuasa MOHATHe, JocTa OGJM3KO JO rpymarta, a c/lej TOBa 4pe3
NOAXOJAILO H3MEHEHHe Ha eJHa OT aKCHOMHTE llie ce TMOJYYH MOHATHE, B
M3BECTEH CMHCHJ EKBHBAaJEHTHO Ha MOHATHeTO rpyna. [IrpBoTO noHsiTHe
e HapeyeMm aOCOJIOTHA Je3aproBa CHCTeMa, a BTOPOTO — M€3aproea CH-
crema. [TocregHara ce oxka3Ba eKBUBa/J€HTHA Ha NOHATHETO rpyXHa, paasrae-
naHo or Baruep B (1).

1. Onpeneaexus. [lpumepu

Hebuununusa 1, 1. Hexka vu e pameHo enHO HempasHO MHOXXECTBO
D, YUHUTO €JIEMEHTH e HapHyYaMeé TOUKH, H €eIdHAa YE€THPHUIECHHA peJa-
uast Par 8 D. Ako a, b, ¢, d ca Toukd 4 e B cuna penauuara Par (a, b,
¢, d), ule Ka3Bame, Ye TOYKHTe, B3eTH B JajfeHus pel, o6pa3yBaT ycrnope x-
HuKk (napaneaorpawm). [Boiikata {D, Par} me napuuame a6 co-
NIOTHA Xe3aproBa CHCTeMa, aKO ca B CHIa aKCHOMHTE:

Dr. Axo Par (x, a, b, y) u Par (x, ¢, d, y), To Par (c, a, b, d).

Di. Axo Par (b, a, x, y) u Par (d, ¢, x, y), 10 Par (b, a, c, d).

D. 3a Bcsika HapefeHa TPOiKa TOYKH (@, b, ¢) cCbluiecTByBa TOouka d
tTakaBa, ue Par(a, b, c, d).

Akcuomure Dr w DI me HapeueM CBOTBETHO AACHa H AsiBa akK-
cuoma Ha [lesapr. B EBksnunnoBara reometrpuss Dr u D/ ca ekBHBaneHTHH,
samoro ot Par(a, b, ¢, d) cneaa Par(c, b, a, d). Tvi Kato TOBa CBOM-
CTBO Ha YCNOpeIHHLHTe 3acera HAMa fa NpefinoJaraMe, Hajara ce aKcHO-
mMata Ha [leaapr na BbBexname B JIBeé HEEKBHBAJEHTHH (POPMYJIHPOBKH.

Hedunwnuusa 1. 2. Exna abcomoTHa Ae3aproBa CHCTeMA e HapH-
yaMe €aMo Je3aproBa cucTeMma, ako Toukata d Ot akcioMa D e
€dUHCTBEHA.

ETO HAKOM NpHMEpH 3a 1e3aproBH W abCOMIOTHH J€3apPTOBH CHCTEMH,
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[Tpumep 1. EskaunoBara (unu HaAkakBa aduuHa) reoMeTpus ¢ o6H-
yajiHaTa Je(dHHULUMS 32 YCHOPeAHHMK, B KOSTO Ca BKJ/IOYEHH H HIKOK H3pO-
JeHH cayuad. To3u npuMep B NeHCTBUTENHOCT HU MOCJAYXH 33 MHTYHTHUBHA
6asa npH BbBEXAAHETO HAa TOPHHUTE MOHATHSA.

MNpumep 2. Hexka G e rpyna n nonoxum Par(a, b, ¢, d) ToyHo ToO-
rasa, korato a—'bc-'d=1. JlecHo ce nposepsiatr Dr, DI u D. Tvi kaTo
BellHara ce BHXJa, uYe Toykata d OT akcuomata [) e eJHHCTBeHa
(d=cb-1a), ToBa e nMpuMep 3a Je3aproBa CHCTeMa,

[Tpumep 3. Heka D e HAKAKBO HEMPa3HO MHOXECTBO, = e peJalus
Ha €KBHBAJIEHTHOCT B HEro, KOSITO He € PaBeHCTBO, H ¢aKTop- -MHOXECTBOTO
D/= e rpyna (takuea ca uanp. ¢axtoprpynute). Axo a ¢ D, T0o ¢ a 03-
HauaBaMe Knaca, MOFOAeH OT g. [lonarame Par(a, b, ¢, d) Torasa u camo
rorapa, korato a—'bc-'d=1, xbneto 1 e eamnuuata Ha D/=. He e
TPYAHO Aa ce BUIH, Y€ TOBa e abcomorna Je3aproBa CHCTeMa..

[Ipumep 2 u npumep 3 ce sABsSBAaT B H3BECTEH. CMMCDBJ - XapaKTepH-
CTHYHHM CbOTBETHO 3a JA€3gfropara M &a6Coal0THATa [e3aproBa CHCTEMaA.
Ille moka)<em, 4e BBB BCAkA MA€3aproBa CHCTeMa MOXe 1a ce aeduHHpa
rpynoBa omnefauus, KOATO 1a Mopaxjia peiaauustTa Par no HauuHa OT NpH-
mep 2. Aranoruuydo, ako [ e abcoaroTHa Ae3aproBa cucrtema, TO B ) Cb-
I[eCTBYBA €KBUBAJIEHTHOCT == M Trpynosa onepauusa B [/ =, kosaTO mno-
paxna Par mo nauuna ot npumep 3. OTTYK 1ue cJelBa, 4e MNOHATHETOQ
Jle3aprosa CHUCTEMa € €KBHBAJIEHTHO Ha MOHATHETO rpyna,

2. AGCOJIOTHA Ae3aprosa CHCTEMa

B To3u naparpa¢g e npeanosnarame, ye [J) e aGCoONOTHA JAe3ap-
roBa cHcTeMa.

Jedbununusa 2, 1. Ako a U b ca TOukH, HafeleHaTa HBOHKa (a,
b) we BapuuaMe cBBpP3aH BekTaQp. [IBa cBBbpcaHM BexkTOpa (@, b) u
(¢, d) me BapuyaMe €eKBHUNOJEHTHHU (r€OMETPHYECKH PaBHW) TOYHO TO-
raea, ¥orato e B cuna pexncuusarta Par(a, b, d, ¢). benexum (a,b)~(c,d).

Teopema 2. 1. 3a penauuara ~ca B CHIa CJEeIHHTE CBOHCTBA:

1. (a, b)~(a, b).

2. Axo (a, b)~(c, d), 10 (¢, d)~(a, b).

3. Ako (a, b)~(c, d), (¢, d)~(e, f), 10 (a ,b)~(e f).

4. (a, a)~(b, b).

b. Ako (a, b)~(c, d), 10 (b, a)~(d, ¢).

6. Axo (a, b)~(p, q), (b, c)~(g, 1), TO (a, C)~(p, 7).

7. 3a Bceku TPHM TOUKH @, b, ¢ CBHUIECTBYBa TOuKa d TaKapa, ue
(a’ b)"’(c’ d)' |
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JoKka3aTencTBOTO Ha TeopeMara ce mnosaydaBa oT geduuuuus 2. 1 u
C/eHHTE CeleM JIeMHU:

Jlema 1. Axo a u b ca Touky, To Par(ab, b, a).

Horxazameacmso. Ilo akc. D 3a Toukute aq, b b C'bruecmyaa TOUKA
¢ TakaBa, ye Par(a, b, b, c). Or Para, b, b, ¢) u Par(a, b, b, ¢) no D
cnensa Par(a b, b, a).

Jlema 2. OT Par (a, b, d, ¢) cnenaa Par (c, 4, b, a).

Hoxasameacmso. Ot Par(c d, d ¢), KOeTo HmaMe mo JeMa 1, H
Par (a, b, d, c¢) no D! cnensa Par(c , b, a).

JMema 3. Ako Par(a, b, d, c) u Par(c, d, f, e), To Par(a, b. [, e).

Loxaszamencmso. Ot Par(c d, f, e) no nema 2 umame Par (e, f, d, ).
Or Par(a, b, 4, c) v Par(e, f, d, ¢) no D! cneasa Par(a, b, f, e).

Jlema 4. Par(a a, b, b).

Lorxazameacmso. Mo D 3a Touxure a, @, b CPHIeCTBYBa TOUYKa ¢ Ta-
kaBa, ye Par(a, a, b, ¢). Or Par(a, a, b, ¢) n Par(a, a, b, c) no Dr
creasa Par(a. a, b, b).

Jlema 5. Ot Par(a, b, d, ¢) cnensa Par(b, a, c, d).

‘ Loxazameacmso. Ot Par(a a, ¢, ¢cyno nema 4 u Par(a, b, d, ¢) no
‘Dr cnenBa Par (b, a, c, d).

Jlema 6. Ot Par(a b, q, p) u Par(b,c,r,q) caensa Par(a,c,r,p).

Jloxasameacmso. Ot Par (a, b, g,p) o nema b crensa Par (b, a,p, q),
‘koeto 3aeano ¢ Par(b, ¢, r, g) no -Dr pmasa Par(a, c, r, p).

Jlema 7. 3a Bceku TPH TOYKH @, b, ¢ CBUIECTBYBA TOYKa & TaKaBa,
e Par(a b, d, ¢).

) xa3ameacmso. Ilo D 3a a, b, ¢ umaMe Touka d TakaBa, ue
Par(b a, ¢, d), OTKbAETO NO JgemMa 5 umame Par (a, b, d, c).
‘C ToBa 10KAa3aTeACTBOTO Ha TeopeMmara e 3aBbplueno. CeolicTBara 1,
2, 3»moka3saT, 4e pejaudsTa ~ € peJalus Ha eKBﬂBaneHTHocr B CBBKYII-
;Hocr‘ra Ha CBbP3aHHTE ‘BEKTOPH.

-dedbunwuunsa 2. 2. KnacoBere, Ha KOHTO Ce pasnara CbBKYIHOCTTA
Ha CBbp3aHHTe BEKTOPH upe3 penauusita ~, IMle HapH4amMe CBOOO A HH
BekTOpH. Axo (g, b) € CBBbP3aH BEKTOpP, CBOOOJHUAT BEKTOD, MOPOLEH OT

‘Hero, e “6esiexuM C ab. EnevenTnTe Ha eiuH cBOGOKeH BEKTOP ce Ha-
puuar HeroBd npexctaBuTresn CBoOOAHHTE BEKTOPH Ile OesaexHM
ome TaKa: &, U, W W T. H. [lon cyma Ha BEKTODHTE 4 U ¥ B JdalleHus
pen we pa3bupame BeKTOpa w, TONy4eH 1O cJeAHHs HaudH. H3bupame
npouaaonﬂa “TOYKa--@ ¥ N0 Teopema 2, 1. 7 CBLLECTBYBA TOUKA b Taka, ue
4=ab. AHANOTHYHO HaMHpaMe TOYKa ¢ Taka, ye v=be. Torasa 3a @ mo-

—_ —_— - —
JNaraMe w=ac O6enexuM w=u-+v. [lyuktr 6 oT Teopema 2. 1 rapasTHpa
HEe3aBHCHMOCTTa Ha @ OT u36opa Ha Toykarta g. Jlazesata neQHUHHUIHUS ce
Pa3nnyaBa. OT aHaNOrHuHATE ne(pmmunu B KypcoBeTe 10 BeKTOpHa anrebpa

caMo Mo ‘ToBa, ye OT ab ac CBBCEM -He cJellBa b=c¢ Mmopagud HeeguR-
CTBEHOCTTA B akcHoMma D.
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Teopema 2. 2. CbBKynHoCcTTa Ha CBOOOAHHTE BEKTOpPH € Trpyna no
OTHOLIEHHEe omepaiusita cChOHpaHe Ha BEKTOPH.
Hoxaszamenrcmso. AcouuaTHBHHAT 3aKOH ce MnoayudaBa Taka: Heka

u-——c_t—l;, bc w=cd. Torasa (n+v)+w= (ab+bc)+cd ac+cd ad

U+ (0+w)=ab+ (b +cd)=ab+bd=ad=(@ +v)+.

. —> — —
3a HyJseB eneMeHT u3bHpame BekTopa O0=aa. [lo Teopema 21. 4 aa=0bb.
Ot ToBa obGaue He cienBa, 4e BCH'-]KH npenc'raamenu Ha HYJeBHA BEKTOP

HMaT BHAA (x, x). Umame u+0= ab+bb —~ab=u. 3a o0paTeH eJleMeHT Ha
u= ab H36Hpame BEKTOPa -—u ba. Mo Teopema 2 1. 5 ce nonayyasa, ye

aKo ole 4= cd 10 —u—dc. ViMame U+ (—u)= ab+ba 2a=0. Bnnpe-
Kd Y€ CMe Bb3NpHEeJH OCHYalHHS aJUTHBEH 3aMHC 3a CyMaTa Ha BEKTO-
pHTe, OT TOBa Olle He cJAe]Ba, 4eé T € KOMYTaTHBHa.
Teopema 2. 3. 3a na 6pae cbOHpPAHETO HA BEKTOPH KOMYTATHBHO,
Heo6X0AHMMO H mocTarbuno e ot Par(a, b, ¢, d) na caensa Par(c,b,a,d).
,Zloxaaame./zcmao Heka c1>6npaue'ro € KOMYTaTHBHO H MOJIOXHM

u= ab v ="bd. Toraaa u+f0 ad. Ot Par(a, b, ¢, d) crensa ab=dc.

Torapa v+u= bd+dc be. Mopamn u+v=v+u umame ad= bc KOeTO
nasa Par(a, d, ¢, b). Or Hero no nema 5 umame Par(d, a, b, c), a 1o
nema 2 — Par(c, b, a, d). Heka 3a npoussoasu a, b, ¢, d or Par(a, b,

¢, d) cnexsa Par(c, b, a, d). Hexa u=ab=dc, v=bd. Torapa L+ v

—ab+bd=ad, v+u=bd+dc=bc. Ot ab=dc umame Par(a, b, c, d),
OoTKBbJeTO noayuasame Par{c, b, a, d); no ycnosue u Par (b, c, d, a),
Par (a, 4, & b) CBOTBeTHO NMo Jema 5 W Jaema 2. Ho Par(a, d, ¢, b)

0O3HayaBa ad bc T.e U+T= fu—t-u.
Teopema 2. 4, Heka p e npousBoana Touka. Heob6xoaumoTo u 10-

—_ > — — —
CTaTbYHO YyCJOBHe na umame Par(a, b, ¢, d) e —pa+pb—pc+pd=0.
Lloxasameacmso. Par(a, b, c, d) e €KBUBAJIEHTHO MO neduaunus 2. 1

Ha €KBHBAJIEHTHOCTTA (a, b) (d c), OTKBAETO ab=dc. [locaenHoro pa-
BEeHCTBO € PaBHOCH/JIHO Ha ap+pb dp+pc [lo Teopema 2. 2 umame

—_— —

—~pa+pb—pc +pd 0,

C KOETO TeopeMaTa € J0Ka3aHa.

Teopema 2. 5. 3a na 6bae cb6UPaHEeTO HA BEKTOPH KOMYTAaTHBHO,
HEOOXOMHUMO H JOCTATBYHO € OT Par(a,, a, a, a;) u Par(a, a, a; ag)
na caeapa Par(a,, a,, a, a,) (Teopema Ha [lackan).
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lloka3zameacmeo. Heka e B cuna teopemara Ha [lackan. ToraBa or
Par(a, b, ¢, d) u Par(b, b, d, d) no reopemata na [lackan wumame
Par (¢, b, a, d), xoero no Teopema 2. 3 naBa KOMYTaTHBHOCT Ha CHLOHPAHETO.
Hexa cbbupaHeTo € KOMYTaTHBHO. Or Par(al, Qo s ar) u Par (a2, s,

as, aG) 1o Teopema 2. 4 umame’ —pa1+pa2—pa4+pa-m , -—pa2—}-pa3
- pa-—i—paG—O Ako cnbepeM MOu/JIeHHO Te3H PaBeHCTBA, NOJyvyaBaMme

—

—Pal +Pag _Pa4 +Paa =

—_ —_— —
OTK'BIETO —pa3+pa4——pa6+p01=0, KOeTo mno TeopemMa 2. 4 naBa
Par (a,, a,, ag, a,).

HJedpuuununma 2. 3. llle kasBame, ye a=54 (ToukaTa @ e KOH-

—_—

rpyeHTHa c b) TOUHO ToOraea, korato ab=90.

Teopema 2. 6. Penanuara = e pesallid Ha eKBHBAJEHTHOCT. AKO
a=a', b=b', c=c’, d=d’', to Par(a, b, c, d) umame TOYHO TOrapa, KO-
rato Par(a’, ¥, ¢/, d).

Loxaszameacmso. 1lle Tpa6Ba na nokaxeMm, ye ca B CHJA

1) a=a;

2) ako a=b, 10 b=a,;

3) ako amb b=c, t0 as=c.

Or O=aa caenpa, ue a=a. Heka a=b; ToraBa 0=ab,

ha——0-0,

— —_— —_—D —_— — —
KoeTo jJaBa b=a. Heka ab 0 bc 0 toraBa ab+bc=ac=0+4+0=0,
T. €, A=cC. Hpenn Ja JOKaXeM BTOPAaTa YacT HA TEOPEMATa, le NOKaXeM,

4e X==y TO4HO TOraBa, KOTaTO 3a NMPOM3BONHA TOYKA p HMAME pX=DY.

— — -

Or px py caenBa 0———px+py xXp+py=xy. Ako xy 0, umame

5"'}7_);:6’
KOEeTO JaBa ;:vz —;c_‘z;=1_15c.
Heka cera umame a=a’, b=b', c=c', d=d' u Par(a, b, ¢, d). To-

_ > — —>

raea 1o TeopeMa 2 4 HMaMe -—pa+pb—pc+pd-- . Ho ot mno-ropHoTto

— —_
HMame pa— pa pb pb’ pc pc , pd pd’ OTK'BJETO MOJYyyaBaMe
Par (@, b, ¢, d’) )

Jle(bnﬂnuuﬂ 2. 4. MHOXeCTBOTO OT KJacOBeTe, HAa KOHTO ce pa3-
_-gl,ara_‘D_ OT peJalusiTa ==, O3HayaBame C D . Axo x ¢ D, TO KIacsT,

#a KOHRTO NPUHALJMENH X, O3HAuaBaMe ¢ Xx. 3a enemeHTuTe Ha D/= nedu-
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HHpame penauus Par no ciaepnus Hauu: Far(a, b, ¢, d) Torasa H camo
toraBa, xorato Par(a, b, ¢, d). KopekTHocTTa Ha neduHUIHATa Ce rapaH-
THpa OT BTOpaTa 4YacT Ha Teopema 2. 6. Torasa B [)/= moxke ma ce ne-
¢dunupat cBOOGOIHM BeKTOpH H C’bOHpaHe Ha cBOOOAHH BeKTOpH. JlecHO ce

cH0Opa3siBa, Ye 3a BCEKH TPH eJeMeHTa a, b, ¢ Ha D/= cbuecrsyea
TOYHO eNMH eNeMeHT d ¢ D/= TaKtB, ue Par(a b ¢, d). OTTyK crensa,

ye D/= e nesaprosa cuctema. ToraBa oOT pa —pb e caensa a=bh. AKo

cbOHpaHeTO Ha BCKTODH B /= o3Hauum ¢ -+, UMame
Teopema 2. 7. 3a mpou3sosIHH TOYKU p, @, b, ¢, d e B cHIa

—) -—b —DA —-b
Par (a, b, ¢, d) ToraBa u caMo TOraBa, Korato —pa +pb —pc +pd =0.
Jebunnuuna 2. 5. Hexa e e npousBoneH enement Ha D/=. [le-
¢uHBpamMe onepauusTa € NO CACIHMS HAauMH: ako X, y, 2 € D/=, nona-
—_

———

_ .
raMe x e y=z TOYHO TOraBa, KOrato ex-ey=ez. Begnara ce Bi#ina, ue
‘D/= e rpyna c eanuHuua e No OTHOLUEHHe Ha onepauuaTta e. Torasa Teo-
‘peMa 2. 7 moxe fAa ce npedopMmysaupa Taka:
’ Teopema 2. 8 3a npousBosBM TOUKH €, @, b, ¢, d Ha D umame
Par(a, b, c, d) ToraBa u camo ToraBa, KOraro

a'ebec 'ed=e.
Teopema 2. 9. I'pynure ot neduauuusa 2. 5 ca H30MOD(HH.
lorazameacmso. Heka umame onepailuute € H €,, KBAETO

ene D=,

Torasa 3a Bcako x € D/= cobiiecrByBa TouHo .efHo y ¢ D/= TrakoBa, ye

— —_

ex=e, y. [Tonarame y=q(x). llle mokxaxem, ye ¢ € H30MOpPUIBM Ha €
—_— . —> —

BBPXY- Hexa MMame aeb =c¢. ToBa o3HauaBa, ue ea+eb=ec. Ho

ea= elcp(a), eb= elcp(b), ec = e, p(c), OTKBLAETO HMMaMe

€19 (a;)'.}“ﬁ ?(5)=;1;T;)-

ToBa nama y(a)e, 9(b)=9(c).
Teopemure 2. 8, 2. 9 u npumep 3 ot § 1 xapam‘epusupa'r HaII'bJIHO
MIOHATHETO aécomo'ma Jle3aprosa CHCTeMa.

§ 3. /le3aprosu CHCTeMH

Teopema 3. 1. Hexa D e HenpasHo MHOXecTBO M Par e ueTHpu-
yIeHHa peJauua B Hero. 3a jxa O6bxe [) mesaproBa cucteMa, HeoOGXOAMMO
¥ IOCTAaTbyHO e aa 6baar B cuna akcuomurte Dr, Dl u cregnara akcHoma

D, 3a Bcexkn Tpu TOYKH @, b, ¢ cblmecTByBa TOuYka d TaKaBa, .uye
Par(a, b, ¢, d), u ako a=b, T0 c=d.
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Lloxaszameacmso. Hexka D e nesaproBa cucreMa. Toraa no Jema 4
uMame Par(a, a, ¢, c), koero gokaspa [,

Heka cera ca H3nbaHeHd ycsoBusiTa Ha teopemara. llle noxaxewm, ye
3a BCAKAa OT TPUTE TOYKH a, b, ¢ CHUIECTBYBa eIHHCTBEHA TOYkKa d Ta-
KaBa, ue na e B cuana Far(a, b, ¢, d). Heka wmame Par(a, b, ¢, d) n
Par (a, b, ¢, d). 1o nema 5 (kosito cnensa ot Dr, DI u D,) umame

Par (b, a, d, ¢) u Par(b, a, d, c),

otkbaeto no Dr umame Par(a, a, d’, d), no D, d'=d.

TeopusTa Ha Ide3aproBHTE CHCTEMH MOXeE fAa ce pa3BHe MO aHaJOrnA
C TeopusiTa Ha alCOMIOTHUTE JAe3aproBu cucTemH. CnenpasnHO penanuara =
oT nebununua 2. 3 cera uie 6bAe THXKAECTBO, OTKbAECTO [)/= 1e cbB-
naga ¢ D. ToraBa ot nedpuunuus 2. 5, Teopemu 2. 8 U 2. 9 e ciaexsa
ceiHaTa

Teopema 3. 2. Axko D e ne3aproBa cHCTeMa, TO 32 BCEKH eJe-
MeHT e Ha D mie cbiiecTByRa rpynosa onepauns € B DD ¢ eauHuLa e Ta-
KaBa, ye fenrauusita Par(a, b, ¢, d) na ¢ B cujla TOYHO TOraBa, IOraTo

a-! ebec led=e. Bcuuku Ttaka nédruupanp rpyfHd ca uaomopduu.

Teopema 3. 2 u mpuMep 2 or § 1 nokasBat, ue MOHATHETO He-
3aproBa CHCTEMa € eKBHUBAJ@HTHO Ha IOHATHETO Ipyna. AKCHOMHTe Lie
6baar Dr, DI n D, 3a na 6bae rpynara abeneBa, NOCTaTbYHH Ca Ha-
npumep DI, D, u ycnouero: ako Par(a, b, ¢, d), 10 Par(c, b, a, d).

3a ne3a roBuTe CHCTEMH Ca BB3MOXHH H APYrH (OpMYJIHPOBKH.

Hepunnuua 3. 1. B D BrBexkname HaBcakbae AedHHHpaHAa Tep-
HapHa omnepauus Mo cJefHHS HAuMH: aKo a, b, ¢ ca TpH eseMmeHtTa Ha D,
TO €JHO3HAaYHO CBUIECTByBauwlusa eneMeHT d, 3a KOHTO e B cuaa Par(a,
b, ¢, d), Genexxum d=(a, b, c].

AKCHOMHTE Ha Jle3aproBa c#CTe€Ma Torasa n06GHMBaT BHAA:

Dr. Axo [xab]=[xcd], T0 d=[cab].

Dl. Axo [bax]=[dcx], 10 d=[bac].

B cuna e caeanara

Teopema 3. 3. Heka D e HeNpa3HO MHOXECTBO C HaBCAKDBIE Je-
¢HHHpaHa TepHapHa omepauus (@ b c]. 3a na 6pAe D nme3aprosa CHCTeMa,
HE06XO0/HMO H AOCTATBYHO € Oa €a B CHJIA aKCHOMHTE

1) [ab|bed]}=]acd];

2) [aab)=b;

3) |[abccd)=[abd];

4) [abbl=a.

llokasameacmso. Axcuomute 1 M 3 caenBat HemocpeacTBewo ot Dr
u D, a2mu 4 cacboTBeTHO NemMa 4 u jeMa 1.

Or 1, 2, 3 u 4 necro caexBar Dr u DI Hexa nmame [xab]=[xcd).
Torasa d= [cca’] [ex[xcd]]=[cx[xab]|=][cab]. Ananornino ot [bax]_ [dex]
nonyyaBame d=|{bac). R

3a onepanuata {@ b c¢] Teopema 3. 2 naBa [abc]=d ToyHO TOraBa,
Kkorato a—‘tbc-ld=1, KaTo TYyK rpynosara- onepauua cume orGenﬂsaJm [



234 1. Bakapenos 8

»s Y OTTYK d=cb~'a, 7. e. [abc]=c b~! a. Karo uanonsysame ToBa npen-
CTaBsiHe Ha TepHAapHATa OMNepalus, MOXeM JIeCHO JAa JOKa)eM cJeaHaTa

Teopema 3. 4. BbB BCAKa Je3aproBa cucTteMa e B CHJa TBXK-
ILeCTBOTO

A.|[abclde|=]aldcble] =[ablcde]].

B. B. Baruep B (1) MHOXeCTBAa C TepPHapHH oOmnepauuH, yAOBJETBOPH-
Bawd A., HapHua NMOJAYrpyAH, a aKo AOMbLIHHTENHO Ca B CHJA

[a a bj=1b a a]=b

— rpyau. Ot Teopema 3. 4 caenBa, ue BCsIKa JAe3aproBa cucrema e

rpyaa. Ot akcuomara A u [aab]=[baa]=b6 aecno crensar axcuomure 1,
2, 3, 4 1 Teopema 3. 3, OT KOeTO MoJjyyaBame cCJeIHaTa

Teopema 3. 5 [IlonsaTHeTro ne3aproBa cucTeMa e €KBHBAJeHTHO Ha
MOHATHETO TpYyJa.
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DESARGUESSCHE SYSTEME

D. Wakarelow
(ZUSAMMENFASSUNG)

Es sei D eine nicht leere Menge. Die Elemente von D nennen wir
Punkte; Far sei eine v1erghednge Relation in D. Wir sagen, da der
geordnete Quadrupel (a, b, ¢, d) von Punkten ein Parallelogramm ist,
wenn Par(a b, ¢, d). Die Menge D zusammen mit. der Relation Par nen-
nen wir ein Desarguessches System, wenn die folgenden Axiome gelten:

Dr. Wenn Par (pabg) und Par(pcdg), dann Par(cabd).

De. Wenn Par (bapg) und Par (dcpq), dann Par(bacd).

D.: Zu je drei Punkten a, b, ¢ existiert genau ein.Punkt d, so da8
Par (abcd), und aus a=b folgt c=d. |
~  Wir beweisen den folgenden grundgelegenden Satz:

. Wenn @ eine Gruppe ist und Par(abcd) bedeutet ab—'cd-1=1,
dann ist G ein Desarguessches System.

Il. Zu jedem Element / von D existiert eine Operation e in D, so
dafl das Paar {D, e} eine Gruppe mit Einheitselement e ist. Die Rela-
tion Par in dieser Gruppe wird wie in I erzeugt.
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lIl. Je zwei Gruppen von Il sind isomorph.

Daraus folgt, dafl der Begriff eines Desarguesschen Systems mit dem
Begriff der Gruppe dquivalent ist. Es wird bewiesen, daB die Gruppe ge-
nau dann eine abelsche Gruppe ist, wenn par (abcd)induziert. Wir bringen
auch andere geometrische Kriterien zu diesen Problemen, z. B. den Satz
von Pascal,

Mit der Hilfe des obigen Satzes zeigen wir, dafl der Begriff des De-
sarguesschen Systems mit dem Begriff einer Grude [1] dquivalent ist.

In der Arbeit wird auch der Begriff eines absoluten Desarguesschen
Systems betrachtet. Dabei gelten die Axiome: Dr, De und D. Zu je drei
Punkten a, b, ¢ existiert ein Punkl d, so dal Par{abcd).



