AFFINE UND EUKLIDISCHE KORPER IN HILBERTSCHEN RAUMEN
Iwan Tschobanow

In der vorliegenden Arbeit /7 bedeutet einen willkiirlichen nichttrivia-
len reellen Hilbertschen Raum, der an gewissen Stellen zu einem r-d:men-
sionalen Euklidischen Raum E, spezialisiert wird; £; wird noch durch V
bezeichnet. Der A zugrundeliegende lineare, bzw. vor-Hilbertsche Raum,
ist mit L, bzw. mit E bezeichnet; wenn L n-dimensional ist, wird er mit
L, bezeichnet. Wenn eine Definition oder ein Satz beispielsweise fiir L
formuliert wird und danach auf irgendeine von den angefiihrten Spezia-
lisationen von L angewandt wird, z. B. auf E oder E, wird die entspre-
chende Buchstabe anstatt L gestellt, ohne daB dies ausdriicklich erwihnt
wird.

Der Einfachheit halber werden solche Dinge nicht pedantisch prizi-
siert, wie z. B. Definitionsgebiete von Funktionen oder manche lokal-
analytische Besonderheiten: von den vorkommenden Funktionen wird
einfach angenommen, daff sie definiert und geniigend, sogar beliebig
vielmal differentierbar sind fiir alle reellen Werte ihrer ‘Argumente; es
ist ganz offenbar, wie im entgegengesetzten Falle der Text abzuidndern
ist — das wiirde aber die Darstellung unnétig erschweren, ohre dafl man
im wesentlichen einen besonderen Fortschritt erzielt. Die grundlegende al-
gebraische und analytische Kennzeichen von A werden als bekannt vor-
ausgesetzt. Jedoch — um eventuelle qui pro quo zu vermeiden — werden
an gewissen Stellen eingehendere Formulierungen gegeben, deren Anzahl
aber bis zum notwendigen Minithum vermindert ist. Das gilt beispielsweise
fiir die reziproken Reperen in E, deren Rolle in der mehrdimensionalen
Kinematik in Hilbertschen Riumen wenigstens vom technischen Standpunkt
aus wesentlich ist.

Df, Th, Din ersetzen. entsprechend die Worter  Definition4, ,Satz®,
,Beweis“ und R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen; wenn das Ar-
gument eine physikalische Deutung als ,Zeit“ zuldft, wird 7 statt R
gesetzt. Die Symbole ,Sgn“ und ,sgn:“ ersetzen entsprechend die Wor-
ter ,Bezeichnung“ und ,bezeichmet“.

1. Es sei- -
) | a, €L (v=1,2,..., n).
Dann:

Sgn 1. ((a,J)=1 sgn: ind L) sgri: (1) sind linear unabhingige Elemente
von L,
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Sgn 2. ([a,);=1 sgn: Dpn L) sgn: (1) sind linear abhingige Ele-

mente von L.
Df 1. Reper in L nennt man (1) bei

2)
Df 2. Reper von L, nennt man (1) bei

[@,))=1 sgn:Ind L.

(v=1, 2,..., n).

(v=1, 2,..., n)

(3) [a,))=1 sgn: Ind L,
Sgn 3. L(a,)'= sgn: {a:[a,)'—1 sgn: Ind L « €R (v=1, 2,..., n),
a= - e, —c_z‘,}
a, b, a b
Sgn 4. G(a, B,)i-1 sgn: | 22 by 5 by
Gn by G by
bei
(4) a,, b,¢E
Sgn 5. G (a,): sgn: G(a,, a,)=:.
Th 1. Aus
(6) a, ¢E
folgt
(6) [a,)’<1 sgn: Ind E
genau bei
(7) G(a,):::l :':0-
Dm Kiar.
a g
a,? 5121‘2
a.a. 2
— (.—I)Il-l-l @281 Gy
Sgn. 6. a " sgn: —— e
Gla,)=1 Au—1 4y Qu—1 Qo

=1, 2,..., n) bei (6).
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Th 2. Aus (6) folgt
(8) a," ¢ E(a,)m
Dm. Sgn 3, Sgn 6.
Th 3. Aus (6) folgt i
5 a-1 1 (w=v)
® %8 =10 (k)

Dm. Sgn 4 — Sgn 6.
Th 4. Aus (6) folgt

(10) [2,”"]}~, sgn: Ind E.
Dm. Aus ,
(11) o, €R
n
(12) 2 %a, =0,
=]
(9) folgt
(13) a“=2a,a-f':m”6-=o
y=1

(p=1, 2,..., ),

¢, v=12,...,n).

(=1, 2,..., n).

Df 3. Den Reper [a, ']y in E nennt man reziprok zu dem Reper

la:];l:l in E.
Th &. Aus (6) folgt

(14) E@ ") =Ea,)=: -

Dm. Sgn 3, Th 2, Th 4.
Th 6. Aus (6),

(16) a € E (@)1
folgt
n
(16) a=2 (aa, Ha,.
* ym=]
Dm. Aus (15), Sgn 3 folgt
an a= 2 a,a,
ya=1

bei (11). Aus (17), Th 3 folgt
(18) a“ :2 a,z, a;"l:a--a—”‘l

(19) a= 3@ a)a-

(=1, 2,..., n).
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Dm. Aus (15), (14), Sgn 3 folgt

(20) N a=a,a "
r=1
bei (11). Aus (20), Th 3 folgt
1) 0= aa" a,=aa, (=1, 2,..., n)
r=}

Th 8. Aus (6) folgt
(22) @ ) =a, (v=1, 2,..., n).

Dm. Die Vekicren (2, ")t (v=1, 92,..., n) sind wegen Sgn 6. Th 4,
Sgn 4, Sgn 5, Th 1 definiert, Aus Th 2, Th 5, Th 6, Th 3 f.lgt

(23) @) "'=3a"Y"a"a,=a, (=1, 2..., n).
r=1
Th 9. Aus (6), (11), (15) foigt
(24) a a,=a, (=12, .., n)
genau bei :
(25) a= 3'a,a,”".
y==1

Dm. Aus (24), Th 7 folgt (25). Aus (25), Th 3 folgt

(26) Zlba_,,_;,z @ a, a,=a, (r=1,2,..., n).

r=1

Th 10. Aus (6), (15) folgt

27) aa,=o - v=1,2,..., n)
genau bei L
(28) =Q,
Dm. Th 9. -
Th 11. Aus (6) folgt |
(29) a, " =a, (v=12,...,n)
genau bei | )
- =" (1 (n=Y)
(30) a”a,z{ 0 ELL#:) W vy=12,...,n)
Dm. Aus (29), Th 3 folgt
—_—— = —_ 1 1 {1 = T
31) a,a,=a,a, 1-—-_.:{ 0 g::*::g @, v=12,...,n).
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Aus (30), Th 7 folgt

(32) a,= > (a.a)a, ' =a (w=1, 2,..
v=1]
Th 12. Aus (6), o
(33) P €E@,)
folgt
(34) 7g=2@a)ga, ™).
v=1

Dm. Th 6, Th 7, Th 3.
Th 13. Aus (6),

(35) va];‘=l sgn . Ind E’

(36) E(e N=1=E(b,)o=1,

(37) pC¢E

folgt

(38) Z(M Na, = Z(pb‘l)b
y=1

Dm. Aus (36), (6), Th 5, (35), Th 6 folgt

- n —_— —_—
(39) &= 3'(a,b.")b; (v=1, 2,..
i=1 S
(40) &= Y@ BET  0=1,2...

Aus (39), (40), (35), Th 12, Th 3 folgt

2(? 3, )a,= 2”2(9 b“’l)Z(av b, (ay " 6,)b;

(41) v=1 =1 p—l )

= 2 Z(p 5. B ) By = 2 5.

=1 pu=1 =1

Th 14. Aus (6), (35)——(37) folgt

(42) 2’ b a)a™ 2 A

v=1 — _ v=l

DmTh13 Th 4, Th 5, Th' 8.’

.y 1)
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(43)

(44)

(45)

(46)
folgt
47)

(48)

-

Th 15. Aus (6), (37) folgt

D eaMa= Gaya ™

v=-1

Dm. Th 13, Th 4, Th 5, Th 8.
Th 16. Aus (6), (35)—(37) folgt

v=1l-

Seaa= 3 GRE.

»=1

Dm. Th 13, Th 15.
Th 17. Aus (6) folgt

Dm. Sgn 4, Th 3.
Th 18. Aus (6),

v=1

G(Evl av_l):'al =],

;m E.u e E(a):zl

r=1,2,...

G(Dr @)e=1 0 G (@ @ Yom1 = G (Dry G Yt -

Aus (48), Sgn 4 folgt

(49)

P e w—— veae ey

Th 19. Aus (6),

(50)

718y P18y ... Pran| G107 g8 --Ea_n—.li
P28, P205.-- Paln| |28, G385 ..o daln |
| |
Pn@y DGy ... Pnln|l Gnay™" qnag ™ ... qnln '

P d: E%---Ecﬁi

_|P291 P29 "qun!=G(;v,¢;:)3=1~
PnGy Pnga .- Pndn
E‘EE(E)?EI (p=l“ 2..-0

Dm. Aus Th 12 folgt

pidu= (P10))(g.2,7)
vl

G(;v ’ E:):=¥ G((iw a_v—l)gzx

(& p=12,...

» 1)
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folgt 7 _
(51) G 0 Yvzt - Gy, 0 Y1 = G(p, )01
Dm. Th 18, Sgn 5.
Th 20. Aus (6) folgt

(52) @, =[G@)r] ™
Dm. Aus Sgn 5, Th 2,Th 18, Th 17 {olgt
(53) G(E\'):lzl . G(Zv_l):’=l = G(a_v’ a_v):=l . G(—dv—l) Evfl):‘=l

= G(ngv—l);‘?_l =1.
Th 21. Aus (6), (46) folgt

54) [G(py, o=t P=G(p,)o=1 G(g,)o=1.
Dm. Aus Th 18 folgt
(55) G(E ’ 5"):'-':1 = GGv’ zz_v)f:l G(?w a:—l):‘=l

= G(;ﬂzv‘ ])g==l" G(&;, E‘y)?:l LI
Aus (85), Th 19 folgt

(56) [G(p., 4,)7=1]?
=G(;:1 E;)::l G(;,, a;_l):’l:l G(J,.a_,);‘:n G(é—w é:—_l):;l
? ;G(;v ):2-——"1 G(-(-].y)c::l . . s

Th 22. Aus (6), (46) folgt
(57) G_(E; av)3?1=0
genau bei
(68) [p.)~1 sgn: Dpn E
oder B
(59) [qv]\'v‘=1 Sgn:'Dpn E.

Dm. Th 21, Th 1, Sgn_.l_, Sgn 2.

Sgn 7. [p,l=111 (g, sgn: G(p,, g,)s=1> 0 bei (6), (46).

Sgn 8. [p,l=11l[g. =1 sgn: G(p,, 9,)2=1<0 bei (6), (46).
Th 23. Aus (6), (46),

(60) ‘ (7,11 11 (g, em

oder

(61) Dot 1 g, e
folot ‘[Pl 1 1 g )=t T

(62) [.)i=1 sgu: Ind E
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und .
(63) {g.)\=1 sgn: Ind E.~
Dm. Sgn 7, Sgn 8, Th 22, Sgn 1, Sgn 2.

Df 4. Die Reperen|p,}i-~1, [¢,})=1 nennt man gleich orientiert bei (60)
und verschieden orientiert bei (61).

Th 24. Aus (6) folgt
(64) [a,1=1 11 [a,]0=s.

Dm. Sgn 7, Sgn 5, Th 1.
Th. 25. Aus (F), (46), (60),

(65) r. € E@,)r= ®=12..., n),
(66) (g, 1=1 11 [7.]0=s
folgt _ 3
(67) [p.l=111[r,}=1-
Dm Aus (46), (65), Th 18 folgt
(68) G(pw v)\'-l G(pw a )v—' G(r‘y’ a ):=l ’
(69) G(qw r‘r)v=l =G(qw ar)\’:l G(rr’ av ):’=1 b
Aus (68), (69), Th 18, Th 19 folgt
(70) G(g,)i=1 G(py 1) e1=C(p, )01 GG,y 7)1

Aus (70), (60), (66), Th 23, Th 1, Sgn 7 folgt (67).
Th 26. Aus (6), (46), (65), (60),

() [9. 101 1) [l
folgt ~
2 [, Jima 1 171

Dm. Aus (70), (60), (71), Th 23, Th 1, Sgn 8 folgt (72).
Th 27. Aus

(73) [(-Z:];'=1 sgn. Ind E,,
(74) a¢E,
folgt (16).

Dm. Th 6

Th 28. Aus (73), (719 folgt (19).

Dm. Th 7.

Th 29. Aus (73), (74), (11) folgt (24) genau bei (25)
Dm. Th 9.

Th 30. Aus (73), (74) folgt (27) genau bei (28).

Dm. Th 10.
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Th 31. Aus (73),

(75) p:q¢E,
folgt (34).
Dm. Th 12.
Th 32. Aus (73),
(76) P q, €E, v=1,2..., n)
folgt (47).
Dm. Th 18.
Th 33. Aus (73),
(77) p, ¢E, v=1,2,..., 1)
folgt (51).
Dm. Th 19.
Th 34. Aus (76) folgt (54).
Dm. Th 21.
Th 35. Aus (76) folgt (57) genau bei
(78) (.]i=y sgn: Dpn E,
oder
(79) [q,)e=1 sgn: Dpn E,.
Dm. Th 22.
Th 36. Aus (76), (60) oder (61) folgt
(80) [p.Jv=1 sgn: Ind E,
oder
81 (7,11 sgn: Ind E,.
Dm. Th 23.
Th 37. Aus (76),
(82) r,¢E, v=1,2..., n
(60), (66) folgt (67).
Dm. Th 25. -
Th 38. Aus (76), (82), (60), (71) folgt (72).
Dm. Th 26.
Bei _
(83) a, tV (v=1, 2, 3),
(84) a,Xay. a,+0, "
(85) a,.3=a,” =1, 2,
es sei
(86) a,= D1 X%e wv=1,2, 3).
a;Xa3.04

Th 39. Aus (83) — (86) folgt
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-~ |1 (=Y
87 = yv=1, 2, 3),
(87) %=1 (uy) (1 v )
Dm. Klar
Th. 40. Aus (83) — (85) folgt
(88) R AL (1=1,2, 3),
alxa2. a3
Dm. Th 39, Th 3, Th 29.
Th 41. Aus (83),
(89) b,eV (v=1,2, 3)
folgt o L
(90) G(a,, b,)21=(a; X ay. @) (6, Xby. by).
Dm. Aus
91) a, b,c,deV
folgt |
(92) (@aXb)X(cXd)=(@xb.dyc—(@xb.c)d
=(a.cXd)b—(b.cxXa)a
Aus (92) folgt i
(93) (axb.c)d=({bXc.d)ya+(cxXa.d)b+(@xb.d)c.
Aus (83), (89), (93) folgt
(94) (@1X @z as) b, X b,
=(ayX a3.b,X by) a,+(a5X a,. b, X b)) a,+(a, X ay. b, X by) a
a4 b, ayby|— lasb, 3B, _ |a B @ 5l _
e D R I B N el
jas by as b, 1@, by a; by lay b, ay b,

Aus (94), Sgn 4 folgt (90).
Th 42. Aus (83) folgt

(39) G(@,)o=1=(a, X2, a;)°.

Dm. Th 41, Sgn 5.
Th 43. Aus (84) folgt _

(96) [2,)3= sgn: Ind V.
Dm. Th 42, Th 1.
Th 44. Aus (83), (89) folgt .

97) [@.]i=1 1118, =1

genau Dei
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(98) (@, X ay . a) (b, X by. 05)>0.

Dm. Sgn 7, Th 41.
Th 45. Aus (83), (89) folgt

(99) [;;]v';l Tl [b:]va=l
genau bei e
(100) (@, X ay.a3) (6; X by . b3) <0,

Dm. Sgn 8, Th 41.
Th 46. Aus (83), (84),

(101) rev
folgt

- 3 -— —
(102) I’BE r a,Ha,.

vex}

Dm. Th 27, Th 43.
Th 47. Aus (83), (84), (101) folgt

3
(103) r=3(ra)a,”
va=1

Dm. Th 28, Th 43.
Th 48. Aus (83), (84), (101),

(104) ) . x, € R (v=1, 2, 3)
folgt

(105) 7a,=a, (v=1,2,3)
genau bei : ) .

(106) r=3aa ",

voel

Dm. Th 29, Th 43. "
Th 49. Aus (83), (84), (101) folgt

(107) ra,=0 (ve=1,2, 3)
genau bei ) :
(108) re=0.

Dm. Th 30, Th 43.

Th 50. Aus ) _
(109) a, eV (vez1, 2),
(110) _ ny |4 (ves1,2)
folgt: die Bedingung
(111) a,b,+a,b,=0 I, v=1,2)

ist notwendig, damit das System Vektorgleichungen



304 Iw. Tschobanow 12

(112) rxa,=b, (v=1,2)

eine Losung (101) hat.
Dm. Aus (112) folgt

(113) @B Aa by=TXE, B rX T BT B X Bt 7. 2uX G,

=r.(a,Xa,+a,Xa)=r.0=0 (mv=1,2).
Th 51. Aus (83), (89) folgt: die Bedingung .
(114) a.b,+a,b,=0 @ v=1, 2, 3)
ist notwendig, damit das System Vektorglelchungen
(115) rxa,=b, v=1,3,3)
eine Losung (101) hat. ~

Dm. Th 50.

Th 52. Aus (83), (84), (89), (114) folgt die einzige Losung (101) des
Systems Vektorgleichungen (115) ist

S = -
Dm. Aus (116), (114), Th 3, Th 47 folgt
- - 1 & - - -1 & - - -
(117) rXa, =g 3 (@, Xbo)Xa,==3"(,"a)o,
v=1 v=I

N I Y
—gz(ovaﬂ)av =‘—b,,—l—§-__2(b“w,) a’v

v=1 .ov=1
1 1 . _
=7 0,45 Pu=0b, ®=1,23).
Aus (115), Th 3, Th 46 folgt
(118) Za '%b, —Za'IX(rXa)—Z’(a a)r
v=1 v=1

—2‘ @, 'ra,=3r—r=2r.
v=|]
Aus (118) folgt (116).
Th. 53. Aus (83), (84), (89), (114) folgt: die einzige Losung (101) des
Systems Vektorgleichungen (115) ist

— 1
(]19) = s ((1,.{.2 ,+1)a
al><a2 as —1
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bei (85) und

(120) b,43=0, (v=1, 2).
Dm. Th 52 und: aus (115), Th 46, Th 40 folgt
3 3 =T
. et Ny " a +|><av+2
(121) =¥ (ra"Na,= i 2,
1

Z(fxavﬂ a,:5)a,

al >< as. a3 =

1
- a,.00,004a,.
A asg( +2 0,11
Th 54. Aus (109) — (I11),
(122) a;X%+0

folgt: die einzige Losung {101) des Systems Vektorgleichungen (112) ist)
(116) bei

(123) a=a,Xay,
(129) by=ma, X by+ ;X a,.
Dm. Aus (111), (123), (124) folgt
(125) 8,05+ a5b,=a, (@, X by+b, X)) +8,X8,.5,=0  (v=1, 2)
(126)  @385=a,X,.(a; X by + b, X 83) = 01(a; by)—(a, &) (@, b)

+ax(a, b)) —(a, a) (a3 b)) = —(a, a,) (@, by+ ay 6,)=0,
d. h. (114).
Aus (122), (123) folgt

(127) a, X ay . ay=(a,X a,)*=0.

Aus (127) (111), (125), (126), Th 52 folgt: (116) mit (123), (124) ist
eine LAsung des Systems Vektorgleichungen (115) mit (123), (124), d. b
es ist eine Losung des Systems (112).

Aus
(128) raXa,=b, , v=1,2),
(129) ) p=ri—r, .
folgt o
(130) pXa,=0 (v=12).

Aus (130), (122) folgt =0, d. h. r;=r, wegen (129); also (116) mit (123),
(124) ist die einzige LOsung des Systems (112).

20 roguuwnuk Ha MatemaTnueckus pakyarer



306 - Iw. Tschobanow - 13

T T e T T i M R LMDt t S e emEm M, cmeem miiaamm, © e e e

Th 55. Aus (109) —(111), (122) folgt: die einzige Losung- (IO]) des—
Systems Vektorgleichungen (112) ist

. -1 -
131 [ p— ( b, ,)a,
( ) o __' . mlxag)z 2-/ v+2__- v 4‘1) 7
bei (123), (124), (85), (120).
Dm. Th 54, Th 53.

Th 56. Aus (109) — (111), (122) folgt: die emznge Losung (101) des
Systems Vektorgleichungen (112) ist - -

(132) r::;_“L_F[(a,Xao by a1+ @y by) (s by @, 2 )
2 .
Dm. Th 55, (123), (124).

Th 57. Aus (109) — (111), (122) folgt:: die emz:ge LOSung (101) des
Systems Vektorgleichungen (112) ist

(133) - r=a,7 " Xbi+ay X by+(a, by)a; .

bei (123).
Dm. Th 56 und: aus T

(134) (a;Xaz.b5) a, “it@z_ Xy . by)Yayd-(az b;) @ X a
=[(a; b;) @, X a5~ (a, '3 @5 . by) o] +[(@,X @y by) @1 —(a, B) @, X da]-
b ‘Y'(al b)a, Xar [a2><(a1><a‘,)]><b1+[(a,><a‘,)><a1] Xb‘)

a—m =

- H(ay bz) ax >< a2 ’

(123), (88), (132) folgt (133).  —~ R
2. Wenn r ¢ H eine Funktion von £ ist, defliniert und beliebig vielmal
differentierbar fiir jeden reellen Wert von ¢ werden wir. schreiben: ..

(135) r=rt) € H. teT)
Insbesondere jst es klar was z. B.
(136) r=r(t) ¢ E, (teT
bedeutet.

Es sei -
(137) a={a,[a,)i-1},
wobei
(138) a=a(t) ¢-H (teT),
(139) a,=at)¢H (v=1,2,..,mteT),

(140) [a,)i—, sgn: Ind H @€
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Dann:

Sgn 9. §, sgn: {«:(137) — (140)}.

Di 5. Die Elemente von S, nennt. man n-dimensionale affine Koor-
dinatensysteme im Hilbertschen Raum H.

Sgn 10. ™! sgn: {a, [a,]i—;} bei (137).

Th 68. Aus (137), -

(141) x ¢S,
folgt
(142) 27V e S,

Dm. Sgn. 9, Sgn 10, Sgn 4 — Sgn 6, Th 4.
Df 6. &= nennt man reziprok zu a.

Sgn 11.r 7 & sgn: (135), (137), (141),
(143) r—a ¢ H@a,)e (¢ €T,

(144) 3‘;‘- [(r—a)a,™!)=0 (v=1,2,...,mt €T).

Df 7. Bei (135), (141), r Z « sagt man, daB r mit x inzident ist.
Th 39. Aus (137), (141) folgt

(145) a 7 a,

(146) a-+a7 « v=12..., n).

Dm. Sgn 11, Sgn 3, Th 3.
Sgn 12, a~f sgn: (137), (141),

(148) a 78,
(149) a,+azB v=1, 2,.., n).

Df 8. Das affine Koordinatensystem « nennt man dem affinen Koor-
dinatensystem § dquivalent genau bei (141), (147),
Th 60. Aus (141) folgt

(150) a~a.

Dm. Sgn 12, Th 59.
Th 61. Aus (1.37) (141)

(151) B={6, [b,]v=1}
(147) folgt: )

(152) z~B
genau bei

(153) a—b ¢ Hb,)r= (teT),






