K TEOPHUU JIBYMEPHOI INOBEPXHOCTH
TPETBLEIO INOPSIAKA NMPOCTPAHCTBA P,

I'eprana EneBa

I. [Tonyyesne nQByMepHOH NOBEPXHOCTH TPETLEro MOPSAKA NPOCTPaH-
cTBa P* KOCHIM NMpPOeKTHpOBaHMEM B NSATHMEPHOM MPOEKTHBHOM NPOCTPaH-
ctBe PB.

[Mycts B P manbl TPH ABYMepHbie IJIOCKOCTH a2, 32, y2, He mMewouide
nomapHo o6mux Touek. CyliecTByeT ABYXMapaMeTPHUECKOE MH0KeCTBO U
NpSIMBIX, IepeCeKaomUx 3TH TPH IIOCKOCTH. [ledcTBHTENBHO, NMycTh A4
NPOK3BOJIbHASI TOYKA IVIOCKOCTH o2, TpexmepHasa miockocTe (A4, %) mepe-
cedeT y2 B HexoTopo#t Touke C. Ilpamas AC Tpexmepuoi maockoctu (A4, 3?)
nepecedeT 32 B Touke B H TaxkMM 06pa3oM OHa MNepPeCEKaeT BCe TPH KaHblE
maockoCcTH. [Ipy 3TOM HHUKakue nBe npsiMble MHOXKeCTBA (.. He mepece-
KaloTCA, TaK KaK IMIOCKOCTH «? 3% y? He mepeceKaroTcs.

CyuwectByeT oxHolapaMeTpHuyeckoe MHOXeCTBO U« mIOCKOCTeH, mne-
pecekaroImHX Bce mnpiMble MHoxecTBa G... [lycTb @, b, ¢ Tpn npsaMsle,
npunandexaute (... U nepecekamoliHe o COOTBETCTBEHHO B Toukax A,,
B,, C,, ® — B Touxkax A,, By Cy 1?> — B TOYKAX A3 B, C;. Ckpemu-
Baioecs npambie A, B,, Ay B,, A; B, onpeaensioT runep6osonn H, ne-

Kamui B TpexmepHoit miaockoctH (a, b), a B,C,, B;Cs, BsC; — runep6o-

aoun Hi B (b, c).

Mycts B, npousso.abhuas Touka npsamoi & (B,==B;, B, B;). [IpoBenem
yepe3 B, obpasywouiue H? u H:, oTiHuHBle OT b, T.e. NpsMble X H v,
nepecexamoude @ H ¢ coorBeTcTBeHHo B Toukax A, u C,. Torma (A 4,4,
A)=(B,ByB3B)=(C,C,C5C,). JIByMepHasi NIOCKOCTh (X, y)nepeceueT Bce
npaMole MuoxecTBa (... [leACTBHTENBHO, NMYCTb 2 IHNOM3BOIbLHAS MNpaAMas
B (x, V), nepecekawomas x B Touke X, a ¥y — B Touke Y. Uepes X npo-
xonut obpasyromias FZ, oTaMuHas OT X, T. €. npsamasd, nepecexawomas A, B,
AyB,, AgB; cooTBeTCTBeHHO B TOUKAX Ly, Lo, Ly U (L Lol X)=:(A,AA54,)=
(B By,B3B,). Anajaoruudo uepe3 Y mpoxoauT o6pasyroias Hj, oranunas oT
y, upamas p, nepecexkawmowasa B,C,, B,C,, B,C, B Toukax P,, P,, Py u
(P PoPsYV=(B,ByB3B)=(C,CoC,C). Utak umeeM (L LyL X)=(PPoP,}),
T. €. npaMble L,Py, LyPy, L,P;, XY =2z saBasooTca 06pasyOMUMHE OJXHOM
cepum, & npsaMoie [ 1 p — BTOPOH CepuH HekoToporo rumep6ononaa. [lpu
aToM [ B p npunagaexar (.. CrenoBaTenbHO, yepe3 NPOU3BOJABHYIO TOUKY
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Ha 2=XY MoxHo mnpoBecTH npaMylo, nepecexkawomyio L,P;, L,P,, L,Pa’
T. €. NpAMYio, nepecekanmyo o«?, §2, 12

[lpamuie a, &, I,. - ., a Takke npsmble b, ¢, p,- - - BHICEKAIOT CO-
OTBETCTBEHHO Ha npaMux A;B,, AyBy, AsBs, - - - 3 B,Cy, ByCy, BsC, - -
NPOEKTHBHbIE psmbl. Cneu_onarenbuo, npsaMble MuoXxecTBa (o MEPECEKAIOT
fVIOCKOCTH o2, [33, . - IO KOJ/NJIHHEAPHBIM [OJSIM.

[Ipsambie Gooz n H110CKOCTH Gocs 06pasyloT TpeXMEepPHYIO [OBEPXHOCTb
TpeTbero nopsaka £3 B P° UYUTo6H mnoKasaTh 3TO, BO3bMEM ABYMEDHYIO
IJIOCKOCTb p? o6mero nosoxenus (He mnpuHamnexamym G.l). INycte X
NPoH3BOJIbHAsA TOUYKAa MAOCKOCTH «?. Huaynupyemas npambiMH Uo: KOJMIH-
Heauuss ¢ MEXAY IJOCKMMH NOJsIMH a? H 72 CTaBHT B COOTBETCTBHHU
Touke X HEKOTOPYI TOUYKY X NIOCKOCTH y2. TpexmepHas NJOCKOCTb
(¢? X) nmepeceyer naockocTh Y2 B Touke X” M COOTBETCTBHE MEXIY TOUY-
kaMd X 1 X” ecTb HeKOTOpas MNEPCHEKTHBHOCTb m. Torxa npoH3BeneHHE
P=n"l¢ ecThb KoOJaAHHEAUHUS B NJOCKOCTH Y2, OTAHYHAS OT TOXAECTBEHHOTO
npeo6pasoBanud. Ilycte U, V, W ee nsolinbie Touku. Tpexmepnas mioc-
kocTb (U, p?) mnepeceuer mniockocTb a? B Touke U;; 3roit Touke U; co-
oTBeTCTByeT npH ¢ Touka U. [Ipamas UU,; npuHanmeXkuT MHOXKECTBY Ueoe
H aexutT B (U, p?). Paccyxnas Ttak u qias todek V u W, Mb noayuum,
9TO TPH npsaMble MHOXKeCTBA (> MepecexaoT NJOCKOCTh p?, T. €. paccMa-
TpHBaeMasi MOBEPXHOCTb NEHCTBHTENbHO HMEET HOPANOK TPH.

Tenepr BO3bMEM NPOHU3BOJLHYIO THMEPIIOCKOCTh P* npoctpaHcTBa %,
He NPOXOAAIIYI0 4epe3d IJIOCKOCTh MHOxkecTBa (.. OHAa mepecekaeT Tpex-
MEPHYIO ITOBEPXHOCTb TPETEbro mopsiAka F3 1o ABYMEPHOH MOBEPXHOCTH
TPETHEro HOpAAKA.

Kax Mbl nokasanau B [1] Bce nByMepHble NOBEPXHOCTH TPETHErO MOPAIKa
TnpocTpaHCcTBa P* mpoeKTHBHO 3KsHBaneHTHH. C/enoBaTenHo, NMOJYYEHHYIO
TaKk¥M 06pa3oM MOBEPXHOCTb B °* MOXHO pacCMaTpHBaTh KaK COBOKYH-
HOCTb NPSAMBIX, COCIHHSIOMUX Mapbl COOTBETCTBEHHBIX TOYEK B NPOEKTHB-
HOM COOTBETCTBHH MEXAy TOUKaMH (HKCHPOBAHHOH KOHHKH ¢) H (QHKCH-
POBaHHOH NpsSMOH i, HE mNpPUHALAEKAUIUX OAHOH TPEXMEPHOH MVIOCKOCTH.

Kaxnaa naockocte MuoxectBa (.s OCTaBaser B P4 ciaex B BHIe
npaMoi. 1M npsMble ABAAIOTCT 00pa3yIOUIMMH IBYMEPHOH NOBEPXHOCTH
TpeTbero mopsaaxa FZ. Tpu Takue mpsMbie HMEIOT OAHY OOUIYIO CEKYINYIo,
KOTopas nepeceyeT TPH, a CJA€NOBATEIbHO H BCe ABYMepHBHE o6pasyrolne
ToBepXHOCTH F2, T. €. OHA gBJSETCA €e ONHOMEPHOH OGpasylolmei, Jexa-
me# B P Jta npsamas OYEBHIAHO COBMAXAET C NMPAMOH # IJS NOJY4YEHOH
NoBepPXHOCTH 2.

B saxmouennd oTMeTHM, UTO YKa3aHHbLIA HaMH crmocol TMOAYYEHHs
ABYMEDHOH MOBEDXHOCTH TPETbHEro NOPALKA OCHOBAH TOJNBbKO HA MOHATHH
HALMACHTHOCTH B P4 n P,

II. Oro6paxenne oxHOK IUIOCKOCTH Ha APYryl0 NOCPEACTBOM MJOC-

KOCTeH, mepecexaomux F; no KOHMKaM.

B cneunanbHofl MpOeKTHBHOH CHCTEME KOODAMHAT JRYMepHas MOBEPX-

HOCTb TpeTbero mnopsaxa [ uMeeT mnapameTpuyeckoe 3ananue [2]:
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X1iXgiXg:i Xy i Xg=piAp:1:2%: A,

Yepe3 KaxIbie ABE TOUKH MOBEPXHOCTH [7, HE JeXaluHe OXHOBPEMEHHO Ha
npAMOR 4, MPOXOIHT €AHHCTBEHHAs KOHHKA, Jexawas Ha F.. Yepes xax-
Ayi0 (GHKCHPOBAHHYIO TOUKY MNOBEPXHOCTH NPOXOART ool KOHMK, KOTOpHE
LEJHKOM MOKPHIBAIOT IOBEPXHOCTb, a Yepe3 KaxAyi TOuYKy L npocTpau-
cTBa P4, He jexamyo Ha F2, OpPOXOAMT EAMHCTBEHHAs IJOCKOCTb, Iepe-
cexaomas F2 no Kouuke. [IpH 5TOM KOHHKH Ha F? mOMYYaroTCs, €CAH B
napaMeTpUYeCKOM 3aJaHHH IIOBEDXHOCTH NapaMeTpPel A H | CBA3AHHI JIH-
Heidno p=Fk A-+/[. Il1ocKOCTL KOHHKH TOrja HMeeT ypaBHEHHS [2]:

X1—Ilx3—kxg=0
(1) {

xg'—- kX4_IX5 = O-
Ecau yepe3 xkaxAy0 TOYKY HNpAMOH p, He HMewlleif obniHXx TOYeK C
FZ2, rpoBeseM eIMHCTBEHHYIO IIOCKOCTb, Mepecekaiouledl /7 MO KOHHKE,
HOJAYYHM HEKOTOPYIO THNepnoBepxHocTh B Pt OnpemennM ee HOPAIOK.
OTHOCHTE/JIBHO BHIGPaHHOH CcHcTeME KoopauHaT TOYKH NpsAMoi p OYAyT
HMeTh KOODAMHATH X;=a;+sb (i=1, 2, 3, 4, 5), rae Ala,, a,, as, a4, ag),
B(b,, by, b3, by, bg) nBe TOukM Ha p. [loacTaBasss 3TH 3HAYEHHsA B ypaBHe-
uus (1) B HCkArOYas MNapaMeTp S, MHl I0JAyYyaeM, YTO IJS IJIOCKCCTeH,
NPOXOAAIIMX uepe3 TOUKH NpAMOH p M mnepecekamolux F2 Mo KOHUKaM,
CBSI3b MEXJY NapaMeTpaMH R M ! vmeeT caenyIOIIMi BHA :

D\ k2 + Dyl2+ Dkl + Dok + Dyl + Dg =0,
rae ko3pduunentnr D; (i=1, 2, 3, 4, 5, 6) onpexennroTcss OXHO3HAYHO
koopauHatamu Touek A M B. Onpegensss u3 (1) £ u [ B 3aBHCHMOCTH OT
Xy, X9y X3, Xy, Xz M NONCTABJAA 3TH 3HAYEHHS B NOCJAEJHEE DaBEHCTBO, Mb
foJyqaeM :
Dy(x5%3— X1X5)? + Do 1%, — X X5) 2 + D X1 X, — X X5)(XX3— X1 X5)
+ D4(x3x4—x§)(x2x3 —X1X5) + Dy(x1X4— X X5 (X3 Xy — X2)
+ DB(x3)C4 —x;)z = O.

ITO ecTb ypaBHeHHe paccMaTpuBaeMoll moBepxHocTH. OHO NOKa3blBaerT,
4TO €€ MOPANOK PaBEH YeThIpEM.
Hrak, ecan uepes TOUKH NPOH3BOJBHOH NPSMOH, He IepecekamonieH

F?, nposeneM BCe IJIOCKOCTH, Mepecekaiolmiue [? no KOHHKaM, TO HX CO-

BOKYMHOCTb €CTb T'HNePNOBEPXHOCTH 4YETBEPTOro MOPARKA.
ITycTs «? U §% ABE MIOCKOCTH, mepecexamolue F2 COOTBETCTBEHHO B

Toukax M;, My, My u M;, M, M, 1], a X npoussoabHass TOouKa B a?
oT/HyHas ot M,, M,, M,. EquncTBeHHass TWIOCKOCThL yepe3 X, mepecekar-
mas F} no xonuke, mpeceyer §2 B HEKOTOPOH Touke X', KOTOPYIO CTaBHM
B COOTBETCTBHe Touyke X. M3 nmokasanHoro pasbuie CJAERYET, YTO IPOH3-
BOJIbHOH MNpaAMOH, He mpoxonsmeid uyepes M,, M,, M; B paccmarpHBaeMoM
COOTBETCTBHH T 6yneT BoOOGIE COOTBETCTBOBaTb B [ KPHBas 4eTBEPTOro
nopsiAka, T. €. 7 ecTh KpeMOHOBO mpeo6pa3oBaHHe yeTBEPTOro mopsika [3].
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Haiinem Touky, coorsetcTBytomyio M,. Tak xax M, ¢ F7, uepes Hee mpo-
XOAAT ool MmmockocTell, mepecekaromux F2 no konuxkaM. Onu mepecexyr f?
B TOYKaX ONHOM KpHMBOH BTOpOro mopsnka. (TH IIOCKOCTH 06pa3ylT
KOHYC ¢ BepiuMHOH M; H INIOCKUMH 00pasytOIHMH, ONpPENEJEHHBIMH TOY-
ko M; H o6pasynoluuMH runep60J041a, KOTODHIA SBJIAETCA CEUEHHEM
npoexund F2 u3 M, ¢ NpoOH3BOJNBHOM THNEPIIOCKOCTHIO [1]) Sfra KpHUBas
npoiiner uepes Toukn M;, M,, M, tax Kax uepes M; H M| uanpumep
MPOXOAUT eIMHCTBEHHAS KOHMKA, Jiexamas Ha F2. CienoBaTeJHO, M, Ppyr-

AaMeHTaJbHasi [BOJiHAs Touka mnpeoOpasosanus. Takue H TOukH My, M.
Torma Touku M;, M,, M, sBasoTCsi (QyHAaMeHTaIbHbLIMH JBOHHBIMH TOY-

KamMH npeo6pasosanus 7, !. Ecaun Touke M| cooTBercTBYeT KOHHKA k;’”l,

Touke M, — KOHHKa kY2, Touxe M, — Konuka kfa, TO 3TH KOHHKH
npoxoxar uepes M, My, Mz u fepeceKaioTcs MOMapHo elle B Tpex Tod-
kax M, Mg, My M=k ke, My= kMo ks, My=k)sn k). B
npeo6pasosannn 7,-! Touka M, COOTBETCTBYET NPAMOH M M,, touka Mz—
npamon M, M,, Touka M — npamoit M, Mé. B «2 Touku M, My, Mg
O6LIKHOBEHHBIE (YHAaMeHTANbHbIEe. AHAJOTHYHO MOAYYai0TCs OOHIKHOBEHHBIE
¢ynnamentanbuble Touku M,, M., M, B B>

[TpuBoxuM Tabauny GyHIaMEHTATLHBIX TOUEK H KPUBBIX IPe0OPa30BaHUs

III. Llenrpanruas npoexuus F; na pd. _

[Tycts Q npousBosbHasg TOyka NpocTpaHcTsa P, He Jexauas Ha Fg_
I[TrockocTH, coequusiomue Q € NPAMOJMHEHAHBIMH 06Da3yoIIHMH £ npu-
HaJqJexaT rHnepkoHycy c¢ BepiiuHoit Q. [lepecexasi STOT runepkoHyc npo-

U3BOJbHOU Trunepmiockoctoio P? (Q ¢ P3), noayyaem B P? JHHeH4aTyio Ky-

OMKY-LeHTpanbHasg npoekuus F; u3 Q wa P2

Uepes @ npoxomUT eIHHCTBEHHAd IVIOCKOCTS «2, nepecekamowas F- mno
3

KOHHKe ¢, PaccMorpum cayuail korja ¢, Hepacnapmaacs. O6o3HauuMm yve-
pe3 v ¥ ' caensl B P3 miaocxocted «? U (Q, #). Ilycth ¢ uHBOMIOLMS Ha
¢y € nedtpoM B Q. OHa munyuupyer HHBoMOUHIO ¢ Ha u'. Ecoin M, u M,
napa COOTBETCTBEHHHIX Touek npu ¢, a m; U m, obpasywluue F?, na Ko-
TOPBIX JIeXKaT COOTBETCTBEHHO 3TH TOUKH, IIOCKOCTH (Q, m4) u (Q, my)
nepecekyTt u' B Toukax (; H (,, COOTBeTCTBEHHBIX npu ¢'. [lpoekuuu ¢,
H gy NPSIMBIX M, U My M3 Q mpoxonsaT ueped Q; U Q,. IlycTh Touka N,
Jexantas Ha v, obmas Touka npamod QM M, u P°. Torma N nexur m
Ha ¢, U gy U ¢, U gy COEQUHSIOT I1apy COOTBETCTBEHHHIX TOUYEK B HMHBO-
aouMd O Ha & ¢ Touxoi mpsamoit v. CaenosaTenbHO ¢ H ¢, JEXaT Ha
obuiel nuBedyaTod Ky6uxe ¢ HanpasasomEMH &' B v [4]. Ha Heit uMesorca
IBe YHHUIIdHapHble TOYKH. OHHM COENMHSIOT JBOMHHEIE TOYKH ¢/ C TOUKaMH
nepecevyennss v W KacaTeJbHblX K ¢, depe3 Q (weprt. 1).

[Tyctb ¢, pacnanaercsa Ha mpAMyI0 # ¥ HA 0OPa3yIOUIYIO [OBEPXHOCTH
F2 [1|. Torna v=u' n npoexnns F? us Q nHa P3 ecth ky6uxa Koaanu [4).
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f
u
Yepr. 1
dyn1aMenTanbHBe KPHBEIE T
T ®yHIaAMERTANbHBIE TOYKH " ‘mopsaok S e T
_* Kp“_Bgli nPOXOHHT yeped TOUKH
. M, — obuxHoBerHas | mepBuii M, M,
4 M, — 0O6bIKHOBEHHasA , nepsbiit M'2 , M;
Ty i Mg — obbkuoBennas | TUepBbIt M‘;, M'l
' M, — 1BoftHas . BTOpOIl My, M,, M, M, M
i M, — neoitnas BTOpO# My, My, My, M,, M
M; — nsoitnan BTODPO# My, My, My, Mg, Mg
M, — o6bikHOBeHHas | mepBbiH M" M,
. Mg — o6biknoBennan | MepBuiA My My
. | Mg — OObIKHOBeHHas | nmepBbid My, M, _
Uy I M, — nBoftnas . BTOpOH My, My My My M,
! Mz_ ﬂBOﬂﬁaﬂ ; B‘ropoﬂ M]: M‘.b M3) M:b M.')
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IMocrbnuaa na 8. XI. 1971 r.

ZUR THEORIE DER ZWEIDIMENSIONALEN FLACHE DRITTER
ORDNUNG IN P4

G. Enewa
(ZUSAMMENFASSUNG)

Die Arbeit ist eine Forts2tzung von [1].

I. Erzeugung einer zweidi nensionalen Fldche dritter Ordnung in PS.

Im 5-dimensionalen projektiven Raum PP® seien drei zweidimensionale
Ebenen a2, B2, 12 gegeben, die zu je zwei windschief sind. Dann existiert
eine zweiparametrige Geradenmenge G.: deren Geraden die Ebenen «3,
B2 v2 schneiden, und eine einparametrige Ebenenmenge G.s, deren Ebe-
nen die Geraden von G, schneiden. Die Geraden von G, und die Ebe-
nen von Gus bilden eine dreidimensionale Flache dritter Ordnung F3? in PS.
Der Durschschnitt von F? mit einer Hyperebene P* in P8, die keine unter
den Ebenen von G.s enthilt, ist eine zweidimensionale Fliche dritter
Ordnung F? in P4

Il. Abbildung einer Ebene auf eine andere Ebene mit Hilfe der Ebe-
nen, die F? in Kegelschnitten trefien.

Durch jeden Punkt, der nicht auf F? liegt, gibt es genau eine Ebene
die F? in einem Kegelschnitt schneidet. Es sei g eine Gerade, die keine
Punkte von F? enthdlt. Durch jeden Punkt vcn g konstruiert man die
entsprechende Ebene, die F?2 in einem Kegelschiitt schneidet. Die Menge
aller solchen Ebenen ist eine Hyperfliche vierter Ordnung. Die Korres-
pondenz zwischen den Punkten einer Ebene a2 und ihren Proektionen
auf eine andere Ebene B? mit Hilfe der Ebenen, die F3 in Kegelschnitten
treffen, ist eine Cremonasche Korrespondenz vierter Ordnung vom Typus
22z, Es wurden deren Fundamentalpunkte gefunden.

lll. Zentralprojektion von F? auf P

Es wird gezeigt, daB die Zentralprojektion von F} auf P? aus einem
nicht auf F?’liegenden Punkt eine lineare Kubik ist. Wenn der einzige
Kegelschnitt auf FZ, der in einer Ebene mit dem Projektionszentrum liegt,

zerféllt, bekommt man die Kubik von Cayley.



