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1 Увод

В дисертацията се разглеждат формули за числено интегриране от вида

Q[f ] =
n∑
i=1

ai f(xi), 0 ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ 1 , (1.1)

които служат за приближено пресмятане на определения интеграл

I[f ] :=

1∫
0

f(x) dx. (1.2)

Изборът на интервала [0, 1] тук не е съществено ограничение, тъй като с линейна тран-
сформация резултатите могат да се преформулират за произволен краен затворен ин-
тервал [a, b].

Навсякъде в дисертацията с πk е означено множеството от алгебрични полиноми от
степен по-малка или равна на k.

1.1 Концепциите за алгебрическа степен на точност и за оптималност
в даден клас

Класическият подход за построяване на квадратурни формули за приближено пре-
смятане на (1.2) се базира на интерполация, т.е. за дадени възли {xi}ni=1 се построява
полиномът на Лагранж Ln−1(f ;x), интерполиращ функция f в тези възли и интегра-
лът I[f ] се приближава с Q[f ] = I[Ln−1(f ;x)]. Този метод се основава на понятието
алгебрическа степен на точност.

Казваме, че квадратурната формула (1.1) има алгебрическа степен на точност m
(съкратено, ACT (Q) = m), ако остатъкът и́

R[Q; f ] := I[f ]−Q[f ]

е равен на нула за f ∈ πm и R[Q; f ] 6= 0, когато f е полином от степен m+ 1.
При подходящ избор на възлите {xi}ni=1 на Q[f ] се получават Гаусовите квадратур-

ни формули, които имат най-висока алгебрическа степен на точност, равна на 2n − 1
или формули за числено интегриране с близка до максималната алгебрическа степен
на точност (квадратурни формули от Гаусов тип). Към този клас спадат квадратур-
ните формули на Радо с ACT = 2n − 2 и квадратурните формули (КФ) на Лобато с
ACT = 2n− 3. Квадратурните формули на Радо имат един фиксиран възел - левия или
десния край на интеграционния интервал, а квадратурните формули на Лобато са с два
фиксирани възела - двата края на интервала.

Мотивация за класическия подход при конструиране на квадратурни формули е тео-
ремата на Вайерщрас за гъстотата на полиномите в пространството C[0, 1], т.е. възмож-
ността всяка непрекъсната функция в [0, 1] да се приближи с алгебричен полином при
произволна отнапред избрана избрана точност.

Друг подход, основаващ се на съвършено различна идея, е подходът за оптималност
на квадратурните формули в зададен клас от функции. Този метод се заражда в средата
на миналия век и негови основатели са забележителни математици като А. Колмогоров,
А. Сард и С. М. Николски. При този подход възлите {xi}ni=1 и коефициентите {ai}ni=1 на
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квадратурната формула (1.1) се избират така, че тази квадратурна формула да има най-
малката възможна максимална грешка в зададен клас от функции. По-долу накратко
ще изложим идеята му.

Нека X е линейно нормирано пространство от функции в [0, 1], с норма ‖ · ‖ (или,
както е в случая на Соболевите пространства, с полунорма ‖ · ‖, т.е. условието ‖ · ‖ да
е нула само за нулевия елемент от пространството не е изпълнено). За квадратурната
формула Q от вида (1.1), означаваме с E(Q,X) най-голямата възможна грешка на Q за
функции от единичното кълбо на X, т.e.

E(Q,X) := sup
‖f‖X≤1

|R[Q; f ]|.

Търсят се най-добрите коефициенти {ai}ni=1 и възли {xi}ni=1 на Q, така че E(Q,X) да е
възможно най-малко, т.е. търси се величината

En(X) := inf
Q
E(Q,X).

Ако инфимумът се достига за квадратурна формула Qopt, която е от вида (1.1), тогава
Qopt се нарича оптимална квадратурна формула от типа (1.1) в пространството X.

Специален интерес представлява случаят, когато X е някой от Соболевите класове
от функции W̃ r

p и W r
p . Тези класове се дефинират чрез

W̃ r
p := {f ∈ Cr−1[0, 1], f − 1-периодична , f (r−1) е абс. непр., ‖f (r)‖p <∞},

W r
p := {f ∈ Cr−1[0, 1], f (r−1) е абс. непр., ‖f (r)‖p <∞},

където

‖f‖p :=
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p
, ако 1 ≤ p <∞, и ‖f‖∞ = ess sup

t∈(0,1)
|f(t)|.

Доказателството на съществуване и единственост на оптимални квадратурни фор-
мули е много трудна задача. В случая на Соболевите класове W̃ r

p и W r
p тя се свежда до

дуалната задача за установяване на съществуване и единственост на (периодични) мо-
носплайни от зададен вид с минимално Lq-отклонение от нулата, където 1/p+ 1/q = 1.
Трудностите произтичат от нелинейния характер на задачата, както и от възможността
инфимумът да се достига за моносплайн, при който някои от възлите съвпадат.

В периодичните Соболеви класове W̃ r
p съществува универсална оптимална кваратур-

на формула (т.е. оптимална за всяко r ∈ N и p ≥ 1) от вида (1.1) и това е съставната
n-точкова квадратурна формула на правоъгълниците и нейните транслации. Този ре-
зултат е получен от Женсикбаев [31]. Частните случаи при p = ∞ и при p = 1 и r
нечетно, са доказани по-рано от Моторни в [21], а случаят p = 1 и r четно е доказан от
Лигун [20].

Съществуването и единствеността на оптимални квадратурни формули в неперио-
дичните Соболеви пространства W r

p е доказано от Женсикбаев [32]. Тук можем с гор-
дост да посочим и съществения принос от страна на български математик. Борислав
Боянов ([7], [8], [9]) доказва съществуване и единственост на моносплайни с минимал-
но Lq-отклонение от нулата, допускащи кратни възли и като следствие съществуване и
единственост на оптимални в непериодичните класове на Соболев квадратурни форму-
ли от по-общ тип, които използват и производни на подинтегралната функция. Струва
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си да се отбележи, че Боянов е един от първите, които прилагат топологически методи
за доказателството на резултати за единственост. От резултата му за единственост на
оптимални квадратурни формули с кратни възли в периодичните класове на Соболев
[9] следва в частност, че единствената оптимална квадратурна формула от вида (1.1) е
съставната n-точкова квадратурна формула на правоъгълниците и нейните транслации.

За константите на грешката на оптималните квадратурни формули в периодичните
класове на Соболев е изпълнено (виж Женсикбаев [31], стр. 1070)

En(W̃ r
p ) =

1

nr
inf
c
‖Br − c‖q за r ≥ 1 и 1 ≤ p ≤ ∞ ,

в частност
En(W̃ r

p ) =
1

nr
‖Br‖q за нечетни r и 1 ≤ p ≤ ∞ ,

т.е. инфимумът се получава при c = 0. В тези формули, Br е r-тия полином на Бернули,
и q е спрегнатото на p, 1/p+ 1/q = 1.

Друг важен случай е p =∞, при който

En(W̃∞p ) =
Kr

(2π n)r
, r ≥ 1,

където Kr са константите на Фавар

Kr =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m(r+1)

(2m+ 1)r+1
.

Макар съществуването и единствеността на оптималните квадратурни формули в
непериодичните класове на Соболев W r

p да е доказано, явният вид на тези оптимални
квадратурни формули, с изключение на няколко частни случая за r = 1, 2, е неиз-
вестен. Този факт силно редуцира важността на оптималните квадратурни формули от
практическа гледна точка. Изходът от тази ситуация е да се отстъпи от изискването за
оптималност като се търсят квадратурни формули, които са близки до оптималните,
например асимптотически оптимални квадратурни формули.

Редицата {Qn} от квадратурни формули се нарича асимптотически оптимална за
класа от функции X, ако

lim
n→∞

E(Qn, X)

En(X)
= 1

(тук за Qn се предполага, че е квадратурна формула с n възела).
За установяване на асимптотическа оптималност в непериодичните класове на Со-

болев W r
p използваме, че En(W̃ r

p ) ≤ En(W r
p ) (очевидно следствие от W̃ r

p ⊂ W r
p ), както и

факта (виж [10]), че за 1 < p ≤ ∞ е изпълнено

lim
n→∞

En(W̃ r
p )

En(W r
p )

= 1.

Известно е, че в редица случаи сплайн-функциите представляват по-добър апарат за
приближаване от алгебричните полиноми. Това важи с особена сила в случаите, когато
приближаваните функции са с ограничена гладкост. С други думи, вместо приближа-
ването на функцията (и съответно на интеграла) да се извършва с полиноми от все
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по-висока степен е по-добре това да става със сплайн-функции от фиксирана степен и с
нарастващ брой възли.

Оказва се, че квадратурните формули от Гаусов тип, асоциирани с някои простран-
ства от сплайн функции, притежават свойството асимптотическа оптималност в Собо-
левите класове от функции. Преди всичко, нека отбележим, че съществуването и един-
ствеността на квадратурни формули от Гаусов тип за пространства от сплайн функции
е еквивалентно на фундаменталната теорема на алгебрата за моносплайни, удовлетво-
ряващи нулеви гранични условия. Тази важна теорема е доказана от Карлин и Мичели
[15] и от нея следва, че подобно на квадратурните формули от Гаусов тип за алгебрични
полиноми, възлите на квадратурните формули от Гаусов тип за пространства от сплайн
функции са различни и сe намират в интеграционния интервал, а коефициентите им са
положителни.

В работата [23] са изучени квадратурните формули от Гаусов тип за пространствата
от сплайн функции от първа и втора степен. Въз основа на получените в [23] резулта-
ти, в същата статия е формулирана хипотезата, че редиците от квадратурни формули
от Гаусов тип (т.е. квадратурни формули на Гаус, Радо и Лобато), асоциирани с прос-
транствата от сплайн функции от фиксирана степен r − 1 и равноотдалечени възли в
интеграционния интервал, са асимптотически оптимални в непериодичните класове на
Соболев W r

p . Тази хипотеза е доказана от Кьолер и Николов в [17] и този резултат пос-
лужи като мотивация за по-нататъшното изследване на такива квадратурни формули.
Така например, в статията на Николов и Симиан [28] са предложени алгоритми за рекур-
сивно намиране на възлите и коефициентите на квадратурните формули от Гаусов тип
за пространствата от параболични сплайни с равноотдалечени възли. Специфичният
вид на тези квадратурни формули е използван за намиране на ново представяне на кон-
стантите на грешката на тези квадратурни формули, който в комбинация с получените
точни двустранни оценки за възлите и коефициентите на квадратурните формули дава
възможност на авторите да получат практически точните стойности на тези константи.

Макар и построяването на квадратурните формули от Гаусов тип за пространства
от сплайн функции да е обосновано и важно от практическа гледна точка, при реа-
лизирането на тази цел за сплайн функции от степен по-висока от две се натъкваме
на сериозна трудност: взаимното разположение на възлите на квадратурната формула
спрямо възлите на сплайн функциите (без значение дали те са равноотдалечени или
не), е неизвестно. За обосноваването на такова взаимно разположение или се прави хи-
потеза, базираща се на резултатите от проведени числени експерименти, или се налагат
подходящи допълнителни предположения за структурата на множеството от възлите на
сплайн функциите.

В третата глава на дисертацията е предложен алгоритъм за численото пресмятане на
Гаусовите квадратурни формули за пространства от кубични сплайн функции с равно-
отдалечени възли, като се прави предположение за взаимното разположение на възлите
на квадратурната формула и възлите на съответното пространство от сплайн функции.
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1.2 Дефинитни квадратурни формули

Важна роля в теорията на квадратурните формули изпълняват дефинитните квадра-
турни формули. Квадратурната формула

Qn[f ] =
n∑
i=1

ai,n f(τi,n) , 0 ≤ τ1,n < τ2,n < · · · < τn,n ≤ 1

се нарича дефинитна от ред r, r ∈ N, ако съществува реална ненулева константа cr(Qn),
такава че остатъкът на квадратурната формула може да се представи във вида

R[Qn; f ] := I[f ]−Qn[f ] = cr(Qn) f
(r)(ξ)

за всяка f ∈ Cr[0, 1] и някое ξ ∈ [0, 1] зависещо от f . При това,Qn се нарича положително
дефинитна, ако cr(Qn) > 0 и отрицателно дефинитна от ред r, ако cr(Qn) < 0.

Очевидно, ако Qn е дефинитна квадратурна формула от ред r, то Qn има алгебри-
ческа степен на точност r− 1, т.е. R[Qn; f ] = 0 винаги когато f е алгебричен полином
от степен ненадвишаваща r − 1, и R[Qn;xr] 6= 0.

Функцията f ще наричаме r-изпъкнала (r-вдлъбната), ако f ∈ Cr[0, 1] и f (r) ≥ 0
(f (r) ≤ 0) върху интервала [0, 1].

Значимостта на дефинитните формули от ред r се състои в това, че те апрокси-
мират едностранно интеграла I[f ] когато подинтегралната функция f е r-изпъкнала
(вдлъбната). Ако например {Q+, Q−} е двойка от съответно положително и отрицател-
но дефинитна квадратурна формула от ред r и f е r-изпъкнала, то за точната стой-
ност на интеграла I[f ] са изпълнени неравенствата Q+[f ] ≤ I[f ] ≤ Q−[f ]. Това просто
наблюдение служи за получаване апостериорни оценки на грешката и правила за прек-
ратяване на изчисленията (stopping rules) при автоматизираните алгоритми за числено
интегриране (виж напр. [12]). Повечето квадратурни формули, използвани в практика-
та (квадратурните формули на Гаус, Радо, Лобато и Нютон-Коутс) са дефинитни от
някакъв ред.

Дефинитните n-точкови квадратурни формули с най-малката положителна или с
най-голямата отрицателна константа на грешката се наричат оптимални дефинитни
квадратурни формули. Нека означим

c+n,r := inf{cn,r(Qn) : Qn е положително дефинитна от ред r} ,
c−n,r := sup{cn,r(Qn) : Qn е отрицателно дефинитна от ред r} .

Трябва да се отбележи, че съвсем не е очевидно дали тези инфимуми се достигнат
и дали оптималните дефинитни квадратурни формули са единствени. Съществуването
на оптимални дефинитни квадратурни формули за първи път е доказано от Шмайсер
[30] за четни r, а за произволно r и при по-общи гранични условия е доказано от Йетер
[14] и Ланге [18]. Единствеността на оптималните дефинитни квадратурни формули е
доказана от Ланге [18, 19]. За четни r той показва в [18], че

c+n,r = −
Br(j/2)

nr

(
1 +O(n−1)

)
ако r = 4m+ 2j ,

c−n,r = −
Br(j/2)

nr

(
1 +O(n−1)

)
ако r = 4m+ 2− 2j

9



за j = 1, 2, където Br е r-тият полином на Бернули със старши коефициент 1/r! . Шмай-
сер в [30] доказва същия резултат за оптималните дефинитни квадратурни формули с
равноотдалечени възли. При нечетно r подобни асимптотически формули за c±n,r не са
известни в литературата.

Оптималната положително дефинитна квадратурна формула с n възела и оптимал-
ната (n + 1)-точкова отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 2 са добре
известни: това са съответно съставни квадратурни формули на правоъгълниците и тра-
пеците. Случаят r = 2 е изключение, защото при r ≥ 3 явният вид на на оптималните
дефинитни квадратурни формули не е известен. В дисертацията си [18] Ланге числено е
пресметнал за 3 ≤ n ≤ 30 n-точковите оптимални КФ от ред 3 и n-точковите оптимални
положително дефинитни квадратурни формули от ред 4.

С други думи, и за оптималните дефинитни квадратурни формули важи казаното
за оптималните квадратурни формули за даден клас от функции: въпреки че същест-
вуването и единствеността им са доказани, самите оптимални дефинитни квадратурни
формули остават неизвестни. Този факт значително намалява практическото значение
на оптималните дефинитни квадратурни формули. Начин да се справим с тази ситуация
е да търсим КФ, които са близки до оптималните, например редици от асимптотически
оптимални квадратурни формули.

Нека {Qn}∞n=n′ е редица от положително (респективно отрицателно) дефинитни квад-
татурни формули от ред r. Казваме, че Qn е асимптотически оптимална положи-
телно (отрицателно) дефинитна КФ от ред r, ако

lim
n→∞

cr(Qn)

c+n,r
= 1

(
съответно, lim

n→∞

cr(Qn)

c−n,r
= 1
)
.

Шмайсер в своята публикация [30] предлага метод за конструиране на асимптоти-
чески оптимални квадратурни формули от четен ред r с равноотдалечени възли. Кьолер
и Николов в [17] изучават Гаусови квадратурни формули асоциирани с пространствата
на сплайн-функциите с двукратни и равноотдалечени възли. Като резултат те полу-
чават оценки за най-добрите константи c+n,r и c−n,r. В частност, в [17] е доказано, че за
четни r съответните квадратурни формули от Гаусов тип са асимптотически оптимал-
ни дефинитни квадратурни формули (аналогично твърдение за нечетни r няма, защото
липсват асимптотически формули за най-добрите константи в този случай). Мотивиран
от този резултат, Николов в [27] (виж също [26]) намира явни рекурентни формули за
пресмятане на възлите и теглата на Гаусовите квадратурни формули за пространствата
от C1 кубични сплайни с двукратни и равноотдалечени възли. В тази статия Николов
предлага и числен алгоритъм за построяване на квадратурни формули на Лобато за съ-
щите пространства от сплайни. Съгласно [17], квадратурните формули на Гаус и Лобато
за тези пространства от сплайни са съответно асимптотически оптимални положително
дефинитни и асимптотически оптимални отрицателно дефинитни от ред 4.

При построяването на квадратурните формули от Гаусов тип за пространствата от
сплайн функции с двойни и равноотдалечени възли възниква същият проблем, както и
в случая на сплайни с прости възли: не е известно разположението на възлите на квад-
ртурите спрямо възлите на сплайните. За да се определят взаимното разположение на
абсцисите на квадратурната формула и възлите на сплайните е необходимо да се напра-
вят подходящи допълнителни предположения. Например, в публикацията [1] от 2015 г.,
авторите разширяват алгоритъма от [27] за да получат в явен вид Гаусови квадратурни
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формули за пространства от C1 кубични сплайни с неравномерни възли, като приемат
че възлите на сплайните са симетрично разтеглени. Друг подход за конструирането на
на Гаусови КФ за пространството от C2 кубични сплайни е предложен в скорошната
публикация [6].

1.3 Метод за получаване на асимптотически оптимални квадратурни
формули

Поради трудностите, възникващи при построяването на квадратурните формули от Га-
усов тип за пространства от сплайн функции с равноотдалечени възли (прости или
двойни), в дисертацията се предлага алтернативен подход за построяване на редици от
асимптотически оптимални квадратурни формули в непериодичните класове на Собо-
лев W r

p , r = 3, 4 (Глава 4) и на асимптотически оптимални дефинитни квадратурни
формули от ред r = 4 (Глава 5).

Този подход (който би могъл да се приложи успешно и за по-големи стойности на r) се
основава на факта, че единствената (с точност до транслация) оптимална квадратурна
формула в периодичните класове на Соболев W̃ r

p е съставната квадратурна формула на
правоъгълниците и за нейния остатък е налице интегрално представяне с ядра, които са
отместени Бернулиеви моносплайни. От това представяне се намират съответните кон-
станти на грешката в периодичните класове на Соболев. Аналогът на това представяне
в непериодичния случай се дава от сумационните формули на Ойлер-Маклорен, в които
допълнително участвуват производните от нечетен ред на подинтегралната функция,
пресметнати в краищата на интеграционния интервал. Тези производни се апроксими-
рат с подходящи формули за числено диференциране, използващи възли само в малки
околности на краищата на интеграционния интервал и в резултат се получават квад-
ратурни формули, чиито ядра на Пеано се различават само в тези малки околности
от съответните отместени Бернулиеви моносплайни. Като резултат, получените квадра-
турни формули са асимптотически оптимални в съответните непериодични класове на
Соболев. Същата идея е приложена и да построяването на асимптотически оптимални
дефинитни квадратурни формули от четвърти ред.

1.4 Монотонност на остатъците и апостериорни оценки

Както вече бе споменато, дефинитността и монотонността на остатъците при квадратур-
ните формули играят основна роля за получаване на апостериорни оценки за грешката
и правила за преустановяване на изчисленията в софтуерните пакети за числено ин-
тегриране. Може би първите резултати за монотонност на остатъците на квадратурни
формули принадлежат на Нюман [22]. Условия и критерии за монотонност на редици-
те от остатъците на квадратурни формули; в частност за остатъците на редиците от
съставни квадратурни формули от Гаусов тип в термини на техните ядра на Пеано са
изведени в [11, 12, 24, 25, 13].

Оказва се, че освен класическия метод за получаване на двустранни оценки за опре-
делен интеграл I[f ] при r-изпъкнала (вдлъбната) подинтегрална функция f чрез двой-
ка от дефинитни квадратурни формули от ред r и противоположен тип дефинитност,
такива оценки могат да се получат и с помощта на двойка дефинитни квадратурни
формули от ред r и от един и същи тип. Такава обща теорема е доказана в Глава 6
на настоящата дисертация и е приложена за доказване на монотонност на остатъци-
те и апостериорни оценки на някои двойки от асимптотически оптимални дефинитни
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квадратурни формули от ред 4, получени в Глава 5 от дисертацията.

1.5 Съдържание на дисертацията

Дисертацията се състои от уводна глава, глава с предварителни сведения, и четири
глави, в които са изложени основните резултати.

• В Глава 2 са формулирани някои известни дефиниции, теореми и резултати, ко-
ито се използват в настоящата дисертация. Материалът е взет основно от курса
"Числено интегриране" [33].

• В третата глава на дисертацията е предложен алгоритъм за численото пресмятане
на Гаусови квадратурни формули за пространства от кубични сплайни с равноот-
далечени възли. Разгледани са два случая в зависимост от четността на броя на
възлите на Гаусовите квадратурни формули. Аналитично са изведени уравнения
за последователно получаване на възлите и теглата на квадратурните формули съ-
ответно при четен и нечетен брой възли. При големи стойности на броя на възлите
системата от нелинейни уравнения за пресмятане на възлите и коефициентите на
квадратурите е неразрешима в явен вид. Оказва се, че тази система е подходяща
за прилагане на метода на стрелбата. Основа за приложимостта на този метод е
наблюдението, че поради единствеността на Гаусовата квадратурна формула, тя
трябва да е от симетричен тип. Алгоритъмът е разработен при предположение за
разпределението на възлите на Гаусовата квадратурна формула, направено въз
основа на някои числени експерименти. Изложени са числените резултати и са
направени заключения.

При повече от шестнадесет възли числените стойности на генериращите нормали-
зирани начален възел (или коефициент) стават много близки - различават се едва
в шестнадесети знак след десетичната точка, което граничи с машинната точност.
Това наложи да се търси друг подход за конструиране на асимптотически опти-
мални квадратурни формули. Такъв подход е предложен в следващите две глави
на дисертацията.

• В четвърта глава на дисертацията са построени асимптотически оптимални квад-
ратурни формули в Соболевите класове W 3

p (1 ≤ p ≤ ∞) и W 4
p за p = 1, 2 и ∞. За

конструирането им използваме съставните квадратурни формули на трапеците и
на правоъгълниците, и свързаните с тях сумационни формули на Ойлер-Маклорен.
Идеята на конструкцията е проста: заместват се производните на подинтегралната
функция в краищата на интервала с формули за числено диференциране с възли,
намиращи се в малки околности на краищата на интеграционния интервал. При
тази замяна се получават квадратурни формули с ядра на Пеано, които се разли-
чават от оптималните ядра за периодичния случай само в тези малки околности,
факт, който обезпечава тяхната асимптотическа оптималност. Друго важно пре-
димство на новопостроените квадратурни формули е, че те са в явен вид и могат
да бъдат използвани за практически изчисления, без да се грижим за точността,
с която са пресметнати възлите и коефициентите им. В тази част на дисертацията
са представени числените резултати, константите на грешката на квадратурните
формули и аналитично е доказана асимптотическата им оптималност. Направено е
сравнение на константите на грешката на построените асимптотически оптимални
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квадратурни формули в съответните Соболеви класове при използване на един и
същ брой възли.

• В петата глава на дисертацията са получени редици от асимптотически оптимал-
ни дефинитни квадратурни формули от четвърти ред. Ако {Q+, Q−} е двойка от
положителна и отрицателна квадратурни формули от ред 4 и f е 4-изпъкнала фун-
кция, то точната стойност на интеграла I[f ] е заключена между Q+[f ] и Q−[f ]. За
получаването на по-добри оценки за точната стойност на интеграла би било добре
да се използва двойката от положително и отрицателно дефинитни квадратурни
формули, които имат възможно най-малка положителна и възможно най-голяма
отрицателна констатнта на грешката, т.е. оптималните дефинитни квадратурни
формули от ред 4. Както обаче вече бе споменато, оптималните дефинитни квад-
ратурни формули не са известни, и вместо тях конструираме асимптотически оп-
тимални дефинитни квадратурни формули от четвърти ред използвайки същата
идея както в Глава 4: в отместените сумационни формули на Ойлер-Маклорен,
производните на подинтегралната функция в краищата на инервала се заместват
с формули за числено интегриране с подходящ избор на възли. На основата на
на съставните квадратурни формули на трапеците и правоъгълниците са пост-
роени шест отрицателно дефинитни и пет положително дефинитни квадратурни
формули от четвърти ред. Показана е дефинитността на получените в явен вид
квадратурни формули, пресметнати са константите им на грешката, и като след-
ствие е установена асимптотическата им оптималност. Причината за това да се
построят по няколко редици от положително дефинитни и от отрицателно дефи-
нитни квадратурни формули (а не например по една от всеки вид) е с оглед на
приложенията им в комбинации по двойки, предмет на Глава 6 от дисертацията.

• Шестата глава на дисертацията е посветена на установяване на монотонност на
редиците от остатъците на дефинитни квадратурни формули, и като следствие
доказване на апостериорни оценки за грешките им. Доказаната там Теорема 5 се
отнася за дефинитни квадратурни формули от произволен ред r. Предположенията
на тази теорема са следните: (Q′ , Q′′) е двойка от положително (отрицателно)
дефинитни квадратурни формули от ред r. Ако съществува такава константа c > 0,
че квадратурната формула

Q̂ := (c+ 1)Q′ − cQ′′

да е отрицателно (положително) дефинитна от ред r, тогава при r-изпъкнала или
r-вдлъбната функция f се доказват неравенства за остатъците на Q′ и Q′′ (мо-
нотонност) и апостериорни оценки за грешките им. При това, колкото е по-малка
константата c, толкова по-добри са получените апостериорни оценки.

По-нататък в Глава 6 се установява, че условията на Теорема 5 са изпълнени за
някои двойки съставени от построените в Глава 5 асимптотически оптимални де-
финитни квадратурни формули от ред 4 (десет двойки от отрицателно дефинитни
и осем двойки от асимптотически оптимални положително дефинитни квадратур-
ни формули). Намерени са най-добрите (т.е. най-малките) константи c за всяка от
тези двойки.

Доказаните теоритично апостериорни оценки са тествани върху две функции, ко-
ито са изпъкнали от четвърти ред (които са използвани за тест и в статията на
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Шмайсер [30]). Представени са резултатите и сравненията от извършените числени
експерименти. Накрая на тази глава са изложени някои изводи и заключения от-
носно получените резултати, в частност е показано защо Теорема 5 е неприложима
към някои типове двойки дефинитни квадратурни формули от един и същи тип.

• Следват благодарности, посвещение, изброяване на основните приноси и деклара-
ция за оригиналност на резултатите в дисертацията.

• Дисертационният труд завършва със списък с използваната литература.

14



2 Предварителни сведения

2.1 Сплайн-функции и ядра на Пеано

Сплайн-функция от степен r − 1 (r ∈ N) с възли x1 < x2 < · · · < xn е функция s(t),
която удовлетворява изискванията:

1) s(t)|t∈(xi,xi+1) ∈ πr−1, i = 0, . . . , n,

2) s(t) ∈ C(R) ,

където x0 := −∞ и xn+1 := ∞. Множеството Sr−1(x1, . . . , xn) от сплайн-функции от
степен r− 1 с възли x1 < x2 < · · · < xn е линейно пространство с рамерност n+ r и един
базис на Sr−1(x1, . . . , xn) се задава с функциите

{1, t, . . . , tr−1, (t− x1)r−1+ , . . . , (t− xn)r−1+ },

където отсечената функция u+(t) се дефинира по следния начин:

u+(t) = max{t, 0} , t ∈ R .

Ако L е линеен функционал, който се анулира върху πs, от класическия резултат на
Пеано [29] за r ∈ N, 1 ≤ r ≤ s+ 1 и f ∈ W r

1 , функционалът L има следното интегрално
представяне

L[f ] =
∫ 1

0
Kr(t)f

(r)(t) dt, където Kr(t) = L
[(· − t)r−1+

(r − 1)!

]
, t ∈ [0, 1] .

В случая, когато L е остатъкът R[Q; ·] на квадратурна формула Q с алгебрическа сте-
пен на точност s, функцията Kr(t) = Kr(Q; t) се нарича още и r-то ядро на Пеано за
квадратурната формула Q. Ако Q е от вида (1.1), то явните представяния на Kr(Q; t),
t ∈ [0, 1], са

Kr(Q; t) =
(1− t)r

r!
− 1

(r − 1)!

n∑
i=1

ai(xi − t)r−1+ , (2.1)

Kr(Q; t) = (−1)r
[ tr
r!
− 1

(r − 1)!

n∑
i=1

ai(t− xi)r−1+

]
. (2.2)

Ако подинтегралната функция f принадлежи на Соболевия клас W r
p , (1 ≤ p ≤ ∞), то

от

R[Q; f ] =

∫ 1

0
Kr(Q; t)f (r)(t) dt

и от неравенството на Хьолдер се получават точни оценки на грешките

|R[Q; f ]| ≤ cr,p(Q)‖f (r)‖p, където cr,p(Q) = ‖Kr(Q; ·)‖q, p−1 + q−1 = 1. (2.3)

С други думи, имаме E(Q,W r
p ) = cr,p(Q). Константата cr,p(Q) ще наричаме константа-

та на грешката на Q в Соболевия клас W r
p .

Функцията Kr(Q; t) се нарича още и моносплайн от степен r с възли {xi : xi ∈ (0, 1)}.
От Kr(Q;x) = R[Q; (· − x)r−1+ /(r − 1)!] следва, че Kr(Q;x) = 0 за някое x ∈ (0, 1) то-
гава и само тогава, когато Q е точна за сплайн-функцията f(t) = (t − x)r−1+ . От това,
че квадратурната формула Q има максимална сплайнова степен на точност, т.e. Q е
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точна за множеството от сплайн-функции от степен (r − 1) с максимална размерност
(равна на 2n при квадратурната формула на Гаус, 2n−1 при лявата и дясна квадратур-
ни формули на Радо и 2n − 2 при квадратурните формули на Лобато), е необходимо и
достатъчно съответният моносплайнKr(Q; ·) да има максималния възможен брой нули в
(0, 1). Квадратурните формули от вида (1.1) с най-голяма сплайнова степен на точност
се наричат, по аналогия с класическия алгебричен случай, квадратурни формули на
Гаус, Радо и Лобато за съответното пространство от сплайн-функции. Подобно на кла-
сическите КФ от Гаусов тип, всичките възли на квадратурните формули от Гаусов тип
асоциирани с пространството на сплайн функциите лежат в интеграционния интервал
и всички техни коефициенти са положителни.

2.2 Развитие на остатъка на квадратурните формули в ред

Нека предположим, че Q[f ] е квадратурна формула за приближено пресмятане на (1.2),
която е точна поне за константите. Дефинираме последователно функциите {Cν(t)},
ν = 1, 2, . . ., посредством

C1(x) = −K1(Q;x) +

1∫
0

K1(Q; t) dt за 0 < x < 1, (2.4)

C1(0) = C1(1) =

1∫
0

K1(Q; t) dt,

и за ν = 2, 3, . . . ,

Cν(x) = Cν(0) +

x∫
0

Cν−1(t) dt,

1∫
0

Cν(t) dt = 0, (2.5)

т.е. константата Cν(0) се избира така, че Cν(x) да има средна стойност нула. От този
избор в частност следва, че

Cν(0) = Cν(1). (2.6)

Теорема 1. За всяка функция f ∈W s
1 [0, 1] е изпълнено

R[Q; f ] =

s−1∑
ν=0

(−1)νCν+1(0)
[
f (ν)(1)− f (ν)(0)

]
+ (−1)s

1∫
0

Cs(x)f
(s)(x) dx.

Доказателство на Теорема 1. За установяване на случая s = 1 използваме
теоремата на Пеано и дефиницията (2.4):

R[Q; f ] =

1∫
0

K1(Q;x)f ′(x) dx = −
1∫

0

f ′(x)C1(x) dx+

1∫
0

K1(Q;x) dx[f(1)− f(0)]

= −
1∫

0

f ′(x)C1(x) dx+ C1(0)[f(1)− f(0)].
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Да предположим, че сме установили твърдението на теоремата за някое s,

R[Q; f ] =

s−1∑
ν=0

(−1)νCν+1(0)
[
f (ν)(1)− f (ν)(0)

]
+ (−1)s

1∫
0

Cs(x)f
(s)(x) dx.

Тогава твърдението за s+ 1 се получава чрез интегриране по части

(−1)s
1∫

0

Cs(x)f
(s)(x) dx = (−1)s

[
f (s)(x)Cs+1(x)

∣∣1
0
−

1∫
0

Cs+1(x)f
(s+1)(x) dx

]

= (−1)sCs+1(0)
[
f (s)(1)− f (s)(0)

]
+ (−1)s+1

1∫
0

Cs+1(x)f
(s+1)(x) dx.

С това индукционната стъпка е завършена и теоремата е доказана.

�
Оказва се, че с помощта на функцията Cν(x) можем да изразим ν-тото ядро на Пеано

за квадратурната формула.

Теорема 2. Ако Q е квадратурна формула за приближено пресмятане на
1∫
0

f(x) dx,
точна за πs−1, тогава

Cν(x)− Cν(0) = (−1)νKν(Q;x) за ν = 1, 2, . . . , s (2.7)

(при ν = 1 формулата е вярна само за 0 < x < 1, т.е. без крайните точки на интер-
вала). При това,

Cν(0) = 0 за ν = 1, 2, . . . , s− 1.

Доказателство на Теорема 2. Почива на факта, че както Cν(x), така и Kν(Q;x)
могат да се дефинират рекурсивно чрез предходните функции. При s = 1 твърдението
на теоремата следва от дефиницията на C1(x), а именно,

C1(x) = −K1(Q;x) +

1∫
0

K1(Q; t) dt = −K1(Q;x) + C1(0) за 0 < x < 1.

Нека сега s ≥ 2. От свойствата на ядрата на Пеано за ν = 1, 2, . . . , s− 1 имаме
1∫

0

Kν(Q;x) dx = Kν+1(Q; 0)−Kν+1(Q; 1) = 0.

От друга страна, от дефиницията на функциите {Cν(x)} имаме

C1(x) = −K1(Q;x) за 0 < x < 1, и C1(0) =

1∫
0

K1(Q;x) dx = 0,

последното равенство идва от точността на Q за полиномите от първа степен. Тъй като
Cν(x) е примитивна на Cν−1(x), а Kν(Q;x) е (-1).примитивна на Kν−1(Q;x), и двете
функции имат средна стойност нула, следва, че

Cν(x) = (−1)νKν(Q;x) за ν = 2, 3, . . . , s− 1.

Доказателството на случая ν = s следва от (2.5) и горното равенство за ν = s− 1.

�
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В следващите две теореми излагаме по-подробно някои свойства на функциите {Cν(x)}.

Теорема 3. Ако Q е симетрична квадратурна формула, точна за константите,
тогава C2ν(x) е четна и C2ν−1(x) е нечетна функция по отношение на средата на
интервала 1

2 . В частност е изпълнено

C2ν−1(0) = C2ν−1(1) = 0.

Доказателство на Теорема 3. Тъй като K1(Q; t) е нечетна функция (свойство
на ядрото на Пеано) по отношение на средата на интервала 1

2 , такава функция е и
C1(x) = −K1(Q;x). По-нататък използваме, че примитивната на нечетна функция е
четна функция и примитивната на четна функция е нечетна, ако има средна стойност
нула. Тъй като C2ν−1(0) = C2ν−1(1), а от друга страна поради нечетността трябва да е
изпълнено C2ν−1(0) = −C2ν−1(1) следва, че C2ν−1(0) = C2ν−1(1)=0.

�

Определение 1. Означаваме с M [0, 1] класа от непрекъснатите функции, четни
относно 1

2 и монотонни върху [0, 12 ].

Теорема 4. Нека, за някое ν ∈ N, C2ν(x) ∈ M [0, 1]. Тогава, за всяко k > ν са
изпълнени свойствата:

(i) C2k(x) ∈M [0, 1] ;
(ii) signC2k(0) = −signC2k−2(0) ;
(iii) C2k−1(x) има точно 3 нули : в x = 0, x = 1

2 и x = 1 ;
(iv) sign

{
C2k(x)− C2k(0)

}
= −signC2k(0) за x ∈ (0, 1) .

Доказателство на Теорема 4. Достатъчно е да установим твърдението за k =
ν + 1, за по-големи стойности то ще следва по индукция.

Ясно е, че разглежданите функции не са константи върху подинтервал на (0, 1), за-
това C2ν(x) може да има най-много две нули, а C2ν+1(x) може да има най-много три
нули в [0, 1] (следва от теоремата на Рол). Тъй като x = 0 и x = 1 са нули на C2ν+1(x) и
C2ν+1(x) е нечетна относно 1

2 , следва, че x = 1
2 също е нула на C2ν+1(x). С това свойст-

вото (iii) е доказано. От тук следва пък (i), защото C2ν(x) = C ′2ν+1(x), по теоремата на
Рол трите нули на C2ν+1(x) пораждат две нули на C2ν(x) и както бе споменато по-горе,
C2ν(x) не може да има повече от две нули в (0, 1).

Трябва да е изпълнено C2ν(0) 6= 0, в противен случай поради четността би следвало
че двете нули на C2ν(x) са в краищата на интервала, и функцията C2ν(x) не би могла
да има средна стойност нула. Ако, например, C2ν(0) > 0, трябва функцията C2ν+1(x) да
расте в дясна околност на точката 0 и да е положителна в интервала (0, 12). Това на свой
ред води до извода, че C2ν+2(x) е растяща в интервала (0, 12), и трябва да има смяна
на знака в него (защото е четна и има средна стойност нула). От това разсъждение
заключаваме, че C2ν+2(0) < 0, т.е. C2ν(0)C2ν+2(0) < 0, което доказва (ii).

Накрая, за доказателството на (iv), наблюдаваме, че C2k(x) има един абсолютен
максимум, или един абсолютен минимум (за интервала [0, 1]) в точката x = 1

2 , в зависи-
мост от това дали C2k(0) < 0 или C2k(0) > 0, т.е. изпълнено е sign

{
C2k(x) − C2k(0)

}
=

−signC2k(0). Теоремата е доказана.

�
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2.3 Полиноми и моносплайни на Бернули. Сумационни формули на
Ойлер - Маклорен

Полиномите на Бернули Bν са функциите Cν от предходната секция в случая когато Q
е квадратурната формула на трапеците за интервала [0, 1], т.е. Q[f ] = [f(0) + f(1)]/2.
Алтернативно, полиномите на Бернули се дефинират с B0(x) = 1 (за пълнота) и за ν ∈ N
рекурсивно чрез

B′ν(x) = Bν−1(x),

∫ 1

0
Bν(t) dt = 0 .

Конкретно, имаме

B1(x) = x− 1

2
, B2(x) =

x2

2
− x

2
+

1

12
, B3(x) =

x3

6
− x2

4
+

x

12
,

B4(x) =
x2(1− x)2

24
− 1

720
.

Числата на Бернули Bν се дефинират посредством Bν = ν!Bν(0).
С B̃ν(x) означаваме 1-периодичното продължение на Бернулиевия полином Bν(x)

върху R. Функциите B̃ν(x), ν = 0, 1, . . . , се наричат Бернулиеви моносплайни.
Нека n ∈ N е дадено естествено число. Означаваме с {xk,n}nk=0 и {y`,n}n`=1 съответно

xk,n =
k

n
, k = 0, . . . , n; y`,n =

2`− 1

2n
, ` = 1, . . . , n . (2.8)

Точките {xk,n}nk=0 и {y`,n}n`=1 са възлите на съставни квадратурни формули на трапеците
QTrn+1 и правоъгълниците QMi

n , зададени чрез

QTrn+1[f ] =
1

2n

(
f(x0,n) + f(xn,n)

)
+

1

n

n−1∑
k=1

f(xk,n) , (2.9)

QMi
n [f ] =

1

n

n∑
k=1

f(yk,n) . (2.10)

Предложените в дисертацията асимптотически оптимални квадратурни формули се по-
лучават с подходящи модификации на QTrn+1 и QMi

n .
За конструирането на асимптотически оптималните квадратурни формули ще из-

ползваме сумационните формули на Ойлер-Маклорен (виж, напр. [10]). Тези формули
могат да се извадат, като се развият в ред остатъците на QTrn+1 и QMi

n за функциите
fk = f(· + k), k = 0, . . . , n − 1, резултатите се сумират и се направи смяна на промен-
ливата. За удобство при цитиранията по-нататък, формулираме сумационните формули
на Ойлер-Маклорен като

Лема 1. Нека f ∈W s
1 . Тогава

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
[ s
2
]∑

ν=1

B2ν
(2ν)!

f (2ν−1)(1)− f (2ν−1)(0)
n2ν

+
(−1)s

ns

1∫
0

B̃s(nx)f
(s)(x) dx

(2.11)
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и

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

[ s
2
]∑

ν=1

(
1− 21−2ν

) B2ν
(2ν)!

f (2ν−1)(1)− f (2ν−1)(0)
n2ν

+
(−1)s

ns

1∫
0

B̃s

(
nx− 1

2

)
f (s)(x) dx .

(2.12)

Тук и понататък, с [t] ще означаваме цялата част на t.

2.4 Константи на грешките на QTr
n+1 и QMi

n в W̃ r
p

Както вече беше споменато, квадратурните формули на правоъгълниците {QMi
n }∞n=1 и

техните транслации са единствените оптимални квадратурни формули в периодичните
Соболеви класове W̃ r

p . В тези класове, квадратурните формули на трапеците {QTrn+1}∞n=1

също могат да се разглеждат като транслации на {QMi
n }∞n=1, тъй като стойностите на

подинтегралната функция в краищата на интервала са равни. За f ∈ W̃ s
p , 1 ≤ p ≤ ∞,

сумите в десните страни на (2.11) и (2.12) са равни на нула поради периодичността на
f , следователно

R[QTrn+1; f ] =
(−1)s

ns

1∫
0

[
B̃s(nx)− d

]
f (s)(x) dx (2.13)

и

R[QMi
n ; f ] =

(−1)s

ns

1∫
0

[
B̃s

(
nx− 1

2

)
− d
]
f (s)(x) dx , (2.14)

където d е произволна константа. Прилагайки неравенството на Хьолдер в (2.13) и (2.14)
и имайки предвид, че QTrn+1 и QMi

n са оптимални квадратурни формули в W̃ s
p , получаваме

|R[QTrn+1; f [| ≤ En(W̃ s
p ) ‖f (s)‖p , |R[QMi

n ; f [| ≤ En(W̃ s
p ) ‖f (s)‖p ,

където
En(W̃ s

p ) =
1

ns
inf
d
‖Bs − d‖q =: ‖Bs − ds,p‖q ,

1

p
+

1

q
= 1 . (2.15)

Някои известни стойности на константата ds,p са (виж [31])

ds,p = 0 за нечетни s ∈ N и 1 ≤ p ≤ ∞, (2.16)

ds,p =


2−sBs(0) за четни s ∈ N и p = 1,

0 за всяко s ∈ N и p = 2,

Bs
(
1
4

)
за четни s ∈ N и p =∞ .

(2.17)

С оглед проверката на асимптотическата оптималност на квадратурните формули,
които построяваме в Глави 3 и 4 на дисертацията, даваме по-долу стойностите на En(W̃ s

p )
за s = 3, 4 и p = 1, 2 и ∞.
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При s = 3, тези константи са

En(W̃ 3
∞) =

1

n3
‖B3‖1 =

1

192n3
, (2.18)

En(W̃ 3
2 ) =

1

n3
‖B3‖2 =

1

12
√
210n3

, (2.19)

En(W̃ 3
1 ) =

1

n3
‖B3‖∞ =

1

72
√
3n3

. (2.20)

За s = 4, съответните константи са

En(W̃ 4
∞) =

1

n4
‖B4(·)−B4(1/4)‖1 =

5

6144n4
, (2.21)

En(W̃ 4
2 ) =

1

n4
‖B4‖2 =

1

240
√
21n4

, (2.22)

En(W̃ 4
1 ) =

1

n4
‖B4(·)− 2−4B4(0)‖∞ =

1

768n4
. (2.23)
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3 Числено пресмятане на Гаусовите квадратурни формули
за пространствата от кубични сплайни с равноотдалечени
възли

Нека n ≥ 5 е дадено естествено число, и нека N = 2n− 3. Означаваме с {xk} равноотда-
лечените възли

xk =
k

N
, k = 0, 1, . . . , N .

Нека S е линейното пространство от кубични сплайн-функции с N − 1 възли {xk}N−1k=1

S := {f ∈ C2[0, 1] : f |(xk,xk+1) ∈ π3, k = 0, 1, . . . , N − 1}.

Пространството S от сплайни с равноотдалечени възли (разглеждани като функции в
интервала [0, 1]) има размерност 2n. Един базис на S се задава от функциите

1, x, x2, x3, (x− x1)3+, (x− x2)3+, . . . , (x− xN−1)3+. (3.1)

Съществува единствена n-точкова квадратурна формула

QGn [f ] =
n∑
k=1

ak f(τk), 0 < τ1 < τ2 < · · · < τn < 1, (3.2)

за числено пресмятане на

I[f ] :=

1∫
0

f(x) dx,

със свойството
R[QGn ; f ] := I[f ]−QGn [f ] = 0 за всяко f ∈ S. (3.3)

QGn се нарича Гаусова квадратурна формула, асоциирана с пространството S. По анало-
гия с класическите Гаусови квадратурни формули, които използват n възела и са точни
за функции от пространството π2n−1, Гаусовата квадратурна формула (3.2) е точна за
функциите от пространството S с размерност 2n и има положителни тегла. По подобен
начин могат да се дефинират квадратурните формули на Радо и Лобато за подходящи
пространства от сплайн функции.

Интересът към Гаусовите квадратурни формули за пространства от сплайн-функции
с равноотдалечени възли е породен от резултатите в [16], където е доказана асимптоти-
ческата оптималност на тези квадратурни формули в някои Соболеви класове. В стати-
ята [16] е показано, че Гаусовите квадратурни формули, асоциирани с пространството
от сплайни от степен r − 1 с равноотдалечени възли, са асимптотически оптимални в
W r
∞ за всяко r, а за нечетни r в W r

p за всяко p ∈ [1,∞]. За константата на грешката на
квадратурната формула (3.2) е изпълнено неравенството

|R[QGn ; f ]| ≤ c4,∞(QGn ) ‖f (4)‖∞ за всяко f ∈W 4
∞,

като за константата на грешката c4,∞(QGn ) в [16] е доказано следното неравенство:

c4,∞(QGn ) ≤
5

384

1

(2n− 3)4

(
1− 7

75(2n− 3)

)
. (3.4)
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Вече стана дума, че във всички периодични Соболеви класове W̃ r
p има универсална

оптимална n-точкова квадратурна формула - съставната квадратурна формула на пра-
воъгълниците:

Q∗n := QMi
n [f ] =

1

n

n∑
k=1

f
(2k − 1

2n

)
.

Оптималността на Q∗n в W̃ r
p означава, че инфимумът

En(W̃ r
p ) := inf

Qn

sup{|R[Qn; f ]| : f ∈ W̃ r
p , ‖f (r)‖p ≤ 1}

се достига единствено за Q∗n.
Аналогично се дефинира величината

En(W r
p ) := inf

Qn

sup{|R[Qn; f ]| : f ∈W r
p , ‖f (r)‖p ≤ 1}.

От W̃ r
p ⊂W r

p следва, че En(W r
p ) ≥ En(W̃ r

p ). От

En(W̃ 4
∞) =

5

384

1

(2n)4

(виж (2.21)) и (3.4) следва

1 ≤ lim
n→∞

En(W r
p )

En(W̃ r
p )
≤ lim

n→∞

c4,∞(QGn )

En(W̃ r
p )
≤ 1,

откъдето получаваме

lim
n→∞

c4,∞(QGn )

En(W r
p )

= 1.

Последното равенство всъщност показва асимптотическата оптималност на Гаусовите
квадратурни формули (3.2) в Соболевия клас W 4

∞.
Широкото приложение на кубичните сплайни в числения анализ е другата причина,

която мотивира изучаването на квадратурните формули (3.2).
Алгоритми за конструиране и оценяване на грешката на квадратурни формули от

Гаусов тип в пространството от линейни и параболични сплайни са предложени в [23] и
[28]. В статията [27] е разгледан случая на кубични сплайни с равноотдалечени възли с
кратност две.

3.1 Уравнения за получаване на QG
n

Квадратурната формула (3.2) ще удовлетворява I[f ] = QGn [f ] за всяко f ∈ S тогава и
само тогава, когато I[f ] = QGn [f ] за базисните функции (3.1). От теоремата на Пеано,
ако f ∈W 4

1 , то остатъкът на QGn може да бъде представен във вида (виж [10])

R[QGn ; f ] =

1∫
0

K4(t)f
(4)(t) dt, където K4(t) =

1

3!
R[QGn ; (· − t)3+] .

Използвайки формулите (2.1) и (2.2) за r = 4, получаваме следните представяния на
четвъртото ядро на Пеано K4(t) за t ∈ [0, 1]
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K4(t) =
(1− t)4

24
− 1

6

n∑
k=1

ak(τk − t)3+ (3.5)

и

K4(t) =
t4

24
− 1

6

n∑
k=1

ak(t− τk)3+ . (3.6)

От дефиницията на K4(t), QGn ще бъде точна за f(x) = (x − u)3+, u ∈ (0, 1) тогава
и само тогава, когато K4(u) = 0. Условието, че QGn е точна за f(x) = x3, x2, x, 1 може
да бъде интепретирано по следния начин: K4(t) има корен с кратност четири в x = 0.
Тогава задачата за конструиране на QGn е еквивалентна на построяването на моносплайн
K4(t) във вида (3.5), който има прости нули във възлите {xk}m−1k=1 и четирикратна нула
в x = 0:

K4(xj) = 0, j = 1, 2, . . . , N − 1,

K4(0) = K ′4(0) = K ′′4 (0) = K ′′′4 (0) = 0 .
(3.7)

От това, че Гаусовата квадратурна формулаQGn за пространството S е единствена и S
е инвариантно по отношение на трансформацията x→ 1−x следва, че QGn е симетрична
КФ, т.е. ak = an+1−k и τn+1−k = 1− τk за = 1, 2, . . . , n. Следователно, QGn има вида

QGn [f ] =

[n+1
2

]∑
k=1

ak
(
f(τk) + f(1− τk)

)
, 0 < τ1 < τ2 < · · · < τ[n+1

2
] ≤

1

2
, (3.8)

и τ[n+1
2

] =
1
2 само когато n е нечетно число. Тогава уравненията (3.7) се свеждат до

K4(xj) = 0, j = 1, 2, . . . , n− 2,

[n+1
2

]∑
k=1

′
ak =

1

2
,

[n+1
2

]∑
k=1

′
ak
(
τ2k + (1− τk)2

)
=

1

3

(3.9)

(тук и отсега нататък
∑′ означава, че при нечетни n последното събираемо е взето

наполовина).
Принципната трудност за построяването наQGn е да се определи местоположението на

възлите {τk}nk=1 спрямо възлите на сплайн функциите {xj}2n−4j=1 . На базата на множество
числени експерименти, извършени с програмата Wolfram Mathematica стигнахме до
следното предположение

Предположение 1. Възлите на QGn в интервала [0, 12 ] са разположени както след-
ва:

τ1 ∈ (x0, x1), τk ∈ (x2k−3, x2k) за k = 2, . . . ,
[n+ 1

2

]
.

Освен това, ако n е нечетно, тогава τn+1
2

= 1
2 .
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3.1.1 При n = 2m

В този случай N = 2n− 3 = 4m− 3. За удобство означаваме

τ1 =
θ1
N
, τj =

2j − 3 + θj
N

, j = 2, . . . ,m, (3.10)

където съгласно Предположение 1, θj ∈ (0, 1), j = 1, . . . ,m. За теглата на QGn полагаме

aj =
δj
N
, j = 1, . . . ,m, където δj > 0 .

Съгласно новите означения, уравненията K4(xj) = 0, j = 1, . . . , 2m− 2 в (3.9) имат вида

δ1(1− θ1)3 =
1

4
, (3.11)

δ1(2− θ1)3 + δ2(1− θ2)3 =
24

4
,

δ1(3− θ1)3 + δ2(2− θ2)3 =
34

4
,

(3.12)

δ1(2k−2−θ1)3+δ2(2k−3−θ2)3+δ3(2k−5− θ3)3+· · ·+δk(1−θk)3=
(2k−2)4

4
,

δ1(2k−1−θ1)3+δ2(2k−2−θ2)3 + δ3(2k−4−θ3)3+· · ·+δk(2−θk)3=
(2k − 1)4

4
,

(3.13)

за k = 3, . . . ,m− 1, и

δ1(2m−2−θ1)3+δ2(2m−3−θ2)3+δ3(2m−5− θ3)3+· · ·+δm(1−θm)3=
(2m−2)4

4
. (3.14)

Последните две уравнения в (3.9) се свеждат до

m∑
k=1

δk =
4m− 3

2
, (3.15)

δ1θ1(4m− 3− θ1) +
m∑
k=2

δk(2k − 3 + θk)(4m− 2k − θk) =
(4m− 3)3

12
. (3.16)

3.1.2 При n = 2m + 1

В този случай N = 4m − 1, означаваме с {θj}mj=1 както в (3.10), с θj ∈ (0, 1); нататък,
θm+1 = 1

2 и aj = δj/N за j = 1, . . . ,m + 1. Уравненията K4(xj) = 0, j = 1, . . . , 2m − 1
в (3.9) в този случай са уравненията (3.11), (3.12) и (3.13), последното за k = 3, . . . ,m.
Последните две равенства в (3.9) при нечетни n имат вида

m+1∑
k=1

′
δk =

4m− 1

2
, (3.15′)

δ1θ1(4m−1−θ1)+
m∑
k=2

δk(2k−3+θk)(4m+2−2k−θk)+
1

8
δm+1(4m− 1)2=

(4m− 1)3

12
. (3.16′)
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3.2 Метод на стрелбата за числено изчисляване на QG
n

За да намерим възлите и теглата на Гаусовата квадратурна формула QGn трябва да ре-
шим система от кубични уравнения и явното и́ решаване е невъзможно при големи стой-
ности на n. Нелинейната система от уравнения за {θk} и {δk} е подходяща за прилагане
на метода на стрелбата. За конкретния проблем прилагаме метода по следния начин:
започва се с начална стойност θ1, след това се намира δ1 от (3.11), после от уравненията
последователно се изчисляват следващите двойки (θ2, δ2), (θ3, δ3), . . .; завършва се с две
равенства, които трябва да бъдат удовлетворени от последния неопределен параметър
или с три уравнения, които трябва да бъдат изпълнени от последните два неопределени
параметъра. Тези две, респективно три уравнения са удовлетворени, ако θ1 е избрана
подходящо. Алгоритъмът слабо се различава в случаите на нечетни и четни n.

3.2.1 Алгоритъм при нечетни n = 2m + 1

Неизвестните {θk}mk=1 и {δk}
m+1
k=1 удовлетворяват уравненията (3.11), (3.12), (3.13), (3.15′)

и (3.16′). Започваме с някоя начална стойност на θ1 в (0, 1).

Стъпка 1: Намиране на δ1 от (3.11):

δ1 =
1

4(1− θ1)3
.

Стъпка 2: Намиране на θ2 и δ2 от (3.12):

α2 =
3

√
34 − 4δ1(3− θ1)3
24 − 4δ1(2− θ1)3

; θ2 =
α2 − 2

α2 − 1
; δ2 =

34 − 4δ1(3− θ1)3

4(2− θ1)3
.

Стъпка 3: За k = 3, . . . ,m, се намират θk и δk от (3.13):

αk =
3

√
(2k − 1)4 − 4δ1(2k − 1− θ1)3 − 4

∑k−1
i=2 δi(2k + 2− 2i− θi)3

(2k − 2)4 − 4δ1(2k − 2− θ1)3 − 4
∑k−1

i=2 δi(2k + 1− 2i− θi)3
;

θk =
αk − 2

αk − 1
;

δk =
(2k − 1)4 − 4δ1(2k − 1− θ1)3 − 4

∑k−1
i=2 δi(2k + 2− 2i− θi)3

4(2− θk)3
.

Неизвестното θm+1 трябва да удовлетворява уравненията (3.15′) и (3.16′).

Стъпка 4: Изчисляване на δm+1 от (3.16′):

δm+1 =
2(4m−1)

3
− 8

(4m−1)2

(
δ1θ1(4m−1−θ1)+

m∑
k=2

δk(2k−3+θk)(4m+2−2k−θk)

)
;

Стъпка 5: С така намереното {δk}m+1
k=1 се проверява дали уравнението (3.15′)

m∑
k=1

δk +
1

2
δm+1 =

4m− 1

2

е удовлетворено (с подходящ толеранс). Ако вместо равенство “=“ е изпълнено отноше-
нието “>“ или “<“ то се променя подходящо θ1 и се отива на Стъпка 1, иначе Стоп.
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3.2.2 Алгоритъм при четни n = 2m

Неизвестните променливи {θk}mk=1 и {δk}mk=1 удовлетворяват равенствата (3.11), (3.12),
(3.13), (3.14), (3.15) и (3.16). Отново започваме с избор на начална стойност на θ1 в (0, 1).

Стъпка 1: Същата като случая n = 2m+ 1;
Стъпка 2: Същата като при n = 2m+ 1;
Стъпка 3: Като в случая n = 2m+ 1, но за k = 3, . . . ,m− 1;

Неизвестните променливи θm и δm трябва да удовлетворяват уравненията (3.14),
(3.15) и (3.16).

Стъпка 4: Определяне на θm и δm от уравненията (3.14) и (3.16) както следва :

cm =
(2m−2)4−4δ1(2m−2−θ1)3−4

∑m−1
i=2 δi(2m+1−2i−θi)3

(4m−3)3/3−4δ1θ1(4m−3−θ1)−4
∑m−1

i=2 δi(2i−3+θi)(4m−2i−θi)
;

θm е единствения реален корен на кубичното уравнение

θ3 − (cm + 3)θ2 + 3(cm + 1)θ + 2m(2m− 3)cm − 1 = 0 ;

δm =
4(m− 1)4 − δ1(2m− 2− θ1)3 −

∑m−1
i=2 δi(2m+ 1− 2i− θi)3

(1− θm)3
.

Стъпка 5: С така намерените {δk}mk=1 се проверява дали уравнението (3.15)

m∑
k=1

δk =
4m− 3

2

е удовлетворено (с подходящ толеранс). Ако вместо равенство “=“ е изпълнено отноше-
нието “>“ или “<“ то се променя подходящо θ1 и се отива на Стъпка 1, иначе Стоп.

3.3 Числени резултати и заключения

Предложеният алгоритъм беше приложен за численото намиране на възлите и теглата
на Гаусовата квадратурна формула QGn в пространството от сплайн-функции S. Чис-
лените експерименти показват, че “генериращите параметри“ θ1(n) и δ1(n) монотонно
нарастват с нарастването на n, клонейки към някакви крайни стойности (виж следва-
щата таблица). Всъщност, при имплементирането на описания метод на стрелбата се
използва числено намерената стойност на θ1(n) за начална стойност на θ1(n+1). Друго

наблюдение от числените експерименти е, че редицата {θk(n)}
[n+1

2
]

k=3 е монотонно намаля-

ваща към числото 1
2 , докато редицата {δk(n)}

[n+1
2

]

k=1 е монотонно растяща и клоняща към
граница 2.
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Таблица 1. Числени стойности на θ1(n) и δ1(n), 3 ≤ n ≤ 16.
n θ1(n) δ1(n)

3 0.325879311204089 0.81606930150704

4 0.334789459371097 0.84930296833471

5 0.335431675462501 0.85176756049067

6 0.335481776200068 0.85196022970102

7 0.335485747325945 0.85197550369182

8 0.335486062735084 0.85197671685368

9 0.335486087792330 0.85197681323175

10 0.335486089783014 0.85197682088855

11 0.335486089941165 0.85197682149685

12 0.335486089953730 0.85197682154518

13 0.335486089954728 0.85197682154902

14 0.335486089954807 0.85197682154932

15 0.335486089954813 0.85197682154935

16 0.335486089954814 0.85197682154935

Фигура 1: Графика на ядрото на Пеано на квадратурната формула K(QG14; t).

На следващата страница са представени числените стойности на теглата и възлите
на Гаусовите квадратурни формули QGn за 3 ≤ n ≤ 16.
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Числени стойности на ak,n и τk,n, 3 ≤ n ≤ 16.

n = 3

k ak,n τk,n
1 0.272023100502 0.108626437068
2 0.455953798995 0.5

n = 4

k ak,n τk,n
1 0.169860593667 0.066957891874
2 0.330139406333 0.327589851637

n = 5

k ak,n τk,n
1 0.121681080070 0.047918810780
2 0.240818518494 0.235892149497
3 0.275000802872 0.5

n = 6

k ak,n τk,n
1 0.094662247744 0.037275752911
2 0.187625219419 0.183590462413
3 0.217712532836 0.390423386607

n = 7

k ak,n τk,n
1 0.077452318517 0.030498704302
2 0.153532519291 0.150218100952
3 0.178389487078 0.319539393216
4 0.181251350226 0.5

n = 8

k ak,n τk,n
1 0.065536670527 0.025806620210
2 0.129913541965 0.127108142991
3 0.150962568586 0.270386360944
4 0.153587218922 0.423163380281

n = 9

k ak,n τk,n
1 0.056798454215 0.022365739186
2 0.112591833470 0.110160426334
3 0.130835439531 0.234335319538
4 0.133124180172 0.366747560705
5 0.133300185222 0.5

n = 10

k ak,n τk,n
1 0.050116283582 0.019734475870
2 0.099345742221 0.097200378683
3 0.115443119942 0.206766491600
4 0.117463581772 0.323601207025
5 0.117631272483 0.441181733408

n = 11

k ak,n τk,n
1 0.044840885342 0.017657162628
2 0.088888296156 0.086968760052
3 0.103291218626 0.185001600106
4 0.105099070267 0.289537951780
5 0.105249990501 0.394741925098
6 0.105261078217 0.5

n = 12

k ak,n τk,n
1 0.040570324835 0.015975528093
2 0.080422744176 0.078686021012
3 0.093453960144 0.167382400266
4 0.095089640470 0.261962910908
5 0.095226250692 0.357147482937
6 0.095237079683 0.452381290909

n = 13

k ak,n τk,n
1 0.037042470502 0.014586351737
2 0.073429462076 0.071843758317
3 0.085327528859 0.152827408950
4 0.086820976478 0.239183527506
5 0.086945712143 0.326091182023
6 0.086955657318 0.413043811901
7 0.086956385250 0.5

n = 14

k ak,n τk,n
1 0.034079072862 0.013419443598
2 0.067555105110 0.066096257651
3 0.078501326552 0.140601216235
4 0.079875298389 0.220048845317
5 0.079990055537 0.300003887604
6 0.079999209332 0.380000308747
7 0.079999932217 0.460000022620

n = 15

k ak,n τk,n
1 0.031554697094 0.012425410739
2 0.062551023250 0.061200238566
3 0.072686413475 0.130186311329
4 0.073958609621 0.203748930850
5 0.074064866264 0.277781377422
6 0.074073342303 0.351852137857
7 0.074074015543 0.425925948494
8 0.074074064900 0.5

n = 16

k ak,n τk,n
1 0.029378511088 0.011568485861
2 0.058237159578 0.056979532458
3 0.067673557373 0.121207945030
4 0.068858015854 0.189697280446
5 0.068956944455 0.258624041049
6 0.068964835967 0.327586473189
7 0.068965463124 0.396551745297
8 0.068965512559 0.465517243060
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4 Асимптотически оптимални квадратурни формули
в Соболевите класове W 3

p и W 4
p

4.1 Асимптотически оптимални квадратурни формули в W 3
p

Нека започнем с описание на метода за конструиране на асимптотически оптимални
квадратурни формули в Соболевите класове W 3

p .
Сумационните формули на Ойлер-Маклорен от Лема 1 за s = 3 се свеждат до

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

n3

1∫
0

B̃3(nx) f
(3)(x) dx (4.1)

и

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

n3

1∫
0

B̃3

(
nx− 1

2

)
f (3)(x) dx . (4.2)

Заместваме производните f ′(0) и f ′(1), които участвуват в дясната страна на (4.1) и
(4.2), с подходящи формули за числено диференциране. С цел по-кратък запис въвеж-
даме следната дефиниция:

Определение 2. За дадени 0 ≤ t1 < t2 < t3 < 1, означаваме с D1(t1, t2, t3)[f ] интер-
полационната формула за числено диференциране с възли {ti}3i=1, която апроксимира
f ′(0), т.е.

D1[f ] = D1(t1, t2, t3)[f ] =
3∑
i=1

ci f(ti) ≈ f ′(0) .

Ще използваме формули за числено диференциране с t3 = O(n−1). Пример за такава
формула е

D1(x0,n, y1,n, x2,n)[f ] =
n

6

[
− 15f(x0,n) + 16f(y1,n)− f(x2,n)

]
.

За простота апроксимираме f ′(1) с формула за числено диференциране, получена от
D1(t1, t2, t3)[f ] чрез отражение, т.е.

f ′(1) ≈ D̃1[f ] := D1(t1, t2, t3)[g] , g(t) = −f(1− t) .

Линейните функционали L[f ] := f ′(0) − D1[f ] и L̃[f ] := f ′(1) − D̃1[f ] се анулират
върху π2, и съгласно теоремата на Пеано, за f ∈W 3

1 те могат да бъдат представени във
вида

L[f ] =

1∫
0

K3(L; t)f
′′′(t) dt , L̃[f ] =

1∫
0

K3(L̃; t)f
′′′(t) dt

където K3(L; t) = L
[
(· − t)2+/2

]
и K3(L̃; t) = L̃

[
(· − t)2+/2

]
. От това представяне лесно се

вижда, че

K3(L; t) ≡ 0 за t ∈ (t3, 1] ,

K3(L̃; t) ≡ 0 за t ∈ [0, 1− t3) .
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Замествайки в (4.1) производните f ′(0) и f ′(1) съответно с D1[f ] и D̃1[f ], получаваме
нова квадратурна формула Q,

Q[f ] = QTrn+1[f ] +
1

12n2

3∑
i=1

ci
[
f(ti) + f(1− ti)

]
(4.3)

с най-много n+7 възела (включая {xk,n}nk=0), а за ядрото и́ на ПеаноK3(Q; t) получаваме

K3(Q; t) =
1

n3
B̃3(n t) +

1

12n2
[
K3(L; t)−K3(L̃; t)

]
, t ∈ [0, 1] .

Аналогично, заместването в (4.1) на производните f ′(0) и f ′(1) съответно с D1[f ] и
D̃1[f ] води до нова квадратурна формула Q

Q[f ] = QMi
n [f ]− 1

24n2

3∑
i=1

ci
[
f(ti) + f(1− ti)

]
(4.4)

с най-много n + 6 възела (включвайки {y`,n}n`=1), чието ядро на Пеано K3(Q; t) има
следното представяне

K3(Q; t) =
1

n3
B̃3

(
nx− 1

2

)
− 1

24n2
[
K3(L; t)−K3(L̃; t)

]
, t ∈ [0, 1] .

Важно наблюдение за квадратурните формули (4.3) и (4.4) е, че техните трети ядра
на Пеано съвпадат в интервала t ∈ (t3, 1− t3) с n−3B̃3(n t) и n−3B̃3(n t− 1/2) съответно.
Или казано с други думи, с изключение на малки околности на краищата на интегра-
ционния интервал, третите ядра на Пеано на тези новополучени квадратурни формули
съвпадат с третите ядра на Пеано на QTrn+1 и QMi

n в периодичния случай. Следователно
за константите на грешките на квадратурните формули (4.3) и (4.4) имаме

c3,p(Q) = ‖K3(Q; ·)‖q = En(W̃ 3
p )(1 + o(1)) при n→∞ , (4.5)

което показва тяхната асимптотическа оптималност в W 3
p , 1 < p ≤ ∞ .

4.1.1 Асимптотически оптимални квадратурни формули базирани на QTrn+1

Ще представим квадратурни формули от вида (4.3) получени чрез конкретни формули
за числено диференциране.

1. Квадратурни формули, генерирани от D1(x0,n, x1,n, x2,n)[f ]

Използвайки формулата за числено диференциране

D1(x0,n, x1,n, x2,n)[f ] =
n

2

(
− 3f(x0,n) + 4f(x1,n)− f(x2,n)

)
за апроксимиране на f ′(0) и нейната отразена D̃1[f ] за апроксимиране на f ′(1), получа-
ваме (при предположението n ≥ 6) квадратурната формула

Qn+1[f ] =

n+1∑
k=1

Ak,n+1 f(xk−1,n) (4.6)
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Фигура 2. Третото ядро на Пеано K3(Qn+1; t) на квадратурната формула (4.6), n = 20.

с коефициенти

A1,n+1 = An+1,n+1 =
3

8n
, A2,n+1 = An,n+1 =

7

6n
,

A3,n+1 = An−1,n+1 =
23

24n
, Ak,n+1 =

1

n
, 4 ≤ k ≤ n− 2 .

(4.7)

Графиката на третото ядро на Пеано на КФ (4.6) при n = 20 е показана на Фигура 2.

От това, че (4.6) е симетрична квадратурна формула следва, чеK3(Qn+1; t) е нечетна
функция относно t = 1/2. Продължаваме с пресмятането на константите на грешката
c3,p(Qn+1) за p =∞ и p = 2. От симетрията следва

c3,∞(Qn+1) = ‖K3(Qn+1; ·)‖1 = 2

x2,n∫
0

|K3(Qn+1; t)| dt+
xn−2,n∫
x2,n

|K3(Qn+1; t)| dt .

За t ∈ (x2,n, xn−2,n) имамеK3(Qn+1; t) = n−3B̃3(n t) и следователно за второто събираемо
имаме

xn−2,n∫
x2,n

|K3(Qn+1; t)| dt =
1

n3

n−2
n∫

2
n

|B̃3(n t)| dt =
n− 4

n3
‖B3‖1 =

n− 4

192n4
.

Преди да пресметнем първото събираемо, ще покажем, чеK3(Qn+1; t) > 0 за t ∈ (0, x2,n).
Със смяна на променливата t = u/n, u ∈ (0, 2) получаваме за t ∈ (0, x2,n),

K3(Qn+1; t) = −
t3

6
+

3

16n
t2 +

7

12n
(t− x1,n)2+ =

1

n3

[
− u3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2+
12

]
.

Изразът в скобите е положителен за u ∈ (0, 2) . Наистина, ако 0 < u ≤ 1, тогава

−u
3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2+
12

=
3u2

16

(
1− 8u

9

)
> 0 ,

докато, ако 1 < u < 2, то

−u
3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2+
12

= −u
3

6
+

37u2

48
− 7u

6
+

7

12
= (2− u)

(u2
6
− 7u

16
+

7

24

)
> 0 .
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От тук получаваме

2

x2,n∫
0

|K3(Qn+1; t)| dt = 2

2
n∫

0

[
− t3

6
+

3

16n
t2 +

7

12n

(
t− 1

n

)2
+

]
dt

=
2

n4

2∫
0

[
− u3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2+
12

]
du =

1

18n4
.

Следователно

c3,∞(Qn+1) =
n− 4

192n4
+

1

18n4
=

1

192n3

(
1 +

20

3n

)
.

По подобен начин пресмятаме константата на грешката c3,2(Qn+1). Имаме

[c3,2(Qn+1)]
2 =

1∫
0

[K3(Qn+1; t]
2 dt = 2

x2,n∫
0

[K3(Qn+1; t)]
2 dt+

xn−2,n∫
x2,n

[K3(Qn+1; t)]
2 dt .

Второто събираемо е

xn−2,n∫
x2,n

[K3(Qn+1; t)]
2 dt =

1

n6

n−2
n∫

2
n

[B̃3(n t)]
2 dt =

n− 4

n7
‖B3‖22 ,

а за първото събираемо след някои преобразувания, намираме

2

x2,n∫
0

[K3(Qn+1; t)]
2 dt =

2

n7

2∫
0

[
− u3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2+
12

]2
du

=
2

n7

( 1∫
0

[
− u3

6
+

3u2

16

]2
du+

2∫
1

[
− u3

6
+

3u2

16
+

7(u− 1)2

12

]2
du

)

=
13

10080n7
=

39

n7
‖B3‖22 .

След като двата израза се съберат и резултатът се коренува, се получава

c3,2(Qn+1) =
1

n3
‖B3‖2

(
1 +

35

n

)1/2

=
1

12
√
210n3

(
1 +

35

n

)1/2

.

Сравнението на константите на грешките c3,∞(Qn+1) и c3,2(Qn+1) на квадратурна-
та формула (4.6) с най-добрите възможни константи (2.18) и (2.19) в съответния 1-
периодичен Соболев клас показва асимптотичната оптималност на {Qn+1}∞n=6 в Соболе-
вите класове W 3

∞ и W 3
2 . Разбира се, тази редица не е асимптотически оптимална в W 3

1 ,
както се вижда и от Фигура 2. Всъщност, ‖K3(Qn+1; ·)‖∞ се достига в точка t∗n = 3

4n , и

c3,1(Qn+1) = K3(Qn+1; t
∗
n) =

9

256n3
=

81
√
3

32
En(W̃ 3

1 ) ≈ 4.384 En(W̃ 3
1 ) ,
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т.е. константата на грешката е повече от четири пъти по-голяма от възможно най-
добрата константа. По-долу ще построим редица от КФ, които са асимптотически опти-
мални в W 3

1 .
Следващите квадратурни формули се получават по аналогичен начин на (4.6). На-

мирането на коефициентите и константите на грешката за тези квадратурни формули
следва показаните вече разсъждения и обосновки. Поради тази причина даваме само
резултатите.

2. Квадратурна формула, получена от D1(x0,n, y1,n, x1,n)[f ].
Тук D1(x0,n, y1,n, x1,n)[f ] = n

(
− 3f(x0,n) + 4f(y1,n)− f(x1,n)

)
и квадратурната фор-

мула получена чрез (4.3) има n+ 3 възела,

Qn+3[f ] =
n+3∑
k=1

Ak,n+3 f(τk,n+3) . (4.8)

Коефициентите, възлите и константите на грешката на тази квадратура са дадени в
Таблица 2.

Таблица 2. Коефициенти, възли и константи на грешката на (4.8).

A1,n+3, An+3,n+3 A2,n+3, An+2,n+3 A3,n+3, An+1,n+3 Ak,n+3, 4 ≤ k ≤ n

1

4n

1

3n

11

12n

1

n

τ1,n+3 τ2,n+3 τk,n+3, 3 ≤ k ≤ n+ 1 τn+2,n+3 τn+3,n+3

x0,n y1,n xk−2,n yn,n xn,n

c3,∞(Qn+3) c3,2(Qn+3)

1

192n3

(
1 +

2

3n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

7

4n

)1/2

3. Квадратурна формула получена чрез D1(x0,n, x1,3n, x2,3n)[f ].
ТукD1(x0,n, x1,3n, x2,3n)[f ] =

3n
2

(
−3f(x0,n)+4f(x1,3n)−f(x2,3n)

)
и от (4.3) се получава

(n+ 5)-точкова квадратурна формула

Qn+5[f ] =

n+5∑
k=1

Ak,n+5f(τk,n+5) (4.9)

с коефициенти, възли и константи на грешката, дадени в Таблица 3.
В този случай отбелязваме, че за разлика от КФ (4.6) и (4.8), третото ядро на Пеано

на квадратурната формула (4.9) достига своята C[0, 1]-норма далеч от краищата на
интервала, върху които се простират възлите на формулите за числено диференциране,
т.е. ‖K3(Qn+5; ·)‖∞ се достига в интервала [x1,n, xn−1,n]. Следователно имаме

c3,1(Qn+5) = ‖K3(Qn+5; ·)‖∞ = n−3‖B3‖∞ =
1

72
√
3n3

,

което доказва, че {Qn+5} е асимптотически оптимална редица от квадратурни форму-
ли в W 3

1 . Фигура 3 изобразява третото ядро на Пеано на тази квадратурна формула
K3(Qn+5; t) за n = 20.
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Таблица 3. Коефициенти, възли и константи на грешката на (4.9).

A1,n+5, An+5,n+5 A2,n+5, An+4,n+5 A3,n+5 , An+3,n+5 Ak,n+5, 5 ≤ k ≤ n+ 1

1

8n

1

2n
− 1

8n

1

n

τ1,n+5 τ2,n+5 τ3,n+5 τk,n+5, 4≤k≤n+2 τn+3,n+5 τn+4,n+5 τn+5,n+5
x0,n x1,3n x2,3n xk−3,n x3n−2,3n x3n−1,3n xn,n

c3,∞(Qn+5) c3,2(Qn+5) c3,1(Qn+5)

1

192n3

(
1− 22

27n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

8

81n

)1/2 1

72
√
3n3
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Фигура 3. Третото ядро на Пеано K3(Qn+5; t) на квадратурната формула (4.9), n = 20.

4.1.2 Асимптотически оптимални квадратурни формули базирани на QMi
n

Тук ще представим квадратурни формули, получени с прилагане на различни формули
за числено диференциране в (4.4). Отново ще представим в таблици само получените
тегла, възли и константи на грешката, без да повтаряме аналогичните изчисления. В
някои случаи е използвана програмата Wolfram Mathematica за пресмятане на L1-
норма на третите ядра на Пеано. В тези случаи съответните константи на грешки c3,∞
са дадени с приближени стойности (закръглени с излишък).

1. Квадратурна формула получена с D1(y1,n, y2,n, y3,n)[f ].
Този избор е мотивиран с цел да не се добавят допълнителни възли. Използват се

само възлите {y`,n}n`=1. Имаме

D1(y1,n, y2,n, y3,n)[f ] = n
(
− 2f(y1,n) + 3f(y2,n)− f(y3,n)

)
,

и от (4.4) се получава (при n > 6) n-точкова квадратурна формула

Qn[f ] =
n∑
k=1

Ak,n f(yk,n) (4.10)

с тегла {Ak,n} и константи на грешката c3,∞(Qn) и c3,2(Qn), предтавени в Таблица 4.
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Таблица 4. Коефициенти и константи на грешката в КФ (3.10).

A1,n, An,n A2,n, An−1,n A3,n, An−2,n Ak,n, 3 ≤ k ≤ n− 3

13

12n

7

8n

25

24n

1

n

c3,∞(Qn) c3,2(Qn)

1

192n3

(
1 +

10.83836617

n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

475

4n

)1/2

2. Квадратурна формула базирана на D1(x0,n, y1,n, x1,n)[f ].
Тази формула за числено диференциране вече е използвана в предишната секция.

Тук, замествайки в (4.4) се получава (n+ 4)-точкова КФ

Qn+4[f ] =
n+4∑
k=1

Ak,n+4 f(τk,n+1) (4.11)

с коефициенти, възли и константи, дадени в Таблица 5.

Таблица 5. Коефициенти, възли и константи на грешката за (4.11).

A1,n+4, An+4,n+4 A2,n+4, An+3,n+4 A3,n+4, An+2,n+4 Ak,n+4, 4 ≤k≤n+ 1

1

8n

5

6n

1

24n

1

n

τ1,n+4 τ2,n+4 τ3,n+4 τk,n+4, 4≤k≤n+1 τn+2,n+4 τn+3,n+4 τn+3,n+4
x0,n y1,n x1,n yk−2,n xn−1,n yn−1,n xn,n

c3,∞(Qn+4) c3,2(Qn+4)

1

192n3

(
1− 175

384n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

25

16n

)1/2

3. Квадратурна формула получена с D1(x0,n, y1,n, y2,n)[f ].
В този случай D1(x0,n, y1,n, y2,n)[f ] =

n
3

(
− 8f(x0,n) + 9f(y1,n)− f(y2,n)

)
и от (4.4) се

получава (n+ 2)-точкова квадратурна формула

Qn+2[f ] =

n+2∑
k=1

Ak,n+2 f(τk,n+2) (4.12)

с коефициенти, възли и константи, дадени в Таблица 6.
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Таблица 6. Коефициенти, възли и константи на грешката на (4.12).

A1,n+2, An+2,n+2 A2,n+2, An+1,n+2 A3,n+2, An,n+2 Ak,n+2, 4 ≤k≤n−1

1

9n

7

8n

73

72n

1

n

τ1,n+2 τk,n+2, 2≤k≤n+1 τn+2,n+2
x0,n yk−1,n xn,n

c3,∞(Qn+2) c3,2(Qn+2)

1

192n3

(
1− 0.06659022

n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

19

4n

)1/2

4. Квадратурна формула получена с D1(x0,n, x1,6n, x1,3n)[f ].
Показахме, че (4.10), (4.11) и (4.12) задават редици от асимптотически оптимални КФ

вW 3
∞ иW 3

2 , но асимптотическата оптималност не се отнася заW 3
1 . СD1(x0,n, x1,6n, x1,3n)[f ]

от (4.4) се получава (n+ 6)-точкова квадратурна формула

Qn+6[f ] =

n+6∑
k=1

Ak,n+6 f(τk,n+6) , (4.13)

която поражда редица от асимптотически оптимални квадратурни формули в Соболе-
вите класове W 3

p , 1 ≤ p ≤ ∞. Коефициентите, възлите и константите на грешката на
квадратурната формула (4.13) са дадени в Таблица 7.

Таблица 7. Коефициенти, възли и константи на (4.13).

A1,n+6, An+6,n+6 A2,n+6, An+5,n+6 A3,n+6 , An+4,n+6 Ak,n+6, 4 ≤ k ≤ n+ 3

3

8n
− 1

2n

1

8n

1

n

τ1,n+6 τ2,n+6 τ3,n+6 τk,n+6, 4≤k≤n+3 τn+4,n+6 τn+5,n+6 τn+6,n+6
x0,n x1,6n x1,3n yk−3,n x3n−2,3n x6n−1,6n xn,n

c3,∞(Qn+6) c3,2(Qn+6) c3,1(Qn+6)

1

192n3

(
1− 4

27n

) 1

12
√
210n3

(
1 +

841

1296n

)1/2 1

72
√
3n3

4.1.3 Сравнение на константите на грешката

Ясно е, че квадратурните формули, получени в секция 4.1.1 и 4.1.2, бидейки асимпто-
тически оптимални в Соболевите класове W 3

p , 1 < p ≤ ∞, имат несъществено различа-
ващи се константи на грешките. Въпреки това, ще направим сравнение на константите
на грешката за получените квадратурни формули в W 3

∞ и в W 3
2 , разглеждайки съответ-

ните квадратурни формули с един и същ брой възли n, n ≥ 7. Интересното е, че имаме
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явен "победител"и в двата Соболеви класа W 3
∞ и W 3

2 . Именно, квадратурната форму-
ла (4.12) и в двете пространства има най-малка константа на грешката. Подредбата на
квадратурните формули (4.6), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) и (4.13) спрямо големина-
та на константите на грешката c3,∞(Qn) и c3,2(Qn) е представена в Таблица 8. (по-малка
константа на грешката съответства на по-предно класиране).

Таблица 8. Подредба на КФ спрямо константата на грешката

квадратурна формула (4.6) (4.8) (4.9) (4.10) (4.11) (4.12) (3.13)

позиция спрямо
големината на c3,∞(Qn)

2 3 6 4 5 1 7

позиция спрямо
големината на c3,2(Qn)

6 2 4 7 3 1 5

Тази подредба е направена при положение, че n е достатъчно голямо, т.е. n ≥ 59. За
малки n, имаме следните малки промени: в класирането спрямо c3,∞(Qn): квадратурната
формула (4.10) изпреварва (4.8) (ако n ≤ 58) и даже (4.6) (ако 7 ≤ n ≤ 30). При
подредбата на c3,2(Qn): квадратурната формула (4.6) изпреварва (4.13) ако 7 ≤ n ≤ 9.
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4.2 Асимптотически оптимални квадратурни формули в W 4
p

Отново ще започнем с описание на конструирането на асимптотически оптимални квад-
ратурни формули в Соболевите класове W 4

p .
Сумационните формули на Ойлер-Маклорен от Лема 1 за s = 4 се свеждат до

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

720n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

B̃4(nx) f
(4)(x) dx

(4.14)

и

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
− 7

5760n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

B̃4

(
nx− 1

2

)
f (4)(x) dx .

(4.15)

Формулите (4.14) и (4.15) са необходими за получаване на асимптотически оптимални
квадратурни формули в Соболевите класове W 4

2 [0, 1]. За конструиране на асимптоти-
чески оптимални КФ в W 4

∞[0, 1] сумационните формули на Ойлер-Маклорен от Лема 1
се пренаписват във вида

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

3

2048n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)−B4

(1
4

)]
f (4)(x) dx

(4.16)

и

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
− 7

6144n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4

(
nx− 1

2

)
−B4

(1
4

)]
f (4)(x) dx .

(4.17)

Нека означим производните на подинтегралната функция във формулите (4.14)–
(4.17) с

D1[f ] := f ′(0) = f ′(x0,n), D̃1[f ] := f ′(1) = f ′(xn,n),

D3[f ] := f ′′′(0) = f ′′′(x0,n), D̃3[f ] := f ′′′(1) = f ′′′(xn,n).

Ще апроксимираме D1[f ] и D3[f ] с формули за числено диференциране D1,∗[f ] и D3,∗[f ],
които са точни за f ∈ π3, като използваме четири точки в левия край на интеграционния
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интервал. D̃1[f ] и D̃3[f ] ще заменим със симетрични формули за числено диференциране
D1,∗[f ] и D3,∗[f ], които означаваме съответно с D̃1,∗[f ] и D̃3,∗[f ].

За целта можем да изберем произволно четирите възела във формулата за числено
диференциране 0 ≤ t0 < t1 < t2 < t3 < 1/2 с единственото изискване t3 = O(n−1) при
n → ∞. В десния край на интеграционния интервал използваме възлите t̃n−k = 1 − tk,
k = 0, 1, 2, 3. За j ∈ {1, 3}, нека

Dj,∗[f ] = αjf(t0) + βjf(t1) + γjf(t2) + δjf(t3)

и
D̃j,∗[f ] = −

(
αjf(t̃n) + βjf(t̃n−1) + γjf(t̃n−2) + δjf(t̃n−3)

)
са единствените формули, които приближават съответно Dj [f ] и D̃j [f ] и удовлетворяват

Rj [f ] := Dj [f ]−Dj,∗[f ] = 0 и R̃j [f ] := D̃j [f ]− D̃j,∗[f ] = 0, f ∈ π3 .

Ако f ∈W 4
1 [0, 1], то от теоремата на Пеано имаме

Rj [f ] =

1∫
0

K4(Rj ; t) f
(4)(t) dt, R̃j [f ] =

1∫
0

K4(R̃j ; t) f
(4)(t) dt, j = 1, 3,

а четвъртите ядра на Пеано K4(Rj ; ·) и K4(R̃j ; ·) удовлетворяват

K4(Rj ; t) ≡ 0 за t ∈ [t3, 1] , K4(R̃j ; t) ≡ 0 за t ∈ [t̃n−3, 1] . (4.18)

Нека илюстрираме подхода за получаването на асимптотически оптимална квадратурна
формула вW 4

2 [0, 1], базирана на формулата (4.14). Разглеждаме квадратурната формула

QTrn+s,∗[f ] := QTrn+1[f ]−
1

12n2
(
D̃1,∗ −D1,∗

)
[f ] +

1

720n4
(
D̃3,∗ −D3,∗

)
[f ]. (4.19)

Ясно е, че QTrn+s,∗ е симетрична квадратурна формула с n + s възела, като s − 1 от
възлите {tj}3j=0 ∪ {t̃j}nj=n−3 не са измежду {xk,n}nk=0. Използвайки (4.14), остатъкът на
квадратурната формула QTrn+s,∗ е във вида

R[QTrn+s,∗; f ] = −
R̃1[f ]−R1[f ]

12n2
+
R̃3[f ]−R3[f ]

720n4
+

1

n4

1∫
0

B̃4(nt)f
(4)(t) dt

=

1∫
0

K4(Q
Tr
n+s,∗; t)f

(4)(t) dt .

От (4.18) се получава, че

K4(Q
Tr
n+s,∗; t) =

1

n4
B̃4(nt) за t ∈ (t3, 1− t3) , (4.20)

т.е. K4(Q
Tr
n+s,∗; ·) с изключение на интервалите [0, t3] и [1 − t3, 1] (които имат дължина

t3 = O(n−1)), съвпада с ядрото с най-малко L2-отклонение в 1-периодичния клас W̃ 4
2 .
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Ако f ∈W 4
2 [0, 1], то (виж (2.22)) константата на грешката c4,2(QTrn+s,∗) удовлетворява

c4,2(Q
Tr
n+s,∗)

2 = ‖K4(Q
Tr
n+s,∗; ·)‖22 = 2

t3∫
0

[
K4(Q

Tr
n+s,∗; t)

]2
dt+

1

n8

1−t3∫
t3

[
B̃4(nt)

]2
dt

< 2

t3∫
0

[
K4(Q

Tr
n+s,∗; t)

]2
dt+

1

n8
‖B4‖22 = En(W̃ 4

2 [0, 1])
2(1 +O(n−1)) ,

което доказва асимптотическата оптималност на квадратурната формула {QTrn+s,∗} в
W 4

2 [0, 1].
Като се използваме (4.15) може да се конструират квадратурни формули {QMi

n+s,∗},
които са асимптотически оптимални в W 4

2 [0, 1]. Тези формули са дефинирани чрез

QMi
n+s,∗[f ] = QMi

n [f ] +
1

24n2
(
D̃1,∗ −D1,∗

)
[f ]− 7

5760n4
(
D̃3,∗ −D3,∗

)
[f ] , (4.21)

където s е броя на възлите в {tj}3j=0∪{t̃j}nj=n−3, различни от {yk,n}nk=1. Ядрото на Пеано
на QMi

n+s,∗ удовлетворява

K4(Q
Mi
n+s,∗; t) =

1

n4
B̃4(nt− 1/2) за t ∈ (t3, 1− t3) , (4.22)

откъдето следва асимптотическата оптималност на {QMi
n+s,∗} в W 4

2 [0, 1] аналогично на
{QTrn+s,∗}.

За построяването на асимптотически оптимални квадратурни формули в W 4
∞[0, 1] се

процедира по същия начин. Разглеждаме КФ

Q̃Trn+s,∗[f ] := QTrn+1[f ]−
1

12n2
(
D̃1,∗ −D1,∗

)
[f ] +

3

2048n4
(
D̃3,∗ −D3,∗

)
[f ] (4.23)

и
Q̃Mi
n+s,∗[f ] = QMi

n [f ] +
1

24n2
(
D̃1,∗ −D1,∗

)
[f ]− 7

6144n4
(
D̃3,∗ −D3,∗

)
[f ] . (4.24)

Като използваме (4.16) и (4.17) заключаваме, че за t ∈ (t3, 1 − t3) ядрата на Пеа-
но на квадратурите (4.23) и (4.24) съвпадат с ядрото с най-малко L1-отклонение в 1-
периодичния случай:

K4(Q̃
Tr
n+s,∗; t) =

1

n4
[
B̃4(nt)−B4(1/4)

]
, t ∈ (t3, 1− t3), (4.25)

K4(Q̃
Mi
n+s,∗; t) =

1

n4
[
B̃4(nt− 1/2)−B4(1/4)

]
, t ∈ (t3, 1− t3) . (4.26)

От горните равенства следва асимптотическата оптималност на квадратурните формули
(4.23) и (4.24) в W 4

∞[0, 1].

4.2.1 Квадратурни формули основани на QTr
n+1

1. Квадратурни формули, съставени чрез D1,1(x0,n, x1,n, x2,n, x3,n)[f ]

Използвайки възлите {t0, t1, t2, t3} = {x0,n, x1,n, x2,n, x3,n}, формулата за числено ди-
ференциране, апроксимираща D1[f ] = f ′(x0,0) е

D1,1[f ] =
n

6

[
− 11f(x0,n) + 18f(x1,n)− 9f(x2,n) + 2f(x3,n)

]
,
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и формулата за числено диференциране на D3[f ] = f ′′′(x0,0) е

D3,1[f ] = n3
[
− f(x0,n) + 3f(x1,n)− 3f(x2,n) + f(x3,n)

]
.

Съответните формули D̃1,1 и D̃3,1, апроксимиращи D̃1[f ] = f ′(xn,n) и D̃3[f ] = f ′′′(xn,n)
са получени чрез симетрия, т.е.

D̃1,1[f ] =
n

6

[
11f(xn,n)− 18f(xn−1,n) + 9f(xn−2,n)− 2f(xn−3,n)

]
и

D̃3,1[f ] = n3
[
f(xn,n)− 3f(xn−1,n) + 3f(xn−2,n)− f(xn−3,n)

]
.

За n ≥ 8, получената като резултат квадратурна формула (4.19) е

QTrn+1,1[f ] :=
n∑
k=0

Ak,nf(xk,n), (4.27)

където теглата {Ak,n}nk=0 се задават чрез

A0,n = An,n = 251
720n , A1,n = An−1,n = 299

240n ,

A2,n = An−2,n = 211
240n , A3,n = An−3,n = 739

720n ,

Ak,n = 1
n , 4 ≤ k ≤ n− 4.

(4.28)

Нататък се изчисляваме константата на грешката c4,2(QTrn+1,1). От това, че QTrn+1,1 е си-
метрична и от (4.20), се получава

c4,2(Q
Tr
n+1,1)

2 =

1∫
0

[
K4(Qn+1,1; t)

]2
dt = 2

x3,n∫
0

[
K4(Qn+1,1; t)

]2
dt+

1

n8

xn−3,n∫
x3,n

[
B̃4(nt)

]2
dt.

Второто събираемо пресмятаме така:

1

n8

xn−3,n∫
x3,n

[
B̃4(nt)

]2
dt =

1

n8

n−4∑
k=3

xk+1,n∫
xk,n

[
B̃4(nt)

]2
dt =

1

n9

n−4∑
k=3

1∫
0

[
B4(t)

]2
dt =

n− 6

n9
‖B4‖22.

За да пресметнем първото събираемо, записвамеK4(Qn+1,1; t) във вида от (2.2) и правим
смяна на променливата t = u/n, за да получим

x3,n∫
0

[
K4(Qn+1,1; t)

]2
dt =

x3,n∫
0

[
t4

24
− 1

6

2∑
k=0

Ak,n(t− xk,n)3+

]2
dt

=
1

n9

3∫
0

[
u4

24
− 251

4320
u3 − 299

1440
(u− 1)3+ −

211

1440
(u− 2)3+

]2
du

=
95051

435456000n9
=

95051

360n9
‖B4‖22

От тук получаваме

c4,2(Q
Tr
n+1,1) =

‖B4‖2
n4

(
1 +

93971

180n

)1/2

=
1

240
√
21n4

(
1 +

93971

180n

)1/2

,
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което доказва асимптотичната оптималност на {QTrn+1,1} в W 4
2 [0, 1] (за изчисленията е

използвана програмата Wolfram Mathematica ).

Със същия избор на възли за формулите за числено диференциране, асимптотически
оптималните квадратурни формули в W 4

∞[0, 1], получени от (4.23) са

Q̃Trn+1,1[f ] =

n∑
k=0

Ãk,nf(xk,n), (4.29)

където теглата {Ãk,n}nk=0 са дадени чрез

Ã0,n = Ãn,n = 6427
18432n , Ã1,n = Ãn−1,n = 2551

2048n ,

Ã2,n = Ãn−2,n = 1801
2048n , Ã3,n = Ãn−3,n = 18917

18432n ,

Ãk,n = 1
n , 4 ≤ k ≤ n− 4.

(4.30)

за пресмятане на константата на грешката c4,∞(Q̃Trn+1,1) използваме (4.25),

c4,∞(Q̃Trn+1,1) =

1∫
0

∣∣K4(Q̃
Tr
n+1,1; t)

∣∣ dt
= 2

x3,n∫
0

∣∣K4(Q̃
Tr
n+1,1; t)

∣∣ dt+ 1

n4

xn−3,n∫
x3,n

∣∣B̃4(nt)−B4(1/4)
∣∣ dt .

Първото събираемо е пресметнато с Wolfram Mathematica:

2

x3,n∫
0

∣∣K4(Q̃
Tr
n+1,1; t)

∣∣ dt = 2

n5

3∫
0

∣∣∣u4
24
− 6427

110592
u3− 2551

12288
(u− 1)3+−

1801

12288
(u− 2)3+

∣∣∣ du
=

0.03834415637472169

n5
,

докато второто събираемо е равно на

n− 6

n5

1∫
0

∣∣B4(t)−B4(1/4)
∣∣ dt = 5(n− 6)

6144n5
.

От тук се получава

c4,∞(Q̃Trn+1,1) =
5

6144n4

(
1 +

41.11729935325838

n

)
,

което доказва асимптотичната оптималност на {Q̃Trn+1,1} в W 4
∞[0, 1].

По аналогичен начин са изчислени следващите квадратурни формули, базирани на
QTrn+1 с други формули за численно диференциране. Ще бъдат представени само резул-
татите.
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2. Квадратурни формули, получени чрез D1,2(x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n)[f ]

Ако {t0, t1, t2, t3} = {x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n}, то формулите за числено диференциране,
заместващи D1 и D3 са

D1,2[f ] =
n

2

[
− 11f(x0,n) + 18f(x1,3n)− 9f(x2,3n) + 2f(x1,n)

]
и

D3,2[f ] = 27n3
[
− f(x0,n) + 3f(x1,3n)− 3f(x2,3n) + f(x1,n)

]
.

Асимптотически оптималната квадратурна формула (4.19) в W 4
2 [0, 1] в този случай е

QTrn+5,2[f ] =
n+5∑
k=1

Ak,n+5f(τk,n) (4.31)

Асимптотически оптималната квадратурна формула (4.23) в W 4
∞[0, 1] при този избор на

възли е

Q̃Trn+5,2[f ] =
n+5∑
k=1

Ãk,n+5f(τk,n). (4.32)

Коефициентите, възлите и константите на грешката на тези квадратури са дадени в
Таблица 9.

Таблица 9. Коефициенти, възли и константи на грешката на КФ (4.31) и (4.32).

A1,n+5, An+5,n+5 A2,n+5, An+4,n+5 A3,n+5, An+3,n+5 A4,n+5, An+2,n+5 Ak,n+5, 5 ≤ k ≤ n+ 1

19

240n

251

240n

51

80n
− 21

80n

1

n

Ã1,n+5, Ãn+5,n+5 Ã2,n+5, Ãn+4,n+5 Ã3,n+5, Ãn+3,n+5 Ã4,n+5, Ãn+2,n+5 Ãk,n+5, 5 ≤ k ≤ n+ 1

499

6144n

1293

2048n
− 525

2048n

6413

6144n

1

n

τ1,n+5, 1≤k≤ 3 τk,n+5, 4≤k≤n+2 τk,n+5, n+ 3≤k≤ n+ 5

xk−1,3n xk−3,n x2n−5+k,3n

c4,2(Qn+5) c4,∞(Q̃n+5)

1

240
√
21n4

(
1− 19183

14580n

) 1
2 5

6144n4

(
1− 1.112482888448233

n

)

3. Квадратурни формули, получени чрез D1,3(x0,n, x1,2n, x1,n, x2,n)[f ]

При избор на възлите {t0, t1, t2, t3} = {x0,n, x1,2n, x1,n, x2,n}, формулите за числено
диференциране на първата и третата производни D1 и D3 са

D1,3[f ] =
n

6

[
− 21f(x0,n) + 32f(x1,2n)− 12f(x1,n) + f(x2,n)

]
,

и
D3,3[f ] = n3

[
− 6f(x0,n) + 16f(x1,2n)− 12f(x1,n) + 2f(x2,n)

]
,
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Асимптотически оптималните квадратурни формули (4.19) в Соболевия класW 4
2 [0, 1] са

QTrn+3,3[f ] =
n+3∑
k=1

Ak,nf(τk,n+3) , (4.33)

а асимптотически оптималните КФ (4.23) в W 4
∞[0, 1] при този избор на възли са

Q̃Trn+3,3[f ] =

n∑
k=0

Ãk,n+3f(τk,n+3) . (4.34)

Коефициентите, възлите и константите на грешката на тези квадратури са дадени в
Таблица 10.

Таблица 10. Коефициенти, възли и константи на грешката на КФ (4.33) и (4.34).

A1,n+3, An+3,n+3 A2,n+3, An+2,n+3 A3,n+3, An+1,n+3 A4,n+3, An,n+3 Ak,n+3, 5 ≤ k ≤ n− 1

13

60n

19

45n

91

90n

17

20n

1

n

Ã1,n+3, Ãn+3,n+3 Ã2,n+3, Ãn+2,n+3 Ã3,n+3, Ãn+1,n+3 Ã4,n+3, Ãn,n+3 Ãk,n+3, 5 ≤ k ≤ n− 1

667

3072n

485

1152n

1307

1536n

9317

9216n

1

n

τ1,n+3 τ2,n+3 τn+3,n+3 τn+2,n+3 τk,n+3, 3≤k≤ n+ 1

x0,n x1,2n xn,n x2n−1,2n xk−2,n

c4,2(Qn+3) c4,∞(Q̃n+3)

1

240
√
21n4

(
1 +

5749

480n

) 1
2 5

6144n4

(
1 +

3.01035171820917

n

)

4.2.2 Квадратурни формули основани на QMi
n

1. Квадратурни формули, получени чрез D1,1(x0,n, y1,n, y2,n, y3,n)[f ]

Ако {t0, t1, t2, t3} = {x0,n, y1,n, y2,n, y3,n}, то формулите за числено диференциране,
апроксимиращи D1 и D3 са:

D1,1[f ] = n

[
− 45

15
f(x0,n) +

15

4
f(y1,n)−

5

6
f(y2,n) +

3

20
f(y3,n)

]
и

D3,1[f ] = n3
[
− 16

5
f(x0,n) + 6f(y1,n)− 4f(y2,n) +

16

5
f(y3,n)

]
.

Асимптотически оптималната квадратурна формула (4.21) в W 4
2 [0, 1] е

QMi
n+2,1[f ] :=

n+2∑
k=1

Ak,n+2f(τk,n) , (4.35)

45



а асимптотически оптималните квадратури в Соболевия клас W 4
∞[0, 1] при този избор

на възли са

Q̃Mi
n+2,1[f ] :=

n+2∑
k=1

Ãkf(τk,n) . (4.36)

Коефициентите, възлите и константите на грешката на тези квадратури са дадени в
Таблица 11.

Таблица 11. Коефициенти, възли и константи на грешката на КФ (4.35) и (4.36).

A1,n+2, An+2,n+2 A2,n+2, An+1,n+2 A3,n+2, An,n+2 A4,n+2, An−1,n+2 Ak,n+2, 5 ≤ k ≤ n− 2

223

1800n

817

960n

1483

1440n

4777

4800n

1

n

Ã1,n+2, Ãn+2,n+2 Ã2,n+2, Ãn+1,n+2 Ã3,n+2, Ãn,n+2 Ã4,n+2, Ãn−1,n+2 Ãk,n+2, 5 ≤ k ≤ n− 2

143

1152n

871

1024n

4747

4608n

1019

1024n

1

n

τ1,n+2 τ2,n+2 τn+2,n+2 τn+1,n+2 τk,n+2, 3≤k≤ n

x0,n y1,n xn,n yn,n yk−1,n

c4,2(Qn+2) c4,∞(Q̃n+2)

1

240
√
21n4

(
1 +

457957

57600n

) 1
2 5

6144n4

(
1 +

1.434934207865606

n

)

2. Квадратурни формули, съставени чрез D1,2(y1,n, y2,n, y3,n, y4,n)[f ]

При избор на възлите {t0, t1, t2, t3} = {y1,n, y2,n, y3,n, y4,n}, формулите за числено ди-
ференциране на производните D1 и D3 са:

D1,2[f ] =
n

24

[
− 71f(y1,n) + 141f(y2,n)− 93f(y3,n) + 23f(y4,n)

]
и

D3,2[f ] = n3
[
− f(y1,n) + 3f(y2,n)− 3f(y3,n) + f(y4,n)

]
.

Квадратурните формули (4.21), които са асимптотически оптимални в W 4
2 [0, 1] имат

вида

QMi
n,2[f ] =

n∑
k=1

Akf(yk,n) , (4.37)

а съответните асимптотически оптимални квадратури (4.24) в пространството W 4
∞[0, 1]

при този избор на възли са

Q̃Trn,2[f ] =

n∑
k=1

Ãkf(yk,n) . (4.38)

Коефициентите, възлите и константите на грешката на тези квадратури са дадени в
Таблица 12.
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Таблица 12. Коефициенти, възли и константи на грешката на КФ (4.37) и (4.38).

A1,n, An,n A2,n, An−1,n A3,n, An−2,n A4,n, An−3,n Ak,n, 5 ≤ k ≤ n− 4

6463

5760n

1457

1920n

741

640n

5537

5760n

1

n

Ã1,n, Ãn,n Ã2,n, Ãn−1,n Ã3,n, Ãn−2,n Ã4,n, Ãn−3,n Ãk,n, 5 ≤ k ≤ n− 4

20683

18432n

4661

6144n

7115

6144n

17717

18432n

1

n

c4,2(Qn) c4,∞(Q̃n)

1

240
√
21n4

(
1 +

190059737

34560n

) 1
2 5

6144n4

(
1 +

81.6784124982742

n

)

3. Квадратурни формули, получени от D1,3(x0,n, y1,n, x1,n, y2,n)[f ]

Ако {t0, t1, t2, t3} = {x0,n, y1,n, x1,n, y2,n}, то формулите за числено диференциране,
апроксимиращи D1 и D3 са

D1,3 =
n

3

[
− 11f(x0,n) + 18f(y1,n)− 9f(x1,n) + 2f(y2,n)

]
и

D3,3 = n3
[
− 8f(x0,n) + 24f(y1,n)− 24f(x1,n) + 8f(y2,n)

]
.

Асимптотически оптималните в Соболевия класW 4
2 [0, 1] квадратурни формули (4.21) са

QMi
n+4,3[f ] =

n+4∑
k=1

Akf(τk,n) . (4.39)

Асимтотически оптимални в Соболевото пространство W 4
∞[0, 1] квадратурни формули

(4.24) са

Q̃Mi
n+4,3[f ] =

n+4∑
k=1

Ãkf(τk,n) , (4.40)

Техните коефициенти, възли и константи на грешката са дадени в Таблица 13.
Фигура 4 изобразява графиката на четвъртото ядро на Пеано за втория вариант на

формули, основани на съставната квадратурна формула на трапеците, които са асимп-
тотически оптимални в W̃ 4

∞. На Фигура 5 е представена графиката на ядрото на Пеано
на първи вариант на асимптотически оптималната КФ в W 4

2 , базирана на съставната
квадратурна формула на правоъгълниците за n = 20.
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Таблица 13. Коефициенти, възли и константи на грешката на КФ (4.39) и (4.40).

A1,n+4, An+4,n+4 A2,n+4, An+3,n+4 A3,n+4, An+2,n+4 A4,n+4, An+1,n+4 Ak,n+4, 5 ≤ k ≤ n

103

720n

187

240n

23

240n

707

720n

1

n

Ã1,n+4, Ãn+4,n+4 Ã2,n+4, Ãn+3,n+4 Ã3,n+4, Ãn+2,n+4 Ã4,n+4, Ãn+1,n+4 Ãk,n+4, 5 ≤ k ≤ n

331

2304n

199

256n

25

256n

2261

2304n

1

n

τ1,n+4 τ2,n+4 τ3,n+4 τ4,n+4 τn+4,n+4 τn+3,n+4 τn+2,n+4 τn+1,n+4 τk,n+4, 5 ≤ k ≤ n

x0,n y1,n x1,n y2,n xn,n yn,n xn−1,n yn−1,n yk−1,n

c4,2(Qn+2) c4,∞(Q̃n+2)

1

240
√
21n4

(
1 +

4793093

69120n

) 1
2 5

6144n4

(
1 +

4.903918802304489

n

)

Фигура 4. Графика на ядрото на Пеано на K4(Q̃
Tr
n+5,2; t), n = 20.

4.2.3 Асимптотически оптимални квадратурни формули в W 4
1

За разлика от Соболевите класовеW 3
p в пространстватаW 4

p има изместване d4,p (зависе-
що от p) на 1-периодичния Бернулиев моносплайн B̃4, така че транслираният Бернулиев
моносплайн има минимално Lq-отклонение от нулата (1/p+1/q = 1), виж (2.17). В част-
ност:

d4,1 =
1

16
B4(0) , (4.41)

и
inf
d
‖B4 − d‖∞ = ‖B4 − 2−4B4(0)‖∞ =

1

768
. (4.42)
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Фигура 5. Графика на ядрото на Пеано на K4(Q
Mi
n+2,1; t), n = 20.

Формулите на Ойлер-Маклорен (2.11) и (2.12) при s = 4 се редуцират до

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

720n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

B̃4(nx) f
(4)(x) dx ,

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
− 7

5760n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

B̃4

(
nx− 1/2

)
f (4)(x) dx ,

и следователно се получават следните равенства

1∫
0

f(x) dx =QTrn+1[f ]−
1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

768n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)− 2−4B4(0)

]
f (4)(x) dx ,

(4.43)

1∫
0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
− 1

768n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4

(
nx− 1/2

)
− 2−4B4(0)

]
f (4)(x) dx .

(4.44)

Отново апроксимираме първите и третите производни в (4.43) и (4.44) с формули за чис-
лено диференциране в четири възела, които са точни за полиноми от π3. Нека означим
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формулите за числено диференциране с

D1[f ] := D1(t1, t2, t3, t4)[f ] =
4∑
i=1

ci,1 f(ti) ≈ f ′(0) ,

D3[f ] := D3(t1, t2, t3, t4)[f ] =

4∑
i=1

ci,3 f(ti) ≈ f ′′′(0) .

Използваме симетрични формули за числено диференциране в десния край на интегра-
ционния интервал. Заместването на производните в (4.43) с формули за числено дифе-
ренциране поражда нова квадратурна формула Q[f ]

1∫
0

f(x) dx = Q[f ] +

1∫
0

K4(Q;x)f (4)(x) dx ,

където

Q[f ] = QTrn+1[f ] +
1

12n2

4∑
i=1

ci,1
[
f(ti) + f(1− ti)

]
− 1

768n4

4∑
i=1

ci,3
[
f(ti) +f(1− ti)

]
,

(4.45)

и

K4(Q;x) =
1

n4
[
B̃4(nx)− 2−4B4(0)

]
+

1

12n2
[
K4(L1;x)−K4(L̃1;x)

]
− 1

768n4
[
K4(L3;x)−K4(L̃3;x)

]
.

(4.46)

Аналогично заместваме производните в (4.44) с формули за числено диференциране,
което поражда нова квадратурна формула Q,

Q[f ] = QMi
n [f ]− 1

24n2

4∑
i=1

ci,1
[
f(ti) + f(1− ti)

]
+

1

768n4

4∑
i=1

ci,3
[
f(ti) +f(1− ti)

]
,

(4.47)

и

K4(Q;x) =
1

n4
[
B̃4(nx−1/2)− 2−4B4(0)

]
− 1

24n2
[
K4(L1;x)−K4(L̃1;x)

]
+

1

768n4
[
K4(L3;x)−K4(L̃3;x)

]
.

(4.48)

Отново изборът на четвъртата точка от формулите за числено диференциране е с
изискването t4 = O(n−1) и следователно за x ∈ [t4, 1− t4] четвъртите ядра на Пеано на
КФ (4.45) и (4.47) съвпадат с n−4

[
B̃4(nx)− 2−4B4(0)

]
и n−4

[
B̃4(nx− 1/2)− 2−4B4(0)

]
съответно. Следователно за Q измежду (4.45) и (4.47) получаваме

‖K4(Q; ·)‖C[t4,1−t4] =
1

n4
‖B4 − 2−4B4(0)‖∞ =

1

768n4
. (4.49)
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Двете квадратури (4.45) и (4.47) са симетрични квадратурни формули с най-много n+9
възела. От (2.23), (4.49) и очевидното неравенство

En(W 4
1 ) ≥ En(W̃ 4

1 ) =
1

768n4
,

достатъчно условие за всяка от (4.45) и (4.47) да поражда редица от асимптотически
оптимални квадратурни формули в W 4

1 е

‖K4(Q; ·)‖C[0,t4] ≤
1

768n4
. (4.50)

Наистина, за (4.50) и (4.49) са в сила

c4,1(Q) = ‖K4(Q; ·)‖C[0,1] =
1

768n4

и от това, че Q има най-много n+9 възела, то за Qn, n-точковата квадратурна формула
от същия тип с n > 9, имаме

c4,1(Qn) ≤
1

768 (n− 9)4
.

Следователно

1 ≤ lim
n→∞

c4,1(Qn)

En(W 4
1 )
≤ lim

n→∞

1
768 (n−9)4

En(W̃ 4
1 )

= lim
n→∞

1
768 (n−9)4

1
768n4

= 1 ,

откъдето следва асимптотическата оптималност на тези квадратурни формули.

1. Асимптотически оптимални квадратурни формули базирани на QTrn+1

Използваме следните формули за числено диференциране:

D1(x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n)[f ] =
n

2

[
−11f(x0,n)+18f(x1,3n)−9f(x2,3n)+2f(x1,n)

]
D3(x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n)[f ] = 27n3

[
−f(x0,n)+3f(x1,3n)−3f(x2,3n)+f(x1,n)

]
.

Резултатната квадратурна формула (4.45) има n+ 5 възела,

Qn+5 =
n+5∑
k=1

Ak,n+5 f(τk,n+5) . (4.51)

Теглата и възлите на Qn+5 са представени в таблица 14.
Ще покажем, че четвъртото ядро на Пеано на Q = Qn+5 удовлетворява условието

(4.50) при [0, t4] = [0, x1,n]. Ядрорто на Пеано се представя чрез

K4(Qn+5;x) =
x4

24
− 1

6

[ 59

768n
x3 +

165

256n

(
x− 1

3n

)3
+
− 69

256n

(
x− 2

3n

)3
+

]
, x ∈ [0, x1,n].

При смяна на променливата x = u/n за u ∈ [0, 1] се получава

K4(Qn+5;x) =
1

24n4

[
u4 − 59

192
u3 − 165

64
(u− 1/3)3+ +

69

64
(u− 2/3)3+

]
=:

1

24n4
g(u).
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Таблица 14. Коефициенти и възли на КФ (4.51).

A1,n+5, An+5,n+5 A2,n+5, An+4,n+5 A3,n+5, An+3,n+5 A4,n+5, An+2,n+5 Ak,n+5, 5≤k≤n+1

59

768n

165

256n
− 69

256n

805

768n

1

n

τ1,n+5 τ2,n+5 τ3,n+5 τk,n+5, 4≤k≤n+2 τn+3,n+5 τn+4,n+5 τn+5,n+5

x0,n x1,3n x2,3n xk−3,n x3n−2,3n x3n−1,3n xn,n

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

�0.03

�0.02

�0.01

0.01

Фигура 6. Графика на g(u), u ∈ [0, 1].

По-нататък анализът показва, че g достига равномерната си норма в [0, 1] за u = 1
(този факт се вижда и от графиката на g, изобразена на Фигура 6). Следователно

‖K4(Qn+5; ·)‖C[0,x1,n] = |K4(Qn+5;x1,n)| .

От
K4(Qn+5;x) ≡

1

n4
[
B̃4(nx)− 2−4B4(0)

]
, x ∈ [x1,n, 1− x1,n] ,

се получава

‖K4(Qn+5; ·)‖C[0,x1,n] = |K4(Qn+5;x1,n)| =
1

n4
∣∣B̃4(nx1,n)− 2−4B4(0)

∣∣
=

1− 2−4

n4
∣∣B4(0)

∣∣ = 1

768n4
.

Което означава, че условието (4.50) е удовлетворено, а това доказва асимптотическата
оптималност в W 4

1 на редицата от квадратурни формули {Qn+5} зададени чрез (4.51).

2. Асимптотически оптимални квадратурни формули базирани на QMi
n

Тук използваме формули за числено диференциране с възли x0,n, y1,3n, x1,3n и y1,n:

D1(x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n)[f ] = n
[
−11f(x0,n)+18f(y1,3n)−9f(x1,3n)+2f(y1,n)

]
D3(x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n)[f ] = 216n3

[
−f(x0,n)+3f(y1,3n)−3f(x1,3n)+f(y1,n)

]
.

От (4.47) се получава квадратурна формула с n+ 6 възли

Qn+6 =
n+6∑
k=1

Ak,n+6 f(τk,n+6) . (4.52)
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Таблица 15. Тегла и възли на КФ (4.52).

A1,n+6, An+6,n+6 A2,n+6, An+5,n+6 A3,n+6, An+4,n+5 A4,n+6, An+3,n+6 Ak,n+6, 5≤k≤n+2

17

96n

3

32n
− 15

32n

115

96n

1

n

τ1,n+6 τ2,n+6 τ3,n+6 τk,n+6, 4≤k≤n+3 τn+4,n+6 τn+5,n+6 τn+6,n+6

x0,n y1,3n x1,3n yk−3,n x3n−1,3n y3n,3n xn,n

Теглата и възлите на Qn+6 са дадени в Таблица 15.
Трябва да се докаже, че редицата от квадратурни формули {Qn+6}n∈N, дефинирани

чрез (4.52), е асимптотически оптимална в W 4
1 . За да се покаже това е необходимо да се

докаже, че четвъртото ядро на Пеано на Q = Qn+6 удовлетворява условието (4.50) при
[0, t4] заместено с [0, y1,n]. Имаме

K4(Qn+6;x) =
x4

24
− 1

6

[ 17

96n
x3 +

3

32n

(
x− 1

6n

)3
+
− 15

32n

(
x− 1

3n

)3
+

]
, x ∈ [0, y1,n],

или след смяна на променливата x = u/n с u ∈ [0, 1/2],

K4(Qn+6;x) =
1

24n4

[
u4 − 17

24
u3 − 3

8
(u− 1/6)3+ +

15

8
(u− 1/3)3+

]
=:

1

24n4
h(u).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

�0.030

�0.025

�0.020

�0.015

�0.010

�0.005

Фигура 7. Графика на h(u), u ∈ [0, 1/2].

Изследването на h показва, че е монотонно намаляваща функция в интервала [0, 1/2]
(виж Фигура 7 с графиката на h), и следователно h достига равномерната си норма в
[0, 1/2] при u = 1/2. Следователно

‖K4(Qn+6; ·)‖C[0,y1,n] = |K4(Qn+6; y1,n)| .

от
K4(Qn+6;x) ≡

1

n4
[
B̃4(nx− 1/2)− 2−4B4(0)

]
, x ∈ [y1,n, 1− y1,n] ,

се получава

‖K4(Qn+6; ·)‖C[0,y1,n] = |K4(Qn+6; y1,n)| =
1

n4
∣∣B̃4(n y1,n − 1/2)− 2−4B4(0)

∣∣
=

1− 2−4

n4
∣∣B4(0)

∣∣ = 1

768n4
.
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Последното равенство доказва асимптотическата оптималност на {Qn+6}n∈N в W 4
1 .

Както се вижда, четвъртите ядра на Пеано на (4.51) и (4.52) имат една и съща L∞-
норма, по-точно 1

768n4 . Но квадратурната формула (4.51) може да бъде разглеждана
като по-добра, защото използва един възел по-малко в сравнение с (4.52).
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5 Асимптотически оптимални дефинитни квадратурни
формули от ред 4

В тази част разглеждаме дефинитни квадратурни формули. Започваме с въвеждане на
някои понятия.

Определение 3. Квадратурната формула

Qn[f ] =
n∑
i=1

ai,n f(τi,n) , 0 ≤ τ1,n < τ2,n < · · · < τn,n ≤ 1 (5.1)

се нарича дефинитна от ред r, r ∈ N, ако съществува реална ненулева константа cr(Qn),
такава че грешката на квадратурната формула може да се представи във вида

R[Qn; f ] := I[f ]−Qn[f ] = cr(Qn) f
(r)(ξ)

за всяка f ∈ Cr[0, 1] и някое ξ ∈ [0, 1] зависещо от f . При това,Qn се нарича положително
дефинитна, ако cr(Qn) > 0, и отрицателно дефинитна, ако cr(Qn) < 0.

Очевидно, ако Qn е дефинитна квадратурна формула от ред r, то Qn има алгебри-
ческа степен на точност r − 1, т. е. R[Qn; f ] = 0 когато f е алгебричен полином от
степен ненадвишаваща r − 1 и R[Qn;xr] 6= 0.

Функцията f ще наричаме r-изпъкнала (r-вдлъбната), ако f ∈ Cr[0, 1] е такава, че
f (r) ≥ 0 (f (r) ≤ 0) върху интервала [0, 1].

Значимостта на дефинитните формули от ред r се основава на това, че те апрок-
симират едностранно интеграла I[f ] когато подинтегралната функция f е r-изпъкнала
(вдлъбната). Ако например {Q+, Q−} е двойка съставена съответно от положително и
отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред r и f е r-изпъкнала, то за точна-
та стойност на интеграла I[f ] са изпълнени неравенствата Q+[f ] ≤ I[f ] ≤ Q−[f ]. Това
просто наблюдение служи за получаване апостериорни оценки на грешката и условия
за прекратяване на изчисленията (stopping rules) при автоматизираните програми за
числено интегриране (виж [12]). Повечето квадратурни формули, използвани в практи-
ката (квадратурните формули на Гаус, Радо, Лобато и Нютон-Коутс) са дефинитни от
някакъв ред.

Дефинитните n-точкови квадратурни формули с най-малката положителна и с най-
голямата отрицателна константа на грешката се наричат оптимални дефинитни квад-
ратурни формули. Нека зададем

c+n,r := inf{cn,r(Qn) : Qn е положително дефинитна от ред r} ,
c−n,r := sup{cn,r(Qn) : Qn е отрицателно дефинитна от ред r} .

Трябва да се отбележи, че далеч не е очевидно дали тези инфимуми се достигнат
и дали оптималните дефинитни квадратурни формули са единствени. Съществуването
на оптимални дефинитни квадратурни формули за първи път е доказано от Шмайсер
[30] за четни r, а за произволно r и при по-общи гранични условия е доказано от Йетер
[14] и Ланге [18]. Единствеността на оптималните дефинитни квадратурни формули е
доказана от Ланге [18, 19]. За четни r той показва в [18], че

c+n,r = −
Br(j/2)

nr

(
1 +O(n−1)

)
ако r = 4m+ 2j ,

c−n,r = −
Br(j/2)

nr

(
1 +O(n−1)

)
ако r = 4m+ 2− 2j

(5.2)
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за j = 1, 2, където Br е r-тият полином на Бернули със старши коефициент 1/r! . Шмай-
сер в [30] доказва същия резултат за оптимални дефинитни квадратурни формули с рав-
ноотдалечени възли. Подобни асимптотически представяния за нечетни r не са известни
в литературата.

Оптималната положително дефинитна квадратурна формула с n възела и оптимал-
ната (n + 1)-точкова отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 2 са добре
известни: това са съответно съставните квадратурни формули на правоъгълниците и
трапеците. Случаят при r = 2 е изключение, защото при r ≥ 3 явния вид на оптимал-
ните дефинитни квадратурни формули не е известен. В дисертацията си Ланге [18] е
пресметнал числено за 3 ≤ n ≤ 30 n-точковите оптимални дефинитни КФ от ред 3 и
n-точковите оптимални положително дефинитни квадратурни формули от ред 4.

Поради факта, че оптималните дефинитни квадратурни формули от ред r ≥ 3 са не-
известни, практическата им стойност е нулева. Начин да се справим с тази ситуация е да
търсим КФ, които са близки до оптималните, т. е. да търсим редица от асимптотически
оптимални квадратурни формули.

Определение 4. Нека {Qn}∞n=n′ е редица от положително (респективно отрица-
телно) дефинитни квадратурни формули от ред r. Казваме, че Qn е асимптотически
оптимална положително (отрицателно) дефинитна КФ от ред r, ако

lim
n→∞

cr(Qn)

c+n,r
= 1

(
и съответно lim

n→∞

cr(Qn)

c−n,r
= 1
)
.

Шмайсер в своята публикация [30] предлага метод за конструиране на асимптоти-
чески оптимални квадратурни формули от четен ред r с равноотдалечени възли. Кьолер
и Николов в [17] изучават Гаусови квадратурни формули асоциирани с пространствата
на сплайн-функциите с двукратни и равноотдалечени възли. Като резултат те полу-
чават оценки за най-добрите константи c+n,r и c−n,r. В частност, в [17] е доказано, че за
четни r съответните квадратурни формули от Гаусов тип са асимптотически оптимал-
ни дефинитни квадратурни формули (аналогично твърдение за нечетни r няма, защото
липсват асимптотически формули за най-добрите константи в този случай). Мотивиран
от този резултат, Николов в [27] (виж също [26]) намира явни рекурентни формули за
пресмятане на възлите и теглата на Гаусовите квадратурни формули за пространствата
от C1 кубични сплайни с двукратни и равноотдалечени възли. В тази статия Николов
предлага и числен алгоритъм за построяване на квадратурни формули на Лобато за съ-
щите пространства от сплайни. Съгласно [17], квадратурните формули на Гаус и Лобато
за тези пространства от сплайни са съответно асимптотически оптимални положително
дефинитни и асимптотически оптимални отрицателно дефинитни от ред 4.

При построяването на квадратурните формули от Гаусов тип за пространствата от
сплайн функции с двойни и равноотдалечени възли възниква същият проблем, както и
в случая на сплайни с прости възли: не е известно разположението на възлите на квад-
ртурите спрямо възлите на сплайните. За да се определят взаимното разположение на
абсцисите на квадратурната формула и възлите на сплайните е необходимо да се напра-
вят подходящи допълнителни предположения. Например, в публикацията [1] от 2015 г.,
авторите разширяват алгоритъма от [27] за да получат в явен вид Гаусови квадратурни
формули за пространства от C1 кубични сплайни с неравномерни възли, като приемат
че възлите на сплайните са симетрично разтеглени. Друг подход за конструирането на
на Гаусови КФ за пространството от C2 кубични сплайни е предложен в скорошната
публикация [6].
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В тази глава построяваме няколко редици от асимптотически оптимални дефинит-
ни квадратурни формули от ред 4, в които възлите и теглата на квадратурите са явно
зададени. За конструирането им отново използваме съставните квадратурни формули
на правоъгълниците и трапеците и сумационните формули на Ойлер-Маклорен, като
заместваме производните в кращата на интеграционния интервал с подходящи форму-
ли за числено диференциране. Всъщност, както и в предходната глава, построените тук
дефинитни квадратурни формули се различават от съставните квадратурни формули
на правоъгълниците и трапеците само по няколко нови тегла и/или възела в краища-
та на интеграционния интервал. Mотивите ни за построяването на няколко (а не само
две, по една от всеки тип) редици от асимптотически оптимални положително и отри-
цателно дефинитни квадратурни формули от четвърти ред са, че при подходящ избор
на двойка от дефинитни квадратурни формули от един и същи тип, можем да получим
чрез тяхна линейна комбинация нова квадратурна формула, която също е дефинитна
от четвърти ред, като дефинитността на новообразуваната квадратурна формула е от
противоположния тип на този на съставящите я квадратурни формули. Такава конст-
рукция води до получаване на ценни апостериорни оценки за грешката (подробности ще
бъдат изложени в следващата глава).

За проверката на асимптотическата оптималност на дефинитните квадратурни фор-
мули получени в тази глава отбелязваме, че при r = 4 равенствата (5.2) изглеждат по
следния начин

c+n,4 =
1

720n4

(
1 +O(n−1)

)
, c−n,4 = −

7

5760n4

(
1 +O(n−1)

)
. (5.3)

За краткост ще означаваме с D(t) съвкупността от четирите формули за числено
диференциране {D1[t], D̃1(t), D3[t], D̃3(t)} , които се използват за апроксимиране на
производните в краищата на интеграционния интервал.

5.1 Отрицателно дефинитни квадратурни формули от ред 4 базирани
на QTr

n

Втората формула от Лема 1 при s = 4 може да бъде записана във вида
1∫

0

f(x) dx =QTrn [f ]− 1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

384n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)−B4(1/2)

]
f (4)(x) dx

=:Q′n[f ] +
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)−B4(1/2)

]
f (4)(x) dx .

Ясно е, че Q′n е отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 4 и от неравенст-
вата

− 1

720
= B4(0) ≤ B4(x) ≤ B4(1/2) =

7

5760
, x ∈ [0, 1] . (5.4)

получаваме K4(Q
′
n;x) = n−4

[
B̃4(nx) − B4(1/2)

]
≤ 0. Обаче Q′n не е в желаната форма,

тъй като съдържа производни. Тогава, ако изберем подходящо множество D(t) от фор-
мули за числено диференциране, които да заместят стойностите на f ′ и f ′′′ в Q′n, то ще
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получим симетрична квадратурна формула

Q = QTrn +
1

12n2
(
D1(t)− D̃1(t)

)
− 1

384n4
(
D3(t)− D̃3(t)

)
, (5.5)

която съдържа най-много 8 допълнителни възела към {xk,n}nk=0. (Нататък ще наричаме
Q квадратурна формула породена (генерирана) от D(t).) Получаваме следните равен-
ства:

R[Q; f ] = R[Q′n; f ] +
1

12n2
(L1[f ]− L̃1[f ])−

1

384n4
(L3[f ]− L̃3[f ]) ,

където

Lk[f ] := f (k)(0)−Dk(t)[f ] , L̃k[f ] := f (k)(1)− D̃k(t)[f ] , k = 1, 3 .

Линейните функционали Lk и L̃k се анулират върху π3, откъдето R[Q; f ] също се нулира
при f ∈ π3. От дефиницията на ядрата на Пеано получаваме

K4(Lk; t) ≡ 0, t ∈ (t4, 1] , K4(L̃k; t) ≡ 0, t ∈ [0, 1− t4) , k = 1, 3 .

Това води до следното важно заключение:

Твърдение 1. Четвъртото ядро на Пеано Q на симетричната квадратурна фор-
мула породена от D(t) с (5.5) удовлетворява

K4(Q;x) ≡ 1

n4
[
B̃4(nx)−B4(1/2)

]
, x ∈ [t4, 1− t4] .

Като следствие получаваме, че Q е отрицателно дефинитна квадратурна формула
от ред 4 тогава и само тогава когато K4(Q;x) ≤ 0 за x ∈ (0, t4) .

Трябва да отбележим, че не всяко множество D(t) от формули за числено диферен-
циране поражда дефинитна квадратурна формула от ред 4.

Нашето първо приложение на изложения метод възпроизвежда известен резултат.

5.1.1 Квадратурна формула на Герхард Шмайсер

Следната (n+1)-точкова (за n ≥ 7) асимптотически оптимална отрицателно дефинитна
квадратурна формула от ред 4 е получена в [30, eqn. (43)]:

Qn+1[f ] =
403

1152n

[
f(x0,n)+f(xn,n)

]
+

159

128n

[
f(x1,n)+f(xn−1,n)

]
+

113

128n

[
f(x2,n)+f(xn−2,n)

]
+

1181

1152n

[
f(x3,n)+f(xn−3,n)

]
+

1

n

n−4∑
k=4

f(xk,n) ,

с константа на грешката

c4(Qn+1) = −
7

5760n4

(
1 +

195

7n

)
.

Квадратурна формула на Шмайсер е породена от D(x0,n, x1,n, x2,n, x3,n). Тъй като ре-
зултатът е известен, няма да се спираме на детайлите.
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5.1.2 Квадратурна формула породена от D(x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n)

За t = (x0,n, x1,3n, x2,3n, x1,n) имаме

D1(t)[f ] =
n

2

[
− 11f(x0,n) + 18f(x1,3n)− 9f(x2,3n) + 2f(x1,n)

]
,

D3(t)[f ] = 27n3
[
− f(x0,n) + 3f(x1,3n)− 3f(x2,3n) + f(x1,n)

]
,

и D̃1(t), D̃3(t) са получени от D1(t) и D3(t) чрез отражение. От (5.5) D(t) поражда
симетрична (n+ 5)-точкова квадратурна формула

Qn+5[f ] =
n+5∑
k=1

Ak,n+5f(τk,n+5) ,

с възли {τi,n+5}n+5
i=1 зададени чрез

τk,n+5 = xk−1,3n, 1 ≤ k ≤ 3

τk,n+5 = xk−3,n, 4 ≤ k ≤ n+ 2

τk,n+5 = x2n−5+k,3n, n+ 3 ≤ k ≤ n+ 5 ,

и коефициенти

A1,n+5 = An+5,n+5 =
43

384n , A2,n+5 = An+4,n+5 =
69

128n ,

A3,n+5 = An+3,n+5 = − 21
128n , A4,n+5 = An+2,n+5 =

389
384n ,

Ak,n+5 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 1 .
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K4HQn+5;tL

Фигура 8: Графики на φ1(u) (лява) и K4(Qn+5; t), n = 10 (дясна).

Съгласно Твърдение 1, за да докажем, че Qn+5 е отрицателно дефинитна квадра-
турна формула от ред 4, трябва само да покажем, че K4(Qn+5; t) < 0 за t ∈ (0, x1,n). С
полагането t = u/n, u ∈ (0, 1) тази задача се свежда до

φ1(u) := u4 − 43

96
u3 − 69

32
(u− 1/3)3+ +

21

32
(u− 2/3)3+

?
≤ 0 , u ∈ (0, 1) .

Доказателството се основава на елементарен анализ (изследване на функцията в съо-
тветния интервал). Графиките на φ1(u) и K4(Qn+5; t), за n = 10, са представени на
Фигура 8.
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За да намерим константата на грешката c4(Qn+5) = I[K4(Qn+5; ·)], ще използваме
Твърдение 1 и факта, че K4(Qn+5; ·) е симетрична и следователно

c4(Qn+5) = 2

∫ x1,n

0
K4(Qn+5; t)dt+

1

n4

∫ xn−1,n

x1,n

[
B̃4(n t)−B4(1/2)

]
dt

=
1

12n5

∫ 1

0
φ1(u) du−

B4(1/2)

n4

(
1− 2

n

)
.

По-нататъшните изчисления показват, че I[φ1] = −71/4320, откъдето получаваме

c(Qn+5) = −
7

5760n4

(
1− 55

63n

)
.

5.1.3 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,n, x1,n, x2,n)

С тази възли и комбинацията от формули за числено диференциране

D1(t)[f ] =
n

6

[
− 21f(x0,n) + 32f(y1,n)− 12f(x1,n) + f(x2,n)

]
и

D3(t)[f ] = n3
[
− 6f(x0,n) + 16f(y1,n)− 12f(x1,n) + 2f(x2,n)

]
,

използвайки (5.5) получаваме (n+ 3)-точкова квадратурна формула

Qn+3[f ] =
n+3∑
k=1

Ak,n+3f(τk,n+3)

с възли

τ1,n+3 = x0,n, τ2,n+3 = y1,n, τn+2,n+3 = yn−1,n τn+3,n+3 = xn,n ,

τk,n+3 = xk−2,n, 3 ≤ k ≤ n+ 1 ,

и тегла
A1,n+3 = An+3,n+3 =

43
192n , A2,n+3 = An+2,n+3 =

29
72n ,

A3,n+3 = An+1,n+3 =
83
96n , A4,n+3 = An,n+3 =

581
576n ,

Ak,n+3 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n− 1 .

Съгласно Твърдение 1, квадратурата Qn+3[f ] е отрицателно дефинитна от четвърти ред
тогава и само тогава, когато K4(Qn+3; t) < 0 за t ∈ (0, x2,n). Чрез смяна на променливата
t = u/n, u ∈ (0, 2), това условие е еквивалентно на

φ2(u) := u4 − 43

48
u3 − 29

18
(u− 1/2)3+ −

83

24
(u− 1)3+ < 0 , u ∈ (0, 2) ,

което не е трудно да се докаже.
За константата на грешката c4(Qn+3) = I[K4(Qn+3; ·)] имаме

c4(Qn+3) = 2

∫ x2,n

0
K4(Qn+3; t)dt+

1

n4

∫ xn−2,n

x2,n

[
B̃4(n t)−B4(1/2)

]
dt

=
1

12n5

∫ 2

0
φ2(u) du−

B4(1/2)

n4

(
1− 4

n

)
,

и след пресмятане на интеграл от φ2 получаваме

c(Qn+3) = −
7

5760n4

(
1 +

55

28n

)
.
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5.2 Отрицателно дефинитни квадратурни формули от ред 4 базирани
на QMi

n

Първата формула на Ойлер-Маклорен от Лема 1 за s = 4 изглежда по следния начин

1∫
0

f(x)dx=QMi
n [f ]+

1

24n2
[
f ′(1)−f ′(0)

]
+

1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx−

1

2
)−B4(

1

2
)
]
f (4)(x)dx

=: Q′′n[f ] +
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx−

1

2
)−B4(

1

2
)
]
f (4)(x)dx .

Тук Q′′n е отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 4, и от (5.4) нейното
четвърто ядро на Пеано K4(Q

′′
n;x) = n−4

[
B̃4(nx − 1/2) − B4(1/2)

]
е неположително.

Но Q′′n не е в желаната форма и заради това избираме множество D(t) от формули за
числено диференциране, с които да заместим стойностите на f ′ в Q′′n[f ]. Така получаваме
симетрична квадратурна формула

Q = QMi
n −

1

24n2
(
D1(t)− D̃1(t)

)
, (5.6)

съдържаща най-много 8 нови възли в добавка към {yk,n}nk=1. Аналогично на Твърде-
ние 1 тук ние имаме

Твърдение 2. Четвъртото ядро на Пеано на симетричната квадратурна формула
Q получена от D(t) и (5.6) удовлетворява

K4(Q;x) ≡ 1

n4
[
B̃4(nx−

1

2
)−B4(

1

2
)
]
, x ∈ [t4, 1− t4] .

Следователно Q е отрицателно дефинитна от ред 4 тогава и само тогава, когато
K4(Q;x) ≤ 0 за x ∈ (0, t4) .

5.2.1 Квадратурна формула, получена от D(x0,n, y1,n, y2,2n, x1,n)

За t = (x0,n, y1,n, y2,2n, x1,n) имаме

D1(t)[f ] =
n

3

[
− 13f(x0,n) + 36f(y1,n)− 32f(y2,2n) + 9f(x1,n)

]
,

и от (5.6) получаваме нова (n+ 6)-точкова квадратурна формула

Qn+6[f ] =
n+6∑
k=1

Ak,n+6 f(τk,n+6)

с възли
τ1,n+6 = x0,n, τ2,n+6 = y1,n, τ3,n+6 = y2,2n, τ4,n+6 = x1,n,

τk,n+6 = yk−3,n, 5 ≤ k ≤ n+ 2,

τn+7−k,n+6 = 1− τk,n+6, 1 ≤ k ≤ 4

и тегла
A1,n+6 = An+6,n+6 =

13
72n , A2,n+6 = An+5,n+6 =

1
2n ,

A3,n+6 = An+4,n+6 =
4
9n , A4,n+6 = An+3,n+6 = − 1

8n ,

Ak,n+6 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 2 .
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Съгласно Твърдение 2 за да докажем, чеQn+6 е отрицателно дефинитна квадратурна
формула от ред 4, ние трябва само да проверим дали K4(Qn+6; t) < 0, t ∈ (0, x1,n), което
след полагането t = u/n е еквивалентно на

φ3(u) := u4 − 13

18
u3 − 2 (u− 1/2)3+ −

16

9
(u− 3/4)3+

?
≤ 0 , u ∈ (0, 1) .
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Фигура 9: Графики на φ3(u) (вляво) K4(Qn+6; t), n = 10 (вдясно).

Последното неравенство е удовлетворено, както е видно от Фигура 9 (вляво). За
константата на грешката c4(Qn+6) предвид Твърдение 2 имаме

c4(Qn+6) = 2

∫ x1,n

0
K4(Qn+6; t)dt+

1

n4

∫ xn−1,n

x1,n

[
B̃4(n t− 1/2)−B4(1/2)

]
dt

=
1

12n5

∫ 1

0
φ3(u) du−

B4(1/2)

n4

(
1− 2

n

)
.

Нататък изчисляваме I[φ3] = −13/960 и получаваме

c4(Qn+6) = −
7

5760n4

(
1− 15

14n

)
.

Продължаваме с представянето на други отрицателно дефинитни КФ, получени от
(5.6).

5.2.2 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,2n, y1,n, x1,n)

При t = (x0,n, y1,2n, y1,n, x1,n) имаме следните формули за числено диференциране

D1(t)[f ] =
n

3

[
− 21f(x0,n) + 32f(y1,2n)− 12f(y1,n) + f(x1,n)

]
,

които пораждат друга (n+ 6)-точкова квадратурна формула

Qn+6[f ] =

n+6∑
k=1

Ak,n+6 f(τk,n+6)

с възли
τ1,n+6 = x0,n, τ2,n+6 = y1,2n, τ3,n+6 = y1,n, τ4,n+6 = x1,n,

τk,n+6 = yk−3,n, 5 ≤ k ≤ n+ 2 ,

τn+7−k,n+6 = 1− τk,n+6 , 1 ≤ k ≤ 4
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и коефициенти

A1,n+6 = An+6,n+6 =
7

24n , A2,n+6 = An+5,n+6 = − 4
9n ,

A3,n+6 = An+4,n+6 =
7
6n , A4,n+6 = An+3,n+6 = − 1

72n ,

Ak,n+6 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 2 .

Константата на грешката на Qn+6 е

c4(Qn+6) = −
7

5760n4

(
1− 5

14n

)
.

5.2.3 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,6n, y1,3n, y1,2n)

Изплзвайки комбинацията от възли t = (x0,n, y1,6n, y1,3n, y1,2n) и от

D1(t)[f ] = n
[
− 22f(x0,n) + 36f(y1,6n)− 18f(y1,3n) + 4f(y1,2n)

]
,

получаваме отрицателно дефинитна квадратурна формула от ред 4 с n+ 8 възела

Qn+8[f ] =
n+8∑
k=1

Ak,n+8 f(τk,n+8)

възлите, теглата и константата на грешката са:

τ1,n+8 = x0,n, τ2,n+8 = y1,6n, τ3,n+8 = y1,3n, τ4,n+8 = y1,2n,

τk,n+8 = yk−4,n, 5 ≤ k ≤ n+ 4,

τn+9−k,n+8 = 1− τk,n+8, 1 ≤ k ≤ 4,

A1,n+8 = An+8,n+8 =
11
12n , A2,n+8 = An+7,n+8 = − 3

2n ,

A3,n+8 = An+6,n+8 =
3
4n , A4,n+8 = An+5,n+8 = − 1

6n ,

Ak,n+8 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 4 ,

c4(Qn+8) = −
7

5760n4

(
1− 5

504n

)
.

Очевидно константата на грешката c4(Qn+8) е по-лоша от константите на грешката на
предходните две квадратури, които при това използват и два възела по-малко. Моти-
вите ни за построяването на тази дефинитна квадратурна формула ще станат ясни в
следващата глава на дисертацията.

5.3 Положително дефинитни квадратурни формули от ред 4 основани
на QTr

n

Записваме втората сумационна формула на Ойлер-Маклорен от Лема 1 при s = 4 във
вида

1∫
0

f(x) dx =QTrn [f ]− 1

12n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
+

1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)−B4(0)

]
f (4)(x) dx

=:Q̃′n[f ] +
1

n4

1∫
0

[
B̃4(nx)−B4(0)

]
f (4)(x) dx .
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Съгласно (5.4), Q̃′n е положително дефинитна квадратурна формула от ред 4 и ние
избираме формули за числено диференциране D(t) за да апроксимираме f ′(0) и f ′(1) в
Q̃′n, което поражда нова квадратурна формула

Q = QTrn +
1

12n2
(
D1(t)− D̃1(t)

)
, (5.7)

използваща най-много 8 възела в добавка към {xk,n}nk=0 .
Твърдение, което е аналогично на Твърдения 1, 2 гласи:

Твърдение 3. Четвъртото ядро на Пеано на симетричната квадратурна формула
Q породена от D(t) използвайки (5.7) удовлетворява

K4(Q;x) ≡ 1

n4
[
B̃4(nx)−B4(0)

]
, x ∈ [t4, 1− t4] .

Следователно Q е положително дефинитна от ред 4 тогава и само тогава, когато
K4(Q;x) ≥ 0 за x ∈ (0, t4) .

Нататък са представени три положително дефинитни от четвърти ред квадратурни
формули генерирани от (5.7) чрез различни множества D(t) от формули за числено
диференциране.

5.3.1 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n)

С възлите t = (x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n) и формулите за числено диференциране

D1(t)[f ] = n
[
− 11f(x0,n) + 18f(y1,3n)− 9f(x1,3n) + 2f(y1,n)

]
,

и от (5.7) получаваме нова (n+ 7)-точкова симетрична квадратурна формула

Qn+7[f ] =
n+7∑
k=1

Ak,n+7 f(τk,n+7)

с възли и тегла

τ1,n+7 = x0,n, τ2,n+7 = y1,3n, τ3,n+7 = x1,3n, τ4,n+7 = y1,n,

τk,n+7 = xk−4,n , 5 ≤ k ≤ n+ 3 ,

τn+8−k,n+7 = 1− τk,n+7 , 1 ≤ k ≤ 4 ,

A1,n+7 = An+7,n+7 = − 5
12n , A2,n+7 = An+6,n+7 =

3
2n ,

A3,n+7 = An+5,n+7 = − 3
4n , A4,n+7 = An+4,n+7 =

1
6n ,

Ak,n+7 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 3 .

От Твърдение 3 за да покажем, че Qn+7 е положително дефинитна от четвърти ред
трябва да докажем K4(Qn+7; t) ≥ 0 за t ∈ (0, y1,n), което след полагането t = u/n,
u ∈ (0, 1/2) се свежда до

ψ(u) := u4 +
5

3
u3 − 6(u− 1/6)3+ + 3(u− 1/6)3+

?
≥ 0 , u ∈ (0, 1/2) .
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Фигура 10: Графика на ψ(u) (вляво) и K4(Qn+7; t), n = 10 (вдясно).

Графиката на ψ, представена на Фигура 10 (вляво) показва, че наистина ψ(u) > 0
за u ∈ (0, 1/2). Накрая, отново от Твърдение 3, за константата на грешката c4(Qn+7)
получаваме

c4(Qn+7) = 2

∫ y1,n

0
K4(Qn+6; t)dt+

1

n4

∫ yn−1,n

y1,n

[
B̃4(n t)−B4(0)

]
dt

=
1

12n5

∫ 1/2

0
ψ(u) du− B4(0)

n4

(
1− 1

n

)
.

Интегралът от ψ е равен на 31/2160 и от там се извежда, че

c4(Qn+7) =
1

720n4

(
1− 5

36n

)
.

Следващите две квадратурни формули са получени по същия модел. Ще предста-
вим само техните възли, тегла и константи на грешката, тъй като доказателството на
дефинитността и изчисляването на константите на грешката са напълно аналогични.

5.3.2 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,2n, y1,n, x1,n)

С възлите t = (x0,n, y1,2n, y1,n, x1,n), то формулите

D1(t)[f ] =
n

3

[
− 21f(x0,n) + 32f(y1,2n)− 12f(y1,n) + f(x1,n)

]
,

и (5.7) пораждат (n+ 5)-точкова симетрична квадратурна формула

Qn+5[f ] =

n+5∑
k=1

Ak,n+5 f(τk,n+5)

с възли и тегла съответно

τ1,n+5 = x0,n, τ2,n+5 = y1,2n, τ3,n+5 = y1,n, τ4,n+5 = x1,n,

τk,n+5 = xk−3,n, 5 ≤ k ≤ n+ 1,

τn+6−k,n+5 = 1− τk,n+5, 1 ≤ k ≤ 4 ,
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A1,n+5 = An+5,n+5 = − 1
12n , A2,n+5 = An+4,n+5 =

8
9n ,

A3,n+5 = An+3,n+5 = − 1
3n , A4,n+5 = An+2,n+5 =

37
36n ,

Ak,n+5 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 1 .

Константата на грешката на Qn+5 е

c4(Qn+5) =
1

720n4

(
1− 5

8n

)
.

5.3.3 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,2n, y1,n, y2,2n)

При избор на възли t = (x0,n, y1,2n, y1,n, y2,n) и формули за числено диференциране с тези
възли D(t) от равенството (5.7) получаваме (n + 7)-точкова симетрична квадратурна
формула

Qn+7[f ] =

n+7∑
k=1

Ak,n+7 f(τk,n+7)

със следните възли, тегла и константа на грешката

τ1,n+7 = x0,n, τ2,n+7 = y1,2n, τ3,n+7 = y1,n, τ4,n+7 = y2,2n,

τk,n+7 = xk−4,n , 5 ≤ k ≤ n+ 3 ,

τn+8−k,n+7 = 1− τk,n+7 , 1 ≤ k ≤ 4 ,

A1,n+7 = An+7,n+7 = − 1
9n , A2,n+7 = An+6,n+7 =

1
n ,

A3,n+7 = An+5,n+7 = − 1
2n , A4,n+7 = An+4,n+7 =

1
9n ,

Ak,n+7 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 3 ,

c4(Qn+7) =
1

720n4

(
1− 15

32n

)
.

5.4 Положително дефинитни квадратурни формули от ред 4 основани
на QMi

n

Записваме първата формула от Лема 1 за s = 4 във вида
1∫

0

f(x) dx =QMi
n [f ] +

1

24n2
[
f ′(1)− f ′(0)

]
− 1

384n4
[
f ′′′(1)− f ′′′(0)

]

+
1

n4

1∫
0

[
B̃4

(
nx− 1

2

)
−B4(0)

]
f (4)(x) dx

=:Q̃′′n[f ] +
1

n4

1∫
0

[
B̃4

(
nx− 1

2

)
−B4(0)

]
f (4)(x) dx .

Избираме група от формули за числено диференциране D(t) за апроксимиране на про-
изводните в краищата на интервала в квадратурната формула Q̃′′n, от което получаваме
нова квадратурна формула

Q = QMi
n −

1

24n2
(
D1(t)− D̃1(t)

)
+

1

384n4
(
D3(t)− D̃3(t)

)
, (5.8)

в която имаме най-много осем нови възела различни от {yi,n}ni=1. Имаме
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Твърдение 4. Четвъртото ядро на Пеано на симетричната квадратурна формула
Q, породена от D(t) чрез (5.8) удовлетворява

K4(Q;x) ≡ 1

n4
[
B̃4(nx−

1

2
)−B4(0)

]
, x ∈ [t4, 1− t4] .

Следователно Q е положително дефинитна от ред 4 тогава и само тогава, когато
K4(Q;x) ≥ 0 за x ∈ (0, t4) .

На основата на Твърдение 4, се показва дефинитността и се изчислява константата
на грешката Q. Ще представим две положително дефинитни квадратурни формули от
четвърти ред, които са конструирани от (5.8). Доказателството на дефинитността и
намирането на константата на грешката са напълно аналогични на доказателствата в
предишните случаи.

5.4.1 Квадратурна формула генерирана от D(y1,n, x1,n, y2,n, y3,n)

С възлите t = (y1,n, x1,n, y2,n, y3,n), n ≥ 7, формулите за числено диференциране

D1(t)[f ] =
n

12

[
− 93f(y1,n) + 184f(x1,n)− 102f(y2,n) + 11f(y3,n)

]
,

D3(t)[f ] = n3
[
− 6f(y1,n) + 16f(x1,n)− 12f(y2,n) + 2f(y3,n)

]
.

и от (5.8) се получава (n+ 2)-точкова симетрична квадратурна формула

Qn+2[f ] =

n+2∑
k=1

Ak,n+2 f(τk,n+2) ,

която е положително дефинитна от четвърти ред. Възлите и теглата на Qn+2 са

τ1,n+2 = y1,n, τ2,n+2 = x1,n, τn+1,n+2 = xn−1,n, τn+2,n+2 = yn,n ,

τk,n+2 = yk−1,n, 3 ≤ k ≤ n .

A1,n+2 = An+2,n+2 =
251
192n , A2,n+2 = An+1,n+2 = − 43

72n ,

A3,n+2 = An,n+2 =
127
96n , A4,n+2 = An−1,n+2 =

557
576n ,

Ak,n+2 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n− 2 .

Константата на грешката на Qn+2 е

c4(Qn+2) =
1

720n4

(
1 +

445

32n

)
.

5.4.2 Квадратурна формула генерирана от D(x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n)

С t = (x0,n, y1,3n, x1,3n, y1,n), n ≥ 3, формулите за числено диференциране

D1(t)[f ] = n
[
− 11f(x0,n) + 18f(y1,3n)− 9f(x1,3n) + 2f(y1,n)

]
,

D3(t)[f ] = n3
[
− 216f(x0,n) + 648f(y1,3n)− 648f(x1,3n) + 216f(y1,n)

]
.
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генерират чрез (5.8) (n + 6)-точкова симетрична положително дефинитна квадратурна
формула от ред 4

Qn+6[f ] =
n+6∑
k=1

Ak,n+6 f(τk,n+6) ,

с възли, коефициенти и константа на грешката

τ1,n+6 = x0,n, τ2,n+6 = y1,3n, τ3,n+6 = x1,3n, τ4,n+6 = y1,n,

τk,n+6 = yk−3,n, 5 ≤ k ≤ n+ 2,

τn+7−k,n+6 = τk,n+6, 1 ≤ k ≤ 4 ,

A1,n+6 = An+6,n+6 = − 5
48n , A2,n+6 = An+5,n+6 =

15
16n ,

A3,n+6 = An+4,n+6 = − 21
16n , A4,n+6 = An+3,n+6 =

71
48n ,

Ak,n+6 =
1
n , 5 ≤ k ≤ n+ 2 ,

c4(Qn+6) =
1

720n4

(
1− 125

144n

)
.

68



6 Монотонност на остатъците и апостериорни оценки за кон-
стантата на грешката

6.1 Една обща теорема за дефинитни квадратурни формули

В този раздел ще докажем следното общо твърдение за дефинитните квадратурни фор-
мули.

Теорема 5. Нека (Q′ , Q′′) е двойка от положително (отрицателно) дефинит-
ни квадратурни формули от ред r. Да предположим, че за някоя константа c > 0,
квадратурната формула

Q̂ := (c+ 1)Q′ − cQ′′

е отрицателно (положително) дефинитна от ред r. Ако f е r- изпъкнала (вдлъбната)
функция, тогава са в сила следните неравенства:

(i) |R[Q′; f ]| ≤ c

c+ 1
|R[Q′′; f ]| ;

(ii) |R[Q′; f ]| ≤ c |Q′[f ]−Q′′[f ]| ;

(iii) |R[Q′′; f ]| ≤ (c+ 1) |Q′[f ]−Q′′[f ]| .

Доказателство на Теорема 5. Да разгледаме случая, когато Q′ и Q′′ са отрица-
телно дефинитни и Q̂ е положително дефинитна от ред r. Без ограничение на общността
можем да смятаме, че f е r-изпъкнала. Тогава R[Q′; f ] ≤ 0, R[Q′′; f ] ≤ 0, и R[Q̂; f ] ≥ 0,
следователно

0 ≤ R[Q̂; f ] = (c+ 1)R[Q′; f ]− cR[Q′′; f ] ,
и откъдето

−R[Q′; f ] ≤ − c

c+ 1
(R[Q′′; f ]) ,

което в този случай е неравенство (i) от Теорема 5. Твърдението (iii) следва от

|Q′[f ]−Q′′[f ]| = |R[Q′′; f ]−R[Q′; f ]| ≥ |R[Q′′; f ]| − |R[Q′; f ]|

≥ |R[Q′′; f ]| − c

c+ 1
|R[Q′′; f ]| = 1

c+ 1
|R[Q′′; f ]| .

Накрая неравенството (ii) е следствие от (iii) и (i). Доказателството на случая, когато
Q′ и Q′′ са положително дефинитни и Q̂ е отрицателно дефинитна от ред r е напълно
аналогично. �

Забележка 1. Отбелязваме несиметричната роля на Q′ и Q′′ в Теорема 5. Частта (i)
означава, че за r-изпъкнала (вдлъбната) подинтегрална функция f , Q′[f ] дава по-добра
апроксимация на I[f ] отколкото Q′′[f ]. Друго наблюдение е, че за по-малки c > 0 полу-
чаваме по-добри апостериорни оценки (ii) и (iii). Следователно има смисъл да се търсят
възможно най-добрите c > 0, за които Q̂ е дефинитна от противоположен тип на типа
дефинитност на квадратурите Q′ и Q′′.

Пример 1. Ако (Q′, Q′′n) = (QTr2n , Q
Tr
n ), то от Q̂ = 2QTr2n−QTrn = QMi

2n , предположени-
ята на Теорема 5 са удовлетворени за r = 2 и c = 1. Следователно за f изпъкнала, имаме

добре известните неравенства: |R[QTr2n [f ]| ≤
1

2
|R[QTrn [f ]|, |R[QTr2n [f ]| ≤ |QTrn [f ]−QTr2n [f ]| и

|R[QTrn [f ]| ≤ 2 |QTrn [f ]−QTr2n [f ]|.
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6.2 Приложения към дефинитните квадратурни формули от Глава 5

Теорема 5 е приложима за някои двойки дефинитни квадратурни формули от ред 4,
получени в Глава 5. В таблица 16 и Таблица 17 по-надолу, означението Q(5.b.c),m е съкра-
тено обозначение за квадратурните формули, построени в раздел 5.b.c, при параметър
n = m (обръщаме внимание, че n не е броят на възлите!).

Теорема 6. Предположенията на Теорема 5 са изпълнени за двойките (Q′, Q′′) от
отрицателно дефинитни квадратурни формули и с възможно най-добрите константи
c, дадени в Таблица 16.

No. Q′ Q′′ c

1 Q(5.2.1),2n Q(5.1.1),n
104
299

2 Q(5.2.1),2n Q(5.1.3),n
52
77

3 Q(5.2.1),2n Q(5.2.1),n 1

4 Q(5.2.1),2n Q(5.2.2),n
13
29

5 Q(5.2.1),2n Q(5.2.3),n
1
3

6 Q(5.2.2),2n Q(5.1.1),n
168
235

7 Q(5.2.2),2n Q(5.1.3),n
28
15

8 Q(5.2.2),2n Q(5.2.2),n 1

9 Q(5.2.2),2n Q(5.2.3),n
1
3

10 Q(5.2.3),2n Q(5.2.3),n 1

Таблица 16: Двойки (Q′, Q′′) от отрицателно дефинитни квадратурни формули от ред 4
с най-добрата константа c, за която са изпълнени условията на Теорема 5.

Доказателство на Теорема 6. Всичко, което трябва да направим е да проверим
дали

Q̂ = (c+ 1)Q′ − cQ′′

е положително дефинитна от ред 4. Разглеждаме K4(Q̂; ·) в околностите на краищата
на интервала [0, 1] - там където ядрото на Пеано е повлияно от формулите за числено ди-
ференциране, приложени за конструирането на Q′ и Q′′. В тези околности елиминираме
зависимостта от n с подходяща смяна на променливата и изследваме получената сплайн
функция, която не зависи от n. Когато сме далече от тези околности на краищата на
интеграционния интервал прилагаме Твърдения 1 – 2 за да получим най-опростените
представяния на K4(Q̂; ·) . Доказателството, че K4(Q̂; ·) не си сменя знака в (0, 1) се
състои от елементарни (и понякога досадни) изчисления. Затова детайлно ще изложим
доказателството само на един случай - този с номер 9 в Таблица 16. За другите случаи
доказателството на дефинитността по същество и идея не се различава.

Интервалът, който не е повлиян от формулите за числено диференциране, приложени
за построяването на Q′ и Q′′ в случай 9 в Таблица 16, е [y1,n, yn−1,n]. От Твърдение 2 за
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t ∈ [y1,n, yn−1,n] имаме

K4(Q̂; t) =
c+ 1

(2n)4
[
B̃4(2n t−

1

2
)−B4(1/2)

]
− c

n4
[
B̃4(n t−

1

2
)−B4(1/2)

]
.

Ще покажем, че функцията

ϕ(t) = ϕ(c; t) := (c+ 1)
[
B̃4(2n t− 1/2)−B4(1/2)

]
− 16c

[
B̃4(n t− 1/2)−B4(1/2)

]
е неотрицателна за всяко t ∈ R тогава и само тогава, когато c ≥ 1

3 . Тъй като ϕ е перио-
дична функция с период 1/n, ние ще разглеждаме нейното поведение само в интервала
[0, 1/n].

Разглеждаме първо случая t ∈ [0, 1
4n ] ∪ [ 3

4n ,
1
n ]. Ако t ∈ [0, 1

4n ], то полагаме t = 1−2u
4n ,

а ако t ∈ [ 3
4n ,

1
n ], то полагането е t = 3+2u

4n при u ∈
[
0, 12
]
. И в двата случая имаме

B̃4(2n t− 1/2) = B4(u) и B̃4(n t− 1/2) = B4((2u+ 1)/4), следователно

ϕ(c; t) = (c+ 1)
[
B4(u)−B4(1/2)

]
− 16c

[
B4((2u+ 1)/4)−B4(1/2)

]
=

(2u− 1)2
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[
c− 1 + 4u(1− u)

6

]
, u ∈ [0, 1/2] .

Последният израз е неотрицателен за всяко u ∈ [0, 1/2] тогава и само тогава, когато
c ≥ 1/3.

По-нататък разглеждаме ϕ(t) при t ∈ [ 1
4n ,

3
4n ]. За t ∈ [ 1

4n ,
1
2n ] полагавме t = 1−u

2n , а
при t ∈ [ 1

2n ,
3
4n ] правим субституцията t = 1+u

2n при u ∈
[
0, 12
]
. И в двата случая имаме

B̃4(2n t− 1/2) = B4(u+ 1/2) и B̃4(n t− 1/2) = B4(u/2), следователно

ϕ(c; t) = (c+ 1)
[
B4(u+ 1/2)−B4(1/2)

]
− 16c

[
B4(u/2)−B4(1/2)

]
=

c

48

(
8u3 − 9u2 + 2

)
− 1

48
u2(1− 2u2) , u ∈ [0, 1/2] .

Тъй като ϕ е монотонно растяща функция на c и ϕ(1/3; t) = (3u4+4u3−6u2+1)/72 > 0,
u ∈ [0, 1/2], ние заключаваме, че ϕ(t) ≥ 0 и в този случай при c ≥ 1/3. Следователно за
c ≥ 1/3 и t ∈ [y1,n, yn−1,n], K4(Q̂; t) = (2n)−4 ϕ(c; t) ≥ 0.

От това, че Q̂ = (c + 1)Q′ − cQ′′ е симетрична квадратурна формула, остава да
се покаже (за c = 1/3), че K4(Q̂; t) ≥ 0 при t ∈ [0, y1,n]. В предишната глава такива
проверки баха направени многократно, затова тук ще пропуснем детайлите.

Нека накратко да коментираме останалите двойки от квадратури в Таблица 16. Ог-
раничението върху c за двойките квадратури в редовете 1− 4, 6− 8 и 10 от Таблица 16
произтича от факта, че квадратурната формула Q̂ може да бъде положително дефи-
нитна от ред 4 само когато коефициентът пред f(0) в Q̂ е неотрицателен, което лесно
следва от явния вид на K4(Q̂; t) . Всъщност, стойностите на c в Таблица 16 в тези случаи
са тези, за които квадратурата Q̂ е от отворен тип. Оказва се, че посочените стойности
на c осигуряват положителната дефинитност на Q̂ . �

Теорема 7. Предположенията на Теорема 5 са изпълнени за двойките (Q′, Q′′) от
положително дефинитни квадратурни формули и с възможно най-добрите константи
c, дадени в Таблица 17.

Доказателство на Теорема 7. Трябва да докажем, че Q̂ = (c + 1)Q′ − cQ′′

е отрицателно дефинитна от ред 4. Два са случаите при които може да се наруши
условието K4(Q̂; t) ≤ 0 докато намаляваме c:
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No. Q′ Q′′ c

1′ Q(5.3.1),2n Q(5.3.1),n 1.104931

2′ Q(5.3.2),2n Q(5.3.1),n
1
3

3′ Q(5.3.2),2n Q(5.3.2),n 1.803456

4′ Q(5.3.2),2n Q(5.3.3),n 1.088270

5′ Q(5.3.2),2n Q(5.4.2),n 1.207773

6′ Q(5.3.3),2n Q(5.3.1),n
1
3

7′ Q(5.3.3),2n Q(5.3.3),n 1.601589

8′ Q(5.3.3),2n Q(5.4.2),n 1.828256

Таблица 17: Двойки (Q′, Q′′) от положително дефинитни квадратурни формули от ред 4
с най-добрата константа c, за която са изпълнени условията на Теорема 5.

1) Условието е нарушено в околностите на краищата на интервала [0, 1], които съдър-
жат възлите на формулите за числено диференциране изпалзвани за получаване
на квадратурните формули Q′ и Q′′. Тогава най-добрата възможна константа c
е числено пресметната нула на резултантата на полинома от четвърта степен, с
който съответното ядро на Пеано съвпада.

2) Условието е нарушено във вътрешността на интервала, т.е. извън околностите на
точките 0 и 1 от предходния параграф. В този случай прилагаме Твърдения 3 и 4,
за да получим по-опростен вид на K4(Q̂; ·) . Тази ситуация се случва в случаите 2′

и 5′ в Таблица 17.

Ще разгледаме детайлно случая 2′ от Таблица 17. Интервалът, който не е засегнат
от формулите за числено диференциране, приложени за получаването на Q′ и Q′′ е
[y1,n, yn−1,n]. От Твърдение 3, при t ∈ [y1,n, yn−1,n] имаме

K4(Q̂; t) =
c+ 1

(2n)4
[
B̃4(2n t)−B4(0)

]
− c

(n)4
[
B̃4(n t)−B4(0)

]
=: ψ(c; t) .

Тъй като ψ(t) = ψ(c; t) е периодична функция с период 1/n, ние може да ограничим
изследването й върху интервала [ 1

2n ,
3
2n ].

Ако t ∈ [ 1
2n ,

1
n ], полагаме t = (1/2 + u)/n, u ∈ [0, 1/2], откъдето B̃4(2n t) = B4(2u) и

B̃4(n t) = B4(u+ 1/2). Тогава

ψ(c; (1/2 + u)/n) =
(1− 2u)2

384n4
[
4u2 − (4u+ 1)c

]
, u ∈ [0, 1/2] ,

и функцията е неположителна за всяко u ∈ [0, 1/2] тогава и само тогава, когато c ≥ 1/3.
Ако t ∈ [ 1n ,

3
2n ], полагаме t = (u+ 1)/n, u ∈ [0, 1/2], то B̃4(2n t) = B4(2u) и B̃4(n t) =

B4(u). Сега

ψ(c; (u+ 1)/n) =
u2

96n4
[
(1− 2u)2 − (3− 4u)c

]
, u ∈ [0, 1/2] ,
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и тя е неположителна за всяко u ∈ [0, 1/2] тогава и само тогава, когато c ≥ 1/3 .
Следователно K4(Q̃; t) ≤ 0 за t ∈ [y1,n, yn−1,n] тогава и само тогава, когато c ≥ 1/3.

При това, c = 1/3 е най-малката стойност на константата c, за която Q̂ = (c + 1)Q′ −
cQ′′ може да бъде отрицателно дефинитна от ред 4, където (Q′, Q′′) е някоя двойка
от положително дефинитни квадратурни формули от четвърти ред, конструирани по
схемата, описана в раздел 5.3.

Поради това, че Q̂ = (c+ 1)Q′ − cQ′′ е симетрична, остава да се покаже за c = 1/3,
че K4(Q̂; t) ≤ 0 за t ∈ [0, y1,n]. Последното неравенство е еквивалентно на

g(u) := u4 − 1

3
u3 − 64

27

(
u− 1

8

)3
+
+ 2

(
u− 1

6

)3
+
+

8

9

(
u− 1

4

)3
+
−
(
u− 1

3

)3
+
≤ 0

за u ∈ [0, 1/2], което лесно се проверява, че е вярно. �

6.3 Числени експерименти с дефинитни квадратурни формули

Тествахме ефективността на апостериорните оценки на грешката за двойките квадра-
турни формули (Q′, Q′′) от Теореми 6 и 7 със следните функции

f(x) = ex , g(x) = −
e−x log

(
1+x
2

)
√
1 + x

,

които са изпъкнали от четвърти ред и които са използвани за числени експерименти и
в [30].

В следващите таблици номерирането на редовете съответства с това в Таблица 16 и
Таблица 17. Означаваме с UEB(Q′) и UEB(Q′′) горните граници на |R[Q′; ·]| и |R[Q′′; ·]|
от Теорема 5 (ii), (iii), т.e.,

UEB(Q′) := c |Q′[·]−Q′′[·]|, UEB(Q′′) := (c+ 1) |Q′[·]−Q′′[·]| .

Числената стойност на I[f ] е e− 1 = 1.71828182845905 . . ., което ни позволява да оценим
коефициента на свръхоценяване на грешката

EOF (Q′) :=
UEB(Q′)∣∣e− 1−Q′[f ]

∣∣ , EOF (Q′′) :=
UEB(Q′′)∣∣e− 1−Q′′[f ]

∣∣ .
В Таблици 18 и 19 са представени горните граници на грешките на двойките квад-

ратури с еднаква дефинитност (получени посредством Теорема 5), приложени за двете
функции. Въпреки че границите на грешката, получени чрез ядра на Пеано могат мно-
гократно да превишават действителната грешка, от Таблици 20 и 21 забелязваме, че
коефициентът на свръхоценяване на грешката за подинтегралната функция f варира
между 1.250 и 2.770 за Q′′, а този коефициент се изменя между 5.017 и 32.265 за Q′.
Заключението, което може да направим е, че коефициентът на свръхоценяване на греш-
ката на Q′ е по-голям в сравнение с коефициента на Q′′, въпреки че Q′ апроксимира
по-добре в сравнение с Q′′.

Друг често използван метод за получаване на граници на грешката на дефинитни
квадратурни формули е чрез константите на грешката на дефинитните квадратурини
формули. За прилагането му обаче се предполага, че се известна големината (или оцен-
ка за големината) на съответните производни на подинтегралната функция, което не
винаги е така. В случая, за f(x) = ex имаме ‖f (4)‖C[0,1] = e, откъдето алтернативният
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No. функция n UEB(Q′′) UEB(Q′)

1
f

16 1.185470× 10−7 3.059277× 10−8

32 5.002987× 10−9 1.291094× 10−9

g
16 1.649934× 10−6 4.257895× 10−7

32 7.169642× 10−8 1.850230× 10−8

2
f

16 5.705361× 10−8 2.299835× 10−8

32 3.349895× 10−9 1.350345× 10−9

g
16 6.491140× 10−7 2.616583× 10−7

32 3.755306× 10−8 1.513767× 10−8

3
f

16 5.532122× 10−8 2.7660612× 10−8

32 3.595001× 10−9 1.797501× 10−9

g
16 5.544449× 10−7 2.772225× 10−7

32 3.714587× 10−8 1.857293× 10−8

4
f

16 4.225819× 10−8 1.307991× 10−8

32 2.672439× 10−9 8.271836× 10−10

g
16 4.424182× 10−7 1.369390× 10−7

32 2.826747× 10−8 8.749454× 10−9

5
f

16 3.989191× 10−8 9.972978× 10−9

32 2.491356× 10−9 6.228390× 10−10

g
16 4.263511× 10−7 1.065878× 10−7

32 2.664889× 10−8 6.662222× 10−9

6
f

16 1.507502× 10−7 6.284377× 10−8

32 6.362935× 10−9 2.652539× 10−9

g
16 2.097657× 10−6 8.744576× 10−7

32 9.116981× 10−8 3.800627× 10−8

7
f

16 9.748817× 10−8 6.348067× 10−8

32 5.727750× 10−9 3.729697× 10−9

g
16 1.107997× 10−6 7.214863× 10−7

32 6.416980× 10−8 4.178499× 10−8

8
f

16 5.826103× 10−8 2.913052× 10−8

32 3.687516× 10−9 1.843758× 10−9

g
16 6.090684× 10−7 3.045342× 10−7

32 3.897487× 10−8 1.948744× 10−8

9
f

16 3.982824× 10−8 9.957059× 10−9

32 2.489359× 10−9 6.223397× 10−10

g
16 4.250910× 10−7 1.062728× 10−7

32 2.660812× 10−8 6.652030× 10−9

10
f

16 5.969583× 10−8 2.984792× 10−8

32 3.732580× 10−9 1.866290× 10−9

g
16 6.366992× 10−7 3.183496× 10−7

32 3.988215× 10−8 1.994108× 10−8

Таблица 18: Горните граници за |R[Q′; ·]| и |R[Q′′; ·]| за квадратурите от Таблица 16

коефициент на свръхоценяване на грешката на дефинитната квадратурна формула Q
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No. функция n UEB(Q′′) UEB(Q′)

1′
f

16 7.116023× 10−8 3.735379× 10−8

32 4.469450× 10−9 2.346126× 10−9

g
16 7.531236× 10−7 3.953334× 10−7

32 4.755942× 10−8 2.496513× 10−8

2′
f

16 4.512486× 10−8 1.128121× 10−8

32 2.832652× 10−9 7.081631× 10−10

g
16 4.780484× 10−7 1.195121× 10−7

32 3.015767× 10−8 7.539417× 10−9

3′
f

16 9.156021× 10−8 5.890044× 10−8

32 5.851626× 10−9 3.764336× 10−9

g
16 9.417014× 10−7 6.057941× 10−7

32 6.131762× 10−8 3.944546× 10−8

4′
f

16 6.899472× 10−8 3.595554× 10−8

32 4.383757× 10−9 2.284528× 10−9

g
16 7.162171× 10−7 3.732456× 10−7

32 4.616836× 10−8 2.405994× 10−8

5′
f

16 7.078328× 10−8 3.872234× 10−8

32 4.566953× 10−9 2.498374× 10−9

g
16 7.138462× 10−7 3.905130× 10−7

32 4.741720× 10−8 2.593981× 10−8

6′
f

16 4.510894× 10−8 1.127723× 10−8

32 2.832153× 10−9 7.080382× 10−10

g
16 4.777333× 10−7 1.194333× 10−7

32 3.014747× 10−8 7.536869× 10−9

7′
f

16 8.592330× 10−8 5.289606× 10−8

32 5.460357× 10−9 3.361503× 10−9

g
16 8.916563× 10−7 5.489210× 10−7

32 5.749714× 10−8 3.539636× 10−8

8′
f

16 9.064278× 10−8 5.859378× 10−8

32 5.849412× 10−9 3.781208× 10−9

g
16 9.138007× 10−7 5.907038× 10−7

32 6.072194× 10−8 3.925219× 10−8

Таблица 19: Горните граници за |R[Q′; ·]| и |R[Q′′; ·]| за квадратурите от Таблица 17

от ред 4 е

EOF1(Q) :=
e |c4(Q)|∣∣e− 1−Q[f ]

∣∣ .
Резултатите за този коефициент са представени също в Таблици 20 и 21. Отбелязваме,
че в конкретния случай EOF1 варира слабо между 1.537 и 1.59.

До сега се фокусирахме върху приложението на Теорема 5 за оценка на грешката на
двойки дефинитни квадратурни формули от един и същ тип дефинитност. Разбира се,
не трябва да пренебрегваме и класическия метод за оценка на интеграла чрез двойка
дефинитни квадратурни формули с противоположен тип дефинитност.

Нека да разгледаме например двойката дефинитни квадратурни формули (Q′, Q′′) =
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No. n EOF (Q′′) EOF (Q′) EOF1(Q
′′) EOF1(Q

′)

1
16 15.936 1.319 1.586 1.537
32 10.564 1.305 1.584 1.537

2
16 11.980 1.586 1.586 1.573
32 11.049 1.579 1.584 1.576

3
16 14.409 1.870 1.586 1.590
32 14.707 1.873 1.584 1.586

4
16 6.813 1.359 1.586 1.585
32 6.768 1.358 1.584 1.583

5
16 5.195 1.253 1.586 1.582
32 5.096 1.251 1.584 1.582

6
16 31.941 1.677 1.583 1.537
32 21.440 1.660 1.583 1.537

7
16 32.265 2.710 1.583 1.573
32 30.147 2.770 1.583 1.576

8
16 14.806 1.873 1.583 1.584
32 14.903 1.874 1.583 1.583

9
16 5.061 1.125 1.583 1.582
32 5.030 1.250 1.583 1.582

10
16 14.993 1.874 1.582 1.582
32 14.997 1.875 1.582 1.582

Таблица 20: Коефициенти на свръхоценяване на грешката за квадратурните формули
от Таблица 16.

No. n EOF (Q′′) EOF (Q′) EOF1(Q
′′) EOF1(Q

′)

1′
16 16.490 1.973 1.583 1.583
32 16.532 1.973 1.582 1.583

2′
16 5.063 1.251 1.584 1.583
32 5.031 1.250 1.583 1.583

3′
16 26.436 2.624 1.584 1.587
32 26.746 2.626 1.583 1.584

4′
16 16.138 1.956 1.584 1.586
32 16.232 1.957 1.583 1.584

5′
16 17.380 2.064 1.584 1.589
32 17.751 2.067 1.583 1.585

6′
16 5.035 1.251 1.584 1.583
32 5.017 2.250 1.583 1.583

7′
16 23.615 2.436 1.584 1.586
32 23.820 2.438 1.583 1.584

8′
16 26.158 2.644 1.584 1.589
32 26.794 2.648 1.583 1.585

Таблица 21: Коефициенти на свръхоценяване на грешката за квадратурните формули
от Таблица 17.
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(Q(5.1.3),n, Q(5.3.3),n), които са съответно отрицателно и положително дефинитни от чет-
върти ред. Q′ и Q′′ имат общо n+ 7 възли. Следвайки Шмайсер [30], полагаме

Ĩ− := Q′, Ĩ+ := Q′′, M :=
Ĩ− + Ĩ+

2
, F :=

|Ĩ− − Ĩ+|
2

,

следователно за подинтегрални функции, които са изпъкнали от четвърти ред, F ни
дава горна граница на грешката на численото приближаване на определения интеграл
чрез M .

функция n M F

f

12 1.71828183227 1.141× 10−7

28 1.71828182838 3.732× 10−9

60 1.71828182845 1.747× 10−10

g

12 0.20618061399 1.234× 10−6

28 0.20618051587 4.050× 10−8

60 0.20618051540 1.885× 10−9

Таблица 22: Апроксимация на I[f ] и I[g] чрез средната стойност M и границите на
грешката за двойката дефинитни квадратурни формули (Q(5.1.3),n, Q(5.3.3),n) с различна
дефинитност при n = 12, 28, 60.

Стойностите 12, 28, 60 на n в Таблица 22 съответстват на 19, 35, 67 възли общо в
Q′ и Q′′ и също така на стойностите 16, 32, 64 в [30, Table 2]. Видно е, че грешката на
апроксимация F в Таблица 22 се изменя подобно на направените вече наблюдения.
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6.4 Бележки и заключения

1. В [30] Шмайсер предлага две редици от асимптотически оптимални дефинитни квад-
ратурни формули от четвърти ред, които са от отворен тип, т. е. сред възлите на квад-
ратурите не участват краищата на интеграционния интервал. Ние ще отбележим, че
тези дефинитни квадратурни формули могат да бъдат получени по схемата (5.7) с мал-
ки модификации на D1 (и съответно на D̃1). Наистина, формулите (45) и (47) в [30] се
получават от (5.7) със следните формули за числено диференциране:

D1[f ] = D1(x0,n, x1,n, x2,n, x3,n, x4,n)[f ]

D1[f ] = D1(x0,n, y1,n, x1,n, x2,n, x3,n)[f ].

Тук с D1(t)[f ] е означена пет-точковата формула за числено апроксимиране на f ′(0) с
възлите t = (0, t1, t2, t3, t4, t5) и с фиксиран коефициент пред f(0), равен на −6n. Идеята
за използване на именно такава формула за числено диференциране е при заместването
да се получат квадратурни формули от отворен тип, т.е. да се елиминират коефициен-
тите пред f(0) и f(1).

Като използваме формулата за числено диференциране

D1[f ] = −6n f(x0,n) +
46n

3
f(y1,n)− 17n f(x1,n) + 10n f(y2,n)−

7n

3
f(x2,n)

в схемата (5.7), получаваме (n + 3)-точковата (n ≥ 5) положително дефинитна квадра-
турна формула от ред 4

Qn+3[f ] =
23

18n
[f(y1,n) + f(yn,n)]−

5

12n
[f(x1,n) + f(xn−1,n)]

+
5

6n
[f(y2,n)+f(yn−1,n)]+

29

36n
[f(x2,n)+f(xn−2,n)]+

1

n

n−3∑
k=3

f(xk,n)

с константа на грешката

c4(Qn+3) =
1

720n4

(
1 +

55

4n

)
.

Сравнена с константите на грешката на (45) и (47) от [30] когато се използват същия
брой възли, например m, за m ≥ 23 константата на грешката на горната квадратурна
формула е по-добра, т. е. по-малка. Трябва да признаем, че тази константа, както и
константите на грешката на останалите получени в Глава 5 положително дефинитни
квадратурни формули от ред 4, макар и асимптотически най-добри, остават по-лоши (т.е.
по-големи) от константата на грешката на m-точковата Гаусова квадратурна формула
QGm за пространството от кубични сплайни с двукратни равноотдалечени възли, която
е конструирана в [27] и за която имаме (виж [27, Corollary 2.3])

c4(Q
G
m) =

1

720 (m− 1)4

(
1− 1.30435

m− 1

)
.

За нас обаче приложимостта на Теорема 5 е с по-голям приоритет от големината на
константата на грешката (отчитайки все пак, че работим с асимптотически оптимални
квадратурни формули). Други предимства са явният вид на възлите и коефициентите,
което елиминира до голяма степен грижите свързани с точността на пресмятането им.
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2. Неслучайно Таблица 16 не съдържа двойки отрицателно дефинитни квадратурни
формули от ред 4 от вида

(Q′, Q′′) = (Q(5.1.∗),2n, Q(5.1.∗),n)

или
(Q′, Q′′) = (Q(5.1.∗),2n, Q(5.2.∗),n).

Причината е, че при такива комбинации квадратурната формула Q̂ = (c + 1)Q′ − cQ′′
не може да бъде положително дефинитна от ред 4 за c > 0. Наистина, в първия случай
съгласно Твърдение 1, далеч от околностите на краищата на интервала [0, 1], върху
които се простират възлите на формулите за числено диференциране използвани при
построяването на Q′ и Q′′, имаме

K4(Q̂; t) =
c+ 1

(2n)4
[
B̃4(2n t)−B4(1/2)

]
− c

(n)4
[
B̃4(n t)−B4(1/2)

]
,

и K4(Q̂; yk,n) < 0, защото първото събираемо е отрицателно, а второто е равно на нула.
Във втория случай във вътрешността на интервала от Твърдение 1 и 2 имаме

K4(Q̂; t) =
c+ 1

(2n)4
[
B̃4(2n t)−B4(1/2)

]
− c

(n)4
[
B̃4(n t− 1/2)−B4(1/2)

]
и отново K4(Q̂;xk,n) < 0, тъй като първото събираемо е отрицателно, а второто е равно
на нула.

3. Поради същите причини Таблица 17 не може да съдържа двойки положително
дефинитни квадратурни формули от ред 4 от вида (Q′, Q′′) = (Q(5.4.∗),2n, Q(5.4.∗),n) или
(Q′, Q′′) = (Q(5.4.∗),2n, Q(5.3.∗),n). Наистина, във вътрешността на интервала [0, 1] в първия
случай въз основа на Твърдение 4 имаме K4(Q̂; yk,n) > 0, докато във втория случай от
Твърдения 3 и 4 получаваме отново K4(Q̂;xk,n) > 0.

4. Едни от първите резултати за монотонност на остатъците на квадратурни фор-
мули принадлежат на Нюман [22]. Условия и критерии за монотонност на остатъците
на квадратурите и конкретно за остатъците на съставните квадратури от Гаусов тип от
гледна точка на техните ядра на Пеано са изведени в [11, 12, 24, 24, 13]. Квадратур-
ните формули, построени в Глава 5, не са съставни квадратурни формули, и подходът,
който използваме за доказателството на монотоността на остатъците в Теорема 5 (i) е
подобен на този използван в [17], т. е. основава се на наличието на общи двойни нули на
отместените Бернулиеви моносплайни.

5. Изборът ни за построяване на симетрични квадратурни формули в настоящата
дисертация е продиктуван единствено от съображения за простота. Подходът може да
се използва и за получаване на несиметрични дефинитни квадратурни формули с под-
ходящ избор на различни формули за числено диференциране в двата края на интегра-
ционния интервал. Предложеният метод може да бъде успешно приложен за получаване
на асимптотически оптимални и/или дефинитни квадратурни формули от по-висок ред.
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8 Основни научни приноси

По мнение на автора основните приноси на дисертационния труд са:

1. Предложен е алгоритъм за численото пресмятане на Гаусови квадратурни форму-
ли за пространства от кубични сплайни с равноотдалечени възли.

2. Намерени са асимптотически оптимални квадратурни формули в Соболевите кла-
сове W 3

p за 1 ≤ p ≤ ∞ и W 4
p при p = 1, 2, ∞. Пресметнати са константите на грешките.

Тези квадратурни формули имат явен вид, при това възлите и коефициентите им са
рационални числа.

3. Построени са асимптотически оптимални дефинитни квадратурни формули от
четвърти ред и са изчислени константите на грешките им. Отново квадратурите са в
явен вид, като възлите и теглата им са рационални числа.

4. Доказани са достатъчни условия за монотонност на остатъците на дефинитни
квадратурни формули и апостериорни оценки за грешката на дефинитни квадратурни
формули. Тези условия са приложими за някои от построените асимптотически опти-
мални дефинитни квадратурни формули от 4 ред. Показана е тяхната ефективност.
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