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Ãëàâà 0

Óâîä

Îãðàíè÷åíà îáëàñò D ⊂ CN å ñèìåòðè÷íà, àêî çà âñÿêà òî÷êà z ∈ D ñúùåñòâóâà õî-
ëîìîðôíà èíâîëþöèÿ σz : D → D ñ åäèíñòâåíà ôèêñèðàíà òî÷êà z. Âñÿêà îãðàíè÷åíà
ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K å õîìîãåííî ïðîñòðàíñòâî íà ðåäóêòèâíà ãðóïà íà Ëè
G. Îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D å íåïðèâîäèìà, àêî íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êà-
òî äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà îãðàíè÷åíè ñèìåòðè÷íè îáëàñòè ñ ïî-ìàëêà ðàçìåðíîñò.
Êîìïëåêñíîòî 2-ìåðíî êúëáî B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 < 1} å åäèíñòâåíàòà
íåïðèâîäèìà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò ñ êîìïëåêñíà ðàçìåðíîñò 2.

Áëàãîäàðåíèå íà õîìîãåííîñòòà ñè îòíîñíî äåéñòâèåòî íà óíèòàðíàòà ãðóïà

U(1, 2) =
{
g ∈ GL(3,C) |H1,2(gz, gz′) = H1,2(z, z′), ∀z, z′ ∈ B

}
íà åðìèòîâà ôîðìà H1,2 : C3 → C3 ñúñ ñèãíàòóðà (1, 2), êúëáîòî B èìà ìíîãî ôàêòîðè
B/Γ ïî äèñêðåòíè ïîäãðóïè Γ < U(1, 2). Íàé-èíòåðåñíè ñà ôàêòîðèòå B/Γ ñ êðàåí
U(1, 2)-èíâàðèàíòåí îáåì, ÷èèòî ñúîòâåòíè ãðóïè Γ ñå íàðè÷àò ðåøåòêè íà U(1, 2).
Ðåøåòêà Γ < U(1, 2) å àðèòìåòè÷íà, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëîâî ïîëå Q ⊆ k ⊂ C ñ
ïðúñòåí îò öåëè ÷èñëà Ok, òàêà ÷å Γ ∩GL(3,Ok) å ñ êðàåí èíäåêñ â Γ è â GL(3,Ok).

Ðåàëíèÿò ðàíã íà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K å ìàêñèìàëíàòà ðàç-
ìåðíîñò íà àáåëåâà ïîäãðóïà A < G < GL(N,C), ÷èèòî åëåìåíòè ñå äèàãîíàëèçèðàò
åäíîâðåìåííî íàä R. Ìàðãóëèñ äîêàçâà â [34], ÷å âñè÷êè ðåøåòêè Γ â ãðóïàòà G îò
õîëîìîðôíè èçîìåòðèè íà íåïðèâîäèìà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà ïáëàñò D = G/K ñ
ðåàëåí ðàíã ≥ 2 ñà àðèòìåòè÷íè. Êîìïëåêñíîòî 2-ìåðíî êúëáî å íåïðèâîäèìà îãðàíè-
÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò ñ ðåàëåí ðàíã 1 è íåãîâàòà ãðóïà îò õîëîìîðôíè èçîìåòðèè
U(1, 2) èìà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè. Ïúðâèòå ïðèìåðè çà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè
Γ < U(1, 2) ñå ïîÿâÿâàò â ñòàòèÿòà íà Ìîñòîâ [38] îò 1980ã. Ïî-íàòàòúøíè êîíñòðóê-
öèè ñå äúëæàò íà ñòàòèèòå [9], [10] íà Äåëèí-Ìîñòîâ, ñòàòèèòå [11], [12] íà Äåðî,
ñòàòèèòå [13], [14] íà Äåðî, Ïàðêúð è Ïóïå è ò.í. Ìèíàëàòà ãîäèíà, Áàëäè è Óëìî
äîêàçâàò â [4], ÷å àêî ôàêòîð B/Γ ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2) ñúäúðæà áåçáðîéíî ìíîãî
ìàêñèìàëíè êîìïëåêñíè íàïúëíî ãåîäåçè÷íè ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òî Γ å àðèòìåòè÷íà
ðåøåòêà. Íàøèÿò ïîäõîä çà èçó÷àâàíå íà íåêîìïàêòíèòå ôàêòîðè B/Γ íà êúëáîòî ñ
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñå ïðèëàãà åäíîâðåìåííî êúì àðèòìå-
òè÷íè è íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < U(1, 2).
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Ãëàäêèòå êîìïàêòíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ ñå õàðàêòåðèçèðàò òîïîëîãè÷íî ÷ðåç
ðàâåíñòâî íà òåõíèòå ÷èñëà íà ×úðí. Äà íàïîìíèì, ÷å çà ïðîèçâîëíà êîìïëåêñíà ïðî-
åêòèâíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C), ÷èñëîòî íà ×úðí c2(X) ∈ Z å Îéëåðîâàòà õàðàêòå-
ðèñòèêà íà X, à c2

1(X) = K2
X ∈ Z å èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà êàíîíè÷íèÿ äèâèçîð

KX íà X. Ñòàòèÿòà [48] íà Âàí äå Âåí îò 1966ã. äîêàçâà, ÷å ìèíèìàëíèòå êîìïëåêñíè
ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî c2

1(X) ≤ 8c2(X).
Ïî-êúñíî, â [5] Áîãîìîëîâ ïîäîáðÿâà òàçè îöåíêà ñ c2

1(X) ≤ 4c2(X). Êàòî ñëåäñòâèå
îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ìîíæ-Àìïåð, ñòàòèÿòà íà ßî [49]
óñòàíîâÿâà, ÷å ãëàäêà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C) îò îáù òèï å ôàêòîð íà
êúëáîòî X = B/Γ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî c2

1(X) = 3c2(X). Ñúùèÿò ðåçóëòàò å
äîêàçàí íåçàâèñèìî îò Ìèÿîêà â [35]. Ìíîãî àâòîðè íàðè÷àò c2

1(X) = 3c2(X) ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî.

×ðåç àëãåáðè÷íà òåîðèÿ íà ÷èñëàòà, Ïðàñàä è Þíã óñòàíîâÿâàò ñúùåñòâóâàíåòî
íà êðàåí áðîé àðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäúê êîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ.
Òå äîêàçâàò, ÷å âñÿêà òàêàâà ðåøåòêà Γ îòãîâàðÿ íà íàïúëíî ðåàëíî ÷èñëîâî ïîëå
k, ïðîñòà àëãåáðè÷íà ãðóïà G(k) íàä k, ÷èñòî èìàãèíåðíî êâàäðàòè÷íî ðàçøèðåíèå
l ⊃ k è àëãåáðà ñ äåëåíèå D ñ öåíòúð l. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí êëàñ îò äèñêðåòíè
íîðìèðàíèÿ νo íà k, òàêà ÷å ãðóïàòà G(kνo) ' SU(1, 2) íàä ïîïúëíåíèåòî kνo ' R å
íåêîìïàêòíà. Çà âñåêè äðóã íåàðõèìåäîâ êëàñ îò äèñêðåòíè íîðìèðàíèÿ ν 6= νo íà
k, ãðóïàòà G(kν) ' SU(3) å êîìïàêòíà. Ñëåä êëàñèôèêàöèÿ íà k, l è D, Ïðàñàä è
Þíã îïèñâàò àðèòìåòè÷íèòå ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäúê êîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ.
Èçïîëçâàéêè êîìïþòúðíè èìïëåìåíòàöèè, Êàðòðàéò è Ñòèãúð íàìèðàò â [8] ïðåä-
ñòàâÿíèÿ íà âñè÷êè àðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè
B/Γ.

Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò ðåøåòêèòå Γ < U(1, 2) èìàò íåêîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ.
Âúçíèêâà íåîáõîäèìîñòòà îò ïîñòðîÿâàíå íà êîìïàêòèôèêàöèè íà òàêèâà B/Γ. Ãðà-
íè÷íà òî÷êà z ∈ ∂B =

{
z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1

}
å Γ-ðàöèîíàëíà, àêî ðå-

øåòêàòà Γ < U(1, 2) ïðåñè÷à ñòàáèëèçàòîðà StabU(1,2)(z) â ðåøåòêà Γ∩StabU(1,2)(z) íà
StabU(1,2)(z).Ìíîæåñòâîòî ∂ΓB íà Γ-ðàöèîíàëíèòå ãðàíè÷íè òî÷êè íà B èìà äåéñòâèå
íà Γ ñ êðàåí áðîé îðáèòè, êîèòî ñå íàðè÷àò Γ-ïàðàáîëè÷íè òî÷êè. Îò ðåçóëòàòèòå íà
Áåéëè è Áîðåë îò [3] ñëåäâà, ÷å ïðèñúåäèíÿâàíåòî íà Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ
êúì B/Γ âîäè äî êîìïëåêñíî ïðîåêòèâíî ìíîãîîáðàçèå

B̂/Γ = (B/Γ)
∐

(∂ΓB/Γ) .

Äîðè êîãàòî ôàêòîðúò B/Γ å ãëàäúê, êîìïàêòèôèêàöèÿòà íà Áåéëè-Áîðåë B̂/Γ èìà
îñîáåíîñòè â Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ. Ðàçðåøåíèåòî íà ïàðàáîëè÷íèòå îñîáå-
íîñòè íà B̂/Γ äàâà òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ)′ íà B/Γ. Çà ïðîèçâîëíà
îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K è ïðîèçâîëíà ðåøåòêà Γ < G îò õîëîìîðô-
íè èçîìåòðèè íà D ñ íåêîìïàêòåí ôàêòîð D/Γ, òîðîèäàëíèòå êîìïàêòèôèêàöèè íà
D/Γ ñà ïîñòðîåíè îò Àø, Ìúìôîðä, Ðàïîïîðò è Òàè â [1].

Â [39] Ìúìôîðä îáîáùàâà ðàâåíñòâîòî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî c2
1(B/Γ) = 3c2(B/Γ)

çà ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ íà êúëáîòî è èçâåæäà íåãîâ àíàëîã çà ãëàäêèòå òî-
ðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′. Íåêà D := (B/Γ)′ \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàê-
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òèôèöèðàù äèâèçîð íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, c2(X,D) :=
e(X \D) = e (B/Γ) å Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ, à c1

2(X,D) := (KX +D)2 å
èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà ëîãàðèòìè÷íî-êàíîíè÷íèÿ äèâèçîð KX +D íà (X,D).
Ìúìôîðä äîêàçâà, ÷å àêî (X,D) å îò ëîãàðèòìè÷íî îáù òèï, ò.å., àêî äîñòàòú÷íî
âèñîêà òåíçîðíà ñòåïåí íà ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå, îòãîâàðÿùî íà KX +D çàäàâà ïðî-
åêòèâåí ìîðôèçúì íà X âúðõó ïîâúðõíèíà, òî c1

2(X,D) ≤ 3c2(X,D) ñ ðàâåíñòâî
c1

2(X,D) = 3c2(X,D) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàë-
íà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D. Îòñåãà íàòàòúê
ùå êàçâàìå, ÷å c1

2(X,D), c2(X,D) ñà ëîãàðèòìè÷íèòå ÷èñëà íà ×úðí íà (X,D), à
c1

2(X,D) = 3c2(X,D) å ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä èçó÷àâà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà
íåêîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).
Ïî-òî÷íî, òîé ñå êîíöåíòðèðà âúðõó êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

f : (B/Γ2)′ −→ (B/Γ1)′

íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ f : B/Γ2 → B/Γ1 íà ñúîòâåòíèòå ôàêòîðè íà êúëáîòî è âúðõó
íÿêîè ÷èñëîâè èíâàðèàíòè íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X = (B/Γ)′,
êîèòî ñà áèðàöèîíàëíè íà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B.
Ãîðåñïîìåíàòèòå îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèÿòà ñúñòàâÿò òðåòà è ÷åòâúðòà
ãëàâè. Íåêà L1 ' P1(C) å ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà âúðõó ïîâúðõíè-
íà X, ÷èåòî ñâèâàíå íå ïîðàæäà îñîáåíîñò. Òîãàâà èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà L1

å L2
1 = −1 è L1 ñå íàðè÷à íàêðàòêî (−1)-êðèâà âúðõó X. Ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíå-

íî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d ∈ N íà ãëàäêè ïîâúðõíèíè ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : L′′ → L′ îò ñòåïåí d íà îáåäèíåíèåòî L′ íà ðàöèîíàëíè-
òå (−1)-êðèâè âúðõó X1 ÷ðåç îáåäèíåíèåòî L′′ íà ãëàäêèòå ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè
âúðõó X2. Íåêà D

(j) := (B/Γj)′ \ (B/Γj) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð
íà B/Γj , à ρj : (B/Γj)′ → Yj å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìè-
íèìàëíà ïîâúðõíèíà Yj . Äèñåðòàöèÿòà ïîñòðîÿâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå
ìåæäó êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : (B/Γ2)′ → (B/Γ1)′ íà ãëàäêè òîðîè-
äàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàçêëîíåíèå ïîêðèòèÿ
f : B/Γ2 → B/Γ1 îò ñúùàòà ñòåïåí è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ : Y2 → Y1 íà
ñúîòâåòíèòå ìèíèìàëíè ìîäåëè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðè-
òèÿ ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ρ1

(
D(1)

)
îò ñúùàòà ñòåïåí. Ãîðåñïîìåíàòèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè

ïîêðèòèÿ çàäàâàò ÷àñòè÷íà íàðåäáà � â ìíîæåñòâîòî Σ íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîì-
ïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′. Ìèíèìàëíèòå åëåìåíòè (B/Γo)′ ∈ Σ îòíîñíî � ñå íàðè÷àò ïðè-
ìèòèâíè, à ìàêñèìàëíèòå (B/Γ1)′ ∈ Σ íàðè÷àìå íàñèòåíè. Ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà
óñòàíîâÿâà, ÷å âñÿêî (B/Γ)′ ∈ Σ äîìèíèðà íÿêàêúâ ïðèìèòèâåí åëåìåíò (B/Γ0)′ ∈ Σ.
Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà íàñèòåí åëåìåíò (B/Γ1)′ ∈ Σ
ñ (B/Γ1)′ � (B/Γ)′ å êðàéíîñòòà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) íà ìèíèìàëåí ìîäåë
Y íà (B/Γ)′. Òðåòàòà ãëàâà õàðàêòåðèçèðà íàñèòåíèòå è ïðèìèòèâíèòå (B/Γ)′ ∈ Σ ñ
íåïîëîæèòåëíà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(B/Γ)′ ∈ {−∞, 0}. Àêî β : X = (B/Γ)′ → Y
ñâèâà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè èD := X\(B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò
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êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà X, äîêàçâàìå ÷å îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò áèõîëîìîð-
ôèçìè Aut(X,D) å êðàéíà è èçîìîðôíà íà Aut(Y, β(D)).

Îñâåí ïîêðèòèÿòà íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′, äèñåðòàöè-
îíííèÿò òðóä äèñêóòèðà áðîÿ íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè è áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäå-
çè÷íèòå ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ çà ãëàäêè (B/Γ)′, ÷èéòî ìèíèìàëåí ìîäåë Y
èìà ðàçñëîåíèå r : Y → B ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïðàâè íàä åëèïòè÷íà êðèâà B. Îñíîâíî
ñðåäñòâî çà èçó÷àâàíå íà ãîðåñïîìåíàòèòå ÷èñëîâè èíâàðèàíòè å ëîãàðèòìè÷íîòî ðà-
âåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî íà äâîéêà (X,D), ñúñòàâåíà îò ãëàäêà òîðîèäàëíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ è íåéíèÿ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð

D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj

ñ ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj . Àêî β : X → Y å ñâèâàíåòî íà
íåïðèâîäèìèòå ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li ' P1(C) ' S2, 1 ≤ i ≤ s âúðõó
X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B,
äîêàçâàìå, ÷å Cj := β(Dj) ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè, âúðõó êîèòî ðàçñëîåíèåòî
r : Y → B ñå îãðàíè÷àâà äî êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ r|Cj : Cj → B îò ñòåïåí
dj ∈ N. Àêî dj = 1 çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k è âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B,
òî ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D çà 1 ≤ i ≤ s. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî dj > 1, òî
ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçðàçåíî ÷ðåç Li.D
çà 1 ≤ i ≤ s è ÷ðåç èíäåêñèòå íà ñàìîïðåñè÷àíå C2

j çà 1 ≤ j ≤ k. Òîâà ïîçâîëÿâà
èçâåæäàíåòî íà íåðàâåíñòâî âúðõó Li.D çà 1 ≤ i ≤ s. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñå óñòàíîâÿâà
íàëè÷èåòî íà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li\D ⊂ B/Γ, êîÿòî íå å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà
â B/Γ. Êàòî äðóãî ñëåäñòâèå îò ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî
ñà èçâåäåíè äîëíè ãðàíèöè âúðõó áðîÿ k íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, â çàâèñèìîñò
îò ñúùåñòâóâàíåòî èëè, ñúîòâåòíî, íåñúùåñòâóâàíåòî íà dj > 1. Çà ñðàâíèòåëíî ìàëêè
k ñà íàìåðåíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂
B/Γ â ñúîòâåòíèòå ñëó÷àè.

Äà ðàçãëåäàìå íàêðàòêî íÿêîè ðàáîòè íà äðóãè àâòîðè, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ îðè-
ãèíàëíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèÿòà. Ïîêðèòèÿòà íà ôàêòîðè íà B ïî ðåøåòêè
Γ < U(1, 2) ñà èçó÷àâàíè îò Óëóäàã, Ñòîóâúð, Äè ×åðáî è Ñòîóâúð è ò.í. Óëóäàã
ïîñòðîÿâà áåçêðàéíà ðåäèöà îò ðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ íà îñîáåíè ôàêòîðè íà êúëáî-
òî, êîèòî ñà áèðàöèîíàëíè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà P2(C). Â [45] Ñòîóâúð ïîêàçâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò òî÷íî äâà îñîáåíè íåêîìïàêòíè ôàêòîðà íà êúëáîòî B/Γ1, B/Γ2 ñ ìèíè-
ìàëåí èíâàðèàíòåí îáåì è ïðîèçâîëåí ãëàäúê íåêîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ ñ ìèíèìàëåí
îáåì èëè, åêâèâàëåíòíî, ñ ìèíèìàëíà Îéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà 1, å ïîêðèòèå íà B/Γ1

èëè íà B/Γ2 îò ñòåïåí 72. Ñòàòèÿòà [18] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð óñòàíîâÿâà, ÷å ñúùåñò-
âóâàò ïåò ôàêòîðà íà êúëáîòî B/Γj , 1 ≤ j ≤ 5 ñ ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè
(B/Γj)′ è Îéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà e(B/Γj) = 1. Åäèí îò òÿõ, B/Γ1 = B/ΓHir å ïðèìå-
ðúò íà Õèðöåáðóõ îò [25] ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë AHir. Îñòàíàëèòå - B/Γ2, . . . ,B/Γ5

ñà áèðàöèîíàëíè íà áè-åëèïòè÷íè ïîâúðõíèíè. Â [16] Äè ×åðáî è Ñòîóâúð äîêàçâàò,
÷å ïðîèçâîëíî ïîêðèòèå íà Ãàëîà ζG : A → AHir = A/G ñ êðàéíà ãðóïà íà Ãàëîà G
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áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, îòãîâàðÿ íà íåðàçêëîíåíî G-Ãàëîà ïîêðèòèå

ζ ′G : B/ΓG −→ B/ΓHir = (B/ΓG)/G

íà ôàêòîðè íà êúëáîòî. Ðàçãëåæäàíèÿòà îò Ãëàâà 3 îáîáùàâàò ãîðåñïîìåíàòèÿ ðå-
çóëòàò. Êàòî ïðèëîæåíèå íà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó íåðàçêëîíåíèòå êðàéíè ïîêðèòèÿ
íà Ãàëîà íà AHir è íåðàçêëîíåíèòå êðàéíè ïîêðèòèÿ íà Ãàëîà íà B/ΓHir, [16] äîêàçâà,
÷å çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâàò íå áèõîëîìîðôíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ1, . . . ,B/Γn
ñ åäíà è ñúùà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ1)′ = (B/Γ2)′ = . . . = (B/Γn)′. Â [17]
Äè ×åðáî è Ñòîóâúð ïîñòðîÿâàò ðåäèöà (B/Γn)′ îò ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôè-
êàöèè ñ Îéëåðîâè õàðàêòåðèñòèêè e(B/Γn) = n è áè-åëèïòè÷íè ìèíèìàëíè ìîäåëè.
Êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ íà ïðèìåðà íà Õèðöåáðóõ (B/ΓHir)

′ ñà èçïîëçâàíè â
ñòàòèÿòà [46] íà Ñòîóâúð çà êîíñòðóêöèÿ íà áåçêðàéíè ðåäèöè (B/Γn,1)′, (B/Γn,2)′ îò
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè. Îéëåðîâèòå õàðàêòåðèñòèêè e(B/Γn,1) è áðîå-
âåòå ν(B/Γn,1) íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γn,1 êëîíÿò êúì ∞ çà n → ∞. Âòîðàòà
ðåäèöà B/Γn,2 èìà lim

n→∞
e(B/Γn,2) = ∞ è îãðàíè÷åíè ν(B/Γn,2). Èçïîëçâàéêè ïðèìå-

ðèòå çà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè îò ñòàòèÿòà [9] íà Äåëèí-Ìîñòîâ, Ñòîóâúð ïîñòðîÿâà
ðåäèöà B/Γn,3 ñ ëèíååí ðàñòåæ íà e(B/Γn,3) è ν(B/Γn,3) îòíîñíî n.

Èçâåñòíî å, ÷å âñè÷êè ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ ñà îò îáù òèï. Ñòàòèÿòà
[25] íà Õèðöåáðóõ è ïóáëèêàöèèòå [28], [29] íà Õîëöàïôåë ïðåäîñòàâÿò ïðèìåðè íà
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë. Ðàáîòàòà [37]
íà Ìîìîò êîíñòðóèðà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà
Êîäàèðà κ(B/Γ)′ = 1. Ñòàòèÿòà [17] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð óñòàíîâÿâà ñúùåñòâóâàíå-
òî íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ áè-åëèïòè÷åí ìèíèìàëåí ìîäåë.
Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè ñà îò îáù òèï. Â
[29] Õîëöàïôåë äîêàçâà, ÷å ïðîèçâîëíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ0)′

ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë èìà ãëàäêî êðàéíî ðàçêëîíåíî ïîêðèòèå (B/Γ)′ îò îáù
òèï. Ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò
íà Êîäàèðà κ(B/Γ)′ = −∞ å îòâîðåí ïðîáëåì. Íåòîðîèäàëíè ðàöèîíàëíè êîìïàêòè-
ôèêàöèè íà ôàêòîðè íà êúëáîòî ñå èçó÷àâàò îò Õîëöàïôåë, Ïèíåéðî è Âëàäîâ â [27]
è îò Óëóäàã â [47]. ×àñò îò òåçè êîìïàêòèôèêàöèè èìàò èçîëèðàíè öèêëè÷íè îñîáåíî-
ñòè. Ñòàòèÿòà [30] íà Êàñïàðÿí è Êîöåâ äàâà ïðèìåð çà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàêòîð
íà êúëáîòî ñ èçîëèðàíè öèêëè÷íè îñîáåíîñòè, êîÿòî å áèðàöèîíàëíà íà ìèíèìàëíà
ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà ñ åëèïòè÷íà áàçà. Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà óñòàíîâÿâà íÿêîè
÷èñëîâè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X = (B/Γ)′, ÷èé-
òî ìèíèìàëåí ìîäåë Y å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B. Òîâà
ïîñòàâÿ ïîä âúïðîñ ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêèâà B/Γ.

Ôàêòîðèòå íà êúëáîòî B/Γ è òåõíèòå êîìïàêòèôèêàöèè îáîáùàâàò åñòåñòâåíî Ðè-
ìàíîâèòå ïîâúðõíèíè îò ðîä ≥ 2, êîèòî ñà ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè íà åäèíè÷íèÿ
äèñê ∆ = {t ∈ C | |t| < 1}. Äðóãà ìîòèâàöèÿ çà èçó÷àâàíå íà B/Γ å íàëè÷èåòî íà
ïðîñòðàíñòâà îò ìîäóëè íà êîìïëåêñíè ïðîåêòèâíè ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî ñà ôàêòîðè
íà êúëáîòî. Íåêà N å êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå. Ôèêñèðàéêè ñòðóêòóðàòà íà ðåàëíî
àíàëèòè÷íî ìíîãîîáðàçèå âúðõó N è ïðîìåíÿéêè êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúðõó N,
ïîëó÷àâàìå ôàìèëèÿ π : N→M íàä êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî ïðîñòðàíñòâî M, ïàðà-
ìåòðèçèðàùà êëàñîâåòå íà èçîìîðôèçúì íà êîìïëåêñíèòå ñòðóêòóðè âúðõó N. Ïðè
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íÿêîè äîïúëíèòåëíè òåõíè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ, M ñå íàðè÷à ïðîñòðàíñòâî îò ìîäóëè
íà N. Íåêà

V := {a = (a1, . . . , a4) ∈ C4 | a1 + . . .+ a4 = 0} ' C3

è
Vo := {a ∈ V | ai 6= aj , ∀1 ≤ i 6= j ≤ 4}.

Âñÿêà òî÷êà a ∈ Vo îòãîâàðÿ íà ãëàäêà êðèâà íà Ïèêàð

C3(a1, . . . , a4) :=

{
x = [x0 : x1 : x2] ∈ P2(C)

∣∣∣x0x
3
2 =

4∏
i=1

(x1 − aix0)

}
,

êîÿòî å îò ðîä 3. Çà ïðîèçâîëíà ïåðìóòàöèÿ σ ∈ S4, C3(a1, . . . , a4) è C3(aσ(1), . . . , aσ(4))
ñúâïàäàò. Àêî a′ = (a′1, . . . , a

′
4) = λa = (λa1, . . . , λa4) çà íÿêîå λ ∈ C∗, òî C3(a′1, . . . , a

′
4)

å èçîìîðôíà íà C3(a1, . . . , a4). Ïî òîçè íà÷èí, îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî

Mo := (Vo/S4)/C∗ = (Vo/C∗)/S4 ⊂ (V/C∗)/S4 = P(V )/S4 = P2(C)/S4

íà îñîáåíîòî ïðîåêòèâíî ìíîãîîáðàçèå P2(C)/S4 ïàðàìåòðèçèðà êëàñîâåòå íà èçîìîð-
ôèçúì íà ãëàäêèòå êðèâè íà Ïèêàð. Â [26] Õîëöàïôåë äîêàçâà, ÷å Mo = B/Γo å ôàê-
òîð íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γo < U(1, 2). Çàòâîðåíàòà îáâèâêà
Cl(Mo) = P2(C)/S4 å îñîáåíî ðàöèîíàëíî ìíîãîîáðàçèå. Òî÷êèòå îò Cl(Mo)\Mo ïàðà-
ìåòðèçèðàò èçðîäåíè, îñîáåíè êîìïëåêñíè ðàâíèííè ïðîåêòèâíè êðèâè. Äðóã ïðèìåð
çà ïðîñòðàíñòâî îò ìîäóëè, ïîêðèòî îò B, å äàäåí â ñòàòèÿòà [20] íà Äîëãà÷�eâ è Êîíäî.
Íåêà pi := [ai : 1] ∈ P1(C), 1 ≤ i ≤ 5 ñà ïåò ðàçëè÷íè òî÷êè îò ïðîåêòèâíàòà ïðàâà è

C(p1, . . . , p5) :=

{
x = [x0 : x1 : x2] ∈ P2(C)

∣∣∣x6
0 = x0

5∏
i=1

(x1 − aix2)

}
.

Öèêëè÷íàòà ãðóïà C5 = 〈e
2πi
5 〉 =

{
e

2πis
5

∣∣∣ 0 ≤ s ≤ 4
}
îò ðåä 5 äåéñòâà âúðõó P2(C) ïî

ïðàâèëîòî

C5 × P2(C) −→ P2(C),
(
e

2πis
5 , [x0 : x1 : x2]

)
7→
[
e

2πis
5 x0 : x1 : x2

]
è çàïàçâà êðèâèòå C(p1, . . . , p5) çà âñè÷êè p1, . . . , p5 ∈ P1(C). Äâîéíîòî ïîêðèòèå

Ŝ(p1, . . . , p5) −→ P2(C),

ðàçêëîíåíî íàä C(p1, . . . , p5) ⊂ P2(C) èìà Ê3 ðàçðåøåíèå íà îñîáåíîñòèòå S(p1, . . . , p5)
ñ äåéñòâèå íà C5. Ïðîñòðàíñòâîòî îò ìîäóëè M íà òàêèâà S(p1, . . . , p5) å èçîìîðôíî
íà ïðîñòðàíñòâîòî îò ìîäóëè M1 íà ïîäìíîæåñòâàòà

{p1, . . . , p5 | pi 6= pj , ∀1 ≤ i 6= j ≤ 5} ⊂ P1(C)

è M1 = B/Γ1 ñå îêàçâà ôàêòîð íà êúëáîòî.
Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè è áèáëèîãðàôèÿ îò 50

çàãëàâèÿ. Â ãëàâè 1 è 2 ñà ñúáðàíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ çà ÷èñëà íà ×úðí íà
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àëãåáðè÷íè ïîâúðõíèíè, ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, õàðàê-
òåðèçèðàùî ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà ôàêòîðè íà êúëáîòî
B/Γ è êîíñòðóêöèÿòà íà (B/Γ)′. Ïîñëåäíèòå äâå ãëàâè ïîêðèâàò îðèãèíàëíèòå ðåçóë-
òàòè íà àâòîðà îò ñòàòèèòå [6], ñúîòâåòíî, [7]. Ïî-òî÷íî, ãëàâà 1 çàïî÷âà ñ íàïîìíÿíå
íà ïîíÿòèÿòà çà õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå E íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M
è ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà íà E . Òÿ îáÿñíÿâà çàùî õîëîìîðôíèòå ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ
íàäM ñå êëàñèôèöèðàò ñ êîõîìîëîãè÷íàòà ãðóïàH1 (M,O∗) . Ñëåäâàùàòà ðàçãëåäàíà
òåìà å âçàèìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó äèâèçîðèòå è ëèíåéíèòå ðàçñëîåíèÿ
íàäM. Ãëàâà 1 íàïîìíÿ ïîíÿòèÿòà çà åðìèòîâà ìåòðèêà h âúðõó õîëîìîðôíî âåêòîðíî
ðàçñëîåíèå π : E →M è ñâúðçàíîñòD âúðõó E . Èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà Êàðòàí íà ïîä-
âèæíèòå ðåïåðè (âèæ [21]), òÿ ñå ñúñðåäîòî÷àâà âúðõó åäèíñòâåíàòà ñâúðçàíîñò âúðõó
π : E → M, êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ åðìèòîâàòà ìåòðèêà h è êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà
âúðõó E . Ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà Θ íà òàçè ñâúðçàíîñò îòíîñíî îðòîíîðìèðàí ðåïåð
íà E å îïèñàíà ïîäðîáíî. Íàêðàòêî å íàïîìíåíà êëàñèôèêàöèÿòà íà Åíðèêåñ-Êîäàèðà
íà ìèíèìàëíèòå ãëàäêè êîìïëåêñíè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè. Âúâåäåíè ñà êëàñîâåòå
íà ×úðí íà õîëîìîðôíèòå âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ êàòî êîõîìîëîãè÷íèòå êëàñîâå íà åëå-
ìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè íà åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà Θ. Òîâà
ïîçâîëÿâà îïðåäåëÿíåòî íà ÷èñëàòà íà ×úðí íà ãëàäêà êîìïëåêñíà ïðîåêòèâíà ïîâúð-
õíèíà è ôîðìóëèðàíåòî íà ðàâåíñòâîòî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, õàðàêòåðèçèðàùî
êîìïàêòíèòå ãëàäêè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ, êàêòî è ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, îïèñâàùî ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′

è òåõíèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèöèðàùè äèâèçîðè D := (B/Γ)′ \ (B/Γ).

Âòîðàòà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóêöèÿòà íà òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ
(B/Γ)′ íà ôàêòîð B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).
Çàïî÷âàéêè îò íóëàòà, òÿ îïèñâà òðàíçèòèâíîòî äåéñòâèå íà U(1, 2) âúðõó B, ∂B è
P2(C) \ (B∪ ∂B), îòúæäåñòâÿâàéêè ñúîòâåòíèòå ñòàáèëèçàòîðè ñ U1×U2, ìàêñèìàëíà
ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P of U(1, 2) è, ñúîòâåòíî, ñ U(1, 1)×U1. Äîêàçâà ñå, ÷å P å ìàê-
ñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà íà U(1, 2). Ãðóïàòà P å ðàçðåøèìà, à îòòàì è ìèíèìàëíà
ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà U(1, 2). Âòîðàòà ãëàâà îïèñâà ïðåöèçèðàíîòî ðàçëàãàíå íà
Ëàíãëàíäñ íà ìàêñèìàëíàòà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà Po := StabU(1,2)(1, 0) < U(1, 2),
ñòàáèëèçèðàùà (1, 0) ∈ ∂B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}. Òîâà ïîçâîëÿâà äèñ-
êóòèðàíåòî íà õîðîñôåðè÷íîòî ðàçëàãàíå íà B, îòãîâàðÿùî íà Po, êàêòî è ñúîòâåòíàòà
ðåàëèçàöèÿ íà B êàòî îáëàñò íà Çèãåë. Ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P íà U(1, 2)
å Γ-ðàöèîíàëíà, àêî Γ ∩ P å ðåøåòêà íà P. Äà îçíà÷èì ñ MPar(Γ) ìíîæåñòâîòî íà Γ-
ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè ïîäãðóïè íà U(1, 2) è äà ðàçãëåäàìå öåíòúðà
Z(NP ) íà óíèïîòåíòíèÿ ðàäèêàë NP íà íÿêîå P ∈ MPar(Γ). Òîãàâà Γ ∩ Z(NP ) å ðå-
øåòêà íà ðåàëíàòà 1-ìåðíà ãðóïà íà Ëè Z(NP ) è ôàêòîðúò B/[Γ∩Z(NP )] å ôàìèëèÿ
îò ïóíêòèðàíè äèñêîâå ñ ïðîìåíëèâ ðàäèóñ, ïàðàìåòðèçèðàíà ñ êîìïëåêñíàòà ïðàâà
NP /Z(NP ) ' C. Ïðèñúåäèíÿâàéêè öåíòðîâåòå íà òåçè äèñêîâå ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íà-
òà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ â P ∈ MPar(Γ). Äà îòáåëåæèì, ÷å êîìïëåêñíî
àíàëèòè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ íå å êîìïàêòíî, íåçàâèñèìî îò íåãîâî-
òî èìå. Ðåøåòêàòà Γ äåéñòâà ÷ðåç ñïðÿãàíèÿ âúðõó MPar(Γ) ñ êðàåí áðîé îðáèòè,
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îòãîâàðÿùè íà Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ. Çà ïðîèçâîëíî γ ∈ Γ ñïðÿãàíåòî

ψγ : B/[Γ ∩ Z(NP )] −→ B/[Γ ∩ Z(NγPγ−1)]

ñ γ ñå ïðîäúëæàâà äî áèõîëîìîðôèçúì

ψγ : (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ −→
(
B/[Γ ∩ Z(NγPγ−1)]

)′
è çàäàâà äåéñòâèå íà Γ âúðõó íåïðåñè÷àùîòî ñå îáåäèíåíèå∐

P∈MPar(Γ)

(B/[Γ ∩ Z(NP )])′ (0.1)

íà ÷àñòè÷íèòå êîìïàêòèôèêàöèè â Γ-ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè ïîäãðó-
ïè P < U(1, 2). Òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ)′ ñå îïðåäåëÿ êàòî Γ-ôàêòîðúò
íà (0.1). Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíåòî íà ãëàäêèòå ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè
Li ' P1(C) ' S2, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, à
D := X \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Ãëàâà 2 îáÿñíÿâà
íàêðàòêî çàùî èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D ≥ 4 ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà 4 çà âñè÷-
êè 1 ≤ i ≤ s ñ ðàâåíñòâî Li.D = 4 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïóíêòèðàíàòà ñôåðà
Li \D å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.

Òðåòàòà ãëàâà îòðàçÿâà ðåçóëòàòèòå íà ñòàòèÿòà [6]. Ïî-òî÷íî, òÿ äèñêóòèðà âçà-
èìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó íåðàçêëîíåíèòå ïîêðèòèÿ

f : X2 = (B/Γ2)′ −→ (B/Γ1)′ = X1

îò ñòåïåí d íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè è íåðàçêëîíåíèòå ïîêðèòèÿ ϕ :
Y2 → Y1 îò ñòåïåí d íà òåõíèòå ìèíèìàëíè ìîäåëè, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ êðàéíà
ðåäèöà ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè. Íåêà f : M → f(M) å ñþðåêòèâíî
õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå íà êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ, N å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî
ïîäïðîñòðàíñòâî íàM èëè îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íàM è f(N)∩f(M \N) = ∅. Êàòî
ïîäãîòîâêà ñå óñòàíîâÿâà, ÷å àêî äâå îò èçîáðàæåíèÿòà

f : N −→ f(N), f : M \N −→ f(M \N), f : M −→ f(M)

ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí d ∈ N, òî è òðåòîòî èçîáðàæåíèå å íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå îò ñúùàòà ñòåïåí d. Íåêà f : X → X ′ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d

íà ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè, à D =
k∐
j=1

Dj å äèâèçîð âúðõó X ñ íåïðåñè÷àùè ñå

ãëàäêè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj , òàêà ÷å f : D → f(D) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d. Óñòàíîâåíî å, ÷å òîãàâà f : Dj → f(Dj) ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò
ñòåïåí dj íà ãëàäêè êðèâè f(Dj) è f(Dj) ñå ïðåñè÷àò òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ñúâïàäàò. Çà ïðîèçâîëíà ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà C ′ ⊂ X ′ å äîêàçàíî,

÷å ïúëíèÿò ïðà-îáðàç f−1(C ′) =
d∐
i=1

Ci ñå ñúñòîè îò d íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðè-

âîäèìè ðàöèîíàëíè êðèâè Ci ⊂ X, âúðõó êîèòî f ñå îãðàíè÷àâà äî áèõîëîìîðôèçúì
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f : Ci → C ′, ∀1 ≤ i ≤ d. Íåêà ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà
(−1)-êðèâè è ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Òîãàâà ðàçñëîåíîòî
ïðîèçâåäåíèå èçïúëíÿâà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

X2 = X1 ×Y1 Y2 Y2

X1 Y1

?

f

-ρ2

?

ϕ

-ρ1

(0.2)

è äàâà ïîâúðõíèíà X2 ñ íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d, êàêòî è
ñ êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ρ2 : X2 → Y2, òàêà ÷å f è ϕ
ñà ñúãëàñóâàíè ñ ρ2. Îùå ïîâå÷å, çà ïðîèçâîëíè (åâåíòóàëíî ïðèâîäèìè) äèâèçîðè
D(i) ⊂ Xi, êîèòî íå ñúäúðæàò íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà íà èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð
íà ρi : Xi → Yi, f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d òîãàâà è ñà-
ìî òîãàâà, êîãàòî îãðàíè÷åíèåòî ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ρ1

(
D(1)

)
å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d. Â ÷àñòíîñò, àêî ρ1 : X1 = (B/Γ1)′ → Y1 å ñâèâàíåòî íà ãëàäêèòå íåïðèâîäèìè
ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′, òî
ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d èçäúðïâà X1 äî ãëàäêà
òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X2 = (B/Γ2)′ ñ íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : X2 → X1,
f : B/Γ2 → B/Γ1 îò ñòåïåí d. Îáðàòíî, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçè-
öèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè è f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d. Òîãàâà ðàçëàãàíåòî íà Ùàéí íà ρ1f : X2 → Y1 ïðåäîñòàâÿ êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå, êúäåòî ρ2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ
íà (−1)-êðèâè, ϕ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d è f, ϕ ñà ñúãëàñóâàíè ñ ρ2. Â
ðåçóëòàò, ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 = (B/Γ1)′ îò ñòåïåí d íà
ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′ è ïðîèçâîëíà êîìïîçèöèÿ íà êðà-
åí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ρ1 : X1 → Y1 êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y1 èíäóöèðà
êîìóòàòèâíà äèàãðàìà (0.2), êúäåòî X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôè-
êàöèÿ, ρ2 : X2 → Y2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà
ïîâúðõíèíà Y2 è ìîðôèçìèòå ϕ : Y2 → Y1, ϕ : ρ2(X2 \ (B/Γ2)) → ρ1(X1 \ (B/Γ1))
ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí d. Ïî òîçè íà÷èí, ïúðâèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3
óñòàíîâÿâà, ÷å ïðîèçâîëíî êðàéíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò
èëè îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ρ1 : X1 = (B/Γ1)′ → Y1 èíäóöèðà êîìóòàòèâíà äèàã-
ðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Âòîðèÿò ïàðàãðàô íà òðåòà ãëàâà äîêàçâà, ÷å
ñúâìåñòèìèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ÷ðåç äåôèíèöèîííàòà îáëàñò èëè ÷ðåç
îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2 ñå ïðîäúëæàâàò äî êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Ïî-òî÷íî, íåêà ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2

å êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè îò ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàê-
òèôèêàöèÿ X2 = (B/Γ2)′ êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2 è f : X2 → f(X2) = X1

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúãëàñóâàíî ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ2 → f(B/Γ2) îò ñòåïåí d. Äèñåðòàöèÿòà äîêàçâà, ÷å
ãîðåñïîìåíàòèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñà äîñòàòú÷íè çà ñúùåñòâóâàíåòî íà êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Îáðàòíî, àêî X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîè-
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äàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîðD(2) := X2\(B/Γ2),
ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïî-
âúðõíèíà Y2 è ϕ : Y2 → ϕ(Y2) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúãëàñóâàíî
ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ϕρ2

(
D(2)

)
îò ñòåïåí

d, òî ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Ïîñëåäíè-
ÿò, òðåòè ïàðàãðàô íà òðåòà ãëàâà èíòåðïðåòèðà íåòðèâèàëíèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè
ïîêðèòèÿ f : X2 = (B/Γ2)′ → (B/Γ1)′ = X1 íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè,
óäîâëåòâîðÿâàùè (0.2), êàòî ÷àñòè÷íà íàðåäáà X2 � X1 â ìíîæåñòâîòî S íà ãëàäêèòå
òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè íà íåêîìïàêòíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ. Ìàêñèìàë-
íèòå åëåìåíòè íà S îòíîñíî � ñå íàðè÷àò íàñèòåíè, à ìèíèìàëíèòå ñà ïðèìèòèâíè.
Äîêàçâà ñå, ÷å ïðîèçâîëíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿX = (B/Γ)′ äîìèíèðà
ïðèìèòèâíà X0 = (B/Γ0)′. Çà ðàçëèêà îò òîâà, ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ ñå äîìèíèðà îò íàñèòåíà X1 = (B/Γ1)′ ∈ S òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
X èìà êðàéíà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X). Ïîñëåäíèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3 äèñ-
êóòèðà íàñèòåíîñòòà è ïðèìèòèâíîñòòà íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè
X = (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) ∈ {−∞, 0}. Òîé óñòàíîâÿâà, ÷å X = (B/Γ)′

å íàñèòåíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X å ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà èëè X èìà Ê3
ìèíèìàëåí ìîäåë. Àêî X = (B/Γ)′ å ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà èëè ìèíèìàëíèÿò ìîäåë
Y íà X å ïîâúðõíèíà íà Åíðèêåñ, òî X å ïðèìèòèâíà. Íåêà ρ : X = (B/Γ)′ → Y å êîì-
ïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè, êîèòî òðàíñôîðìèðàò ãëàäêà òîðîè-
äàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ â àáåëåâà èëè Ê3 ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, à D := X \(B/Γ)
å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Â òàêúâ ñëó÷àé, X å íåïðèìè-
òèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y èìà íåòðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì g : Y → Y áåç
ôèêñèðàíè òî÷êè, êîéòî çàïàçâà ρ(D). Â ñëó÷àÿ íà Ê3 ïîâúðõíèíà Y, g òðÿáâà äà å
îò ðåä 2. Ñëåä êàòî çàáåëÿçâà, ÷å â íÿêîè ñëó÷àè íåïðèìèòèâíîñòòà íà X = (B/Γ)′

ñå ñâåæäà äî ñúùåñòâóâàíå íà åëåìåíò íà îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò áèõîëîìîðôèçìè
Aut(Y, ρ(D)) áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, ïîñëåäíèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3 óñòàíîâÿâà, ÷å àêî

èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð E(ρ) =
s∐
i=1

Li íà ρ : X = (B/Γ)′ → Y å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäè-

íåíèå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li, òî îòíîñèòåëíèòå ãðóïè îò
áèõîëîìîðôèçìè Aut(X,D) = Aut(X,D,E(ρ)) è Aut(Y, ρ(D)) = Aut(Y, ρ(D), ρ(D)sing)
èìàò åñòåñòâåí èçîìîðôèçúì, òðàíñôîðìèðàù åëåìåíòèòå íà Aut(X,D) áåç ôèêñè-
ðàíè òî÷êè âúðõó åëåìåíòèòå íà Aut(Y, ρ(D)) áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Îñâåí òîâà å
äîêàçàíî, ÷å Aut(X,D) å êðàéíà ãðóïà.

Ïîñëåäíàòà, ÷åòâúðòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå íà ñòàòèÿòà
[7]. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè
ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà

B è D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ.

Äîêàçàíî å, ÷å Cj := β(Dj) ñà òàêèâà ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè âúðõó
Y, ÷å îãðàíè÷åíèÿòà r : Cj → B ñà êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí dj ∈
N. Íåêà B0 ⊂ Y å ñå÷åíèå íà ðàçñëîåíèåòî r : Y → B ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïðàâè, ñ
ìèíèìàëåí èíäåêñ íà ñàìîïðåñè÷àíå δ = B2

0 . Ñúãëàñíî òåîðåìà íà Íàãàòà îò [40],
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δ ≤ g(B) = 1 íå íàäìèíàâà ðîäà g(B) = 1 íà B. Çà δ < 0 ðàáîòàòà [7] äîêàçâà , ÷å
ïðîèçâîëíà ãëàäêà íåïðèâîäèìà åëèïòè÷íà êðèâà Cj ⊂ Y å ñå÷åíèå íà r : Y → B. Â
ñëó÷àÿ δ = B2

0 ∈ {0, 1} ìîæå äà èìà ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè Cj ⊂ Y ñ
deg

[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 è C2

j = 0. Ãëàâà 4 ðåäóöèðà ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) êúì

s∑
i=1

(Li.D − 4) =

k∑
j=1

C2
j .

Àêî âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, òîâà ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà

(k − 1)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
=

s∑
i=1

Li.D(Li.D − 1).

Êîãàòî deg
[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 çà ïîíå åäíî 1 ≤ j ≤ k, ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

(k − 2)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
≥

s∑
i=1

(Li.D − 1)(Li.D − 2).

Â ðåçóëòàò, ïîíå åäíà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \ D, âúçíèêâàùà îò (−1)-êðèâà Li '
P1(C) ' S2 âúðõó X = (B/Γ)′, òðÿáâà äà íå å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.
Àêî âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, äîêàçàíî å, ÷å áðîÿò k íà ïàðàáîëè÷íèòå
òî÷êè íà B/Γ å k ≥ 15. Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ ñå îêàçâà e(B/Γ) = s ≥ 14.
Çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî 15 ≤ k ≤ 62 å ïðåñìåòíàòà ÿâíà äîëíà ãðàíèöà µk ≥ 2
âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \ D ⊂ B/Γ. Àíàëîãè÷íî, àêî ñúùåñòâóâà
1 ≤ j ≤ k ñ deg

[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 è C2

j = 0, äîêàçàíî å, ÷å B/Γ èìà k ≥ 12
ïàðàáîëè÷íè òî÷êè è Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà e(B/Γ) = s ≥ 11. Çà ïðîèçâîëíî
12 ≤ k ≤ 44 ñà íàìåðåíè ÿâíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî
ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ.
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Ïî ïðåöåíêà íà àâòîðà, íàó÷íèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ñëåäíèòå:

1. ßâíà êîíñòðóêöèÿ íà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðàéíèòå íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ X1 = (B/Γ1)′ → X = (B/Γ)′ íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ Y1 → Y íà ìèíèìàëåí
ìîäåë Y íà X.

2. ßâíà êîíñòðóêöèÿ íà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðàéíèòå íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ X = (B/Γ)′ → X1 = (B/Γ1)′ ÷ðåç ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàê-
òèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ ðåäèöà ρ : X → Y îò ñâèâàíèÿ
íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y
è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ Y → Y1, ñúãëàñóâàíè ñ ρ.

3. Êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ X2 = (B/Γ2)′ → X1 = (B/Γ1)′ íà ãëàäêè òîðî-
èäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ ðåäèöà ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâà-
íèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2 è èíäóöèðàò êðàéíè íåðàçêëî-
íåíè ïîêðèòèÿ Y2 → Y1 íà ìèíèìàëíèÿ ìîäåë Y1 íàX1 çàäàâàò ÷àñòè÷íà íàðåäáà
â ìíîæåñòâîòî S íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà ôàêòîðè-
òå B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).Ìèíèìàëíèòå
åëåìåíòè íà S ñå íàðè÷àò ïðèìèòèâíè, äîêàòî ìàêñèìàëíèòå ñà íàñèòåíè. Ïðî-
èçâîëíî X = (B/Γ)′ ∈ S äîìèíèðà íÿêîÿ ïðèìèòèâíà X0 = (B/Γ0)′ ∈ S. Ãëàäêà
òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿX = (B/Γ)′ ñå äîìèíèðà îò íàñèòåíàX1 = (B/Γ1)′

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X èìà êðàéíà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X). Ñ ïî-
ìîùòà íà ñâîéñòâàòà íà ìèíèìàëíèòå ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè Y ñ íåïîëîæè-
òåëíà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà, äèñåðòàöèÿòà õàðàêòåðèçèðà íàñèòåíèòå è ïðè-
ìèòèâíèòå e X = (B/Γ)′ ∈ S ñ ìèíèìàëåí ìîäåë Y.

4. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîì-
ïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ) è β : X → Y å êðàéíà ðåäèöà îò
ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, ÷èéòî èçêëþ÷èòåëåí

äèâèçîð E(β) =
s∐
i=1

Li èìà íåïðåñè÷àùè ñå íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Li. Äî-

êàçàíî å, ÷å ãðóïàòà Aut(X,D) = Aut(X,D,E(β)) å êðàéíà è èçîìîðôíà íà
Aut(Y, β(D)) = Aut(Y, β(D), β(D)sing).
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5. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-
êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì

ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, à D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj

å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ ñ ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâî-
äèìè êîìïîíåíòè Dj . Ãëàâà 4 èçðàçÿâà â ÿâåí âèä ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà
Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) ÷ðåç èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D è èíäåêñèòå
íà ñàìîïðåñè÷àíå β(Dj)

2 íà ãëàäêèòå åëèïòè÷íè êðèâè β(Dj) ⊂ Y. Àêî âñè÷êè
β(Dj) ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, òî ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-
Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçðàçåíî ñàìî ÷ðåç Li.D, 1 ≤ i ≤ s. Êîãàòî r|β(Dj) :
β(Dj) → B å îò ñòåïåí dj > 1 çà ïîíå åäíî 1 ≤ j ≤ k, òî îò ëîãàðèòìè÷íîòî
ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçâåäåíî íåðàâåíñòâî çà Li.D,
1 ≤ i ≤ s.

6. ×ðåç ñïîìåíàòîòî â 5. ðàâåíñòâî, ñúîòâåòíî íåðàâåíñòâî çà Li.D, 1 ≤ i ≤ s ñà
íàìåðåíè äîëíè ãðàíèöè çà áðîÿ k íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, êîéòî ñúâïà-
äà ñ áðîÿ íà ãëàäêèòå åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj íà òîðîèäàëíèÿ

êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D = X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj .

7. Äîêàçàíî å, ÷å çà ôàêòîð íà êúëáîòî B/Γ ñ ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
(B/Γ)′, ÷èéòî ìèíèìàëåí ìîäåë å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà
áàçà B, ñúùåñòâóâà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \ D ⊂ B/Γ,
âúçíèêâàùà îò ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà (−1)-êðèâà Li ' P1(C) ' S2

âúðõó (B/Γ)′.

8. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-
êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′

êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B è D =

X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Àêî

r|β(Dj) : β(Dj) → B ñà áèõîëîìîðôèçìè çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k, ïðåäïîëàãàìå, ÷å

k ≤ 62. Àêî ñúùåñòâóâà 1 ≤ j ≤ k ñ deg
[
f |β(Dj) : β(Dj)→ B

]
> 1, íåêà k ≤ 44.

×åòâúðòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà èçâåæäà ÿâíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó

áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ, â çàâèñèìîñò îò deg
(
r|β(Dj)

)
= 1,

∀1 ≤ j ≤ k èëè îò ñúùåñòâóâàíåòî íà deg
(
r|β(Dj)

)
> 1 çà íÿêîå 1 ≤ j ≤ k.
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16 Ãëàâà 0. Óâîä

Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè

Äåêëàðèðàì, ÷å íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñúäúðæà îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè,
ïîëó÷åíè ïðè ïðîâåäåíè îò ìåí íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ (ñ ïîäêðåïàòà è ñúäåéñòâèåòî
íà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë è âñè÷êèòå ìè ñúàâòîðè). Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïîëó-
÷åíè, îïèñàíè è ïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà íàäëåæíî è ïîäðîáíî öèòèðàíè â
áèáëèîãðàôèÿòà.

Íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå å ïðèëàãàíà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íà ñòåïåí â äðóãî âèñøå
ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íàó÷åí èñíòèòóò.

Ïîäïèñ:

(Ïàí÷î Ãåîðãèåâ Áåøêîâ)



Ãëàâà 1

Ëîãàðèòìè÷íî ðàâåíñòâî íà

Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî

Íàñòîÿùàòà ãëàâà å ñúñòàâåíà îò ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ çà õîëîìîðôíè âåêòîðíè
ðàçñëîåíèÿ E íàä êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ M, òåõíèòå êëàñîâå è ÷èñëà íà ×úðí.
Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò ìàòåðèàëà å âçåòà îò êíèãàòà [21] íà Ãðèôèòñ è Õàðèñ. Äà
íàïîìíèì, ÷å ãëàäêî êîìïëåêñíî ðàçñëîåíèå E îò ðàíã k ∈ N íàä ãëàäêî êîìïëåêñíî
ìíîãîîáðàçèå M å òàêàâà ôàìèëèÿ E = ∪x∈MEx îò êîìïëåêñíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà
Ex ' Ck, çà êîÿòî ïðîåêöèÿòà π : E → M, π(Ex) = x, ∀x ∈ M å ãëàäêî èçîáðàæåíèå
è çà âñÿêî x0 ∈ M ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆ M, ñúäúðæàùî x0 è
äèôåîìîðôèçúì ϕU : π−1(U)→ U × Ck ñ ϕU (Ex) = x× Ck çà ∀x ∈ U. Èçîáðàæåíèåòî
ϕU ñå íàðè÷à òðèâèàëèçàöèÿ íà E . Àêî ϕU : π−1(U)→ U ×Ck è ϕV : π−1(V )→ V ×Ck
ñà òðèâèàëèçàöèè íà E è U ∩V 6= ∅, òî ãëàäêîòî èçîáðàæåíèå gUV : U ∩V → GL(k,C)
ñ

gUV (x) := ϕUϕ
−1
V : {x} × Ck −→ {x} × Ck çà ∀x ∈ U ∩ V

ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà ïðåõîäà íà E îòíîñíî òðèâèàëèçàöèèòå ϕU , ϕV . Íåïîñðåäñòâåíî
ñå âèæäà, ÷å

gUV (x)gV U (x) = (ϕUϕ
−1
V )(ϕV ϕ

−1
U )|{x}×Ck = Id{x}×Ck = Ek

å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà Ek è

gUV (x)gVW (x)gWU (x) = (ϕUϕ
−1
V )(ϕV ϕ

−1
W )(ϕWϕ

−1
U )|{x}×Ck = Id{x}×Ck = Ek

çà ∀x ∈ U ∩ V ∩W.
Îáðàòíî, çà ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ïîêðèòèå M = ∪α∈AUα íà êîìïëåêñíî ìíîãîîá-

ðàçèå M è ïðîèçâîëíè ãëàäêè èçîáðàæåíèÿ gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C), èçïúëíÿâàùè
ðàâåíñòâàòà

gαβ(x)gβα(x) = Ek çà ∀x ∈ Uα ∩ Uβ è

gαβ(x)gβγ(x)gγα(x) = Ek çà ∀x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ

17
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ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E →M îò ðàíã k ñ ôóíê-
öèè íà ïðåõîäà {gαβ}α,β∈A. Ïî-òî÷íî, E = ∪α∈A(Uα × Ck) å îáåäèíåíèåòî íà ìíîæå-
ñòâàòà Uα×Ck çà ∀α ∈ A, â êîåòî ïðîèçâîëíà òî÷êà (x, v) ∈ Uβ ×Ck ñå îòúæäåñòâÿâà
ñ (x, gαβ(x)v) ∈ Uα × Ck.

Àêî êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E →M èìà òàêàâà ñòðóêòóðà íà êîìïëåê-
ñíî ìíîãîîáðàçèå, ÷å çà âñÿêà òî÷êà x ∈M ñúùåñòâóâà îòâîðåíà îêîëíîñò x ∈ U ⊆M
è áèõîëîìîðôíà òðèâèàëèçàöèÿ ϕU : π−1(U) → U × Ck, ùå êàçâàìå ÷å π : E → M å
õîëîìîðôíî êîìïëåêñíî ðàçñëîåíèå. Àêî M = ∪α∈AUα å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà êîìï-
ëåêñíî ìíîãîîáðàçèåM è {ϕα : π−1(Uα)→ Uα×Ck}α∈A å õîëîìîðôíà òðèâèàëèçàöèÿ
íà π : E → M, òî ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C) ñà õîëîìîðô-
íè. Îáðàòíî, ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ïîêðèòèå M = ∪α∈AUα è ïðîèçâîëíà ñèñòåìà îò
õîëîìîðôíè ôóíêöèè {gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C)}α,β∈A, èçïúëíÿâàùè ðàâåíñòâàòà

gαβ(x)gβα(x) = Ek çà ∀x ∈ Uα ∩ Uβ è

gαβ(x)gβγ(x)gγα(x) = Ek çà ∀x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ

çàäàâàò åäíîçíà÷íî õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E → M ñ ôóíêöèè íà ïðå-
õîäà {gαβ}α,β∈A.

Õîëîìîðôíèòå âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ π : L→M îò ðàíã 1 ñå íàðè÷àò õîëîìîðôíè
ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ. Àêî M = ∪α∈AUα å îòâîðåíî ïîêðèòèå ñ òðèâèàëèçàöèè

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × C

è fα : Uα → C∗ ñà íåàíóëèðàùè ñå ôóíêöèè, òî

ψα := fαϕα : π−1(Uα) −→ Uα × C,

ψα(x) = fα(x)ϕα(x), ∀x ∈ Uα

ñà ñúùî òðèâèàëèçàöèè íà π : L→M. Îáðàòíî, íåêà {gαβ}α,β∈A è {hαβ}α,β∈A ñà ôóíê-
öèè íà ïðåõîäà íà ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ L1 → M, ñúîòâåòíî, L2 → M è ñúùåñòâóâàò
õîëîìîðôíè íåàíóëèðàùè ñå ôóíêöèè fα : Uα → C∗ ñ

hαβ = gαβ
fα
fβ
.

Òîãàâà ïðîèçâîëíà òðèâèàëèçàöèÿ ϕα : π−1(Uα) → Uα × C íà L1 → M ñ ôóíêöèè íà
ïðåõîäà ϕαϕ

−1
β = gαβ äàâà òðèâèàëèçàöèÿ ψα = fαϕα : π−1(Uα)→ Uα × C íà L1 →M

ñ ôóíêöèè íà ïðåõîäà

ψαψ
−1
β = (fαϕα)(fβϕβ)−1 = (ϕαϕ

−1
β )

fα
fβ

= gαβ
fα
fβ

= hαβ.

Ñëåäîâàòåëíî L2 = L1 è {gαβ}α,β∈A, {hαβ}α,β∈A ñà ôóíêöèè íà ïðåõîäà íà åäíî è
ñúùî õîëîìîðôíî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå íàä M.
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Òâúðäèì, ÷å õîëîìîðôíèòå ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ π : L → M ñå îïèñâàò îò êî-
õîìîëîãè÷íàòà ãðóïà H1(M,O∗) íà ñíîïà O∗ íà íåàíóëèðàùèòå ñå ëîêàëíè õîëî-
ìîðôíè ôóíêöèè âúðõó êîìïëåêñíîòî ìíîãîîáðàçèåM. Ïî-òî÷íî, ôóíêöèèòå íà ïðå-
õîäà g = {gαβ}α,β∈A íà π : L → M îáðàçóâàò 1-êîöèêúë, ñúãëàñíî îïðåäåëåíèåòî
(δg)αβγ := gαβgβγg

−1
αγ = Id íà êî-ãðàíè÷íèÿ îïåðàòîð δ. Àêî {gαβ}α,β∈A è {hαβ}α,β∈A

ñà ôóíêöèè íà ïðåõîäà íà åäíî è ñúùî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå π : L→M, òî ñúùåñòâóâàò
òðèâèàëèçàöèè ϕα : π−1(Uα)→ Uα × C è ψα : π−1(Uα)→ Uα × C ñ

gαβh
−1
αβ = (ϕαϕ

−1
β )(ψαψ

−1
β )−1 = (ϕαψ

−1
α )(ϕβψ

−1
β )−1.

Ïîíåæå ϕα è ψα ñà òðèâèàëèçàöèè íà åäíî è ñúùî õîëîìîðôíî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå,
ñúùåñòâóâàò íåàíóëèðàùè ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè fα : Uα → C∗ ñ ϕα = fαψα. Â
ðåçóëòàò,

gαβh
−1
αβ = fαf

−1
β

ñà êî-ãðàíèöè è êîõîìîëîãè÷íèòå êëàñîâå [(gαβ)α,β∈A] ∈ H1(M,O∗) îòãîâàðÿò åäíî-
çíà÷íî íà õîëîìîðôíèòå ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ π : L→M.

Êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íà õèïåðïîâúðõíèíà D ⊂M å ïîäìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíî
ìíîãîîáðàçèåM, òàêà ÷å çà âñÿêà òî÷êà x ∈ D ñúùåñòâóâàò îòâîðåíà îêîëíîñò x ∈ U ⊆
M è õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f : U → C ñ D ∩ U = {u ∈ U | f(u) = 0}. Õèïåðïîâúðõíèíà
D ⊂M å íåïðèâîäèìà, àêî íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà äâå ðàçëè÷íè
õèïåðïîâúðõíèíè. Ïðîèçâîëíà Z-ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ D = z1D1 + . . . + zsDs, zi ∈ Z
íà íåïðèâîäèìè õèïåðïîâúðõíèíè Di ⊂M ñå íàðè÷à äèâèçîð âúðõó M.

Ïðîèçâîëåí äèâèçîð D ⊂M ñ ëîêàëíè ìåðîìîðôíè óðàâíåíèÿ fα : Uα → C∪{∞},
D ∩ Uα = {x ∈ Uα | fα(x) = 0} âúðõó îòâîðåíî ïîêðèòèå M = ∪α∈AUα îòãîâàðÿ íà
ëèíåéíî ðàçñëîåíèå π : LD →M. Ïî-òî÷íî,

gαβ =
fα
fβ

: Uα ∩ Uβ → C∗

ñà ëîêàëíè õîëîìîðôíè íåàíóëèðàùè ñå ôóíêöèè, èçïúëíÿâàùè ðàâåíñòâàòà

gαβgβα = 1, gαβgβγgγα = 1 çà ∀α, β, γ ∈ A

è {gαβ}α,β∈A ñà ôóíêöèè íà ïðåõîäà íà õîëîìîðôíîòî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå LD íà
M. Çà äà ïðîâåðèì êîðåêòíîñòòà íà îïðåäåëåíèåòî íà ñúîòâåòñòâèåòî D 7→ LD, äà
èçáåðåì äðóãè ëîêàëíè ìåðîìîðôíè óðàâíåíèÿ f ′α : Uα → C ∪ {∞} íà

D ∩ Uα = {x ∈ Uα | f ′α(x) = 0}.

Òîãàâà

tα :=
f ′α
fα

: Uα −→ C∗

ñà ëîêàëíè íåàíóëèðàùè ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè. Èçïîëçâàéêè {f ′α}α∈A, ïîëó÷àâàìå
ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà

hαβ =
f ′α
f ′β

=
tαfα
tβfβ

= gαβ
tα
tβ
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íà ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå π : LD → M ñ ôóíêöèè íà ïðåõîäà {gαβ}α,β∈A è äîêàçâàìå
êîðåêòíîñòòà íà îïðåäåëåíèåòî íà D 7→ LD. Àêî {fα}α∈A è {gα}α∈A ñà ëîêàëíè óðàâ-
íåíèÿ íà äèâèçîðè D, ñúîòâåòíî G, òî {fαgα}α∈A ñà ëîêàëíè óðàâíåíèÿ íà D + G.
Ñëåäîâàòåëíî LD+G = LD ⊗ LG.

Âñÿêà ãëîáàëíà ìåðîìîðôíà ôóíêöèÿ f : M → C ∪ {∞} îïðåäåëÿ ãëàâåí äèâèçîð
div(f) ⊂ M. Ïî-òî÷íî, àêî H ⊂ M å íåïðèâîäèìà êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íà õèïåð-
ïîâúðõíèíà, x ∈ H è h : U → C å ëîêàëíà îïðåäåëÿùà ôóíêöèÿ íà H â U, ò.å.
H ∩ U = {y ∈ U |h(y) = 0}, òî êðàòíîñòòà k := ordH,x(g) íà ëîêàëíà õîëîìîðôíà
ôóíêöèÿ g : U → C ïî ïðîòåæåíèå íà H â x å ìàêñèìàëíîòî k ∈ Z≥0, çà êîåòî
ñúùåñòâóâà ðàçëàãàíå g = hkg0 â ëîêàëíèÿ ïðúñòåí OM,x 3 g0 íà x â M. Çà ïðîèç-
âîëíè äîñòàòú÷íî áëèçêè òî÷êè x, y ∈ H å èçïúëíåíî ordH,x(g) = ordH,y(g) è òîâà
íè äàâà âúçìîæíîñò äà îïðåäåëèì ordH(g) := ordH,x(g) çà êîÿ è äà å òî÷êà x ∈ H.
Àêî ìåðîìîðôíàòà ôóíêöèÿ f : M → C ∪ {∞} èìà ëîêàëíî ïðåäñòàâÿíå f = g

h ÷ðåç
õîëîìîðôíè ôóíêöèè g, h, òî îïðåäåëÿìå

div(f) := div(g)− div(h),

êúäåòî
div(g) :=

∑
H

ordH(g)H è div(h) :=
∑
H

ordH(h)H.

Äèâèçîð D =
k∑
i=1

ziHi å åôåêòèâåí, àêî zi ∈ N çà ∀1 ≤ i ≤ k. Ãëàâíèòå äèâèçîðè íà

ëîêàëíèòå õîëîìîðôíè ôóíêöèè âúðõó M ñà åôåêòèâíè. Ñúãëàñíî LD+G = LD ⊗ LG
çà ïðîèçâîëíè äèâèçîðè D,G âúðõó M, äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì, ÷å ïðîèçâîëíî
ëèíåéíî ðàçñëîåíèå π : L → M ñ íåïîñòîÿííè ëîêàëíè õîëîìîðôíè ñå÷åíèÿ {sα}α∈A
îòãîâàðÿ íà åôåêòèâåí äèâèçîð âúðõó M, çà äà ïîëó÷èì, ÷å ïðîèçâîëíî õîëîìîðôíî
ëèíåéíî ðàçñëîåíèå íàä M îòãîâàðÿ íà äèâèçîð âúðõó M. Íàèñòèíà,

Dα := {x ∈ Uα | sα(x) = 0}

ñà ëîêàëíè åôåêòèâíè äèâèçîðè ïîðàäè õîëîìîðôíîñòòà íà sα : U → C. Âçåìàéêè
ïðåäâèä, ÷å sα

sβ
: Uα∩Uβ → C∗ ñà ëîêàëíè õîëîìîðôíè ôóíêöèè, ôàìèëèÿòà {Dα}α∈A

îïðåäåëÿ ãëîáàëåí åôåêòèâåí äèâèçîð âúðõó M.
Àêî div(f) å ãëàâåí äèâèçîð íà ãëîáàëíà ìåðîìîðôíà ôóíêöèÿ f : M → C ∪ {∞},

òî çà ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ïîêðèòèå M = ∪α∈AUα ëîêàëíèòå óðàâíåíèÿ íà div(f) ñà
îãðàíè÷åíèÿòà fα := f |Uα : Uα → C∪{∞}, òàêà ÷å ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà gαβ = fα

fβ
= 1

íà Ldiv(f) →M ñà òðèâèàëíè è Ldiv(f) '= M × C å òðèâèàëíîòî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå.
Îáðàòíî, àêî ëîêàëíèòå óðàâíåíèÿ {fα}α∈A íà äèâèçîð D ⊂M çàäàâàò òðèâèàëíîòî
ëèíåéíî ðàçñëîåíèå LD = M × C, òî ñúùåñòâóâàò ëîêàëíè íåàíóëèðàùè ñå ôóíêöèè
hα : Uα → C ñ

fα
fβ

= gαβ =
hα
hβ

çà ∀α, β ∈ A, Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Òîãàâà

f :=
fα
hα

=
fβ
hβ

: M −→ C ∪ {∞}
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å ãëîáàëíà ìåðîìîðôíà ôóíêöèÿ è äèâèçîðúò D = div(f) å ãëàâåí.

Ãëàäêî ñå÷åíèå σ íà ãëàäêî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E →M íàä îòâîðåíî ïîäìíî-
æåñòâî U ⊆ M å ãëàäêî èçîáðàæåíèå σ : U → E ñ πσ(x) = x çà ∀x ∈ U. Â ñëó÷àé,
÷å π : E → M å õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå, õîëîìîðôíî ñå÷åíèå σ íà E íàä
îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆ M å õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå σ : U → E ñ πσ(x) = x
çà ∀x ∈ U. Õîëîìîðôåí ðåïåð íà E íàä îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆ M å òàêàâà
íàðåäåíà k-òîðêà (σ1, . . . , σk) îò õîëîìîðôíè ñå÷åíèÿ σi : U → E íà π : E → M,
çà êîÿòî σ1(x), . . . , σk(x) å C-áàçèñ íà Ex = π−1(x) çà ∀x ∈ U. Âñÿêî ãëàäêî ñå÷åíèå
σ : U → E íà π : E →M íàä U ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ

σ =

k∑
i=1

fiσi

íà σi : U → E , ÷èèòî êîåôèöèåíòè fi ñà ãëàäêè ôóíêöèè fi : U → C. Ñå÷åíèåòî σ :
U → E å õîëîìîðôíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî fi : U → C ñà õîëîìîðôíè ôóíêöèè
çà ∀1 ≤ i ≤ k. Àêî π : E → M å õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå îò ðàíã k íàä
êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M, òî âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî Ap,q(E) íà äèôåðåíöèàëíèòå
(p, q)-ôîðìè ñúñ ñòîéíîñòè â E èìà êîðåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð

∂ : Ap,q(E) −→ Ap,q+1(E).

Åëåìåíòèòå íà Ap,q(E) íàä îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆M ñà îò âèäà

ω =
k∑
i=1

ωi ⊗ σi,

êúäåòî ωi ∈ Ap,q(U) ñà äèôåðåíöèàëíè (p, q)-ôîðìè íàä U, à (σ1, . . . , σk) å õîëîìîðôåí
ðåïåð íà E íàä U. Îïðåäåëÿìå

∂ω :=
k∑
i=1

∂ωi ⊗ σi

è ïðîâåðÿâàìå, ÷å ∂ω íå çàâèñè îò èçáîðà íà (σ1, . . . , σk). Ïî-òî÷íî, àêî (σ′1, . . . , σ
′
k) å

äðóã õîëîìîðôåí ðåïåð íà E íàä U, òî

σi =
k∑
j=1

gijσ
′
j

çà õîëîìîðôíè ôóíêöèè gij : U → C è

σ =

k∑
i=1

ωi ⊗ σi =

k∑
i=1

k∑
j=1

gijωi ⊗ σ′j .
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Â ðåçóëòàò,

∂σ =

k∑
i=1

k∑
j=1

∂(gijωi)⊗ σ′j =

k∑
i=1

k∑
j=1

gij∂(ωi)⊗ σ′j =

=
k∑
i=1

∂(ωi)⊗

 k∑
j=1

gijσ
′
j

 =
k∑
i=1

∂(ωi)⊗ σi

íå çàâèñè îò èçáîðà íà õîëîìîðôåí ðåïåð (σ1, . . . , σk) íà E íàä U.
Êàòî ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå n-ìåðíî êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M, x ∈ M è êî-

îðäèíàòíà êàðòà ϕU : U → Cn âúðõó îòâîðåíà îêîëíîñò U íà x âúðõó M. Àêî
(z1, . . . , zn) ∈ Cn ñà õîëîìîðôíè êîîðäèíàòè âúðõó U ñ öåíòúð x è zj = xj + iyj
çà i :=

√
−1 ∈ C, ∀1 ≤ j ≤ n, òî äèôåðåíöèàëúò

(dϕU )x : TCx U = TCxM −→ TCϕU (x)C
n = SpanC

(
∂

∂xj
,
∂

∂yj

∣∣∣ 1 ≤ j ≤ n)
íà ϕU â x ∈ U å C-ëèíååí èçîìîðôèçúì íà êîìïëåêñèôèöèðàíèòå äîïèðàòåëíè ïðî-
ñòðàíñòâà. Âçåìàéêè ïðåäâèä

SpanC

(
∂

∂xj
,
∂

∂yj

∣∣∣ 1 ≤ j ≤ n) = SpanC

(
∂

∂zj
,
∂

∂zj

∣∣∣ 1 ≤ j ≤ n) ,
ðàçëàãàìå

TCxM = T 1,0
x M ⊕ T 0,1

x M

â äèðåêòíà ñóìà íà õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî

T 1,0
x M := SpanC

(
(dϕU )−1

x

∂

∂zj

∣∣∣ 1 ≤ j ≤ n)
êúì M â x è àíòè-õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî

T 0,1
x M := SpanC

(
(dϕU )−1

x

∂

∂zj

∣∣∣ 1 ≤ j ≤ n)
êúì M â x. Îáåäèíåíèåòî

TCM := ∪x∈M TCxM

íà êîìïëåêñèôèöèðàíèòå äîïèðàòåëíè ïðîñòðàíñòâà TCxM := TRxM ⊗ C êúì M â
x ∈M å êîìïëåêñíî ðàçñëîåíèå ñ òðèâèàëèçàöèè

dϕU : ∪x∈U TCxM −→ U × C2n

âúðõó êîîðäèíàòíèòå êàðòè U íà M. Àêî (z1, . . . , zn) ñà õîëîìîðôíè êîîðäèíàòè âúð-
õó ϕU (U) ⊆ Cn, à (w1, . . . , wn) ñà õîëîìîðôíè êîîðäèíàòè âúðõó ϕV (V ) ⊆ Cn, òî
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ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà íà TCM ñà ßêîáèåâèòå ìàòðèöè

∂w1
∂z1

. . . ∂w1
∂zn

0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂wn
∂z1

. . . ∂wn
∂zn

0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 ∂w1
∂z1

. . . ∂w1
∂zn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 ∂wn
∂z1

. . . ∂wn
∂zn


.

Ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà íà T 1,0M ñà ∂w1
∂z1

. . . ∂w1
∂zn

. . . . . . . . .
∂wn
∂z1

. . . ∂wn
∂zn

 .

Ñëîåâåòå íà êî-äîïèðàòåëíîòî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå (TCM)∗ íà M ñà C-ëèíåéíèòå
ïðîñòðàíñòâà (TCxM)∗ íà C-ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëè TCxM → C. Äóàëíîòî ðàçñëîå-
íèå (T 1,0M)∗ íà T 1,0M ñå íàðè÷à õîëîìîðôíî êî-äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå íà M, à
(T 0,1M)∗ å àíòè-õîëîìîðôíîòî êî-äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå íà M.

Åðìèòîâà ìåòðèêà âúðõó êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E → M å ãëàäêà
ôàìèëèÿ {hx}x∈M îò åðìèòîâè ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

hx : Ex × Ex −→ C

âúðõó ñëîåâåòå Ex = π−1(x) íà E . Àêî (σ1, . . . , σk) å ãëàäúê ðåïåð íà E âúðõó îòâîðåíî
ïîäìíîæåñòâî U ⊆M, òî çà âñè÷êè 1 ≤ i, j ≤ k, òî ôóíêöèèòå

hij : U −→ C, hij(x) := hx(σi, σj), ∀1 ≤ i, j ≤ k

ñà ãëàäêè. Ðåïåð (σ1, . . . , σk) íà π : E → M âúðõó îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆ M å
îðòîíîðìèðàí, àêî âúâ âñÿêà òî÷êà x ∈ U âåêòîðèòå σ1(x), . . . , σk(x) ∈ Ex = π−1(x) '
Ck îáðàçóâàò îðòîíîðìèðàí áàçèñ îòíîñíî hx.

Õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E → X ñ åðìèòîâà ìåòðèêà ñå íàðè÷à åð-
ìèòîâî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå. Ñâúðçàíîñò D âúðõó êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå
π : E →M å èçîáðàæåíèå

D : A0(E) −→ A1(E)

íà ñíîïà A0(E) íà ãëàäêèòå ñå÷åíèÿ íà E â ñíîïà A1(E) íà äèôåðåíöèàëíèòå 1-ôîðìè
ñúñ ñòîéíîñòè â E , êîåòî èçïúëíÿâà ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö-Íþòîí

F (fσ) = df ⊗ σ + fD(σ)

çà ïðîèçâîëíî ãëàäêî ñå÷åíèå σ : U → E è ïðîèçâîëíà ãëàäêà ôóíêöèÿ f : U → C
âúðõó îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆M. Íåêà (σ1, . . . , σk) å ëîêàëåí ðåïåð íà π : E →M
íàä îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆M. Çà âñÿêî 1 ≤ s ≤ n ìîæåì äà ïðåäñòàâèì

D(σi) =

k∑
j=1

θijσj
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÷ðåç ïîäõîäÿùè 1-ôîðìè θij . Êàçâàìå, ÷å θ = (θij)
k
i,j=1 å ìàòðèöàòà íà ñâúðçàíîñòòà

D. Äà çàáåëåæèì, ÷å (σ1, . . . , σk) è θ = (θij)
k
i,j=1 îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî ñâúðçàíîñòòà

D. Ïî-òî÷íî, ïðîèçâîëíî ñå÷åíèå σ : U → E ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

σ =
k∑
i=1

fiσi

÷ðåç ãëàäêè ôóíêöèè fi : U → C. Òîãàâà ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö-Íþòîí äàâà

D(σ) =

k∑
i=1

D(fiσi) =

k∑
i=1

dfi ⊗ σi + fiD(σi) =

=

k∑
i=1

dfi ⊗ σi + fi

 k∑
j=1

θijσj

 =

k∑
j=1

(
dfj +

k∑
i=1

fiθij

)
σj

ñëåä ðàçìÿíà íà ðåäà íà ñóìèðàíå.
Äà çàáåëåæèì, ÷å ìàòðèöàòà θ = (θij)

k
i,j=1 íà ñâúðçàíîñòòà D çàâèñè îò èçáîðà íà

ðåïåð (σ1, . . . , σk) Àêî (σ′1, . . . , σ
′
k) å äðóã ðåïåð íà π : E →M, òî ñúùåñòâóâàò ãëàäêè

ôóíêöèè gij : U → C, òàêà ÷å

σ′i =
k∑
j=1

gijσj .

Àêî h = (hij)
k
i,j=1 = g−1 å îáðàòíàòà ìàòðèöà íà g = (gij)

k
i,j=1, òî σi =

k∑
j=1

hijσ
′
j è

D(σ′i) =
k∑
j=1

dgij ⊗ σj +
k∑
j=1

k∑
s=1

gijθjsσs =

=

k∑
j=1

k∑
r=1

dgij ⊗ (hjrσ
′
r) +

k∑
j=1

k∑
s=1

k∑
r=1

gijθjshsrσ
′
r =

=
k∑
r=1

 k∑
j=1

(dgij)hjr +
k∑
j=1

k∑
s=1

gijθjshsr

⊗ σ′r
ñëåä ðàçìÿíà íà ðåäà íà ñóìèðàíå. Ñëåäîâàòåëíî ìàòðèöàòà θ′ = (θ′ij)

k
i,j=1 íàD ñïðÿìî

ðåïåðà (σ′1, . . . , σ
′
k) èìà åëåìåíòè

θ′ij =

k∑
p=1

(dgip)hpj +

k∑
p=1

k∑
q=1

gipθpqhqj çà ∀1 ≤ i, j ≤ k è

θ′ = (dg)h+ gθh = (dg)g−1 + gθg−1.

Íåêà π : E → M å åðìèòîâî ðàçñëîåíèå íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M. Ïðîèç-
âîëíà ñâúðçàíîñò

D : A0(E)→ A1(E) = A1,0(E)⊕A0,1(E)
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ñå ðàçëàãà â ñóìà D = D′ + D′′, êúäåòî D′ : A0(E) → A1,0(E) èçîáðàçÿâà ãëàäêèòå
ñå÷åíèÿ íà E â E-çíà÷íè (1, 0)-ôîðìè, à ñòîéíîñòèòå íà D′′ : A0(E) → A0,1(E) ñà E-
çíà÷íè (0, 1)-ôîðìè. ÀêîD′′ = ∂, ùå êàçâàìå ÷å ñâúðçàíîñòòàD = D′+∂ å ñúâìåñòèìà
ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà. Ñâúðçàíîñò D : A0(E)→ A1(E) å ñúãëàñóâàíà ñ ìåòðèêà h
âúðõó E , àêî

dhx(ξ, η) = hx(Dξ, η) + hx(ξ,Dη)

çà ïðîèçâîëíè ãëàäêè ñå÷åíèÿ ξ, η.

Òâúðäåíèå 1.1. Âúðõó ïðîèçâîëíî åðìèòîâî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E → M íàä

êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ñâúðçàíîñò D : A0(E)→ A1(E),
êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è ñ ìåòðèêàòà h âúðõó E . Êàçâàìå,
÷å D å ìåòðè÷íàòà ñâúðçàíîñò íà E .

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà (σ1, . . . , σk) å õîëîìîðôåí ðåïåð íà E , à hij(x) := hx(σ, σj) çà
∀1 ≤ i, j ≤ k. Àêî

D = D′ + ∂ : A0(E) −→ A1,0(E)⊕A0,1(E)

å ñâúðçàíîñò, ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà, òî ìàòðèöàòà θ íà D ñïðÿìî
ðåïåðà (σ1, . . . , σk) ñå ñúñòîè îò (1, 0)-ôîðìè. Ñúãëàñíî

D(σi) =
k∑
s=1

θisσs, D(σj) =
k∑
t=1

θjtσt,

ñúãëàñóâàíîñòòà íà D ñ ìåòðèêàòà h ñå ñâåæäà êúì

dhij = dhx(σi, σj) = hx

(
k∑
s=1

θisσs, σj

)
+ hx

(
σi,

k∑
t=1

θjtσt

)
=

=

k∑
s=1

θishsj +

k∑
t=1

θjthit,

êúäåòî
k∑
s=1

θishsj å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò òèï (1, 0), à
k∑
t=1

θjthit å äèôèåðåíöèàëíà

ôîðìà îò òèï (0, 1). Ñëåäîâàòåëíî

∂hij =

k∑
s=1

θishsj è ∂hij =

k∑
t=1

hitθjt çà ∀1 ≤ i, j ≤ k,

îòêúäåòî

∂h = θh è ∂(h) = hθ

çà ìàòðèöàòà h = (hij)
k
i,j=1. Â ðåçóëòàò,

θ = (∂h)h−1
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å åäèíñòâåíàòà ìàòðèöà íà ñâúðçàíîñò D : A0(E) → A1(E), êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ
êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è ñ ìåòðèêàòà h âúðõó E . Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

D = (∂ + θ) + ∂ : A0(E) −→ A1,0(E)⊕A0,1(E)

å ñâúðçàíîñò âúðõó E , êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è ñ ìåòðèêàòà.

Àêî π : E →M å åðìèòîâî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M,
D : A0(E) → A1(E) å ñâúðçàíîñò âúðõó E , ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è
ìåòðèêàòà íà E , à (σ1, . . . , σk) å îðòîíîðìèðàí ðåïåð íà E , òî

hij = δij =

{
1 çà 1 ≤ i = j ≤ k,
0 çà 1 ≤ i 6= j ≤ k,

îòêúäåòî

0 = dhij =
k∑
s=1

θisδsj +
k∑
t=1

θjtδit = θij + θji çà âñè÷êè 0 ≤ i, j ≤ k.

Ñ äðóãè äóìè, ìàòðèöàòà θ = −θt íà D å êîñî-åðìèòîâà îòíîñíî îðòîíîðìèðàí áàçèñ.
Àêî D : A0(E)→ A1(E) å ñâúðçàíîñò âúðõó êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå E →

M íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M, òî çà ∀p ∈ N èìàìå îïåðàòîð

D : Ap(E) −→ Ap+1(E).

Ïî-òî÷íî, çà ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî U ⊆M, ïðîèçâîëíà ëîêàëíà p-ôîðìà
ψ ∈ Ap(U) âúðõó U è ïðîèçâîëíî ãëàäêî ñå÷åíèå ξ : U → E , îïðåäåëÿìå

D(ψ ∧ ξ) = dψ ⊗ ξ + (−1)pψ ∧D(ξ),

èçïîëçâàéêè ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö-Íþòîí. Òîâà äàâà âúçìîæíîñò äà ðàçãëåäàìå îïå-
ðàòîðà

D2 : A0(E) −→ A2(E).

Çà ïðîèçâîëíî ãëàäêî ñå÷åíèå σ : U → E è ïðîèçâîëíà ãëàäêà ôóíêöèÿ f : U → C
èìàìå

D2(fσ) = D(df ⊗ σ + fD(σ)) = −df ∧D(σ) + df ∧D(σ) + fD2(σ) = fD2(σ).

Ñëåäîâàòåëíî îïåðàòîðúò D2 å ëèíååí îòíîñíî ãëàäêèòå ôóíêöèè âúðõó M è îòãî-
âàðÿ íà ãëàäêî ñå÷åíèå Θ íà ∧(TRM)∗ ⊗ Hom(E , E) = ∧2(TCM)∗ ⊗ (E∗ ⊗ E), êúäåòî
(TCM)∗ å êîìïëåêñèôèöèðàíîòî êî-äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå íà M, à E∗ → M å äó-
àëíîòî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå íà π : E → M, ñúñòàâåíî îò C-ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëè
E∗x := HomC(Ex,C), x ∈M âúðõó ñëîåâåòå Ex íà E . Íåêà σ = (σ1, . . . , σk) å ðåïåð íà E ,
à (σ∗1, . . . , σ

∗
k) å äóàëíèÿò ðåïåð íà (σ1, . . . , σk), ò.å.

σ∗i (σj) = δij =

{
1 çà 1 ≤ i = j ≤ k,
0 çà 1 ≤ i 6= j ≤ k.
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Òîãàâà {σ∗i ⊗ σj | 1 ≤ i, j ≤ k} å ðåïåð íà E∗ ⊗ E è ñå÷åíèåòî Θ ∈ ∧2(E∗ ⊗ E) ñå çàäàâà
ñ ìàòðèöà Θσ îò 2-ôîðìè, ò.å.

D2(σi) =

k∑
j=1

Θσ
ij ⊗ σj çà ∀1 ≤ i ≤ k.

Êàçâàìå, ÷å Θσ å ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà íà ñâúðçàíîñòòà D ñïðÿìî ðåïåðà σ íà E .
Àêî

σ′i =
k∑
j=1

gijσj , ∀1 ≤ i ≤ k

å äðóã ðåïåð íà E è g−1 = (g−1
pq )kp,q=1 å ìàòðèöàòà, èçïúëíÿâàùà ðàâåíñòâàòà

σi =

k∑
j=1

g−1
ij σ

′
j çà ∀1 ≤ i ≤ k,

òî

D2σ′i = D2

 k∑
j=1

gijσj

 =
k∑
j=1

gijD
2(σj) =

=
k∑
j=1

k∑
s=1

gijΘ
σ
js ⊗ σs =

k∑
j=1

k∑
s=1

k∑
t=1

gijΘ
σ
jsg
−1
st σ

′
t.

Îòòóê, ìàòðèöàòà Θσ′ íà D2 ñïðÿìî ðåïåðà σ′ = (σ′1, . . . , σ
′
k) èìà åëåìåíòè

Θσ′
it =

k∑
j=1

k∑
s=1

gijΘ
σ
jsg
−1
st çà 1 ≤ i, t ≤ k è

Θσ′ = gΘσg−1.

Àêî θ å ìàòðèöàòà íà D ñïðÿìî ðåïåð σ = (σ1, . . . , σk), òî D(σi) =
k∑
j=1

θijσj , îòêúäåòî

D2(σi) = D

 k∑
j=1

θijσj

 =

k∑
j=1

[dθij ⊗ σj − θij ∧D(σj)] =

=

k∑
j=1

dθij ⊗ σj −
k∑
j=1

θij ∧

(
k∑
s=1

θjsσs

)
=

k∑
s=1

dθis − k∑
j=1

θij ∧ θjs

⊗ σs
è ìàòðèöàòà Θσ íà D2 ñïðÿìî ðåïåðà σ å

Θσ = dθ − θ ∧ θ.
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Ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå íàðè÷à ñòðóêòóðíî óðàâíåíèå íà Êàðòàí.

Àêî π : E → M å åðìèòîâî ðàçñëîåíèå è ñâúðçàíîñòòà D : A0(E) → A1(E) å

ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúðõó E , òî îò D′′ = ∂ ñëåäâà (D′′)2 = ∂
2

= O
è ìàòðèöàòà Θσ íà D2 ñïðÿìî ãëàäúê ðåïåð σ = (σ1, . . . , σk) íà E èìà (Θσ)0,2 = Ok×k.
Îùå ïîâå÷å, àêî D å ñúãëàñóâàíà ñ ìåòðèêàòà âúðõó E è σ å îðòîíîðìèðàí ðåïåð
íà E , òî ìàòðèöàòà θ íà D ñïðÿìî ðåïåðà σ å êîñî-åðìèòîâà, îòêúäåòî ìàòðèöàòà
Θσ = dθ − θ ∧ θ íà D2 ñïðÿìî σ å ñúùî êîñî-åðìèòîâà, ñúãëàñíî

(Θσ)
t

= (dθ − θ ∧ θ)t = dθ
t
+ θ

t ∧ θt = −dθ + θ ∧ θ = −Θσ.

(Òóê èçïîëçâàìå (θ1 ∧ θ2)t = −θt2 ∧ θt1 çà ïðîèçâîëíè ìàòðèöè θ1, θ2 îò 1-ôîðìè.)
Ñëåäîâàòåëíî

(Θσ)2,0 =
[
−
(
Θσ
)t]2,0

=
[
− (Θσ)t

]0,2
=
[
− (Θσ)0,2

]t
= Otk×k = Ok×k

è ìàòðèöàòà Θσ íà êðèâèíàòà D2 íà ìåòðè÷íàòà ñâúðçàíîñò D âúðõó E ñïðÿìî îðòî-
íîðìèðàí ðåïåð σ = (σ1, . . . , σk) å êîñî-åðìèòîâà ìàòðèöà îò (1, 1)-ôîðìè. Â ðåçóëòàò,√
−1

2π Θ å åðìèòîâà ìàòðèöà îò (1, 1)-ôîðìè. Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 1.1, ìàòðèöàòà íà
D : A0(E) → A1(E) å θ = (∂h)h−1, êúäåòî h å åðìèòîâàòà ìåòðèêà âúðõó E , ñ êîÿòî å
ñúãëàñóâàíà D. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòðèöàòà Θ íà D2 : A0(E)→ A2(E) ñå ñúñòîè
îò (1, 1)-ôîðìè, ïîëó÷àâàìå ÷å

Θ = dθ − θ ∧ θ = d
(
(∂h)h−1

)
−
[
(∂h)h−1

]
∧
[
(∂h)h−1

]
= −(∂h) ∧ (∂h−1).

Îò hh−1 = Ek çà åäèíè÷íàòà ìàòðèöà Ek ïðåñìÿòàìå, ÷å (∂h)h−1 +h(∂h−1) = O, òàêà
÷å ∂h−1 = −h−1(∂h)h−1 è

Θ = (∂h) ∧
[
h−1(∂h)h−1

]
ñïðÿìî ïðîèçâîëåí ðåïåð (σ1, . . . , σk) íà E . Àêî ðåïåðúò (σ1, . . . , σk) å îðòîíîðìèðàí,
òî hh−1 = Ek è

Θ = (∂h) ∧ (∂h).

Äà íàïîìíèì, ÷å êîìïëåêñíîòî ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî PN (C) ñå ñúñòîè îò ïðà-
âèòå l(v) ⊂ Cn+1, v ∈ CN+1 \ {0N+1} ïðåç íà÷àëîòî â CN+1. Àëãåáðè÷íî,

PN (C) =
(
CN+1 \ {0N+1}

)
/C∗

å ìíîæåñòâîòî íà îðáèòèòå íà äåéñòâèåòî C∗ × (CN+1 \ {0N+1}) → (CN+1 \ {0N+1}),
(λ, (x0, x1, . . . xN )) 7→ (λx0, λx1, . . . , λxN ) íà C∗ âúðõó CN+1 \ {0N+1}. Îðáèòàòà íà x =
(x0, x1, . . . , xN ) ∈ CN+1 \ {0N+1} ïîä äåéñòâèå íà C∗ áåëåæèì ñ [x] = [x0 : x1 : . . . : xN ]
è ïîìíèì, ÷å [x0 : x1 : . . . : xN ] = [λx0 : λx1 : . . . : λxN ] çà âñÿêî λ ∈ C∗. Îò äðóãà
ñòðàíà, äåéñòâèåòî

GL(N + 1,C)× (CN+1 \ {0N+1}) −→ (CN+1 \ {0N+1}),
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A, x =


x0

x1

. . .
xN


 7→ Ax

íà îáùàòà ëèíåéíà ãðóïà GL(N + 1,C) âúðõó CN+1 \ {0N+1} èíäóöèðà äåéñòâèå

GL(N + 1,C)× PN (C) −→ PN (C), (A, [x]) 7→ [Ax]

íà GL(N + 1,C) âúðõó PN (C), êúäåòî õîìîãåííèòå êîîðäèíàòè [x] íà òî÷êà îò PN (C)
ñà ðàçïîëîæåíè â ñòúëá. Çà âñÿêî [x] ∈ PN (C) ñúùåñòâóâà 0 ≤ i ≤ N ñ xi 6= 0.
Ìíîæåñòâîòî

Ui := {[x] ∈ PN (C) |xi 6= 0} =

=

{
[x] =

[
x0

xi
: . . . :

xi−1

xi
: 1 :

xi+1

xi
: . . . :

xN
xi

]
∈ PN (C)

}
'

'
{(

x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xN
xi

)
∈ CN

}
= CN

å èçîìîðôíî íà CN è ñå íàðè÷à àôèííà êîîðäèíàòíà êàðòà âúðõó PN (C). Âñÿêà òî÷êà
âúðõó PN (C) ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíà àôèííà êîîðäèíàòíà êàðòà. Äîïúëíåíèåòî

PN (C) \ Ui =
{

[x] ∈ PN (C) |xi = 0
}

=

=
{

[x0 : x1 : . . . : xi−1 : 0 : xi+1 : . . . : xN ] ∈ PN (C)
}
'

'
{

[x0 : . . . : xi−1 : xi+1 : . . . : xN ] ∈ PN−1(C)
}

= PN−1(C)

íà àôèííà êîîðäèíàòíà êàðòà Ui ' CN å èçîìîðôíî íà ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî
PN−1(C) ñ êîðàçìåðíîñò 1.

Ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, õà-
ðàêòåðèçèðàùî ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X = (B/Γ)′, äà íàïîìíèì
êëàñèôèêàöèÿòà íà Åíðèêåñ-Êîäàèðà íà êîìïëåêñíèòå ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè X ⊂
PN (C). Íåêà Ω1,0X = (T 1,0X)∗ å õîëîìîðôíîòî êî-äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå íà X.
Õîëîìîðôíîòî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå KX := (Ω1,0

X ) ∧ (Ω1,0X) ñå íàðè÷à êàíîíè÷íî, à
ñúîòâåòíèÿò ìó äèâèçîð KX ⊂ X ñå íàðè÷à êàíîíè÷åí äèâèçîð íà X. Ãëàäêà ïðî-
åêòèâíà êîìïëåêñíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C) å ìèíèìàëíà, àêî ñâèâàíåòî íà ãëàäêà
ðàöèîíàëíà êðèâà âúðõó X âîäè äî ïîëó÷àâàíå íà îñîáåíà ïîâúðõíèíà. Ðàçìåðíîñòòà
íà Êîäàèðà κ(X) íà ìèíèìàëíà ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà X ⊂ Pn(C) çàâèñè îò
ðàçìåðíîñòèòå íà ïðîñòðàíñòâàòà H0

(
X,K⊗mX

)
íà ãëîáàëíèòå õîëîìîðôíè ñå÷åíèÿ íà

ïëóðè-êàíîíè÷íèòå ðàçñëîåíèÿ

K⊗mX := KX ⊗ . . .⊗KX︸ ︷︷ ︸
m

çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè m ∈ N.

Àêî H0
(
X,K⊗mX

)
= 0 çà âñè÷êè m ∈ N, òî X å ïîâúðõíèíà ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà

κ(X) = −∞. Âñÿêà ìèíèìàëíà ãëàäêà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C) ñ κ(X) = −∞ å ëèíåé-
÷àòà, ò.å. èìà ðàçñëîåíèå f : X → Cg ÷ðåç ãëàäêè ðàöèîíàëíè ïðàâè f−1(c) ' P1(C),
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∀c ∈ Cg íàä ãëàäêà êîìïëåêñíà êðèâà Cg îò ðîä g ∈ Z≥0. Àêî C0 = P1(C) å îò ðîä 0,
òî ëèíåé÷àòàòà ïîâúðõíèíà X å áèðàöèîíàëíà íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà P2(C) è ñå
íàðè÷à ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà.

Àêî dimCH
0
(
X,K⊗mX

)
≤ 1 çà ∀m ∈ N è ñúùåñòâóâàm0 ∈ N ñ dimCH

0
(
X,K⊗m0

X

)
=

1, òî ðàçìåðíîñòòà íà Êîäàèðà å κ(X) = 0. Àêî κ(X) = 0 è dimCH
0
(
X,Ω1,0X

)
= 2, òî

X = (C2,+)/(π1(X),+) ⊂ Pn(C) ñ π1(X),+) ' (Z4,+) å ïðîåêòèâåí êîìïàêòåí êîì-
ïëåêñåí òîð. Òåçè ïîâúðõíèíè X ñå íàðè÷àò àáåëåâè, çàùîòî ñà êîìïëåêñíè àáåëåâè
ãðóïè (X,+). Ìèíèìàëíèòå ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè X ⊂ PN (C) ñ κ(X) = 0 è
dimCH

0
(
X,Ω1,0X

)
= 1 ñà ôàêòîðè X = E1×E0/G íà äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå E1×E0

íà åëèïòè÷íè êðèâè E1, E0 ïî êðàéíà àáåëåâà ãðóïà G áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Êàíî-
íè÷íèòå ïðîåêöèè Pr1 : E1 × E0 → E1 è Pr0 : E1 × E0 → E0 èíäóöèðàò ðàçñëîåíèÿ
pr1 : X = E1 × E0/G → E1/G, ñúîòâåòíî, pr0 : X = E1 × E0/G → E0/G = P1(C) ÷ðåç
åëèïòè÷íè êðèâè. Çàòîâà X = E1×E0/G ñå íàðè÷àò áè-åëèïòè÷íè ïîâúðõíèíè. Â ñòà-
òèÿòà [2] îò 1907 ã. Áàãíåðà è äå Ôðàí÷èñ êëàñèôèöèðàò êîìïëåêñíèòå áè-åëèïòè÷íèòå
ïîâúðõíèíè. Àêî κ(X) = 0 è H0

(
X,Ω1,0X

)
= 0, òî dimCH

0 (X,KX) ≤ 1. Â ñëó÷àÿ
κ(X) = 0, H0

(
X,Ω1,0X

)
= 0, H0 (X,KX) = 1 ïîâúðõíèíàòà X å åäíîñâúðçàíà, ò.å.

π1(X) = {1} è X ñå íàðè÷à K3 ïîâúðõíèíà. Àêî κ(X) = 0, H0
(
X,Ω1,0X

)
= 0 è

H0 (X,KX) = 0, òî X ñå íàðè÷à ïîâúðõíèíà íà Åíðèêåñ, èìà K3 óíèâåðñàëíà ïîêðè-
âàùà X̃ è ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X) = (Z2,+).

Àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C ∈ R>0, òàêà ÷å dimCH
0
(
X,K⊗mX

)
≤ Cm çà âñè÷êè åñ-

òåñòâåíè ÷èñëàm ∈ N è ñúùåñòâóâàm0 ∈ N ñ dimCH
0
(
X,K⊗m0

X

)
> 1, òî ðàçìåðíîñòòà

íà Êîäàèðà å κ(X) = 1. Âñÿêà ìèíèìàëíà ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C)
ñ κ(X) = 1 ñå ðàçñëîÿâà ÷ðåç åëèïòè÷íè êðèâè íàä êðèâà. Àêî κ(X) 6∈ {−∞, 0, 1}, òî
κ(X) = 2 è X ñå íàðè÷à ïîâúðõíèíà îò îáù òèï.

Çà äà îïðåäåëèì êëàñîâåòå íà ×úðí íà êîìïëåêñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : E →M
îò ðàíã k íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M, ùå ðàçãëåäàìå õîìîãåííèòå èíâàðèàíòíè
ïîëèíîìè

P : Mk×k(C) −→ C

íà êâàäðàòíè ìàòðèöè. Ïî îïðåäåëåíèå, òîâà ñà ïîëèíîìè P (A) = P (Aij) íà åëåìåíòè-
òå Aij ∈ C íà A ∈Mk×k(C), êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî äåéñòâèåòî íà GL(k,C) âúð-
õó Mk×k(C) ÷ðåç ñïðÿãàíå, ò.å. P ∈ C[Aij | 1 ≤ i, j ≤ k](d), d ∈ Z≥0 ñ P (gAg−1) = P (A)
çà ∀A ∈ Mk×k(C), ∀g ∈ GL(k,C). Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì fA(t) = det(A − tEk)
íà ìàòðèöà A ∈Mk×k(C) å GL(k,C)-èíâàðèàíòåí, ñúãëàñíî

fgAg−1(t) = det(gAg−1 − g(tEk)g
−1) = det(g(A− tEk)g−1) =

= det(g) det(A− tEk) det(g−1) = fA(t) çà ∀g ∈ GL(k,C).

Ñëåäîâàòåëíî õàðàêòåðèñòè÷íèòå êîðåíè λ1, . . . , λk íà A ∈ Mk×k(C) îáðàçóâàò
GL(k,C)-èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî îò êîìïëåêñíè ÷èñëà è ïðîèçâîëåí ñèìåòðè÷åí õî-
ìîãåíåí ïîëèíîì P (λ1, . . . , λk) íà λ1, . . . , λk å GL(k,C)-èíâàðèàíòåí ïîëèíîì íà A ∈
Mk×k(C). Â ÷àñòíîñò, åëåìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè

P (i)(A) :=
∑

1≤j1<...<ji≤k
λj1 . . . λji , 1 ≤ i ≤ k
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íà λ1, . . . , λk ñà GL(k,C)-èíâàðèàíòíè ïîëèíîìè íà A. Âçåìàéêè ïðåäâèä

fA(t) = det(A− tEk) = (−1)k
k∏
i=1

(t− λi),

ïðåñìÿòàìå ÷å

det(A+ tEk) = det(A− (−tEk)) = fA(−t) =

= (−1)k
k∏
i=1

(−t− λi) =

k∏
i=1

(t+ λi) =

k∑
s=0

P (k−s)(A)ts

ñ P (0)(A) := 1. Â ÷àñòíîñò, P (k)(A) = det(A) å äåòåðìèíàíòàòà íà A, à

P (1)(A) = λ1 + . . .+ λk = A11 + . . .+Akk = tr(A)

å ñëåäàòà íà A. Çà ïðîèçâîëíè 2 ≤ s ≤ k − 1 è I = {i1, . . . , is}, 1 ≤ i1 < . . . < is ≤ k
äà îçíà÷èì ñ AI,I ìàòðèöàòà, ïîëó÷åíà îò A ïðè ïðåñè÷àíå íà ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå,
èíäåêñèðàíè ñ I. Òîãàâà

P (s)(A) =
∑
|I|=s

det(AI,I).

Ùå êàçâàìå, ÷å P (1)(A), . . . , P (k)(A) ñà åëåìåíòàðíèòå GL(k,C)-èíâàðèàíòíè ïîëèíî-
ìè íà A ∈ Mk×k(C), çàùîòî âñåêè GL(k,C)-èíâàðèàíòåí õîìîãåíåí ïîëèíîì P (A)
íà A å ïîëèíîì íà P (1)(A), . . . , P (k)(A). Ïî-òî÷íî, íåêà (A1, . . . , Am) ∈ (Mk×k(C))m

å íàðåäåíà m-òîðêà ìàòðèöè îò k-òè ðåä, I = {j1, . . . , jm} å èíäåêñíî ìíîæåñòâî ñ
1 ≤ j1 < . . . < jm ≤ k, à τ ∈ Sm å ïåðìóòàöèÿ. Çà ïðîèçâîëíî 1 ≤ s ≤ m äà îçíà÷èì ñ
(As)I,I ∈Mm×m(C) ìàòðèöàòà, ïîëó÷åíà îò As ∈Mk×k(C) ïðè ïðåñè÷àíå íà ðåäîâåòå
è ñòúëáîâåòå ñ íîìåðà j1, . . . , jm. Íåêà A

τ
I ∈Mm×m(C) å ìàòðèöàòà, ÷èéòî s-òè ñòúëá

ñúâïàäà ñ s-òèÿ ñòúëá íà (Aτ(s))I,I ∈Mm×m(C) çà 1 ≤ s ≤ m. Ïðîâåðÿâà ñå, ÷å

P̃ (A1, . . . , Am) =
1

m!

∑
τ∈Sm

∑
|I|=m

det(AτI )

å ïîëÿðèçàöèÿòà íà õîìîãåííèÿ GL(k,C)-èíâàðèàíòåí ïîëèíîì P. Â ÷àñòíîñò, çà m =
2 èìàìå

P̃ (A1, A2) =
1

2!
[P (A+B)− P (A)− P (B)].

Íåêà π : E →M å åðìèòîâî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå îò ðàíã k íàä êîìïëåêñíî ìíîãî-
îáðàçèå M è M = ∪α∈AUα å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà M ñ òðèâèàëèçàöèè

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × Ck

íà E . Äà îçíà÷èì ñ θα ìàòðèöàòà íà ìåòðè÷íàòà ñâúðçàíîñò D âúðõó Uα, à ñ Θα -
ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà D2. Òîãàâà çà ïðîèçâîëåí õîìîãåíåí GL(k,C)-èíâàðèàíòåí
ïîëèíîì P (A), A ∈ Mk×k(C) îò ñòåïåí m ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíà ôîðìà P (Θα)
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îò òèï (m,m). Ñúãëàñíî Θα = gαβΘβg
−1
αβ çà ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà gαβ, α, β ∈ A èìàìå

P (Θα) = P (Θβ) âúðõó Uα∩Uβ è ìîæåì äà îïðåäåëèì ãëîáàëíà äèôåðåíöèàëíà ôîðìà
P (Θ) îò òèï (m,m) âúðõó M, ïîëàãàéêè

P (Θ)(x) := P (Θα)(x) çà x ∈ Uα.

Àêî çà ïðîèçâîëíà òî÷êà xo ∈ Uα ⊆ M èçáåðåì îðòîíîðìèðàí ðåïåð (σ1, . . . , σk)
íà E íàä Uα, òî ìàòðèöàòà h = (hij)

k
i,j=1 èìà ïîñòîÿííè åëåìåíòè

hij = h(σi, σj) = δij =

{
1 çà 1 ≤ i = j ≤ k,
0 çà 1 ≤ i 6= j ≤ k

è ìàòðèöàòà θα(x) = (∂h)h−1 = Ok×k íà D ñå àíóëèðà çà ∀x ∈ Uα. Äèôåðåíöèàëúò íà
ìàòðèöàòà Θα = dθα − θα ∧ θα íà D2 å

dΘα = −dθα ∧ θα + θα ∧ dθα

è ñå àíóëèðà â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà xo âúðõó M. Çà ïðîèçâîëåí õîìîãåíåí
GL(k,C)-èíâàðèàíòåí ïîëèíîì P îò ñòåïåí m ñ ïîëÿðèçàöèÿ P̃ èìàìå

dP (Θα) = dP̃ (Θα, . . . ,Θα) =

m∑
s=1

P̃ (Θα, . . . ,Θα︸ ︷︷ ︸
s−1

, dΘα,Θα, . . . ,Θα︸ ︷︷ ︸
m−s

),

òàêà ÷å dP (Θα) ñå àíóëèðà â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà îò M.
Ñëåäîâàòåëíî P (Θ) å çàòâîðåíà äèôåðåíöèàëíà ôîðìà âúðõó M.

Çà äà èíòåðïðåòèðàìå P (Θ) êàòî êîõîìîëîãè÷åí êëàñ âúðõó M, äà íàïîìíèì ÷å
ñíîïîâåòå Ap íà ãëàäêèòå äèôåðåíöèàëíè p-ôîðìè âúðõó M îáðàçóâàò êî-âåðèæåí
êîìïëåêñ

0 M × R A0 . . .Ap Ap+1 . . . ,- - -d0 -d
p

ò.å. dp+1dp = O çà ∀p ≥ 0. Ñúîòâåòíèòå ãëîáàëíè ãëàäêè ñå÷åíèÿ

0 R A0(M) . . .Ap(M) Ap+1(M) . . .- - -
d0M -

dpM

ñúùî îáðàçóâàò êî-âåðèæåí êîìïëåêñ, ÷èèòî êîõîìîëîãèè

Hp
DR(M) :=

ker[dpM : Ap(M) −→ Ap+1(M)]

im[dp−1
M : Ap−1(M) −→ Ap(M)]

ñå íàðè÷àò êîõîìîëîãèè íà äå Ðàì íà M. Â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé, çàòâîðåíàòà äè-
ôåðåíöèàëíà (m,m)-ôîðìà P (Θ) âúðõó M çàäàâà êîõîìîëîãè÷åí êëàñ íà äå Ðàì
[P (Θ)] ∈ H2m

DR(M).
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Íåêà π : E → M å åðìèòîâî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå îò ðàíã k íàä êîìïëåêñíî ìíî-
ãîîáðàçèå M, à P (1), . . . , P (k) ñà åëåìåíòàðíèòå GL(k,C)-èíâàðèàíòíè ïîëèíîìè íà
ìàòðèöè îò Mk×k(C). Òîãàâà êîõîìîëîãè÷íèòå êëàñîâå

ci(E) :=

[
P (i)

(√
−1

2π
Θ

)]
∈ H2i

DR(M), 1 ≤ i ≤ k

ñå íàðè÷àò êëàñîâå íà ×úðí íà E . Êëàñîâåòå íà ×úðí

ci(M) := ci(T
1,0M), 1 ≤ i ≤ n = dimCM

íà õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå T 1,0M → M ñå íàðè÷àò êëàñîâå íà ×úðí
íà M.

Íåêà X ⊂ PN (C) å ïðîåêòèâíà êîìïëåêñíà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà ìåòðèêàòà ho
íà Ôóáèíè-Ùóäè âúðõó Pn(C) èíäóöèðà åðìèòîâà ìåòðèêà âúðõó X. Çà äà íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèåòî íà ho äà îòáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîëíà åðìèòîâà ìåòðèêà h âúðõó
êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M å ãëàäêà ôàìèëèÿ îò åðìèòîâè ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ
h : T 1,0M ⊗ T 1,0M → C âúðõó õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå T 1,0M íà M. Â
õîëîìîðôíè ëîêàëíè êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn) âúðõó M, ìîæåì äà ïðåäñòàâèì

h =
n∑
i=1

n∑
j=1

h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
dxi ⊗ dxj .

Òîãàâà

ω := −Im(h) =

√
−1

2
(h− h) =

n∑
i=1

n∑
j=1

h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
dxi ∧ dxj

å äèôåðåíöèàëíà (1, 1)-ôîðìà âúðõó M, êîÿòî îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî h. Àêî ôîðìàòà
ω å çàòâîðåíà, ò.å. dω = 0, òî åðìèòîâàòà ìåòðèêà h ñå íàðè÷à Êåëåðîâà. Çà ïðîèçâîë-
íè õîëîìîðôíè êîîðäèíàòè z = (z0, . . . , zN ) ∈ CN+1, ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíàòà
(1, 1)-ôîðìà

ωo :=

√
−1

2
∂∂ log ||z||2 =

√
−1

2
∂∂ log

(
|z0|2 + . . . |zN |2

)
âúðõó CN+1 \ {0N+1}. Àêî

π : CN+1 \ {0N+1} −→ PN (C) =
(
CN+1 \ {0n+1}

)
/C∗

ñúïîñòàâÿ íà v ∈ CN+1\{0N+1} ïðàâàòà l(v) ∈ PN (C), òî ïðîèçâîëíè ëîêàëíè ïîâäèãà-
íèÿ z : U → CN+1\{0N+1} íà π ñå ðàçëè÷àâàò ñ íåàíóëèðàùà ñå õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ
f : U → C, ò.å.

(z′0, . . . , z
′
N ) = z′ = f(z)z = (f(z)z0, . . . , f(z)zN ).

Ïðåñìÿòàìå

log
(
||z′||2

)
= log

 N∑
j=0

|f(z)zj |2
 =

= log

|f(z)|2
 N∑
j=0

|zj |2
 = log

(
|f(z)|2

)
+ log

(
||z||2

)
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è çàáåëÿçâàìå, ÷å

∂∂ log
(
|f(z)|2

)
= ∂∂ log

(
f(z)f(z)

)
= ∂∂

(
log (f(z)) + log

(
f(z)

))
= 0

ïîðàäè õîëîìîðôíîñòòà íà log (f(z)) àíòè-õîëîìîðôíîñòòà íà log
(
f(z)

)
. Ñëåäîâàòåë-

íî
∂∂ log

(
||z′||2

)
= ∂∂ log

(
||z||2

)
,

òàêà ÷å äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà ωo å êîðåêòíî çàäàäåíà âúðõó PN (C). Ìåòðèêàòà
ho íà Ôóáèíè-Ùóäè âúðõó PN (C) å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíàòà åðìèòîâà ìåòðèêà ho ñ
àñîöèèðàíà (1, 1)-ôîðìà ωo. Ñúãëàñíî

dωo = (∂ + ∂)

(√
−1

2
∂∂ log

(
||z||2

))
= 0,

ìåòðèêàòà ho å Êåëåðîâà. Îãðàíè÷åíèåòî íà ho âúðõó êîìïëåêñíà ïîâúðõíèíà X ⊂
PN (C) å Êåëåðîâà ìåòðèêà âúðõó X. Ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà Θ íà ñâúðçàíîñòòà
D : A0(T 1,0X)→ A1(T 1,0X), ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è ìåòðèêàòà ho|X
âúðõó X å 2× 2-ìàòðèöà îò (1, 1)-ôîðìè Θij , 1 ≤ i, j ≤ 2. Êëàñîâåòå íà ×úðí íà X ñà

c1(X) := tr

(√
−1

2π
Θ

)
=

√
−1

2
(Θ1,1 + Θ2,2) ∈ H2

DR(X)

è

c2(X) := det

(√
−1

2π
Θ

)
= − 1

4π2
(Θ11Θ22 −Θ12Θ21) ∈ H4

DR(X).

×èñëàòà íà ×úðí ñå îïðåäåëÿò îò ðàâåíñòâàòà

c2
1(X) :=

∫
X
c1(X) ∧ c1(X), c2(X) :=

∫
X
c2(X).

Íåêà KX å êàíîíè÷íèÿò äèâèçîð íà X, ò.å. äèâèçîðúò, îòãîâàðÿù íà êàíîíè÷íîòî
ëèíåéíî ðàçñëîåíèå KX := T 1,0X∧T 1,0X íàX.Äîêàçâà ñå, ÷å c2

1(X) = K2
X ∈ Z ñúâïàäà

ñ èíäåêñà íà ñàìîïðåñè÷àíå íà KX . ×èñëîòî íà ×úðí c2(X) ñúâïàäà ñ Îéëåðîâàòà
õàðàêòåðèñòèêà e(X) ∈ Z íà X. Çà äà íàïîìíèì îïðåäåëåíèåòî íà e(X) äà ðàçãëåäàìå
ñèìïëèöèàëíî ðàçëàãàíå íà X. Ïî-òî÷íî, çà ïðîèçâîëíè òî÷êè u0, u1, . . . , uk ∈ Rk, çà
êîèòî u1 − u0, . . . , uk − u0 ∈ Rk å áàçèñ íà Rk, ìíîæåñòâîòî

∆k :=

{
x0u0 + . . .+ xkuk

∣∣∣xi ∈ R≥0,
k∑
i=0

xk = 1

}

ñå íàðè÷à k-ñèìïëåêñ. Ñèìïëèöèàëíî ðàçëàãàíå íà ãëàäêî ìíîãîîáðàçèåX ñ dimRX =
4 å ðàçáèâàíå íàX â êðàéíî íåïðåñè÷àùî ñå îáåäèíåíèå íà ïîäìíîæåñòâà, õîìåîìîðô-
íè íà ñèìïëåêñè ∆k ñ ðàçìåðíîñò 0 ≤ k ≤ 4. Àêî nk ∈ Z≥0 å áðîÿò íà k-ñèìïëåêñèòå
â ñèìïëèöèàëíî ðàçëàãàíå íà X, òî öÿëîòî ÷èñëî

e(X) = n0 − n1 + n2 − n3 + n4
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íå çàâèñè îò èçáîðà íà ñèìïëèöèàëíî ðàçëàãàíå íà X è ñå íàðè÷à Îéëåðîâà õàðàêòå-
ðèñòèêà íà X.

Òåíçîðúò íà Ðè÷è íà ñâúðçàíîñò D : A0(E) → A1(E) ñïðÿìî ðåïåð (σ1, . . . , σk) íà
åðìèòîâî ðàçñëîåíèå π : E →M ñå îïðåäåëÿ êàòî

Ric(σi, σj) := h(D2σi, σj) = h

(
k∑
s=1

Θisσs, σj

)
=

k∑
s=1

Θish(σs, σj) =

k∑
s=1

Θishsj .

Íåêà h å åðìèòîâà ìåòðèêà âúðõó êîìïëåêñíà ïîâúðõíèíà X ⊂ Pn(C), à

D : A0(T 1,0X) −→ A1(T 1,0X)

å åäèíñòâåíàòà ñâúðçàíîñò âúðõó X, ñúãëàñóâàíà ñ h è ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúð-
õó X. Àêî h å Êåëåðîâà ìåòðèêà, ÷èéòî òåíçîð íà Ðè÷è Ric = ch å ïðîïîðöèîíàëåí
íà ìåòðèêàòà ñ íÿêàêâà êîíñòàíòà c ∈ R, òî h ñå íàðè÷à ìåòðèêà íà Êåëåð-Àéíùàéí.
Ïðåç 1977 ã. ßî äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíè-
òå óðàâíåíèÿ íà Ìîíæ-Àìïåð è èçâåæäà ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíà ìåòðèêà íà
Êåëåð-Àéíùàéí h ñ îòðèöàòåëíà êðèâèíà íà Ðè÷è âúðõó ïðîèçâîëíà êîìïëåêñíà ïðî-
åêòèâíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C) îò îáù òèï. Ðåçóëòàòúò å îáÿâåí â [49] è äîêàçàí â
[50]. Àêî

σ =

(
σ1

σ2

)
å îðòîíîðìèðàí ðåïåð íà T 1,0X è

σ′ =

(
σ′1
σ′2

)
= g

(
σ1

σ2

)
å äðóã îðòîíîðìèðàí ðåïåð íà T 1,0X, òî g ïðèíàäëåæè íà óíèòàðíàòà ãðóïà U(h) íà
ìåòðèêàòà íà Êåëåð-Àéíùàéí h. Ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè íà êðèâèíàòà D2 ñà ñâúðçàíè
ñ ðàâåíñòâîòî Θσ′ = gΘσg−1 = gΘσgt. Òîâà çàäàâà C-ëèíåéíî äåéñòâèå íà U(h) âúðõó
êîìïëåêñíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî P íà ìàòðèöèòå íà D2 ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí
ðåïåð íà T 1,0X. Ñ äðóãè äóìè, èìàìå ãðóïîâ õîìîìîðôèçúì ϕ : U(h) → GL(P) â
ãðóïàòà GL(P) íà îáðàòèìèòå C-ëèíåéíè îïåðàòîðè â P. Ïðîèçâîëåí õîìîìîðôèçúì
ϕ : G → GL(V ) íà ãðóïà G â ãðóïàòà GL(V ) íà îáðàòèìèòå C-ëèíåéíè îïåðàòîðè â
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî V íàä C ñå íàðè÷à ëèíåéíî ïðåäñòàâÿíå íà G. Ïðåäñòàâÿíåòî
ϕ å íåïðèâîäèìî, àêî åäèíñòâåíèòå ϕ(G)-èíâàðèàíòíè C-ëèíåéíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà
V ñà {OV } è V. Àêî V = V1 ⊕ . . .⊕ Vs å äèðåêòíà ñóìà íà íåïðèâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ
ϕi : G→ GL(Vi) íà G, òî ïðåäñòàâÿíåòî

ϕ = ϕ1 ⊕ . . .⊕ ϕs : G −→ GL(V1)⊕ . . .⊕GL(Vs) < GL(V1 ⊕ . . .⊕ Vs)

ñå íàðè÷à íàïúëíî ïðèâîäèìî. Èçâåñòíî å, ÷å ïðåäñòàâÿíåòî ϕ : U(h) → GL(P) å
íàïúëíî ïðèâîäèìî è P = P0⊕P1⊕P2 ñå ðàçëàãà â äèðåêòíà ñóìà íà òðè íåïðèâîäèìè
ïðåäñòàâÿíèÿ ϕi : U(h)→ GL(Pi), 0 ≤ i ≤ 2. Ïî-òî÷íî, P0 ' C îòãîâàðÿ íà ñêàëàðíàòà
êðèâèíà íà D, êîÿòî å ðàâíà íà ñëåäàòà íà òåíçîðà íà Ðè÷è. Ïðåäñòàâÿíåòî P1 ñå
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ñúñòîè îò áåçñëåäíèòå êðèâèíè íà Ðè÷è, à ïðåäñòàâÿíåòî P2 îòãîâàðÿ íà òåíçîðà íà
Âåéë. Íåêà X ⊂ Pn(C) êîìïëåêñíà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï è W− å àíòè-
ñàìîäóàëíàòà ÷àñò íà òåíçîðà íà Âåéë íà åäèíñòâåíàòà ñâúðçàíîñò D âúðõó T 1,0X,
êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è ìåòðèêàòà íà Êåëåð-Àéíùàéí h íà
X. ßî äîêàçâà â [49], ÷å

3c2(X)− c2
1(X) =

3

8π

∫
X
|W−|2.

Ñëåäîâàòåëíî 3c2(X)−c2
1(X) ∈ Z≥0 å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî è ðàâåíñòâîòî 3c2(X) =

c2
1(X) å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî W− = 0. Îò ñâîÿ ñòðàíà, W− = 0 òî÷-
íî êîãàòî T 1,0X èìà ïîñòîÿííà õîëîìîðôíà ñåêöèîííà êðèâèíà è X = B/Γ å ãëàäúê
êîìïàêòåí ôàêòîð íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2). (Õî-
ëîìîðôíèòå ñåêöèîííè êðèâèíè çà ìåòðè÷íàòà ñâúðçàíîñò íà åðìèòîâî êîìïëåêñíî
ìíîãîîáðàçèå M ñà ñåêöèîííèòå êðèâèíè íà ðåàëíèòå 2-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà
TRxM, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî îïåðàòîðà íà êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà.)

Äà íàïîìíèì, ÷å B = U(1, 2)/U1 × U2 å õîìîãåííî ïðîñòðàíñòâî íà ãðóïàòà íà Ëè
U(1, 2). Âñÿêî ëèíåéíî ïðåäñòàâÿíå ϕ : U1×U2 → Ck íà èçîòðîïíàòà ãðóïà íà êúëáîòî
B îòãîâàðÿ íà õîìîãåííî ðàçñëîåíèå

Eo := U(1, 2)×U1×U2 Ck

îò ðàíã k íàä U(1, 2)/U1 × U2 = B, êîåòî ñå ñúñòîè îò (U1 × U2)-îðáèòèòå âúðõó äè-
ðåêòíîòî ïðîèçâåäåíèå U(1, 2)×Ck. Êúëáîòî B èìà îòâîðåíî âëàãàíå â ñâîåòî äóàëíî
åðìèòîâî ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî P2(C) îò êîìïàêòåí òèï. Õîëîìîðôíîòî ðàçñëîå-
íèå Eo → B ñå ïðîäúëæàâà äî õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå Ěo → P2(C). Ãðóïàòà
U(1, 2) äåéñòâà âúðõó Eo è çà ïðîèçâîëíà ðåøåòêà Γ < U(1, 2) ôàêòîðúò E := Eo/Γ
å õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå îò ðàíã k íàä B/Γ Àêî òîðîèäàëíàòà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ å ãëàäêà, òî E → B/Γ ñå ïðîäúëæàâà äî õîëîìîðôíî âåêòîðíî
ðàçñëîåíèå E → X. Íåêà D := X \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð
íà B/Γ, à

c1
2(X,D) := (KX +D)2 è c2(X,D) := e(X \D) = e(B/Γ)

ñà ëîãàðèòìè÷íèòå ÷èñëà íà ×úðí íà (X,D). ÏîíåæåD =
k∑
j=1

Dj å íåïðåñè÷àùî ñå îáå-

äèíåíèå íà íåïðèâîäèìè ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè Dj è Îéëåðîâèòå õàðàêòåðèñòèêè
e(Dj) = 0 ñå àíóëèðàò, èìàìå c2(X,D) = e(X). Â [39] Ìàìôîðä äîêàçâà ñúùåñòâóâà-
íåòî íà êîíñòàíòà C ∈ R>0, òàêà ÷å

c1
2(E , D) = Cc21(Ěo) è c2(E , D) = Cc2(Ěo).

Â ÷àñòíîñò, çà Eo := T 1,0B èìàìå Ěo = T 1,0P2(C), E = T 1,0 (B/Γ) , E = T 1,0X è

c1
2(X,D)

3c2(X,D)
=

c2
1(P2(C))

3c2(P2(C))
.
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Ñúãëàñíî c2
1(P2(C)) = 9 è c2(P2(C)) = 3, îòòóê ñëåäâà ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà

Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî
c1

2(X,D) = 3c2(X,D).

×èñëàòà íà ×úðí íà êîìïëåêñíàòà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà P2(C) ñå ïðåñìÿòàò ñ ïî-
ìîùòà íà òî÷íàòà ðåäèöà îò âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ

0 −→ OP2(C) −→ OP2(C)(1)3 −→ T 1,0P2(C) −→ 0,

êúäåòî OP2(C) å ñòðóêòóðíèÿò ñíîï íà P2(C), à OP2(C)(1) → P2(C) å ñíîïúò îò ñå-
÷åíèÿ íà ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå, îòãîâàðÿùî íà õèïåððàâíèíà H ⊂ P2(C). Íåêà ω ∈
H1,1

DR(P2(C) å êîõîìîëîãè÷íèÿò êëàñ, ñúîòâåòñòâàù íà H, ò.å. ω(H) = 1. Òîãàâà ïúë-
íèÿò êëàñ íà ×úðí íà P2(C) å

c(P2(C)) = c(T 1,0P2(C)) = 1 + c1(P2(C)) + c2(P2(C)),

à ïúëíèÿò êëàñ íà ×úðí íà ñòðóêòóðíèÿ ñíîï OP2(C) å c(OP2(C)) = 1. Â ðåçóëòàò, îò

(1 + ω)3 = c
(
O3
P2(C)

)
= c

(
OP2(C)

)
c(P2(C)) = 1 + c1(P2(C)) + c2(P2(C))

ñëåäâà
c1(P2(C)) = 3ω, c2(P2(C)) = 3(ω ∧ ω)

è ÷èñëàòà íà ×úðí íà P2(C) ñà

c2
1(P2(C)) =

∫
P2(C)

(3ω) ∧ (3ω) = 9

(∫
P2(C)

ω ∧ ω

)
= 9,

c2(P2(C)) =

∫
P2(C)

3(ω ∧ ω) = 3

(∫
P2(C)

ω ∧ ω

)
= 3.



Ãëàâà 2

Êîíñòðóêöèÿ íà òîðîèäàëíàòà

êîìïàêòèôèêàöèÿ íà äèñêðåòåí

ôàêòîð íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî

êúëáî

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå îïèøåì êîíñòðóêöèÿòà íà òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ
(B/Γ)′ íà ôàêòîð B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî

B = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 < 1}

ïî ðåøåòêà Γ îò õîëîìîðôíè èçîìåòðèè íà B. Îñâåí êëàñè÷åñêàòà êíèãà [1] íà Àø,
Ìàìôîðä, Ðàïîïîðò è Òàè, â êîÿòî ñå ïîñòðîÿâà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà
äèñêðåòåí ôàêòîð íà ïðîèçâîëíà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò, èçïîëçâàíè ñà îá-
çîðíàòà ñòàòèÿ [32] íà Êàñïàðÿí è Ñàíêàðàí, êàêòî è ïðåäâàðèòåëíèòå ñâåäåíèÿ îò
[31]. Ãðóáî êàçàíî, (B/Γ)′ å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäèíåíèå íà B/Γ ñ êðàåí áðîé åëèïòè÷-
íè êðèâè D1, . . . , Dk. Âñÿêà åëèïòè÷íà êðèâà Di ñå ïîëó÷àâà â ðåçóëòàò íà ÷àñòè÷íà
êîìïàêòèôèêàöèÿ â Γ-îðáèòà íà Γ-ðàöèîíàëíà ãðàíè÷íà òî÷êà íà B.

Çà äà îïèøåì ïî-ïîäðîáíî (B/Γ)′, ùå íàïîìíèì íÿêîè îñíîâíè ïîíÿòèÿ, ñâúðçàíè
ñúñ ñòðóêòóðàòà íà ãðóïà íà Ëè è íà íåéíèòå õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíè èç-
òî÷íèöè çà ãðóïè è àëãåáðè íà Ëè ñà êíèãèòå [42], [43] íà Ñåð. Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò
ñâîéñòâàòà íà îãðàíè÷åíèòå ñèìåòðè÷íè îáëàñòè ñà îïèñàíè è äîêàçàíè â ìîíîãðàôè-
ÿòà [24] íà Õåëãàñîí. Íåêà G å ãðóïà è ãëàäêî ðåàëíî äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîáðàçèå.
Àêî ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ G × G → G, (a, b) 7→ ab è îáðúùàíåòî G → G, a 7→ a−1 ñà
äèôåðåíöèðóåìè èçîáðàæåíèÿ, êàçâàìå ÷å G å ãðóïà íà Ëè. Àêî ãðóïà íà Ëè G å ïîä-
ãðóïà íà GL(n,R) èëè íà GL(n,C), òî G ñå íàðè÷à ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè. Çà äà äàäåì
ïðèìåð çà ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè, äà ðàçãëåäàìå åðìèòîâà ìàòðèöà χ1,2 ∈ M3×3(C) ñ
åäíà ïîëîæèòåëíà è äâå îòðèöàòåëíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè. Òîãàâà óíèòàðíàòà ãðóïà

U(1, 2) := {A ∈ GL(3,C) |Atχ1,2A = χ1,2} (2.1)

å ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè.
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Àêî G å ãðóïà íà Ëè, à K e íåîáåçàòåëíî íîðìàëíà ïîäãðóïà íà G, òî ìíîæåñòâîòî
G/K íà ëåâèòå ñúñåäíè êëàñîâå íà G îòíîñíî K èìà ñòðóêòóðà íà ãëàäêî ìíîãîîáðà-
çèå íàä R è ñå íàðè÷à õîìîãåííî ïðîñòðàíñòâî íà G. Âñÿêî õîìîãåííî ïðîñòðàíñòâî
G/K íà ãðóïà íà Ëè G èìà òðàíçèòèâíî äåéñòâèå G×(G/K)→ (G/K), (a, bK) 7→ abK
íà G ïîñðåäñòâîì ëåâè óìíîæåíèÿ, êîåòî ñå èíäóöèðà îò ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ â G è å
äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå. Ùå îïèøåì êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B êàòî õî-
ìîãåííî ïðîñòðàíñòâî íà óíèòàðíàòà ãðóïà U(1, 2) îò (2.1) è ùå èíòåðïðåòèðàìå òî÷-
êèòå z ∈ B êàòî ïðàâè lC(v) ⊂M3×1(C), v ∈M3×1(C)\{O3×1}, âúðõó êîèòî îãðàíè÷åíè-
åòî íà åðìèòîâàòà ôîðìà ñ ìàòðèöà χ1,2 å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî, ò.å. ñ v

tχ1,2v > 0.
Ùå âèäèì, ÷å âúíøíèòå òî÷êè z ∈ C2 \B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 > 1} îòãîâà-
ðÿò íà îòðèöàòåëíè ïðàâè lC(v) ⊂M3×1(C), vtχ1,2v < 0. Ùå ïðîâåðèì, ÷å ãðàíè÷íèòå
òî÷êè z ∈ ∂B = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1} ñúîòâåòñòâàò íà χ1,2-èçîòðîïíè ïðàâè
lC(v) ⊂ M3×1(C), ò.å. íà ïðàâè, ïîðîäåíè îò v ∈ M3×1(C) \ {O3×1} ñ vtχ1,2v = 0. Ùå
óñòàíîâèì, ÷å âñÿêà òî÷êà z ∈ ∂B å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî èçîëèðàíà. Òîâà îçíà÷àâà
íåñúùåñòâóâàíå íà íåïîñòîÿííè õîëîìîðôíè êðèâè, êîèòî ñå ñúäúðæàò èçöÿëî â ∂B.
Çà âñÿêà îò èçáðîåíèòå öåëè ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà íà Ìîê îò [36].

Ëåìà 2.1. (Ìîê [36]) Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà p, q ∈ N è ïðîèçâîëíà ìàòðèöà

X ∈Mp×q(C) ñúùåñòâóâàò óíèòàðíè ìàòðèöè A ∈ Up, B ∈ Uq, òàêà ÷å

AXB =

 z1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . 0 . . . 0
0 . . . zp 0 . . . 0

 çà p < q, ñúîòâåòíî,

AXB =



z1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . zp
0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

 çà p > q èëè

AXB =

 z1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . zp

 çà p = q

èìà (åâåíòóàëíî) íåíóëåâè åëåìåíòè ñàìî âúðõó ãëàâíèÿ äèàãîíàë.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà

〈 , 〉p : Mp×1(C)×Mp×1(C) −→ C,

〈v1, v2〉p = v11v21 + . . .+ v1pv2p çà ∀vj =

 vj1
. . .
vjp

 ∈Mp×1(C)

å ñòàíäàðòíîòî åðìèòîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Mp×1(C), à

〈 , 〉q : Mq×1(C)×Mq×1(C) −→ C,
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〈u1, u2〉q = u11u21 + . . .+ u1qu2q, ∀uj =

 uj1
. . .
ujq

 ∈Mq×1(C),

å ñòàíäàðòíîòî åðìèòîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Mq×1(C).
Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå

ϕ : Mq×1(C) −→Mp×1(C), ϕ(u) = Xu, ∀u ∈Mq×1(C)

ñ ìàòðèöà X ñïðÿìî ñòàíäàðòíèòå îðòîíîðìèðàíè áàçèñè íà Mq×1(C) è Mp×1(C).
Òîãàâà

f : S2q−1 =

u =

 u1

. . .
uq

 ∈Mq×1(C)
∣∣∣ |u1|2 + . . .+ |uq|2 = 1

 −→ R≥0,

f(u) := 〈ϕ(u), ϕ(u)〉p = 〈Xu,Xu〉p, ∀u =

 u1

. . .
uq

 ∈ S2q−1

å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó êîìïàêòíàòà åäèíè÷íà ñôåðà S2q−1 è äîñòèãà ìàêñè-

ìóìà ñè â íÿêàêúâ âåêòîð w =

 w1

. . .
wq

 ∈ S2q−1, ò.å.

f(w) = max
u∈S2q−1

f(u).

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å àêî u ∈Mq×1(C) å îðòîãîíàëåí íà w ∈Mq×1(C) îòíîñíî
〈 , 〉q, òî 〈ϕ(w), ϕ(u)〉p = 0. Òîãàâà çà m := min(p, q) èìàìå îðòîíîðìèðàíè ñèñòåìè
âåêòîðè u1, . . . , um ∈Mq×1(C), ñúîòâåòíî,

v1 :=
1√

〈ϕ(u1), ϕ(u1)〉p
ϕ(u1), . . . , vj :=

1√
〈ϕ(uj), ϕ(uj)〉p

ϕ(uj), . . . ,

vm :=
1√

〈ϕ(um), ϕ(um)〉p
ϕ(um) ∈Mp×1(C),

òàêà ÷å ϕ(uj) =
√
〈ϕ(uj), ϕ(uj)〉p vj çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ m. Àêî q ≥ p, òî äîïúë-

âàìå u1, . . . , um = up äî ïðîèçâîëåí îðòîíîðìèðàí áàçèñ u1, . . . , um, um+1, . . . , uq íà
Mq×1(C) è ïðåäñòàâÿìå ϕ : Mq×1(C)→ Mp×1(C) ñ äèàãîíàëíà ìàòðèöà D ñïðÿìî îð-
òîíîðìèðàíèÿ áàçèñ u1, . . . , uq íà Mq×1(C) è îðòîíîðìèðàíèÿ áàçèñ v1, . . . , vm = vp íà
Mp×1(C). Â ñëó÷àÿ q < p äîïúëâàìå v1, . . . , vm = vq ∈Mp×1(C) äî îðòîíîðìèðàí áàçèñ
v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vp íàMp×1(C) è ïðåäñòàâÿìå ϕ ÷ðåç äèàãîíàëíà ìàòðèöà D ñïðÿ-
ìî u1, . . . , uq è v1, . . . , vp.Ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà B îò ñòàíäàðòíèÿ îðòîíîðìèðàí áàçèñ
íà Mq×1(C) êúì îðòîíîðìèðàíèÿ áàçèñ u1, . . . , uq å óíèòàðíà, êàêòî è ìàòðèöàòà íà
ïðåõîäà S ∈ Up îò ñòàíäàðòíèÿ îðòîíîðìèðàí áàçèñ íàMp×1(C) êúì îðòîíîðìèðàíèÿ

áàçèñ v1, . . . , vp. Ïîëàãàìå A := S−1 = S
t ∈ Up è ïîëó÷àâàìå D = S−1XB = AXB.
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Íåêà

f(w) = 〈ϕ(w), ϕ(w)〉p = max
s∈S2q−1

〈ϕ(s), ϕ(s)〉p = max
s∈S2q−1

f(s)

è u ∈Mq×1(C)\{Oq×1}, 〈w, u〉q = w1u1 + . . .+wquq = 0. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà
ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å u ∈ S2q−1 èìà åäèíè÷íà äúëæèíà. Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè n ∈ N
è θ ∈ R, âåêòîðèòå

s(n, θ) :=

(√
1− 1

n2

)
w +

(
eiθ

n

)
u

ïðèíàäëåæàò íà S2q−1, ñúãëàñíî

〈s(n, θ), s(n, θ)〉q =

=

(√
1− 1

n2

)2

〈w,w〉q +

√
1− 1

n2

(
e−iθ

n

)
〈w, u〉q +

(
eiθ

n

)√
1− 1

n2
〈u,w〉q +

1

n2
〈u, u〉q =

=

(
1− 1

n2

)
+

1

n2
= 1.

Ñëåäîâàòåëíî

f(w) ≥ f(s(n, θ)) = 〈ϕ

(√
1− 1

n2
w +

eiθ

n
u

)
, ϕ

(√
1− 1

n2
w +

eiθ

n
u

)
〉p =

= 〈
√

1− 1

n2
ϕ(w) +

eiθ

n
ϕ(u),

√
1− 1

n2
ϕ(w) +

eiθ

n
ϕ(u)〉p =

=

(
1− 1

n2

)
〈ϕ(w), ϕ(w)〉p +

eiθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p+

+
e−iθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(w), ϕ(u)〉p +

1

n2
〈ϕ(u), ϕ(u)〉p =

=

(
1− 1

n2

)
f(w) +

1

n2
f(u) +

eiθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p +

e−iθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p =

=

(
1− 1

n2

)
f(w) +

1

n2
f(u) + 2Re

(
eiθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p

)
.

Îòòóê,

1

n2
(f(w)− f(u)) ≥ 2Re

(
eiθ

n

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p

)

è ñëåä ïî÷ëåííî óìíîæåíèå ñ n2 èìàìå

f(w)− f(u) ≥ 2Re

(
eiθn

√
1− 1

n2
〈ϕ(u), ϕ(w)〉p

)
= 2Re

(
eiθ
√
n2 − 1〈ϕ(u), ϕ(w)〉p

)
.
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Àêî äîïóñíåì, ÷å 〈ϕ(u), ϕ(w)〉p ∈ C∗ å íåíóëåâî êîìïëåêñíî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâàò
ro ∈ R>0 è θo ∈ R ñ 〈ϕ(u), ϕ(w)〉p = roe

iθo . Èçáèðàìå θ := −θo è ïîëó÷àâàìå

f(w)− f(u) ≥ 2Re
(
ro
√
n2 − 1

)
= 2ro

√
n2 − 1. (2.2)

Äà çàáåëåæèì, ÷å f(w) − f(u) ∈ R≥0 å íåîòðèöàòåëíî ðåàëíî ÷èñëî, êîåòî íå çàâèñè
îò n ∈ N, à

lim
n→∞

2ro
√
n2 − 1 = +∞.

Çàòîâà ïðè ãðàíè÷åí ïðåõîä n → +∞ íåðàâåíñòâîòî (2.2) äàâà f(w) − f(u) ≥ +∞,
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçâàùî 〈ϕ(u), ϕ(w)〉p = 0. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî
íà ëåìàòà.

Ïðîèçâîëíà åðìèòîâà ôîðìà H : Cn × Cn → C èìà åðìèòîâà ìàòðèöà χ ñïðÿìî
îðòîíîðìèðàí áàçèñ e1, . . . , en íà Cn. Õàðàêòåðèñòè÷íèòå êîðåíè íà χ ñà ðåàëíè ÷èñëà
è íåçàâèñÿò îò èçáîðà íà e1, . . . , en. Êàçâàìå, ÷å H å ñúñ ñèãíàòóðà (p, n− p) çà íÿêîå
0 ≤ p ≤ n, àêî χ èìà p ïîëîæèòåëíè è n − p îòðèöàòåëíè õàðàêòåðèñòè÷íè êîðåíà.
Àêî

Hp,n+1−p : M(n+1)×1(C)×M(n+1)×1(C) −→ C

å åðìèòîâà ôîðìà ñúñ ñèãíàòóðà (p, n + 1 − p) çà íÿêîå 1 ≤ p ≤ n, òî çà âñÿêî x ∈
M(n+1)×1(C) èìàìå Hp,n+1−p(x, x) = Hp,n+1−p(x, x) ∈ R. Çà ïðîèçâîëíî λ ∈ C∗ å â ñèëà

Hp,n+1−p(λx, λx) = λλHp,n+1−p(x, x) = |λ|2Hp,n+1−p(x, x),

òàêà ÷å åðìèòîâàòà ôîðìà Hp,n+1−p èìà åäèí è ñúùè çíàê âúâ âñè÷êè âåêòîðè îò
ïðàâàòà lC(x) è ìîæåì äà îïðåäåëèì çíàêà

signHp,n+1−p([x], [x]) ∈ {±1} íà [x] ∈ Pn(C), ñòèãà Hp,n+1−p(x, x) 6= 0.

Àêî Hp,n+1−p(x, x) = 0, òî Hp,n+1−p(λx, λx) = 0 çà ∀λ ∈ C∗ è êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà
[x] ∈ Pn(C) å HP,n+1−p-èçîòðîïíà.

Àêî åðìèòîâàòà ìàòðèöà

χ1,2 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 =

(
1 O1×2

O2×1 −E2

)
å äèàãîíàëíà, òî ãðóïàòà U1 × U2 èìà åñòåñòâåíî âëàãàíå

i1 : U1 × U2 −→ U(1, 2), i1(a,B) =

(
a O1×2

O2×1 B

)
çà âñÿêî a ∈ U1 = {a ∈ C | |a| = 1} è âñÿêî B ∈ U2 = {B ∈ M2×2(C) |Bt

B = E2}.
Àíàëîãè÷íî, àêî

χ1,1 =

(
1 0
0 −1

)
, òî χ1,2 =

(
χ1,1 O2×1

O1×2 −1

)



43

è ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî âëàãàíå

i2 : U(1, 1)× U1 −→ U(1, 2), i2(P, q) =

(
P O2×1

O1×2 q

)
çà âñè÷êè P ∈ U(1, 1) = {P ∈M2×2(C) |P tχ1,1P = χ1,1} è q ∈ U1.

Äà íàïîìíèì, ÷å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íà êîìïîíåíòà X íà ðåàëíî àíàëèòè÷íî
ìíîãîîáðàçèå Y å òàêîâà êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå X, ñúäúðæàùî ñå â Y, ÷å çà ïðî-
èçâîëíè òî÷êè x1, x2 ∈ X ñúùåñòâóâà õîëîìîðôíà êðèâà f : U → X îò îêîëíîñò U íà
0 ∈ C âúðõó C, ÷èéòî îáðàç ñúäúðæà x1 è x2.

Ñëåäñòâèå 2.2. Íåêà H : C3 → C3 å åðìèòîâà ôîðìà ñúñ ñèãíàòóðà (1, 2) è ìàòðèöà

χ1,2 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ∈M3×3(C)

ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà C3, M+ å ìíîæåñòâîòî íà ïîëîæèòåëíèòå ïðàâè

lC(v+) ∈ P2(C), H(v+, v+) > 0 îò P2(C), M− å ìíîæåñòâîòî íà îòðèöàòåëíèòå

ïðàâè lC(v−) ∈ P2(C), H(v−, v−) < 0, à M0 å ìíîæåñòâîòî íà èçîòðîïíèòå ïðàâè

lC(v0) ∈ P2(C), H(v0, v0) = 0. Òîãàâà:

(i) M+ = B =

{
z =

(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

∣∣∣ 1− ztz = 1− |z1|2 − |z2|2 > 0

}
å åäèíè÷íîòî êúëáî è U(1, 2) äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó B ñúñ ñòàáèëèçàòîðè, èçî-

ìîðôíè íà U1 × U2;
(ii) âñåêè åëåìåíò íà U(1, 2) å îò âèäà(

a O1×2

O2×1 B

)
C(z), (2.3)

êúäåòî

C(z) :=

(
(1− ztz)−

1
2 O1×2

O2×1 (E2 − zzt)−
1
2

)(
1 −zt
−z E2

)
∈ U(1, 2), (2.4)

a ∈ U1, B ∈ U2, z ∈ B = {z ∈M2×1(C) | ztz < 1};

(iii) M0 = ∂B =

{
z =

(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1

}
,

å åäèíè÷íàòà ñôåðà, U(1, 2) äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó ∂B è âñÿêà òî÷êà íà ∂B å

êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî èçîëèðàíà;

(iv) M− = (C2 \ B)
∐
M∞− å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäèíåíèå íà âúíøíîñòòà

C2 \ B = {z ∈M2×1(C) | 1− ztz < o}
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íà çàòâîðåíîòî êúëáî B = B
∐
∂B ñ

M∞− :=

{
lC

(
0
y

)
∈ P2(C) | y ∈M2×1(C) \ {O2×1}

}
' P1(C)

è U(1, 2) äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó M− ñúñ ñòàáèëèçàòîðè, êîèòî ñà èçîìîðôíè

íà U(1, 1)× U1.

Äîêàçàòåëñòâî. Óíèòàðíîòî ïðîñòðàíñòâî C3 èìà îðòîíîðìèðàí áàçèñ α, β1, β2, â
êîéòî åðìèòîâàòà ìàòðèöà

χ1,2 =

(
1 O1×2

O2×1 −E2

)
=

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


å äèàãîíàëíà. Íàâñÿêúäå â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå 2.2 ùå ðàáîòèì â êîîðäè-
íàòèòå x ∈ M3×1(C) ñïðÿìî òîçè îðòîíîðìèðàí áàçèñ. Çà ïðîèçâîëíà ïðàâà lC(x) ∈
P2(C), ïîðîäåíà îò íåíóëåâ âåêòîð

x =

 x0

x1

x2

 ∈M3×1(C) \ {O3×1}

è ïðîèçâîëåí åëåìåíò A ∈ U(1, 2) å â ñèëà

H1,2(Ax,Ax) = (Ax)
t
χ1,2(Ax) = xtA

t
χ1,2Ax = xtχ1,2x = H1,2(x, x).

Çàòîâà äåéñòâèåòî

U(1, 2)× P2(C) −→ P2(C), (A, lC(x)) 7→ lC(Ax), ∀A ∈ U(1, 2), ∀lC(x) ∈ P2(C)

íà U(1, 2) âúðõó P2(C) ñå îãðàíè÷àâà äî äåéñòâèå

U(1, 2)×M+ −→M+

âúðõó ìíîæåñòâîòî M+ íà H1,2-ïîëîæèòåëíèòå ïðàâè îò P2(C). Àíàëîãè÷íî, èìàìå
äåéñòâèå

U(1, 2)×M0 −→M0

íà U(1, 2) âúðõó ìíîæåñòâîòî M0 íà H1,2-èçîòðîïíèòå ïðàâè è äåéñòâèå

U(1, 2)×M− −→M−

âúðõó ìíîæåñòâîòî M− íà H1,2-îòðèöàòåëíèòå ïðàâè.
Ïðàâà lC(x) ∈ P2(C), x ∈ M3×1(C) \ {O3×1} å ïîëîæèòåëíà ñïðÿìî H1,2 òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî

H1,2(x, x) = xtχ1,2x = |x0|2 − |x1|2 − |x2|2 > 0.
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Àêî äîïóñíåì ñúùåñòâóâàíåòî íà lC(x) ∈ M+ ñ x0 = 0, òî 0 ≥ −|x1|2 − |x2|2 > 0 å
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî M+ ñå ñúäúðæà èçöÿëî â àôèííîòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî

U0 = {lC(x) ∈ P2(C) |x0 6= 0} =

lC
 1

x1
x0
x2
x0

 ∈ P2(C)
∣∣∣ ( x1

x0
x2
x0

)
∈M2×1(C)

 'M2×1(C).

Çà

lC(x) = lC

(
1
z

)
ñ z =

(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

óñëîâèåòî lC(x) ∈ M+ å åêâèâàëåíòíî íà 1 − |z1|2 − |z2|2 > 0 è M+ = B ñúâïàäà ñ
îòâîðåíîòî êúëáî â C2 ñ öåíòúð (0, 0) ∈ C2 è ðàäèóñ 1.

Óñëîâèåòî lC(x) ∈ M0 å åêâèâàëåíòíî íà H1,2(x, x) = |x0|2 − |x1|2 − |x2|2 = 0.
Àêî äîïóñíåì, ÷å x0 = 0, òî |x1|2 + |x2|2 = 0 èçèñêâà x1 = x2 = 0 è x = O3×1. Òîâà
ïðîòèâîðå÷è íà lC(x) ∈ P2(C) è äîêàçâà, ÷å ìíîæåñòâîòîM0 ⊂ U0 íàH1,2-èçîòðîïíèòå
ïðàâè â C3 ñå ñúäúðæà èçöÿëî â U0. Â ðåçóëòàò, âñÿêà òî÷êà îò M0 èìà ïðåäñòàâèòåë(

1
z

)
ñ z ∈M2×1(C), òàêà ÷å 1− |z1|2 − |z2|2 = 0 è

z ∈ ∂B =

{
z =

(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1

}
.

Äà çàáåëåæèì, ÷å äîïúëíåíèåòî

P2(C) \ U0 =

lC
 0

x1

x2

 ∈ P2(C)
∣∣∣ ( x1

x2

)
6= O2×1


ñå ñúñòîè îò îòðèöàòåëíè ïðàâè, çàùîòî

H1,2

 0
x1

x2

 ,

 0
x1

x2

 = −|x1|2 − |x2|2 < 0

çà (x1, x2) 6= (0, 0). Çàòîâà îçíà÷àâàìå M∞− := P2(C) \ U0 ' P1(C). Ïðàâà

lC

 1
z1

z2

 ∈ U0 ∩M−

å îòðèöàòåëíà îòíîñíî H1,2 òî÷íî êîãàòî

H1,2

 1
z1

z2

 ,

 1
z1

z2

 = 1− |z1|2 − |z2|2 < 0
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è òî÷êàòà

(
z1

z2

)
∈M2×1(C) \ B å èçâúí çàòâîðåíîòî êúëáî

B =

{(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 ≤ 1

}
.

Çà ïðîèçâîëíî z0 =

(
x0

y0

)
∈ B, |x0|2 + |y0|2 < 1 äà çàáåëåæèì, ÷å 1 − z0

tz0 =

1− |x0|2 − |y0|2 ∈ R>0 å ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî è ñúùåñòâóâà

α :=
(
1− z0

tz0

)− 1
2 =

1√
1− zotz0

∈ R>0.

Çà äà ïðîâåðèì ïîëîæèòåëíàòà îïðåäåëåíîñò íà åðìèòîâàòà ìàòðèöà E2 − z0z0
t èç-

ïîëçâàìå Ëåìà 2.1 íà Ìîê, ñúãëàñíî êîÿòî ñúùåñòâóâàò óíèòàðíà ìàòðèöà u2 ∈ U2 è
u1 ∈ U1 = S1 = {ξ ∈ C | |ξ| = 1} ñ

u2z0u1 =

(
s0

0

)
çà íÿêàêâî s0 ∈ C.

Ñúãëàñíî (u2u1)
t
(u2u1) = u1 u2

tu2u1 = |u1|2(u2
tu2) = E2, ìàòðèöàòà u2u1 ∈ U2 å

óíèòàðíà. Àêî

u′2 := u2u1 ∈ U2, òî u′2z0 =

(
s0

0

)
.

Ïîëàãàìå w2 := (u′2)−1 = u′2
t ∈ U2, çà äà èçðàçèì z0 = w2

(
s0

0

)
è äà ïðåñìåòíåì

E2 − z0z0
t = E2 − w2

(
s0

0

)(
s0 0

)
w2

t =

= w2

(
E2 −

(
|s0|2 0

0 0

))
w2

t = w2

(
1− |s0|2 0

0 1

)
w2

t,

1− z0
tz0 = 1−

(
s0 0

)
w2

tw2

(
s0

0

)
= 1−

(
s0 0

)( s0

0

)
= 1− |s0|2.

Ñëåäîâàòåëíî s0 ∈ ∆ := {s ∈ C | |s| < 1} ïðèíàäëåæè íà åäèíè÷íèÿ äèñê è 1−|s0|2, 1 ∈
R>0 ñà ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà. Îòòóê,

(E2 − z0z0
t)−1 = w2

(
1

1−|s0|2 0

0 1

)
w2

t

è ìîæåì äà îïðåäåëèì

β := (E2 − z0z0
t)−

1
2 = w2

(
1√

1−|s0|2
0

0 1

)
w2

t.
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Íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà, ÷å β = β
t ∈ U2. Ìàòðèöàòà

C(z0) =

(
α O1×2

O2×1 β

)(
1 −zot

−z0 E2

)
ïðèíàäëåæè íà U(1, 2) òî÷íî êîãàòî

C(z0)
t
χ1,2C(z0) =

(
1 −z0

t

−z0 E2

)(
|α|2 0

0 −βtβ

)(
1 −z0

t

−z0 E2

)
=

=

(
α2 − z0

tβ2z0 −α2z0
t + z0

tβ2

−z0α
2 + β2z0 z0z0

tα2 − β2

)
=

(
1 0
0 −E2

)
.

Òîâà å åêâèâàëåíòíî íà åäíîâðåìåííîòî èçïúëíåíèå íà ðàâåíñòâàòà

α2 − z0
tβ2z0 = 1, (2.5)

β2z0 − z0α
2 = O2×1 è (2.6)

β2 − α2z0z0
t = E2. (2.7)

Ñúãëàñíî

β2 = w2

(
(1− |s0|2)−1 0

0 1

)
w−1

2 è z0 = w2

(
s0

0

)
ñ w2 ∈ U2, ïðåñìÿòàìå, ÷å

α2 − z0
tβ2z0 = (1− z0

tz0)−1 −
(
s0 0

)
w2

tw2

(
(1− |s0|2)−1 0

0 1

)
w2

tw2

(
s0

0

)
=

= (1− |s0|2)−1 −
(
s0 0

)( (1− |s0|2)−1 0
0 1

)(
s0

0

)
=

= (1− |s0|2)−1 −
(
s0(1− |s0|2)−1 0

)( s0

0

)
=

= (1− |s0|2)−1 − |s0|2(1− |s0|2)−1 = (1− |s0|2)−1(1− |s0|2) = 1,

β2z0 − z0α
2 = w2

(
(1− |s0|2)−1 0

0 1

)
w2

tw2

(
s0

0

)
− w2

(
s0

0

)
(1− |s0|2)−1 =

= w2

(
s0(1− |s0|2)−1

0

)
− w2

(
s0(1− |s0|2)−1

0

)
= O2×1

è

β2 − α2z0z0
t = w2

(
(1− |s0|2)−1 0

0 1

)
w2

t − (1− |s0|2)−1w2

(
s0

0

)(
s0 0

)
w2

t =

= w2

( [
(1− |s0|2)−1 − (1− |s0|2)−1|s0|2

]
0

0 1

)
w2

t = w2E2w2
t = E2.



48 Ãëàâà 2. Òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà äèñêðåòåí ôàêòîð íà êúëáîòî

Òîâà äîêàçâà, ÷å âñÿêà ìàòðèöà C(z), z ∈ B îò âèäà (2.4) ïðèíàäëåæè íà U(1, 2).

Íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà, ÷å C(z) ∈ U(1, 2) òðàíñôîðìèðà òî÷êàòà

(
1
z

)
∈ B â

íà÷àëîòî

C(z)

(
1
z

)
=

(
(1− ztz)−

1
2 O1×2

O2×1 (E2 − zzt)−
1
2

)(
1 −zt
−z E2

)(
1
z

)
=

=

(
(1− ztz)−

1
2 O1×2

O2×1 (E2 − zzt)−
1
2

)(
1− ztz
O2×1

)
=

(
(1− ztz)

1
2

O2×1

)
∈ B.

Çàòîâà äåéñòâèåòî íà U(1, 2) âúðõó B å òðàíçèòèâíî. Ñòàáèëèçàòîðúò íà íà÷àëîòî

ǒ = lC

(
1

O2×1

)
∈ B

â U(1, 2) å ñúñòîè îò ìàòðèöèòå

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
∈ U(1, 2)

ñ A11 ∈ C, A12 ∈M1×2(C), A21 ∈M2×1(C), A22 ∈M2×2(C) è

A

(
1

O2×1

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
1

O2×1

)
=

(
A11

A21

)
=

(
A11

O2×1

)
, A11 6= 0.

Îò A21 = O2×1 è

A
t
χ1,2A =

(
|A11|2 A11A12

A12
t
A11

(
A12

t
A12 −A22

t
A22

) ) =

(
1 0
0 −E2

)
= χ1,2

ñëåäâà |A11| = 1, A12 = O1×2, A22
t
A22 = E2, òàêà ÷å

StabU(1,2)(ǒ) = i1(U1 × U2)

å îáðàçúò íà U1 × U2 ïîä äåéñòâèå íà åñòåñòâåíîòî âëàãàíå i1 â U(1, 2). Ñúãëàñíî

òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà U(1, 2) âúðõó B, âñÿêà òî÷êà lC

(
1
z

)
∈ B å îò

âèäà Bǒ çà ïîäõîäÿùî B ∈ U(1, 2) è ñòàáèëèçàòîðúò

StabU(1,2)(Bǒ) = BStabU(1,2)(ǒ)B
−1 = Bi1(U1 × U2)B−1

íà Bǒ ∈ B â U(1, 2) å èçîìîðôåí íà U1 × U2. Òîâà äîêàçâà (i).
Çà ïðîèçâîëíè a ∈ U1 è B ∈ U2 çíàåì, ÷å

i1(a,B) =

(
a O1×2

O2×1 B

)
∈ U(1, 2).
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Ïðîâåðèõìå ñúùî, ÷å C(z) ∈ U(1, 2) çà âñÿêî z ∈ B è C(z) îò (2.4). Ñëåäîâàòåëíî
âñÿêà ìàòðèöà îò âèäà (2.3) ïðèíàäëåæè íà U(1, 2). Îáðàòíî, àêî A ∈ U(1, 2), òî z :=
A−1ǒ ∈ B å òî÷êà ñ Az = ǒ. Âçåìàéêè ïðåäâèä C(z)z = ǒ, ïðåñìÿòàìå ÷å AC(z)−1ǒ =
Az = ǒ è ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å AC(z)−1 ∈ StabU(1,2)(ǒ) = i1(U1 × U2). Ñëåäîâàòåëíî
A ∈ i1(U1 × U2)C(z) èìà âèäà (2.3). Òîâà óñòàíîâÿâà âåðíîñòòà íà (ii).

(iii) Ïðîèçâîëíà èçîòðîïíà ïðàâà â C3 èìà ïîðàæäàù îò âèäà(
1
z

)
ñ z ∈M2×1(C), |z1|2 + |z2|2 = 1.

Ñúãëàñíî Ëåìà 2.1, ñúùåñòâóâàò óíèòàðíè ìàòðèöè B ∈ U2 è a ∈ U1, òàêà ÷å Bza =(
x
0

)
çà íÿêîå x ∈ C. Âçåìàéêè ïðåäâèä êîëèíåàðíîñòòà íà âåêòîðèòå

(
a−1 O1×2

O2×1 B

)(
1
z

)
=

(
a−1

Bz

)
,

(
1

Bza

)
,

êàêòî è (
a−1 O1×2

O2×1 B

)
∈ U(1, 2),

ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å âñÿêà U(1, 2)-îðáèòà âúðõó ∂B èìà ïðåäñòàâèòåë îò âèäà

lC

 1
x
0

 ñ x ∈ C, |x|2 = 1.

Ñúãëàñíî x ∈ U1 èìàìå

Ax :=

 x−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∈ i1(U1 × U2) < U(1, 2)

è  1
x
0

 =

 x−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 x
x
0

 = Ax

 x
x
0

 = xAx

 1
1
0

 .

Ñëåäîâàòåëíî lC

 1
x
0

 å â U(1, 2)-îðáèòàòà íà lC

 1
1
0

 è âñÿêà ãðàíè÷íà òî÷êà

lC

(
1
z

)
∈ ∂B ñ z ∈M2×1(C), |z1|2 + |z2|2 = 1

ïðèíàäëåæè íà U(1, 2)-îðáèòàòà íà ïðàâàòà

lC

 1
1
0

 ∈ ∂B,



50 Ãëàâà 2. Òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà äèñêðåòåí ôàêòîð íà êúëáîòî

êîÿòî îòãîâàðÿ íà òî÷êàòà

(
1
0

)
∈ U0 ∩M0 îò àôèííîòî êîîðäèíàòíî ìíîæåñòâî U0.

Âúç îñíîâà íà òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà U(1, 2) âúðõó B, äîñòàòú÷íî å äà
äîêàæåì, ÷å òî÷êàòà(

1
0

)
∈ ∂B =

{(
z1

z2

)
∈M2×1(C)

∣∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1

}
å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî èçîëèðàíà â ∂B, çà äà òâúðäèì ÷å âñÿêà òî÷êà íà ∂B îá-
ðàçóâà êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íà êîìïîíåíòà. Çà öåëòà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è äà
ðàçãëåäàìå íåïîñòîÿííî õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå

f : W −→ ∂B ∩ U0 ⊂ C2, f(w) =

(
f1(w)
f2(w)

)
, ∀w ∈W

íà îêîëíîñò W ⊂ C íà 0 ∈ C âúðõó C ñ f(0) =

(
1
0

)
. Ñëåä åâåíòóàëíî ñâèâàíå

íà W ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å f å îïðåäåëåíî è âúðõó ãðàíèöàòà ∂W íà W. Çà
âñÿêà òî÷êà ζ ∈ ∂W ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ðåäèöà {wn}∞n=1 ⊂W ñ ãðàíèöà lim

n→∞
wn = ζ.

Õîëîìîðôíîòî èçîáðàæåíèå f : W = W ∪ ∂W → C å íåïðåêúñíàòî è ïðè ãðàíè÷åí
ïðåõîä n→∞ â ðàâåíñòâàòà |f1(wn)|2+|f2(wn)|2 = 1 ïîëó÷àâàìå |f1(ζ)|2+|f2(ζ)|2 = 1.
Òîâà äîêàçâà f(∂W ) ⊂ ∂B. Äà çàáåëåæèì, ÷å õîëîìîðôíàòà ôóíêöèÿ f1 : W → C å
íåïîñòîÿííà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, îò |f1(w)|2 + |f2(w)|2 = 1 çà ∀w ∈ W ñ f1(0) = 1
ñëåäâà, ÷å f1 ≡ 1 : W → C è f2 ≡ 0 : W → C ñà ïîñòîÿííè ôóíêöèè è

f : W −→ ∂B ∩ U0

å ïîñòîÿííî èçîáðàæåíèå, ïðîòèâíî íà ïðåäïîëîæåíèåòî. Ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà
íà ìîäóëà íà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ èçèñêâà

sup
ζ∈∂W

|f1(ζ)| > |f1(0)| = 1,

çàùîòî 0 ∈ W å âúòðåøíà òî÷êà. Ïîðàäè êîìïàêòíîñòòà íà ∂W ñúùåñòâóâà òî÷êà
ζ0 ∈ ∂W, â êîÿòî ñå äîñòèãà

sup
ζ∈∂W

|f1(ζ)| = |f(ζ0|.

Â ðåçóëòàò, |f1(ζ0)| > 1 ïðîòèâîðå÷è íà |f1(ζ0)|2+|f2(ζ0)|2 = 1 è äîêàçâà, ÷å ïðîèçâîëíà
ëîêàëíà õîëîìîðôíà êðèâà f : W → U0 ∩ ∂B å ïîñòîÿííà.

(iv) Ïðîèçâîëíà H1,2-îòðèöàòåëíà ïðàâà lC

(
1
z

)
∈ C2 \ B ñ z ∈ M2×1(C), ztz =

|z1|2 + |z2|2 > 1 îò àôèííîòî êîîðäèíàòíî ìíîæåñòâî U0 ⊂ P2(C) îòãîâàðÿ íà H1,2-
ïîëîæèòåëíà ïðàâà

lC

(
1

x(z)

)
∈ B ñ x(z) :=

1

ztz
z =

1

|z1|2 + |z2|2
z,
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ñúãëàñíî x(z)
t
x(z) = 1

ztz
< 1. Ïî Ëåìà 2.1 íà Ìîê ñúùåñòâóâà B ∈ U2 ñ

z = B

(
w
0

)
çà íÿêîå w ∈ C ñ |w|2 > 1.

Ïðåñìÿòàìå

ztz = |w|2, x(z) =
1

|w|2
B

(
w
0

)
,

x(z)
t
x(z) =

1

|w|2
, x(z)x(z)

t
= B

(
1
|w|2 0

0 0

)
B
t
,

E2 − x(z)x(z)
t

= BE2B
t − x(z)x(z)

t
=

= B

[(
1 0
0 1

)
−

(
1
|w|2 0

0 0

)]
B
t

= B

(
|w|2−1
|w|2 0

0 1

)
B
t

è çàáåëÿçâàìå, ÷å C(x(z)) îò (2.4) ïðèåìà âèäà

C(x(z)) =

=


|w|√
|w|2−1

O1×2

O2×1 B

( |w|√
|w|2−1

0

0 1

)
B
t


 1 − 1

|w|2
(
w 0

)
B
t

− 1
|w|2B

(
w
0

)
E2

 =

=


|w|√
|w|2−1

− 1

|w|
√
|w|2−1

(
w 0

)
B
t

− 1

|w|
√
|w|2−1

B

(
w
0

)
B

( |w|√
|w|2−1

0

0 1

)
B
t

 .

Â ðåçóëòàò,

C(x(z))

 1

B

(
w
0

)  =


|w|√
|w|2−1

− 1

|w|
√
|w|2−1

(
w 0

)( w
0

)
∗
∗

 =

 0
∗
∗

 ∈M∞−
è âñÿêà U(1, 2)-îðáèòà âúðõó M− ïðåñè÷à

M∞− =

{
lC

(
0
y

)
∈ P2(C)

∣∣∣ y ∈M2×1(C) \ {O2×1}
}
'

'
{
lC(y) ∈ P1(C) | y ∈M2×1(C) \ {O2×1}

}
= P1(C).

Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà åñòåñòâåíî âëàãàíå

U2 −→ U(1, 2), B 7→
(

1 O1×2

O2×1 B

)
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è òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà

U2 := {B ∈M2×2(C) |Bt
B = E2}

âúðõó P1(C) ñëåäâà òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà U(1, 2) âúðõó M−. Ïî-òî÷íî,
äåéñòâèåòî

U2 × P1(C) −→ P1(C), (B, lC(y)) 7→ lC(By), ∀lC(y) ∈ P1(C)

íà U2 âúðõó P1(C) å èíäóöèðàíî îò äåéñòâèåòî

U2 × C2 −→ C2, (B, y) 7→ By, ∀y ∈M2×1(C)

âúðõó äâóìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî M2×1(C) íàä C. Äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì,
÷å çà ïðîèçâîëíè âåêòîðè

y =

(
y1

y2

)
, z =

(
z1

z2

)
∈M2×1(C) \ {O2×1}

ñ åäíà è ñúùà äúëæèíà ||y|| =
√
|y1|2 + |y2|2 =

√
|z1|2 + |z2|2 = ||z|| ñúùåñòâóâà B ∈ U2

ñ By = z, çà äà ïîëó÷èì òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà U2 âúðõó P1(C). Çà öåëòà
ðàçãëåæäàìå y è z êàòî êîîðäèíàòè íà âåêòîðè v, ñúîòâåòíî, w ñïðÿìî ñòàíäàðòíèÿ
îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà M2×1(C), â êîéòî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå å

〈 , 〉 : M2×1(C)×M2×1(C) −→ C,

〈a, b〉 = a1b1 + a2b2, ∀a =

(
a1

a2

)
, b =

(
b1
b2

)
∈M2×1(C).

Äîñòàòú÷íî å äà ïîñòðîèì óíèòàðåí îïåðàòîð ϕ : M2×1(C) → M2×1(C) ñ ϕ(v) = w,
çà äà ïîëó÷èì, ÷å ìàòðèöàòà B ∈ M2×2(C) íà ϕ ñïðÿìî ñòàíäàðòíèÿ îðòîíîðìèðàí
áàçèñ å óíèòàðíà è By = z. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå åäèíè÷íèòå âåêòîðè

e1 :=
1

||v||
v, f1 :=

1

||w||
w =

1

||v||
w ∈M2×1(C),

êîëèíåàðíè íà v, ñúîòâåòíî, w. Äîïúëâàìå e1 äî îðòîíîðìèðàí áàçèñ e1, e2 íàM2×1(C)
è f1 äî îðòîíîðìèðàí áàçèñ f1, f2 íà M2×1(C). Îïåðàòîðúò ϕ : M2×1(C) → M2×1(C)
ñ ϕ(e1) = f1 è ϕ(e2) = f2 å óíèòàðåí è òðàíñôîðìèðà âåêòîðà v = ||v||e1 âúâ âåêòîðà
ϕ(v) = ||v||ϕ(e1) = ||v||f1 = w. Òîâà äîêàçâà òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà U(1, 2)
âúðõó M∞− è M−.

Çà ïðîèçâîëíà îòðèöàòåëíà ïðàâà lC(x) ∈M−, x ∈M2×1(C) \ {O2×1} ñúùåñòâóâàò
ìàòðèöà A ∈ U(1, 2) è íåíóëåâî êîìïëåêñíî ÷èñëî λ ∈ C∗, òàêà ÷å

x = A

 0
0
λ

 , lC(x) = lC

A
 0

0
λ
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è

StabU(1,2)lC(x) = A

StabU(1,2)lC

 0
0
λ

 A−1 = A

StabU(1,2)lC

 0
0
1

 A−1.

Çàòîâà å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, ÷å

StabU(1,2)lC

 0
0
1

 ' U(1, 1)× U1,

çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäñòâèåòî. Ìàòðèöà A = (aij)
3
i,j=1 ∈ U(1, 2)

èçïúëíÿâà ðàâåíñòâîòî 0
0
λ

 = A

 0
0
1

 =

 a13

a23

a33

 çà íÿêîå λ ∈ C∗

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a13 = a23 = 0 è a33 ∈ C∗. Â ðåçóëòàò, A
t
χ1,2A = χ1,2

ïðèåìà âèäà (|a11|2 − |a21|2 − |a31|2) (a11a12 − a21a22 − a31a32) −a31a33

(a12a11 − a22a21 − a32a31) (|a12|2 − |a22|2 − |a32|2) −a32a33

−a33a31 −a33a32 −|a33|2

 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


è ñå îêàçâà åêâèâàëåíòíî íà

a31 = a32 = 0, |a33| = 1, |a11|2 − |a21|2 = 1, a11a12 − a21a22 = 0, |a12|2 − |a22|2 = −1.

Ñëåäîâàòåëíî A ∈ StabU(1,2)lC

 0
0
1

 òî÷íî êîãàòî

A =

 a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 a33

 çà B :=

(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2×2(C)

ñ B
t
(

1 0
0 −1

)
B =

(
1 0
0 −1

)
è a33 ∈ U1.

Ïî òîçè íà÷èí äîêàçàõìå, ÷å

StabU(1,2)lC

 0
0
1

 ' U(1, 1)× U1.
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Çà äà èçó÷èì ñòàáèëèçàòîðèòå íà èçîòðîïíèòå ïðàâè z ∈ ∂B è äà ïîñòðîèì òî-
ðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà äèñêðåòåí ôàêòîð íà B äà íàïîìíèì, ÷å ãðóïà G å
ðàçðåøèìà, àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ðåäèöà

G = G0 > G1 > . . . > Gi > Gi+1 > . . . > Gn−1 > Gn = {e}

îò ïîäãðóïè Gj íà G, òàêà ÷å Gi+1 å íîðìàëíà ïîäãðóïà íà Gi ñ àáåëåâà ôàêòîð-ãðóïà
Gi/Gi+1 çà âñè÷êè 0 ≤ i ≤ n− 1. Íàâñÿêúäå â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ, ïîä ïîäãðóïà H
íà ãðóïà íà Ëè G ùå ðàçáèðàìå ïîäãðóïà íà Ëè, ò.å.H å ãëàäêî ïîäìíîãîîáðàçèå íà G,
êîåòî å çàòâîðåíî îòíîñíî ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ â G è îòíîñíî îáðúùàíåòî íà åëåìåíòè
íà G. Àêî H íå å ãðóïà íà Ëè, ùå å êàçàíî èçðèøíî. Ðàçðåøèìèÿò ðàäèêàë R íà ãðóïà
íà Ëè G å ìàêñèìàëíàòà ñâúðçàíà ðàçðåøèìà íîðìàëíà ïîäãðóïà R íà G. Íåàáåëåâà
ñâúðçàíà ãðóïà íà Ëè S å ïðîñòà, àêî íÿìà íåòðèâèàëíè ñâúðçàíè íîðìàëíè ïîäãðóïè,
ðàçëè÷íè îò S è îò {e}. Ãðóïà íà Ëè S å ïîëó-ïðîñòà, àêî èìà ëîêàëíî ïðåäñòàâÿíå S =
S1 × . . .× Sk êàòî êðàéíî äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà ñâîè ïðîñòè íîðìàëíè ïîäãðóïè
Si. Ãðóïà G = G1 oG2 å ïîëó-äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà ñâîÿ íîðìàëíà ïîäãðóïà G1

è ïîäãðóïà G2, àêî âñåêè åëåìåíò g ∈ G èìà åäèíñòâåíî ïðåäñòàâÿíå g = g1g2 êàòî
ïðîèçâåäåíèå íà g1 ∈ G1 è g2 ∈ G2. Ãðóïîâèÿò çàêîí â ïîëó-äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå
ñå îïðåäåëÿ îò ãðóïîâèòå îïåðàöèè â G1, G2 è ñïðÿãàíåòî íà åëåìåíòèòå íà G1 ñ
åëåìåíòèòå íà G2, ò.å.

(g1g2)(h1h2) = [g1(g2h1g
−1
2 )](g2h2) çà ∀g1, h1 ∈ G1, ∀g2, h2 ∈ G2

ñ g1(g2h1g
−1
2 ) ∈ G1, g2h2 ∈ G2. Íåêà G å ãðóïà íà Ëè ñ ðàçðåøèì ðàäèêàë R. Âñÿêà

ìàêñèìàëíà ïîëó-ïðîñòà ïîäãðóïà íà Ëè S íà G, êîÿòî ïîçâîëÿâà ïðåäñòàâÿíå G =
Ro S êàòî ïîëó-äîðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà R è S ñå íàðè÷à ïîäãðóïà íà Ëåâè íà G.

Ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè G < GL(n,C) å óíèïîòåíòíà, àêî çà ∀g ∈ G è çà åäèíè÷íàòà
ìàòðèöà En ∈ G ðàçëèêàòà En−g ∈Mn×n(C) å íèëïîòåíòíà ìàòðèöà, ò.å. ñúùåñòâóâà
m = m(g) ∈ N ñ (En − g)m(g) = On×n. Ìàêñèìàëíàòà ñâúðçàíà óíèïîòåíòíà íîðìàëíà
ïîäãðóïà N íà ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè G ñå íàðè÷à óíèïîòåíòåí ðàäèêàë íà G. Ãðóïà
íà Ëè L å ðåäóêòèâíà, àêî ôàêòîð-ãðóïàòà L/Z(L) íà L ïî íåéíèÿ öåíòúð

Z(L) := {z ∈ L | zl = lz, ∀l ∈ L}

å ïîëó-ïðîñòà. Àêî G å ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè ñ óíèïîòåíòåí ðàäèêàë N, òî âñÿêà
ìàêñèìàëíà ðåäóêòèâíà ïîäãðóïà L íà G çàäàâà ïðåäñòàâÿíå G = N o L íà G êàòî
ïîëó-äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà óíèïîòåíòíèÿ ðàäèêàë N è L. Ðàçðåøèìèÿò ðàäè-
êàë R íà ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè G å ïîëó-äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå R = N o Z(L) íà
óíèïîòåíòíèÿ ðàäèêàë N íà G è öåíòúðà Z(L) íà ìàêñèìàëíà ðåäóêòèâíà ïîäãðóïà
L ≤ G.

Íåêà G å ãðóïà íà Ëè. Ìàêñèìàëíèòå ñâúðçàíè ðàçðåøèìè ïîäãðóïè B íà G ñå
íàðè÷àò ïîäãðóïè íà Áîðåë. Ñîáñòâåíà ïîäãðóïà P < G å ïàðàáîëè÷íà, àêî ñúäúðæà
ïîäãðóïà íà Áîðåë. Îò ãîðíîòî îïðåäåëåíèå å ÿñíî, ÷å ìèíèìàëíèòå ïàðàáîëè÷íè
ïîäãðóïè íà G ñà òî÷íî ïîäãðóïèòå íà Áîðåë.

Àëãåáðà íà Ëè íàä R èëè íàä C å R-ëèíåéíî, ñúîòâåòíî, C-ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî
ñ áèíàðíà îïåðàöèÿ

g× g −→ g, (a, b) 7→ [a, b],
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èçïúëíÿâàùà ðàâåíñòâàòà

[b, a] = −[a, b] çà ∀a, b ∈ g è

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0 çà ∀a, b, c ∈ g.

Êâàäðàòíèòå ìàòðèöè Mn×n(F ) ñ åëåìåíòè îò ïîëåòî F ∈ {R,C} îáðàçóâàò àëãåáðà
íà Ëè îòíîñíî îïåðàöèÿòà

[A,B] := AB −BA çà ∀A,B ∈Mn×n(F ),

êîÿòî ñå áåëåæè ñ M−n×n(F ). Äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî g = TRe G íà ãðóïà íà Ëè
G â íåéíèÿ íåóòðàëåí åëåìåíò e ∈ G å àëãåáðà íà Ëè, êîÿòî ñå áåëåæè ñ Lie(G). Àêî
G < GL(n,C) å ìàòðè÷íà ãðóïà íà Ëè, òî àëãåáðàòà íà Ëè Lie(G) íà G å ïîäàëãåáðà
íà M−n×n(C). Åêñïîíåíòàòà íà ìàòðèöà

exp : Lie(G) −→ G, exp(A) =
∞∑
n=0

An

n!

èçîáðàçÿâà àëãåáðàòà íà Ëè íà ìàòðè÷íàòà ãðóïà íà Ëè G â G. Åêñïîíåíöèàëíîòî
èçîáðàæåíèå exp : Lie(G) → G å ëîêàëåí äèôåîìîðôèçúì íà îêîëíîñò íà On×n ∈
Lie(G) âúðõó Lie(G) âúðõó îêîëíîñò íà åäèíè÷íàòà ìàòðèöà En ∈ G âúðõó G.

Àêî α, β1, β2 å áàçèñ íà C3, â êîéòî H1,2 : C3 → C3 èìà ìàòðèöà

χ1,2 =

(
1 O1×2

O2×1 −E2

)
,

òî

e :=
1√
2

(α+ β1) è ě :=
1√
2

(α− β1)

ñà H1,2-èçîòðîïíè âåêòîðè. Äà çàáåëåæèì, ÷å

lC(e) = lC

 1
1
0

 ∈ ∂B è lC(ě) = lC

 1
−1
0

 ∈ ∂B
îòãîâàðÿò íà ãðàíè÷íèòå òî÷êè (1, 0) ∈ ∂B, ñúîòâåòíî, (−1, 0) ∈ ∂B. ÑúãëàñíîH1,2(e, ě) =
1 ùå êàçâàìå, ÷å èçîòðîïíèÿò âåêòîð e å ñïðåãíàò ñ èçîòðîïíèÿ âåêòîð ě, êàêòî è
èçîòðîïíàòà ïðàâà lC(e) å ñïðåãíàòà ñ èçîòðîïíàòà ïðàâà lC(ě). Âåêòîðúò f := β2 å
H1,2-îðòîãîíàëåí íà e, ě è H1,2(f, f) = −1. Ìàòðèöàòà íà H1,2 ñïðÿìî áàçèñà e, f, ě e

χo1,2 =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 .
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Òâúðäåíèå 2.3. Íåêà H1,2 : C3 → C3 å åðìèòîâà ôîðìà ñúñ ñèãíàòóðà (1, 2), e, f, ě
å òàêúâ áàçèñ íà C3, â êîéòî H1,2 èìà ìàòðèöà

χo1,2 =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 ,

Uo(1, 2) = {A ∈ GL(3,C) |Atχo1,2A = χo1,2}

è

T (3,C) =

T =

 t11 t12 t13

0 t22 t23

0 0 t33

 ∣∣∣ tij ∈ C, det(T ) 6= 0


å ïîäãðóïàòà íà ãîðíî-òðèúãúëíèòå ìàòðèöè îò GL(3,C). Òîãàâà:

(i) Âñÿêà ïîäãðóïà G íà T (3,C) å ðàçðåøèìà.

(ii) Ñòàáèëèçàòîðúò

P (lC(e)) = StabUo(1,2)(lC(e)) = Uo(1, 2) ∩ T (3,C) =

=


 ξ ξeisµ λ

0 eis µ

0 0 ξ
−1

 ∣∣∣λ, µ ∈ C, ξ ∈ C∗, s ∈ R, |µ|2 = 2Re

(
λ

ξ

) (2.8)

íà lC(e) ∈ ∂B â Uo(1, 2) å ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2).

Â ÷àñòíîñò, P (lC(e)) å ìèíèìàëíà è ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2).

(iii) Ñòàáèëèçàòîðúò íà ïðîèçâîëíà èçîòðîïíà ïðàâà lC(v) = lC(Ae), A ∈ Uo(1, 2)
å ìèíèìàëíà è ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà

P (lC(v)) = A
[
StabUo(1,2)(lC(e))

]
A−1 = A [P (lC(e))]A−1

íà Uo(1, 2) ñ àëãåáðà íà Ëè LieP (lC(v)) = A [LieP (lC(e))]A−1.

(iv) Âñÿêà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P < Uo(1, 2) å îò âèäà P = P (lC(v)) =
StabUo(1,2)(lC(v)) çà íÿêàêâà èçîòðîïíà ïðàâà lC(v) ∈ ∂B.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Ïúðâî ùå ïðîâåðèì ðàçðåøèìîñòòà íà T (3,C). Çà öåëòà äà çàáå-
ëåæèì, ÷å èçîáðàæåíèåòî

ϕo : (T (3,C), .) −→ (D∗(3,C), .),

ϕo

 t11 t12 t13

0 t22 t23

0 0 t33

 =

 t11 0 0
0 t22 0
0 0 t33
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âúðõó îáðàòèìèòå îòíîñíî óìíîæåíèåòî äèàãîíàëíè ìàòðèöè îò GL(3,C) å õîìîìîð-
ôèçúì íà ãðóïè, ñúãëàñíî

ϕo

 t11 t12 t13

0 t22 t23

0 0 t33

 s11 s12 s13

0 s22 s23

0 0 s33

 = ϕ0

 t11s11 ∗ ∗
0 t22s22 ∗
0 0 t33s33

 =

=

 t11s11 0 0
0 t22s22 0
0 0 t33s33

 =

 t11 0 0
0 t22 0
0 0 t33

 s11 0 0
0 s22 0
0 0 s33

 =

= ϕo

 t11 t12 t13

0 t22 t23

0 0 t33

ϕo

 s11 s12 s13

0 s22 s23

0 0 s33

 .

ßäðîòî

U(3,C) := kerϕo =

u =

 1 t12 t13

0 1 t23

0 0 1

 ∣∣∣ tij ∈ C


íà ϕo å ñúñòàâåíî îò óíèïîòåíòíè ìàòðèöè, ñúãëàñíî (u−E3)3 = O3×3 çà ∀u ∈ U(3,C).
Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå íîðìàëíà ïîäãðóïà U(3,C) íà T (3,C) ñ àáåëåâ ôàêòîð
T (3,C)/U(3,C) ' (D∗(3,C), .). Èçîáðàæåíèåòî

ϕ12 : (U(3,C), .) −→ (C2,+),

ϕ12

 1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1

 = (u12, u23), ∀

 1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1

 ∈ U(3,C)

å õîìîìîðôèçúì íà ãðóïè, ñúãëàñíî

ϕ12

 1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1

 1 v12 v13

0 1 v23

0 0 1

 = ϕ12

 1 u12 + v12 ∗
0 1 u23 + v23

0 0 1

 =

= (u12 + v12, u23 + v23) = (u12, u23) + (v12, v23) = ϕ12

 1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1

+ ϕ12

 1 v12 v13

0 1 v23

0 0 1

 .

Õîìîìîðôèçìúò ϕ12 å âúðõó àáåëåâàòà ãðóïà (C2,+) è èìà àáåëåâî ÿäðî

U′(3,C) := ker(ϕ12) =

u′ =
 1 0 u13

0 1 0
0 0 1

 ∣∣∣u13 ∈ C

 ,

çàùîòî 1 0 u13

0 1 0
0 0 1

 1 0 v13

0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 u13 + v13

0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 v13

0 1 0
0 0 1

 1 0 u13

0 1 0
0 0 1

 .
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Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷èõìå ðåäèöà

T (3,C) > U(3,C) > U′(3,C) > {E3}

îò ïîäãðóïè íà T (3,C), òàêà ÷å U(3,C)/T (3,C) å íîðìàëíà ïîäãðóïà ñ àáåëåâà ôàêòîð-
ãðóïà T (3,C)/U(3,C) ' (D∗(3,C), .), U′(3,C) / U(3,C) å íîðìàëíà ïîäãðóïà ñ àáåëåâà
ôàêòîð-ãðóïà U(3,C)/U′(3,C) ' (C2,+) è {E3}/U′(3,C) å íîðìàëíà ïîäãðóïà ñ àáåëåâà
ôàêòîð-ãðóïà U′(3,C)/{E3} = U′(3,C). Ïî îïðåäåëåíèå, îòòóê ñëåäâà ðàçðåøèìîñòòà
íà ãðóïàòà T (3,C) íà ãîðíî òðèúãúëíèòå ìàòðèöè. Îò Òåîðåìà íà Ëè ñëåäâà, ÷å âñÿêà
ðàçðåøèìà ïîäãðóïà íà GL(3,C) å ñïðåãíàòà íà ïîäãðóïà íà T (3,C).

Ðàçðåøèìîñòòà íà T (3,C) å äîñòàòú÷íà çà ðàçðåøèìîñòòà íà ïðîèçâîëíà ïîäãðóïà
G < T (3,C). Ïî-òî÷íî,

G ≥ [G ∩ U(3,C)] ≥ [G ∩ U′(3,C)] ≥ {E3}

å ðåäèöà îò ïîäãðóïè, òàêà ÷å G ∩ U(3,C) / G å íîðìàëíà ïîäãðóïà ñ ôàêòîð-ãðóïà

G/G ∩ U(3,C) ' GU(3,C)/U(3,C),

êîÿòî å èçîìîðôíà íà ïîäãðóïàòà GU(3,C)/U(3,C) íà àáåëåâàòà ãðóïà

T (3,C)/U(3,C) ' (D∗(3,C), .).

Àíàëîãè÷íî, [G ∩ U′(3,C)] / [G ∩ U(3,C)] å íîðìàëíà ïîäãðóïà, ÷èÿòî ôàêòîð-ãðóïà

[G ∩ U(3,C)]/[G ∩ U′(3,C)] = [G ∩ U(3,C)]/[(G ∩ U(3,C)) ∩ U′(3,C)] '
' [G ∩ U(3,C)]U′(3,C)/U′(3,C)

å èçîìîðôíà íà ïîäãðóïà íà àáåëåâàòà ãðóïà U(3,C)/U′(3,C) ' (C2,+). Ïîäãðóïàòà
G ∩ U′(3,C) íà àáåëåâàòà ãðóïà U′(3,C) å àáåëåâà. Òîâà äîêàçâà ðàçðåøèìîñòòà íà
ïðîèçâîëíà ïîäãðóïà G < T (3,C).

(ii) Ñòàáèëèçàòîðúò P (lC(e)) := StabUo(1,2)(lC(e)) íà ïúðâàòà êîîðäèíàòíà ïðàâà ñå
ñúñòîè îò ìàòðèöèòå

A =

 a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

 ∈ Uo(1, 2).

Äåôèíèöèîííîòî ðàâåíñòâî A
t
χo12A = χo1,2 çà òàêèâà ìàòðèöè ñå ñâåæäà êúì 0 a32a11 a33a11

a11a32 (a12a32 − |a22|2 + a32a12) (a13a32 − a23a22 + a33a12)
a11a33 (a12a33 − a22a23 + a32a13) (a13a33 − |a23|2 + a33a13)

 =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 .

Ñðàâíÿâàéêè åëåìåíòèòå îò ïúðâèÿ ðåä ïîëó÷àâàìå a32 = 0 è a33 = 1
a11
. Ðàâåíñòâîòî

íà åëåìåíòèòå îò âòîðè ðåä è âòîðè ñòúëá äàâà |a22|2 = 1 è ïîçâîëÿâà ïðåäñòàâÿíåòî
íà a22 âúâ âèäà a22 = eis çà íÿêàêâî s ∈ R. Åëåìåíòèòå îò âòîðè ðåä è òðåòè ñòúëá,



59

êàêòî è îò òðåòè ðåä è âòîðè ñòúëá ñà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè ïîìåæäó ñè è òÿõíîòî
àíóëèðàíå âîäè äî ðàâåíñòâîòî

a12 =
a22a23

a33
= a11e

isa23.

Íàêðàÿ, àíóêëèðàíåòî íà åëåìåíòà îò òðåòè ðåä è òðåòè ñòúëá äàâà

|a23|2 = a13a33 + a13a33 =
a13

a11
+
a13

a11
= 2Re

(
a13

a11

)
è çàâúðøâà îïèñàíèåòî íà P (lC(e)) îò (2.8).

Ïîäãðóïèòå S íà Uo(1, 2) ñà âúâ âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ñ ïîäàëãåáðèòå
íà Ëè Lie(S) íà àëãåáðàòà íà Ëè Lie(Uo(1, 2)) íà Uo(1, 2). Çàòîâà å äîñòàòú÷íî äà
ïðîâåðèì, ÷å åäèíñòâåíàòà ïîäàëãåáðà íà Ëè L ⊆ Lie(Uo(1, 2)), ñúäúðæàùà ñòðîãî
LieP (lC(e)) å LieUo(1, 2), çà äà ïîëó÷èì, ÷å P (lC(e)) å ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà
íà Uo(1, 2). Çà öåëòà òðÿáâà äà îïèøåì àëãåáðàòà íà Ëè LieUo(1, 2). Òÿ ñå ñúñòîè îò
îíåçè ìàòðèöè Y ∈M3×3(C), çà êîèòî

X := exp(tY ) ∈ Uo(1, 2) = {A ∈ GL(3,C) |Atχo1,2A = χo1,2}

çà âñè÷êè t ∈ (−ε, ε) è çà äîñòàòú÷íî ìàëêî ðåàëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε ∈ R>0.
Ñúãëàñíî X = E3 + tY +O(t2), îò óñëîâèåòî

χo1,2 = X
t
χo1,2X = [E3 + tY +O(t2)]

t
χo1,2[E3 + tY +O(t2)] =

= [E3 + tY
t
+O(t2)]χo1,2[E3 + tY +O(t2)] = χo1,2 + t[Y

t
χo1,2 + χo1,2Y ] +O(t2)

ñëåäâà
Y
t
χo1,2 + χo1,2Y = O3×3

çà âñÿêî Y ∈ LieUo(1, 2). Îáðàòíî, àêî Y
t
χo1,2 + χo1,2Y = O3×3, òî îáðàòèìîñòòà íà

ìàòðèöàòà χo1,2 íè äàâà âúçìîæíîñò äà èçðàçèì

Y
t

= −χo1,2Y (χo1,2)−1 = χo1,2(−Y )(χo1,2)−1.

Òîãàâà çà ∀t ∈ (−ε, ε) å èçïúëíåíî

exp(tY )
t

:=
∞∑
s=0

ts

s!
(Y

t
)s = exp(tY

t
) = exp(χo1,2(−Y )(χo1,2)−1) =

=

∞∑
s=0

ts

s!
[χo1,2(−Y )(χo1,2)−1]s =

∞∑
s=0

ts

s!
χo1,2(−Y )s(χo1,2)−1 =

= χo1,2

[ ∞∑
s=0

ts

s!
(−Y )s

]
(χo1,2)−1 = χo1,2 exp(−tY )(χo1,2)−1,

îòêúäåòî

exp(tY )
t
χo1,2 exp(tY ) = χo1,2
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è exp(tY ) ∈ Uo(1, 2). Òîâà äîêàçâà, ÷å

LieUo(1, 2) = {Y ∈M3×3(C) |Y t
χo1,2 + χo1,2Y = O3×3}.

Ïî-òî÷íî,

Y
t
χo1,2 + χo1,2Y =

 y11 y21 y31

y12 y22 y32

y13 y23 y33

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

+

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33

 =

=

 y31 −y21 y11

y32 −y22 y12

y33 −y23 y13

+

 y31 y32 y33

−y21 −y22 −y23

y11 y12 y13

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

y31 = −y31, y22 = −y22, y13 = −y13,

y12 = y23, y32 = y21, y33 = −y11.

Ñ äðóãè äóìè, ÷ðåç ìàòðèöèòå îòíîñíî áàçèñà e, f, ě íà C3 èìàìå

LieUo(1, 2) =

Y =

 y11 y23 ir13

y21 ir22 y23

ir31 y21 −y11

 ∣∣∣ y11, y21, y23 ∈ C, r13, r22, r31 ∈ R

 . (2.9)

Ïîäàëãåáðàòà íà Ëè Lie(P0) ñå ñúñòîè îò Y ∈ LieUo(1, 2) ñ Y (e) ∈ lC(e), ò.å. îò Y =
(yij)

3
i,j=1 ∈ LieUo(1, 2) ñ y21 = 0 è r31 = 0. Çàáåëÿçâàìå, ÷å

Lie(P0) =

Y =

 y11 y23 ir13

0 ir22 y23

0 0 −y11

 ∣∣∣ y11, y23 ∈ C, r13, r22 ∈ R

 . (2.10)

Àêî L ≤ LieUo(1, 2) å ïîäàëãåáðà íà Ëè, ñúäúðæàùà ñòðîãî LieP (lC(e)), òî ñúùåñòâóâà
íåíóëåâà ìàòðèöà

x =

 0 0 0
ν 0 0
ir ν 0

 ∈ L

çà íÿêàêâè r ∈ R è ν ∈ C. Àêî r 6= 0, òî èçïîëçâàìå, ÷å

p1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 ∈ LieP (lC(e)),

îòêúäåòî

[p1, x] = p1x− xp1 =

 0 0 0
−ν 0 0
−2ir −ν 0

 ∈ L
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è

y := [p1, x] + x =

 0 0 0
0 0 0

−ir 0 0

 ∈ L,

çàùîòî L å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä R. Â ðåçóëòàò,

z =

 0 0 0
0 0 0
i 0 0

 ∈ L.

Âçåìàéêè ïðåäâèä

p2 :=

 0 −i 0
0 0 i
0 0 0

 ∈ LieP (lC(e))),

ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å

[p2, z] = p2z − zp2 =

 0 0 0
−1 0 0

0 −1 0

 ∈ L.

Ñåãà îò

p3 =

 i 0 0
0 0 0
0 0 i

 ∈ LieP (lC(e))

ñëåäâà, ÷å

[p3, [p2, z]] = p3[p2, z]− [p2, z]p3 =

 0 0 0
i 0 0
0 −i 0

 ∈ L.

Â ðåçóëòàò, Rz + R[p2, z] + R[p3, [p2, z]] ⊆ L, îòêúäåòî L = LieUo(1, 2), ñòèãà L äà
ñúäúðæà ìàòðèööà

x =

 0 0 0
ν 0 0
ir ν 0

 ∈ L ñ r 6= 0.

Àêî ñúùåñòâóâà

x =

 0 0 0
ν 0 0
0 ν 0

 ∈ L ñ ν ∈ C∗,

òî

[p3, x] = p3x− xp3 =

 0 0 0
−iν 0 0

0 iν 0

 ∈ L,

îòêúäåòî

Rx+ R[p3, x] = R

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

+ R

 0 0 0
i 0 0
0 −i 0

 ⊂ L.
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Çà ïðîèçâîëíè r1, r2 ∈ R èìàìå 0 0 0
r1 0 0
0 r1 0

 ,

 0 0 0
ir2 0 0

0 −ir2 0

 =

 0 0 0
0 0 0

2ir1r2 0 0

 ∈ L,

îòêúäåòî

R

 0 0 0
0 0 0
i 0 0

 ⊂ L è L = LieUo(1, 2).

Òîâà äîêàçâà, ÷å LieP (lC(e)) å ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäàëãåáðà íà Ëè íà LieUo(1, 2)
è P (lC(e)) å ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2). Â êà÷åñòâîòî ñè íà ïîäãðóïà
íà T (3,C), ãðóïàòà P (lC(e)) å ðàçðåøèìà ñúãëàñíî (i). Â ÷àñòíîñò, P (lC(e)) å ìàêñè-
ìàëíà ñâúðçàíà ðàçðåøèìà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2), ò.å. ïîäãðóïà íà Áîðåë íà Uo(1, 2)
èëè ìèíèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2). Ìàêñèìàëíàòà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà
P (lC(e)) íà Uo(1, 2), ñúäúðæàùà ïîäãðóïàòà íà Áîðåë p(lC(e)) å è ìàêñèìàëíà ïàðà-
áîëè÷íà ïîäãðóïà íà Uo(1, 2).

(iii) Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 2.2 (iii), ãðóïàòà Uo(1, 2) äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó ìíî-
æåñòâîòî ∂B íà èçîòðîïíèòå ïðàâè lC(v) è çà âñÿêà òàêàâà ïðàâà lC(v) ∈ ∂B ñúùåñ-
òâóâà A ∈ Uo(1, 2) ñ lC(v) = lC(Ae). Ñëåäîâàòåëíî ñòàáèëèçàòîðúò íà lC(v) â Uo(1, 2)
å

P (lC(v)) = P (lC(Ae)) = AP (lC(e))A−1.

Äîïèðàòåëíèòå ïðîñòðàíñòâà êúì P (lC(v)) è P (lC(e)) â E3 ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî
TRE3

P (lC(v)) = ATRE3
P (lC(e))A−1, ò.å. LieP (lC(v)) = ALieP (lC(e))A−1.

(iv) Âñè÷êè ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè ïîäãðóïè P íà Uo(1, 2) ñà ñïðåãíàòè ïî-
ìåæäó ñè ÷ðåç åëåìåíòè íà Uo(1, 2). Ñ äðóãè äóìè, âñÿêà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà
ïîäãðóïà P < Uo(1, 2) å îò âèäà

P = AP (lC(e))A−1 = P (lC(Ae))

è ñúâïàäà ñúñ ñòàáèëèçàòîðà íà H1,2-èçîòðîïíàòà ïðàâà lC(Ae) ∈ ∂B.

Íåêà P = P (lC(v)) = StabUo(1,2)(lC(v)) å ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà
Uo(1, 2), ò.å. ñòàáèëèçàòîð íà èçîòðîïíà ïðàâà lC(v) ⊂ C3. Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 2.3,
àêî P0 := P (lC(e)) å ñòàíäàðòíàòà ìèíèìàëíà è ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà
íà Uo(1, 2), òî ñúùåñòâóâà A ∈ Uo(1, 2) ñ lC(v) = AlC(e) = lC(Ae) è P = P (lC(v)) =
AP0A

−1. Óíèïîòåíòíèòå ðàäèêàëè íà P è P0 ñà ñïðåãíàòè, ò.å. NP = ANP0A
−1, êàêòî

è ïðîèçâîëíè òåõíè ðåäóêòèâíè äîïúëíåíèÿ LP = ALP0A
−1. Äîñòàòú÷íî å äà èçó÷èì

ðàçëàãàíåòî íà Ëàíãëàíäñ P0 = NP0 o LP0 íà ñòàíäàðòíàòà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà
ïîäãðóïà P0 = P (lC(e)), çà äà ïîëó÷èì ðàçëàãàíåòî íà Ëàíãëàíäñ íà ïðîèçâîëíà
ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P = StabUo(1,2)(lC(Ae)), A ∈ Uo(1, 2) íà Uo(1, 2).

Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 2.3 (i), ñòàíäàðòíàòà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P0 =
StabUo(1,2)(lC(e)) å ðàçðåøèìà, â êà÷åñòâîòî ñè íà ïîäãðóïà íà ãðóïàòà T (3,C) íà
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ãîðíî-òðèúãúëíèòå ìàòðèöè îò GL(3,C). Óíèïîòåíòíèÿò ðàäèêàë íà P0 å

NP0 =

ν(λ, µ) :=

 1 µ λ
0 1 µ
0 0 1

 ∣∣∣λ, µ ∈ C, |µ|2 = 2Re(λ)

 , (2.11)

çàùîòî çà ïðîèçâîëíà ìàòðèöà

A =

 ξ ξeisµ λ
0 eis µ

0 0 ξ
−1

 ∈ P0

óñëîâèåòî

(A− E3)m =

 (ξ − 1)m ∗ ∗
0 (eis − 1)m ∗
0 0 (ξ

−1 − 1)m

 = O3×3

çà íÿêîå m ∈ N èçèñêâà ξ = 1 è eis = 1. Êîìóòàíòúò [NP0 , NP0 ] íà NP0 å ïîäãðóïàòà,
ïîðîäåíà îò ãðóïîâèòå êîìóòàòîðè

[ν(λ1, µ1), ν(λ2, µ2)] := ν(λ1, µ1)ν(λ2, µ2)ν(λ1, µ1)−1ν(λ2, ν2)−1 =

=

 1 µ1 λ1

0 1 µ1

0 0 1

 1 µ2 λ2

0 1 µ2

0 0 1

 1 −µ1 |µ1|2 − λ1

0 1 −µ1

0 0 1

 1 −µ2 |µ2|2 − λ2

0 1 −µ2

0 0 1

 =

=

 1 0 µ1µ2 − µ1µ2

0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 2iIm(µ1µ2)
0 1 0
0 0 1

 .

Ñëåäîâàòåëíî

[NP0 , NP0 ] =


 1 0 ir

0 1 0
0 0 1

 ∣∣∣ r ∈ R
 .

Ïî îïðåäåëåíèå, öåíòúðúò Z(NP0) íà NP0 ñå ñúñòîè îò îíåçè ìàòðèöè ν(λ1, µ1) ∈
NP0 , êîèòî èìàò òðèâèàëíè ãðóïîâè êîìóòàòîðè [ν(λ1, µ1), ν(λ2, µ2)] = E3 ñ âñè÷êè
ν(λ2, µ2) ∈ NP0 . Òîâà å â ñèëà çà λ1, µ1 ∈ C ñ |µ1|2 = 2Re(λ1) è Im(µ1µ2) = 0 çà âñè÷êè
µ2 ∈ C. Â ÷àñòíîñò, çà µ2 :=

√
−1µ1 ïîëó÷àâàìå Im(µ1µ2) = Im(µ1

√
−1µ1) = |µ1|2 = 0

è ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å ν(λ1, µ1) ∈ Z(NP0) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî µ1 = 0 è
λ1 ∈

√
−1R. Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å êîìóòàíòúò [NP0 , NP0 ] = Z(NP0) íà NP0 ñúâïàäà

ñ öåíòúðà íà NP0 . Îòòóê, [[NP0 , NP0 ], NP0 ] = [Z(NP0), NP0 ] = {E3} è óíèïîòåíòíèÿò
ðàäèêàë NP0 íà P0 å äâóñòåïåííî óíèïîòåíòíà ãðóïà. Àëãåáðàòà íà Ëè íà NP0 ñå
ñúñòîè îò ñòðîãî ãîðíî-òðèúãúëíèòå ìàòðèöè îò Lie(P0). Ñúãëàñíî (2.10),

Lie(NP0) =


 0 µ ir

0 0 µ
0 0 0

 ∣∣∣µ ∈ C, r ∈ R
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è åêñïîíåíöèàëíîòî èçîáðàæåíèå exp : Lie(NP0)→ NP0 å

exp

 0 µ ir
0 0 µ
0 0 0

 = E3 +

 0 µ ir
0 0 µ
0 0 0

+
1

2!

 0 µ ir
0 0 µ
0 0 0

 0 µ ir
0 0 µ
0 0 0

 =

=

 1 µ ir + |µ|2
2

0 1 µ
0 0 1

 ,

çàùîòî  0 µ ir
0 0 µ
0 0 0

3

= O3×3.

Îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå å
exp−1 : NP0 −→ Lie(NP0),

exp−1

 1 µ λ
0 1 µ
0 0 1

 =

 0 µ λ− |µ|
2

2
0 0 µ
0 0 1

 çà âñè÷êè λ, µ ∈ C, Re

(
λ− |µ|

2

2

)
= 0.

Öåíòúðúò

Z(NP0) = [NP0 , NP0 ] =


 1 0 ir

0 1 0
0 0 1

 ∣∣∣ r ∈ R
 (2.12)

å àáåëåâà ãðóïà, èçîìîðôíà íà (Lie(Z(NP0)),+), ñúãëàñíî 1 0 ir1

0 1 0
0 0 1

 1 0 ir2

0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 i(r1 + r2)
0 1 0
0 0 1

 çà ∀r1, r2 ∈ R.

Åêñïîíåíöèàëíîòî èçîáðàæåíèå

exp : LieZ(NP0) =


 0 0 ir

0 0 0
0 0 0

 ∣∣∣ r ∈ R
 −→ Z(NP0)

íà Z(NP0) å

exp

 0 0 ir
0 0 0
0 0 0

 = E3 +

 0 0 ir
0 0 0
0 0 0

 =

 1 0 ir
0 1 0
0 0 1

 , ∀r ∈ R,

ñúãëàñíî  0 0 ir
0 0 0
0 0 0

2

= O3×3.
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Åëåìåíòèòå íà ôàêòîð-ãðóïàòà

VP0 = NP0/Z(NP0) =


 1 µ λ

0 1 µ
0 0 1

Z(NP0)
∣∣∣λ, µ ∈ C, |µ|2 = 2Re(λ)


èìàò ïðåäñòàâèòåë 1 µ λ

0 1 µ
0 0 1

Z(NP0) =

 1 µ |µ|2
2

0 1 µ
0 0 1

Z(NP0) =

 1 µ Re(λ)
0 1 µ
0 0 1

Z(NP0),

çàùîòî  1 µ λ
0 1 µ
0 0 1

 1 0 |µ|2
2 − λ

0 1 0
0 0 1

 =

 1 µ |µ|2
2

0 1 µ
0 0 1


ñ  1 0 |µ|2

2 − λ
0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 Re(λ)− λ
0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 −iIm(λ)
0 1 0
0 0 1

 ∈ Z(NP0).

Âçåìàéêè ïðåäâèä (2.12) è Re(µ1µ2) = µ1µ2+µ1µ2
2 = Re(µ2µ1) ïðåñìÿòàìå ÷å 1 µ1

|µ1|2
2

0 1 µ1

0 0 1

Z(NP0)

 1 µ2
|µ2|2

2
0 1 µ2

0 0 1

Z(NP0)

 =

=

 1 µ1 + µ2
|µ1|2

2 + µ1µ2 + |µ2|2
2

0 1 µ1 + µ2

0 0 1

Z(NP0) =

=

 1 µ1 + µ2
|µ1|2

2 + |µ2|2
2 + Re(µ1µ2)

0 1 µ1 + µ2

0 0 1

Z(NP0) =

=

 1 µ1 + µ2
|µ1|2

2 + |µ2|2
2 + Re(µ2µ1)

0 1 µ1 + µ2

0 0 1

Z(NP0) =

=

 1 µ2 + µ1
|µ2|2

2 + µ2µ1 + |µ1|2
2

0 1 µ1 + µ2

0 0 1

Z(NP0) =

=

 1 µ2
|µ2|2

2
0 1 µ2

0 0 1

Z(NP0)

 1 µ1
|µ1|2

2
0 1 µ1

0 0 1

Z(NP0)
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è ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å VP0 å àáåëåâà ãðóïà. Àëãåáðàòà íà Ëè íà VP0 å

LieVP0 = LieNP0/LieZ(NP0) =


 0 µ 0

0 0 µ
0 0 0

+ LieZ(NP0)
∣∣∣µ ∈ C


è åêñïîíåíöèàëíîòî èçîáðàæåíèå íà VP0 å

exp : LieVP0 −→ VP0 ,

exp

 0 µ 0
0 0 µ
0 0 0

+ LieZ(NP0)

 =

E3 +

 0 µ 0
0 0 µ
0 0 0

+
1

2!

 0 µ 0
0 0 µ
0 0 0

2
Z(NP0) =

=

 1 µ |µ|2
2

0 1 µ
0 0 1

Z(NP0).

Îò íàïðàâåíèòå ïðåñìÿòàíèÿ å ÿñíî, ÷å ãðóïàòà VP0 å èçîìîðôíà íà (LieVP0 ,+).Îòñåãà
íàòàòúê, íåêà

u(ir) :=

 0 0 ir
0 0 0
0 0 0

 ∈ LieZ(NP0) çà ∀r ∈ R è

v(µ) :=

 0 µ 0
0 0 µ
0 0 0

 ∈ LieNP0 çà ∀µ ∈ C,

òàêà ÷å
LieNP0 = {u(ir) + v(µ) | r ∈ R, µ ∈ C} .

Ìîæåì äà ïðåäñòàâèì
NP0 = Z(NP0)× VP0

êàòî äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå, çàùîòî 1 0 ir1

0 1 0
0 0 1

 1 µ1
|µ1|2

2
0 1 µ1

0 0 1

Z(NP0)

 1 0 ir2

0 1 0
0 0 1

 1 µ2
|µ2|2

2
0 1 µ2

0 0 1

Z(NP0)

 =

=

 1 0 ir1

0 1 0
0 0 1



 1 µ1

|µ1|2
2

0 1 µ1

0 0 1

 1 0 ir2

0 1 0
0 0 1

 1 µ1
|µ1|2

2
0 1 µ1

0 0 1

−1


 1 µ1
|µ1|2

2
0 1 µ1

0 0 1

 1 µ2
|µ2|2

2
0 1 µ2

0 0 1

Z(NP0) =

=

 1 0 i(r1 + r2)
0 1 0
0 0 1

 1 µ1 + µ2
|µ1|2

2 + |µ2|2
2 + Re(µ1µ2)

0 1 µ1 + µ2

0 0 1

Z(NP0)

 .
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Ñúãëàñíî (2.8), ðåäóêòèâíîòî äîïúëíåíèå íà NP0 äî P0 = NP0 o LP0 e ãðóïàòà

LP0 =


 ξ 0 0

0 eis 0

0 0 ξ
−1

 ∣∣∣ ξ ∈ C∗, s ∈ R
 (2.13)

íà äèàãîíàëíèòå ìàòðèöè îò P0. Â ÷àñòíîñò, LP0 å àáåëåâà ãðóïà. Àêî

G1,l(P0) :=

g(ξ) :=

 ξ 0 0
0 1 0

0 0 ξ
−1

 ∣∣∣ ξ ∈ C∗
 ' (C∗, .)

è

G1,h(P0) :=

h(eis) :=

 1 0 0
0 eis 0
0 0 1

 ∣∣∣ s ∈ R
 ' (S1, .),

òî

LP0 = G1,l(P0)×G1,h(P0)

è

P0 = NP0 o LP0 = [Z(NP0)× VP0 ]o [G1,l(P0)×G1,h(P0)]

ñå íàðè÷à ïðåöèçèðàíî ðàçëàãàíå íà Ëàíãëàíäñ íà ñòàíäàðòíàòà ìàêñèìàëíà ïàðàáî-
ëè÷íà ãðóïà P0.Ïðîèçâîëíà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P = StabUo(1,2)(lC(Ae))
íà Uo(1, 2) èìà ïðåöèçèðàíî ðàçëàãàíå íà Ëàíãëàíäñ

P = NP o LP = [Z(NP )× VP ]o [G1,l(P )×G1,h(P )],

êúäåòî NP = ANP0A
−1 å óíèïîòåíòíèÿò ðàäèêàë íà P, LP = ALP0A

−1 å ðåäóêòèâíî
äîïúëíåíèå íà NP äî P, Z(NP ) = AZ(NP0)A−1 å öåíòúðúò íà NP , VP = NP /Z(NP ) =
ANP0A

−1/AZ(NP0)A−1, LP = G1,l(P ) × G1,h(P ), G1,l(P ) = AG1,l(P0)A−1 ' (C∗, .),
G1,h(P ) = AG1,h(P0)A−1 ' (S1, .).

Ãðóïîâèòå çàêîíè â Z(NP0) è VP0 ñå çàïèñâàò óäîáíî íà åçèêà íà ñúîòâåòíèòå
àëãåáðè íà Ëè. Ïî-òî÷íî,

expu(ir1) exp(ir2) = [E3 + u(ir1)][E3 + u(ir2)] = E3 + u(i(r1 + r2))

çà ∀u(ir1), u(ir2) ∈ LieZ(NP0),

exp v(µ1) exp v(µ2) = exp(v(µ1) + LieZ(NP0)) exp(v(µ2) + LieZ(NP0)) =

=

[(
E3 + v(µ1) +

1

2
v(µ1)2

)
Z(NP0)

] [(
E3 + v(µ2) +

1

2
v(µ2)2

)
Z(NP0)

]
=

=

[
E3 + v(µ1 + µ2) +

1

2
v(µ1 + µ2)2

]
Z(NP0)
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çà ∀v(µ1) + LieZ(NP0), v(µ2) + LieZ(NP0) ∈ LieVP0 . Ãðóïîâèÿò çàêîí â NP0 íà åçèêà íà
LieNP0 å

exp(u(ir1) + v(µ1)) exp(u(ir2) + v(µ2)) =

= [(E3 + u(ir1) + v(µ1) +
1

2
v(µ1)2)][(E3 + u(ir2) + v(µ2) +

1

2
v(µ2)2)] =

= E3 + u(i(r1 + r2)) + v(µ1 + µ2) +
1

2
v(µ1 + µ2)2 + u(iIm(µ1µ2) =

= exp(u(i(r1 + r2 + Im(µ1µ2))) + v(µ1 + µ2)).

Ñëåäîâàòåëíî ãðóïîâèÿò çàêîí â P0 = NP0 o LP0 å

(exp(u(ir1) + v(µ1)), g(ξ1), h(eis1))(exp(u(ir2) + v(µ2)), g(ξ2), h(eis2)) =

= exp(u(ir1) + v(µ1))

 ξ1 0 0
0 eis1 0

0 0 ξ1
−1

 1 µ2 ir2 + |µ2|2
2

0 1 µ2

0 0 1

 ξ−1
1 0 0
0 e−is1 0

0 0 ξ1


 ξ1 0 0

0 eis1 0

0 0 ξ1
−1

 ξ2 0 0
0 eis2 0

0 0 ξ2
−1

 =

=


 1 µ1 ir1 + |µ1|2

2
0 1 µ1

0 0 1


 1 ξ1e

−is1µ2 |ξ1|2
(
ir2 + |µ2|2

2

)
0 1 ξ1e

is1µ2

0 0 1

 ,

g(ξ1ξ2), h(ei(s1+s2))
)

=

=


 1 (µ1 + ξ1e

−is1µ2) |ξ1|2
(
ir2 + |µ2|2

2

)
+ µ1µ2ξ1e

is1 + ir1 + |µ1|2
2

0 1 ξ1e
is1µ2 + µ1

0 0 1

 ,

g(ξ1ξ2), h(ei(s1+s2))
)

=

= (exp(u(i(r1 + |ξ1|2r2 + Im(ξ1e
is1µ1µ2))) + v(µ1 + ξ1e

is1µ2)), g(ξ1ξ2), h(ei(s1+s2))).

Òâúðäåíèå 2.4. Ñòàíäàðòíàòà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P0 = P (lC(e))
íà Uo(1, 2) äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó B è íåéíîòî ïðåöèçèðàíî ðàçëàãàíå íà Ëàí-

ãëàíäñ

P0 = [Z(NP0)× VP0 ]o [G1,l(P0)×G1,h(P0)]

èíäóöèðà õîðîñôåðè÷íî ðàçëàãàíå

B = Z(NP0)× VP0 × CP0

íà B, îòãîâàðÿùî íà P0, â êîåòî

CP0 = G1,l(P0)/
[
G1,l(P0) ∩ StabUo(1,2)(ǒ)

]
' (R>0, .)
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å åäíîìåðåí, îòâîðåí, õîìîãåíåí êîíóñ, íåñúäúðæàù ðåàëíà ïðàâà. Äîïèðàòåëíîòî

ïðîñòðàíñòâî êúì CP0 â íà÷àëîòî å

TRo CP0 =


 ξ0 0 0

0 0 0
0 0 −ξ0

 ∣∣∣ ξ0 ∈ R


è åêñïîíåíöèàëíîòî èçîáðàæåíèå

exp : TRo CP0 −→ CP0 ,

exp

 ξ0 0 0
0 0 0
0 0 −ξ0

 =

 eξ0 0 0
0 1 0
0 0 e−ξ0

 , ∀ξ0 ∈ R

å ãëîáàëåí äèôåîìîðôèçúì.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà óñòàíîâèì òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà

P0 =


 ξ ξeisµ λ

0 eis µ

0 0 ξ
−1

 ∣∣∣λ, µ ∈ C, ξ ∈ C∗, s ∈ R, |µ|2 = 2Re

(
λ

ξ

)
âúðõó B = Uo(1, 2)/(U1 × U2)o å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, ÷å ãðóïàòà

Uo(1, 2) = P0(U1 × U2)o

ñå ïîðàæäà îò P0 è (U1 × U2)o := StabUo(1,2)(ǒ). Íà åçèêà íà ñúîòâåòíèòå àëãåáðè íà
Ëè òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å LieUo(1, 2) = LieP0 + Lie(U1 × U2)o çà ìàòðèöèòå ñïðÿìî
áàçèñà e, f, ě íà C3. Â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 2.3 óñòàíîâèõìå, ÷å

LieUo(1, 2) =

Y =

 y11 y23 ir13

y21 ir22 y23

ir31 y21 −y11

 ∣∣∣ y11, y21, y23 ∈ C, r13, r22, r31 ∈ R


è

LieP0 =


 y11 y23 ir13

0 ir22 y23

0 0 −y11

 ∣∣∣ y11, y23 ∈ C, r13, r22 ∈ R

 .

Ìîæåì äà ðàçëîæèì LieP0 = LieNP0 ⊕ LieLP0 çà

LieNP0 =


 0 y23 ir13

0 0 y23

0 0 0

 ∣∣∣ y23 ∈ C, r13 ∈ R


è

LieLP0 =


 y11 0 0

0 ir22 0
0 0 −y11

 ∣∣∣ y11 ∈ C, r22 ∈ R

 .
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Ñïðÿìî áàçèñà α, β1, β2 íà C3, àëãåáðàòà íà Ëè LieStabU(1,2)(ǒ) = Lie(U1 × U2) ñå
ïðåäñòàâÿ ñ ìàòðèöèòå îò âèäà

Y ′ =

 y′1 0 0
0 y′22 y′23

0 y′32 y′33

 ∈ LieU(1, 2),

Óñëîâèåòî Y ′ ∈ Lie(U1 × U2) çà ìàòðèöa Y ′ ∈ M3×3(C) ñïðÿìî α, β1, β2 å ðàâíîñèëíî
íà

Y ′
t
χ12 + χ1,2Y

′ =

=

 y′1 0 0

0 y′22 y′32

0 y′23 y′33

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

+

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 y′1 0 0
0 y′22 y′23

0 y′32 y′33

 =

=

 y′1 0 0

0 −y′22 −y′32

0 −y′23 −y′33

+

 y′1 0 0
0 −y′22 −y′23

0 −y′32 −y′33

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


è å â ñèëà òî÷íî êîãàòî

y′1 = −y′1, y′22 = −y′22, y′33 = −y′33, y′32 = −y′23.

Ñëåäîâàòåëíî LieStabU(1,2)(ǒ) = Lie(U1 × U2) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç ìàòðèöèòå

Y ′ =

 ir1 0 0
0 ir2 y′

0 −y′ ir3

 ñ r1, r2, r3 ∈ R, y′ ∈ C

ñïðÿìî áàçèñà α, β1, β2 íà C3. Ìàòðèöèòå Y íà LieStabUo(1,2)(ǒ) ñïðÿìî áàçèñà e, f, ě
íà C3 ñà Y = T−1Y ′T, êúäåòî

T =
1√
2

 1 0 1
1 0 −1

0
√

2 0

 (2.14)

å ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà îò áàçèñà α, β1, β2 êúì áàçèñà

e :=
1√
2

(α+ β1), f := β2, ě :=
1√
2

(α− β1)

íà C3. Ïðåñìÿòàìå

α =
1√
2

(e+ ě), β1 =
1√
2

(e− ě), β2 = f

è ïîëó÷àâàìå, ÷å ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà T−1 îò e, f, ě êúì α, β1, β2 å

T−1 =
1√
2

 1 1 0

0 0
√

2
1 −1 0

 .
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Ñëåäîâàòåëíî

Y = T−1Y ′T =
1

2

 1 1 0

0 0
√

2
1 −1 0

 ir1 0 0
0 ir2 y′

0 −y′ ir3

 1 0 1
1 0 −1

0
√

2 0

 =

=
1

2

 i(r1 + r2)
√

2 y′ i(r1 − r2)

−
√

2 y′ 2ir3

√
2 y′

i(r1 − r2) −
√

2 y′ i(r1 + r2)

 .

Ïî òîçè íà÷èí äîêàçàõìå, ÷å ìàòðèöèòå íà Lie(U1 × U2)o ñïðÿìî áàçèñà e, f, ě ñà

Lie(U1 × U2)o =

Y =

 ir1 y ir3

−y ir2 y
ir3 −y ir1

 ∣∣∣ r1, r2, r3 ∈ R, y ∈ C

 .

Çà äà òâúðäèì, ÷å LieUo(1, 2) = LieP0 + Lie(U1 × U2)o, òðÿáâà äà óñòàíîâèì, ÷å çà
ïðîèçâîëåí åëåìåíò

Y =

 y11 y23 ir13

y21 ir22 y23

ir31 y21 −y11

 ∈ LieUo(1, 2)

ñúùåñòâóâàò

Y ′ =

 y′11 y′23 ir′13

0 ir′22 y′23

0 0 −y′11

 ∈ LieP0 è Y ′′ =

 ir′′1 y′′ ir′′3
−y′′ ir′′2 y′′

ir′′3 −y′′ ir′′1

 ∈ Lie(U1 × U2)o

ñ Y = Y ′ + Y ′′. Ñ äðóãè äóìè, çà ïðîèçâîëíè y11, y21, y23 ∈ C è r13, r22, r31 ∈ R ñúùå-
ñòâóâàò y′11, y

′
23, y

′′ ∈ C è r′13, r
′
22, r

′′
1 , r
′′
2 , r
′′
3 ∈ R ñ

y11 = y′11 + ir′′1 , y21 = −y′′, y23 = y′23 + y′′,

r13 = r′13 + r′′3 , r22 = r′22 + r′′2 , r31 = r′′3 .

Èçáèðàìå

y′′ := −y21, y′23 := y23 + y21, y′11 := y11,

r′′1 := 0, r′′3 := r31, r′′2 := 0, r′13 := r13 − r31, r′22 := r22

è óñòàíîâÿâàìå, ÷å LieUo(1, 2) = LieP0+Lie(U1×U2)o, îòêúäåòî Uo(1, 2) = P0(U1×U2)o.
Òîâà äîêàçâà òðàíçèòèâíîñòòà íà äåéñòâèåòî íà P0 âúðõó B.

Äà çàáåëåæèì, ÷å Lie(NP0) ∩ Lie(U1 × U2)o = {O3×3}, çàùîòî ðàâåíñòâîòî 0 y23 ir13

0 0 y23

0 0 0

 =

 ir1 y ir3

−y ir2 y
ir3 −y ir1

 ∈ Lie(NP0) ∩ Lie(U1 × U2)o
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çà íÿêîè y23, y ∈ C è r13, r1, r2, r3 ∈ R èçèñêâà r1 = r2 = r3 = 0 è y = 0 ÷ðåç ñðàâíÿâàíå
íà åëåìåíòèòå âúðõó ãëàâíèÿ äèàãîíàë è ïîä íåãî. Òîâà äîêàçâà, ÷å NP0 ∩(U1×U2)o =
{E3}. Òâúðäèì, ÷å ñå÷åíèåòî

LP0 ∩ (U1 × U2)o =


 eir 0 0

0 eis 0
0 0 eir

 ∣∣∣ r, s ∈ R
 ' U1 × U1 = S1 × S1 (2.15)

å èçîìîðôíî íà U1 × U1. Çà äà äîêàæåì òîâà å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, ÷å

Lie(LP0) ∩ Lie(U1 × U2)o =


 ir1 0 0

0 ir2 0
0 0 ir1

 ∣∣∣ r1, r2 ∈ R

 . (2.16)

Íàèñòèíà, àêî y11 0 0
0 ir22 0
0 0 −y11

 =

 ir1 y ir3

−y ir2 y
ir3 −y ir1

 ∈ Lie(LP0) ∩ Lie(U1 × U2)o

çà íÿêàêâè y11, y ∈ C è r22, r1, r2, r3 ∈ R, òî y = 0 è r3 = 0 ÷ðåç ñðàâíÿâàíå íà åëåìåí-
òèòå èçâúí ãëàâíèÿ äèàãîíàë. Îñâåí òîâà, y11 = ir1 ∈ iR å ÷èñòî èìàãèíåðíî ÷èñëî,
ñúãëàñíî ðàâåíñòâîòî íà åëåìåíòèòå â ïúðâè ðåä è ïúðâè ñòúëá. Òîâà äîêàçâà (2.16)
è (2.15). Âçåìàéêè ïðåäâèä ðàçëàãàíåòî NP0 = Z(NP0)×VP0 = Z(NP0)× (NP0/Z(NP0))
êàòî ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå è ïîëàãàéêè CP0 := LP0/[LP0 ∩ (U1 × U2)o]. ïîëó÷àâàìå
õîðîñôåðè÷íîòî ðàçëàãàíå

B = [P0(U1 × U2)o]/(U1 × U2)o = P0/[P0 ∩ (U1 × U2)o] =

= NP0 × [LP0/LP0 ∩ (U1 × U2)o] = Z(NP0)× VP0 × CP0

íà B, îòãîâàðÿùî íà ñòàíäàðòíàòà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P0 íà U
o(1, 2).

Íåêà g å àëãåáðà íà Ëè íàä R ñ ðàçìåðíîñò n = dimR(g). Âñåêè èçáîð íà áàçèñ íà
g çàäàâà èçîìîðôèçúì íà R-àëãåáðè

ψ : HomR(g) −→Mn×n(R)

íà ïðúñòåíà HomR(g) íà R-ëèíåéíèòå îïåðàòîðè â g âúðõó ïðúñòåíà Mn×n(R) íà
ìàòðèöèòå îò n-òè ðåä. Ïðèñúåäèíåíîòî ïðåäñòàâÿíå íà g å R-ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå

ad : g −→ HomR(g), ad(x)(y) = [x, y] = xy − yx, ∀x, y ∈ g.

Áèëèíåéíàòà ôîðìà

Φ : g× g −→ R, Φ(x, y) := Tr(ψad(x), ψad(y)), x, y ∈ g,

çàäàäåíà ÷ðåç ñëåäàòà Tr íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàòðèöèòå íà ad(x), ad(y) ∈ HomR(g)
ñå íàðè÷à ôîðìà íà Êèëèíã íà g. Äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî TRo CP0 íà CP â íà÷à-
ëîòî å îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå

TRo CP0 =


 ξ0 0 0

0 0 0
0 0 −ξ0

 ∣∣∣ ξ0 ∈ R
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íà Lie(LP0) ∩ Lie(U1 × U2)o â Lie(LP0) îòíîñíî ôîðìàòà íà Êèëèíã íà LieUo(1, 2).
Åêñïîíåíöèàëíîòî èçîáðàæåíèå

exp : TRo CP0 −→ CP0 ,

exp

 ξ0 0 0
0 0 0
0 0 −ξ0

 =

 eξ0 0 0
0 1 0
0 0 e−ξ0


ñúâïàäà ñ åêñïîíåíòàòà íà ìàòðèöà è å ãëîáàëåí äèôåîìîðôèçúì, çàùîòî ëîãàðèòìè÷-
íîòî èçîáðàæåíèå log : (R>0, .) → (R,+) íà ïîëîæèòåëíèòå ðåàëíè ÷èñëà å êîðåêòíî
çàäàäåíî.

Ñëåäñòâèå 2.5. Íåêà z = g(1, 0) ∈ ∂B å ãðàíè÷íà òî÷êà, ÷èéòî ìàêñèìàëåí ïà-

ðàáîëè÷åí ñòàáèëèçàòîð P = StabU(1,2)(z) = gP0g
−1 èìà ïðåöèçèðàíî ðàçëàãàíå íà

Ëàíãëàíäñ

P ' [Lie(NP )o Lie(VP )]o [G1,l(P )×G1,h(P )]

ñ LieZ(NP ) = gLie(NP0)g−1 ' R, Lie(VP ) = gLie(VP0)g−1 ' C, G1,l(P ) = gG1,l(P0)g−1 '
C∗ è G1,h(P ) = gG1,h(P0)g−1 ' S1, îòãîâàðÿùî íà õîðîñôåðè÷íîòî ðàçëàãàíå

B = LieZ(NP )× Lie(VP )× CP

ñ CP = gCP0g
−1 ' R>0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R-ëèíååí èçîìîðôèçúì

κ′P : TRo CP = g
[
TRo CP0

]
g−1 −→

√
1LieZ(NP ) = g

[√
−1LieZ(NP0)

]
g−1,

κ′P

g
 ξ0 0 0

0 0 0
0 0 −ξ0

 g−1

 = g

 0 0 ξ0

0 0 0
0 0 0

 g−1, ∀ξ0 ∈ R,

÷èÿòî êîìïîçèöèÿ ñ âëàãàíåòî

νP : CP = gCP0g
−1 −→ TRo CP = g[TRo CP0 ]g−1,

νP

g
 ξ 0 0

0 1 0
0 0 ξ−1

 g−1

 = g

 ξ 0 0
0 0 0
0 0 −ξ

 g−1, ∀ξ ∈ R>0,

èíäóöèðàíî îò R>0 ↪→ R äàâà âëàãàíå

κP = κ′P νP : CP = gCP0g
−1 −→

√
−1LieZ(NP ) = g

[√
−1LieZ(NP0)

]
g−1,

κP

g
 ξ 0 0

0 1 0
0 0 ξ−1

 g−1

 =

 0 0 ξ
0 0 0
0 0 0

 , ∀ξ ∈ R>0.
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Ìíîæåñòâîòî

S(P ) := LieZ(NP ) + κP (CP ) =


 0 0

√
−1η + ξ

0 0 0
0 0 0

 ∣∣∣ ξ, η ∈ R, ξ > 0

 '
' {λ ∈ C |Re(λ) > 0}

å êîìïëåêñíî ïîäìíîãîîáðàçèå íà B, èçîìîðôíî íà äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà íà êîìïëåêñ-
íàòà ïðàâà LieZ(NP )⊗R C ' C è B å äèôåîìîðôíî íà S(P )× Lie(VP ).

Ñúùåñòâóâà åðìèòîâà ôîðìà

hP : Lie(VP )× Lie(VP ) −→ LieZ(NP )⊗R C = C,

hP (v1, v2) = v1v2, ∀v1, v2 ∈ Lie(VP ) ' C

è õîëîìîðôíî ðàçñëîåíèå

πP : B −→ Lie(VP ),

÷èèòî ñëîåâå

π−1
P (v) = S(P ) + hP (v, v) = S(P ) + |v|2

ñà èçîìîðôíè íà S(P ). Ïðåäñòàâÿíåòî

B =
∐

v∈Lie(VP )

π−1
P (v) =

∐
v∈Lie(VP )'C

(
S(P ) + |v|2

)
ñå íàðè÷à ðåàëèçàöèÿ íà B êàòî îáëàñò íà Çèãåë, îòãîâàðÿùà íà P.

Íåòðèâèàëíèòå òâúðäåíèÿ îò ñëåäñòâèåòî ñà õîëîìîðôíîñòòà íà âëàãàíåòîS(P ) ↪→
B è îïèñàíèåòî íà ñëîåâåòå íà πP : B→ Lie(VP ), êîèòî ùå ïðèåìåì íàãîòîâî.

Íåêà Γ å ðåøåòêà íà U(1, 2), ò.å. äèñêðåòíà ïîäãðóïà íà U(1, 2), ÷èéòî ôàêòîð
B/Γ èìà êðàåí èíâàðèàíòåí îáåì. Ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P íà U(1, 2)
å Γ-ðàöèîíàëíà, àêî ñå÷åíèåòî Γ ∩ P å ðåøåòêà â P. Òîâà ñå ñâåæäà äî êðàéíîñò íà
èíâàðèàíòíèÿ îáåì íà P/(Γ ∩ P ). Àêî P å Γ-ðàöèîíàëíà ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà
ïîäãðóïà íà U(1, 2), òî ñå÷åíèåòî Γ ∩ NP íà Γ ñ óíèïîòåíòíèÿ ðàäèêàë NP íà P å
ðåøåòêà â NP è ñå÷åíèåòî Γ∩Z(NP ) íà Γ ñ öåíòúðà Z(NP ) íà NP å ðåøåòêà â Z(NP ).
Àáåëåâàòà ãðóïà íà Ëè Z(NP ) èìà áèåêòèâíî åêñïîíåíöèàëíî èçîáðàæåíèå

exp : LieZ(NP ) = gLieZ(NP0)g−1 −→ gZ(NP0)g−1 = Z(NP ),

exp

g
 0 0 ir

0 0 0
0 0 0

 g−1

 = g

 1 0 ir
0 1 0
0 0 1

 g−1, ∀r ∈ R

ñ îáðàòíî

exp−1 : Z(NP ) −→ LieZ(NP ),

exp−1(A) = A− E3 çà ∀A ∈ Z(NP ).
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Ðåøåòêàòà Γ ∩ Z(NP ) íà Z(NP ) ñå èçîáðàçÿâà èçîìîðôíî âúðõó ðåøåòêàòà ΥP :=
exp−1(Γ∩Z(NP )) íà (LieZ(NP ),+) ' (

√
−1R,+). Ñëåäîâàòåëíî (ΥP ,+) ' (

√
−1Z,+).

Äåéñòâèåòî
ΥP ×S(P ) −→ S(P ),g

 0 0 ir
0 0 0
0 0 0

 g−1, g

 0 0 λ
0 0 0
0 0 0

 g−1

 7→ g

 0 0 ir + λ
0 0 0
0 0 0

 g−1

çà ∀g

 0 0 ir
0 0 0
0 0 0

 g−1 ∈ ΥP , ∀g

 0 0 λ
0 0 0
0 0 0

 g−1 ∈ S(P )

ñ r ∈ R è λ ∈ C, Re(λ) > 0 èíäóöèðà äåéñòâèå

ΥP × π−1
P (v) −→ π−1

P (v)

âúðõó ñëîåâåòå π−1
P (v) = S(P ) + |v|2 íà πP : B→ Lie(VP ) ' C. Ôàêòîðúò

B/ΥP =
∐

v∈Lie(VP )'C

[(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP

]
íàñëåäÿâà õîëîìîðôíîòî ðàçñëîåíèå íà B íàä Lie(VP ) ' C. Àêî îòúæäåñòâèì êîìï-
ëåêñèôèêàöèÿòà (LieZ(NP )⊗RC,+) ñ (C,+) è (ΥP ,+) ñ (

√
−1Z,+), òî ïîêðèòèåòî íà

Ãàëîà
ζP : LieZ(NP )⊗R C −→ LieZ(NP )⊗R C/ΥP

ñå çàäàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

ζP (z) = e−2πz çà ∀z ∈ C.

Â ÷àñòíîñò,(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP = ζP (S(P ) + |v|2) =

{
e−2π(λ+|v|2)

∣∣∣λ ∈ C, Re(λ) > 0
}
.

Çà ïðîèçâîëíî êîìïëåêñíî ÷èñëî z ∈ C å èçïúëíåíî

|ez| =
∣∣∣eRe(z)+iIm(z)

∣∣∣ = eRe(z).

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å Re(λ) > 0 å åêâèâàëåíòíî íà Re(−2π(λ + |v|2)) < −2π|v|2 çà
êîìïëåêñíî ÷èñëî λ ∈ C, ïîëó÷àâàìå ÷å íåíóëåâîòî êîìïëåêñíî ÷èñëî e−2π(λ+|v|2)

ïðèíàäëåæè íà ôàêòîðà
(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî∣∣∣e−2π(λ+|v|2)

∣∣∣ = eRe(−2π(λ+|v|2)) < e−2π|v|2 .

Ñëåäîâàòåëíî(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP =

{
z ∈ C | 0 < |z| < e−2π|v|2

}
= ∆∗

(
0, e−2π|v|2

)
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å ïóíêòèðàí äèñê ñ ðàäèóñ e−2π|v|2 .
Çà äà îïèøåì ÷àñòè÷íàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/ΥP )′ íà B/ΥP äà íàïîìíèì, ÷å

êîìïëåêñåí àëãåáðè÷åí òîð å àáåëåâà àôèííà àëãåáðè÷íà ãðóïà. Íàïðèìåð,

ζP (LieZ(NP )⊗R C) = C∗

å 1-ìåðåí êîìïëåêñåí àëãåáðè÷åí òîð. Âñåêè êîìïëåêñåí àëãåáðè÷åí òîð T å èçîìîð-
ôåí íà (C∗)k çà íÿêàêâî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ∈ N. Àôèííî òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå TV,
îòãîâàðÿùî íà àëãåáðè÷åí òîð T å àôèííî ìíîãîîáðàçèå TV, êîåòî ñúäúðæà T êàòî
íàâñÿêúäå ãúñòî ïîäìíîæåñòâî è êîåòî èìà äåéñòâèå T×TV→ TV íà T, ïðîäúëæàâà-
ùî ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ T×T→ T â T. Çàòâîðåí ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rk, íåñúäúðæàù
ðåàëíà ïðàâà å ìíîæåñòâî îò âèäà

τ = R≥0u1 + . . .+ R≥0ud := {r1u1 + . . .+ rsus | ri ∈ R, ri ≥ 0}

çà íÿêàêâè u1, . . . , us ∈ Rk \ {0k}. Ïîëèåäðàëíî ðàçëàãàíå íà ïîäìíîæåñòâî M ⊆ Rk
å ôàìèëèÿ Σ îò çàòâîðåíè ïîëèåäðàëíè êîíóñè, íåñúäúðæàùè ðåàëíà ïðàâà, òàêà ÷å
ñòåíèòå íà ïðîèçâîëåí êîíóñ τ ∈ Σ ïðèíàäëåæàò íà Σ è ñå÷åíèåòî τ1 ∩ τ2 ∈ Σ íà
ïðîèçâîëíè τ1, τ2 ∈ Σ îñòàâà â Σ. Àêî

ζT : Rk ⊗R C = Ck −→ Ck/(
√
−1Z)k = (C∗)k ' T,

ζT(r1, . . . rk) = (e2πr1 , . . . , e2πrk), ∀(r1, . . . , rk) ∈ Rk

å ïîêðèòèåòî íà Ãàëîà íà òîðà T ' (C∗)k ñ ãðóïà íà Ãàëîà ((
√
−1Z)k,+), òî ïîëèåäðàë-

íîòî ðàçëàãàíå Σ íà ïîäìíîæåñòâî íà M ⊆ Rk å (
√
−1Z)k-ðàöèîíàëíî, àêî âúðõîâåòå

íà âñè÷êè êîíóñè îò Σ ïðèíàäëåæàò íà (
√
−1Z)k. Âñÿêî (

√
−1Z)k-ðàöèîíàëíî ïîëèåä-

ðàëíî ðàçëàãàíå Σ íàM îòãîâàðÿ íà àôèííî òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå TV(Σ). Ïî-òî÷íî,
çà ïðîèçâîëåí ïîëèåäðàëåí êîíóñ τ ∈ Σ ðàçãëåæäàìå ëèíåéíàòà îáâèâêà lC(τ) ⊂ Ck è
êîìïëåêñíèÿ òîð

T(τ) := lC(τ)/[lC(τ) ∩ (
√
−1Z)k].

Êàòî ìíîæåñòâî,

TV(Σ) :=
∐
τ∈Σ

(T/T(τ))

å íåïðåñè÷àùîòî ñå îáåäèíåííèå íà ôàêòîð-ãðóïèòå T/T(τ) çà ∀τ ∈ Σ. Â ñëó÷àÿ íà
÷àñòè÷íà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/ΥP ðàçãëåæäàìå ΥP -ðàöèîíàëíî ïîëèåäðàëíî ðàç-
ëàãàíå Σ(P ) íà

κP (CP ) ⊂
√
−1LieZ(NP ) =


 0 0 r

0 0 0
0 0 0

 ∣∣∣ r ∈ R
 ' R,

âúðõó êîåòî äåéñòâà

Γ ∩G1,l(P ) =


 ξ 0 0

0 1 0

0 0 ξ
−1

 ∈ Γ
∣∣∣ ξ ∈ C∗
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ñ êðàåí áðîé îðáèòè. Âñÿêî òàêîâà ðàçëàãàíå ùå íàðè÷àìå Γ-äîïóñòèìî. Òâúðäèì, ÷å
âñÿêî ïîëèåäðàëíî ðàçëàãàíå Σ(P ) íà R ñå ñúñòîè îò êîíóñèòå τ1 := [0,∞) è τ2 := {0}
èëè îò êîíóñèòå τ1 := (−∞, 0] è τ2 := {0}. ßñíî å, ÷å R≥0.0 = {0}. Àêî u ∈ R>0 å
ñòðîãî ïîëîæèòåëíî, òî

R≥0.u = {su | s ∈ R>0} ∪ {0.u} ⊆ R>0 ∪ {0} = [0,∞).

Çà [0,∞) ⊆ R≥0.u äà çàáåëåæèì, ÷å 0 = 0.u ∈ R≥0.u è çà ïðîèçâîëíî s ∈ (0,∞) = R>0

èìàìå s =
(
s
u

)
u ∈ R>0.u ⊂ R≥0.u, ñúãëàñíî s

u > 0. Àíàëîãè÷íî, àêî u ∈ R<0 å ñòðîãî
îòðèöàòåëíî, òî R≥0u = (−∞, 0], çàùîòî

R≥0.u = {su | s ∈ R>0} ∪ {0.u = 0} ⊆ R<0 ∪ {0} = (−∞, 0]

è çà âñÿêî s ∈ (−∞, 0) å èçïúëíåíî s =
(
s
u

)
u ∈ R>0u ⊂ R≥0.u ïîðàäè s

u ∈ R
>0. Ãîðíèòå

ðàçãëåæäàíèÿ ïîêàçâàò, ÷å íåíóëåâèòå ïîëèåäðàëíè êîíóñè τ 6= {0} ñå ïîðàæäàò îò
íåíóëåâèòå ñè âúðõîâå. Àêî τ = R≥0u1 + . . . + R≥0us çà íÿêàêâè u1, . . . , us ∈ R∗, òî
èëè u1, . . . , us ∈ R>0, èëè u1, . . . , us ∈ R<0. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ñúùåñòâóâàò ui ∈ R>0

è uj ∈ R<0 çà íÿêàêâè 1 ≤ i 6= j ≤ s è

τ ⊇ R≥0.ui + R≥0.uj = [0,∞) + (−∞, 0] = (−∞,∞) = R

ñúäúðæà ðåàëíà ïðàâà. Àêî u1, . . . , us ∈ R>0, òî

τ = R≥0u1 + . . .+ R≥0us = [0,∞) + . . .+ [0,∞) = [0,∞).

Çà u1, . . . , us ∈ R<0 èìàìå

τ = R≥0u1 + . . .+ R≥0us = (−∞, 0] + . . .+ (−∞, 0] = (−∞, 0].

Íåçàâèñèìî îò òîâà äàëè τ1 = [0,∞) èëè τ1 = (−∞, 0], òîðúò

T(τ1) = lC(τ1)/[lC(τ1) ∩
√
−1Z] = LieZ(NP )/[LieZ(NP ) ∩ΥP ] = T(P )

èìà íóëåâ ôàêòîð

T(P )/T(τ1) = {0}.

Â ñëó÷àÿ τ2 = {0} ïðåñìÿòàìå, ÷å

T(τ2) = lC(0)/[lC(0) ∩
√
−1Z] = {0},

îòêúäåòî

T(P )/T(τ2) = T(P ).

Äà çàáåëåæèì, ÷å {[0,∞), {0}} è {(−∞, 0], {0}} ñà ïîëèåäðàëíè ðàçëàãàíèÿ. Ïî-òî÷íî,
åäèíñòâåíèòå ñòåíè íà [0,∞), (−∞, 0] ñà {0} è òîçè êîíóñ ïðèíàäëåæè íà äâåòå ôà-
ìèëèè. Ñå÷åíèÿòà [0,∞) ∩ {0} = {0}, ñúîòâåòíî, (−∞, 0] ∩ {0} îñòàâàò â òåçè ôàìè-
ëèè. Ïî òîçè íà÷èí óñòàíîâèõìå, ÷å ïðîèçâîëíî Γ-äîïóñòèìî ïîëèåäðàëíî ðàçëàãàíå
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Σ(P ) = {τ1, τ2} íà κP (CP ) ⊂
√
−1LieZ(NP ) îòãîâàðÿ íà àôèííîòî òîðè÷íî ìíîãîîá-

ðàçèå

TV(Σ(P )) = [T(P )/T(τ1)]
∐

[T(P )/T(τ2)] = {0}
∐
T(P ) ' {0}

∐
C∗ = C.

Çà ïðîèçâîëíî v ∈ Lie(VP ) ' C ðàçãëåæäàìå çàòâîðåíàòà îáâèâêà

Cl
((
S(P ) + |v|2

)
/ΥP

)
= Cl

(
∆∗
(

0, e−2π|v|2
))

=

= {z ∈ C | |z| ≤ e−2π|v|2} = ∆
(

0, e−2π|v|2
)∐

∂∆
(

0, e−2π|v|2
)

íà
(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP ' ∆∗

(
0, e−2π|v|2

)
â àôèííîòî òîðè÷íî ìíîãîîáðàçèå TV(Σ(P )) '

C, êîÿòî å èçîìîðôíà íà çàòâîðåíèÿ äèñê ∆
(

0, e−2π|v|2
)∐

∂∆
(

0, e−2π|v|2
)
ñ ðàäèóñ

e−2π|v|2 è öåíòúð 0 ∈ C. Âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êà

z ∈ ∂∆
(

0, e−2π|v|2
)

=
{
z ∈ C | |z| = e−2π|v|2

}
ñúäúðæà âúíøíè òî÷êè çà Cl

(
∆
(

0, e−2π|v|2
))

. Ñëåäîâàòåëíî z íå å îò âúòðåøíîñòòà

íà Cl
(

∆
(

0, e−2π|v|2
))

. Òî÷êàòà 0 ∈ Cl
(

∆
(

0, e−2π|v|2
))

èìà îòâîðåíà îêîëíîñò 0 ∈

U ⊂ Cl
(

∆
(

0, e−2π|v|2
))

, òàêà ÷å 0 å âúòðåøíà òî÷êà íà Cl
(

∆
(

0, e−2π|v|2
))

. Ïî òîçè

íà÷èí óñòàíîâèõìå, ÷å âúòðåøíîñòòà íà çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà
(
S(P ) + |v|2

)
/ΥP â

TV(Σ(P )) ' C å îòâîðåíèÿò äèñê

IntCl
((
S(P ) + |v|2

)
/ΥP

)
' ∆

(
0, e−2π|v|2

)
.

Ïî îïðåäåëåíèå, ÷àñòè÷íàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ â Γ-ðàöèîíàëíàòà ìàêñèìàëíà
ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P íà U(1, 2) å

(B/ΥP )′ :=
∐

v∈Lie(VP )

IntCl
((
S(P ) + |v|2

)
/ΥP

)
'

∐
v∈Lie(VP )'C

∆
(

0, e−2π|v|2
)
.

Âúïðåêè, ÷å ñå íàðè÷à �÷àñòè÷íà êîìïàêòèôèêàöèÿ�, êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íàòà ïî-
âúðõíèíà (B/ΥP )′ íå å êîìïàêòíà. Òàçè ïîâúðõíèíà å ôàìèëèÿ îò îòâîðåíè äèñêîâå
ñ ïðîìåíëèâ ðàäèóñ e−2π|v|2 , ïàðàìåòðèèçðàíà ñ êîìïëåêñíà ïðàâà C 3 v. Àêî ïà-
ðàìåòðèòå v ∈ Lie(VP ) = C ñà ñ ìîäóë |v| → ∞, òî ðàäèóñèòå lim

|v|→∞
e−2π|v|2 = 0 íà

ñúîòâåòíîòå äèñêîâå êëîíÿò êúì 0.
Äà îçíà÷èì ñ MPar(Γ) ìíîæåñòâîòî íà Γ-ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè

ïîäãðóïè P íà U(1, 2). Ìàêñèìàëíèòå ïàðàáîëè÷íè ïîäãðóïè P = StabU(1,2)(z) ñà
òî÷íî ñòàáèëèçàòîðèòå íà ãðàíè÷íèòå òî÷êè z ∈ ∂B. Ùå êàçâàìå, ÷å z ∈ ∂B å Γ-
ðàöèîíàëíà ãðàíè÷íà òî÷êà, àêî ñòàáèëèçàòîðúò è P := StabU(1,2)(z) ∈ MPar(Γ) â
U(1, 2) å Γ-ðàöèîíàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà U(1, 2). Ðåøåòêàòà Γ äåéñòâà âúðõó
ìíîæåñòâîòî ∂ΓB íà Γ-ðàöèîíàëíèòå ãðàíè÷íè òî÷êè ñ êðàåí áðîé îðáèòè, íàðå÷åíè
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Γ-ïàðàáîëè÷íè òî÷êè. Ïðèñúåäèíÿâàíåòî íà Γ-îðáèòèòå ∂ΓB/Γ íà ∂ΓB êúì B/Γ âîäè
äî êîìïàêòíà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà

B̂/Γ := (B/Γ)
∐

(∂ΓB/Γ) ,

èçâåñòíà êàòî êîìïàêòèôèêàöèÿ íà Áåéëè-Áîðåë íà B/Γ. Êðàéíîòî ìíîæåñòâî ∂ΓB/Γ
ñå ñúñòîè îò îñîáåíè òî÷êè íà B̂/Γ, êîèòî ñå íàðè÷àò ïàðàáîëè÷íè. Ãðóáî êàçàíî, òîðî-
èäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ)′ ñå ïîëó÷àâà îò B̂/Γ ÷ðåç çàìÿíà íà Γ-ïàðàáîëè÷íèòå
òî÷êè ñ ïîäõîäÿùè ãëàäêè íåïðèâîäèëè åëèïòè÷íè êðèâè. Çà äà îïðåäåëèì (B/Γ)′ äà
ðàçãëåäàìå íåïðåñè÷àùîòî ñå îáåäèíåíèå∐

P∈MPar(Γ)

(B/ΥP )′

íà ÷àñòè÷íèòå êîìïàêòèôèêàöèè, îòãîâàðÿùè íà Γ-ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáî-
ëè÷íè ïîäãðóïè P íà U(1, 2). Äåéñòâèåòî íà Γ âúðõó ∂ΓB èíäóöèðà äåéñòâèå íà Γ âúð-
õó MPar(Γ) = {P = StabU(1,2)(z) | z ∈ ∂ΓB} ÷ðåç ñïðÿãàíå. Çà äà îïèøåì ïîäðîáíî òîâà
ñïðÿãàíå, èçáèðàìå ñúãëàñóâàíè õîðîñôåðè÷íè ðàçëàãàíèÿ B ' LieZ(NP )×LieVP×CP ,
ñúîòâåòíî,

B ' LieZ(NγPγ−1)× LieVγPγ−1 × CγPγ−1

çà ïðîèçâîëíî γ ∈ Γ. Ñúãëàñóâàíîñòòà ñå ñúñòîè â èçáîðà íà íà÷àëî γ(ǒ) ∈ CγPγ−1 íà
õîìîãåííèÿ êîíóñ CγPγ−1 , àêî ǒ ∈ Cp å íà÷àëîòî íà CP . Òîãàâà

CγPγ−1 = LγPγ−1/[LγPγ−1 ∩ StabU(1,2)γ(ǒ)]

è îçíà÷àâàéêè ñ KP := LP ∩ StabU(1,2)(ǒ) ñòàáèëèçàòîðà íà ǒ ∈ CP ïîëó÷àâàìå, ÷å
CγPγ−01 = γLPγ

−1/KγPγ−1 çà ñòàáèëèçàòîðà

KγPγ−1 := LγPγ−1 ∩ StabU(1,2)γ(ǒ) = γ[LP ∩ StabU(1,2)(ǒ)]γ
−1 = γKPγ

−1

íà γ(ǒ) ∈ CγPγ−1 = γLPγ
−1/γKPγ

−1 â γLPγ
−1 = LγPγ−1 . Äà íàïîìíèì, ÷å

B/ΥP =
∐

v∈Lie(VP )'C

(
S(P ) + |v|2

)
=

=
{

(u+ κP (lKP ) + |v|2, v) |u ∈ LieZ(NP ), l ∈ LP , v ∈ Lie(VP )
}
,

ñúîòâåòíî,

B/ΥγPγ−1 =
∐

v′∈Lie(VγPγ−1 )

S(γPγ−1) + |v′|2 =

=
{

(u′ + κγPγ−1(l′KγPγ−1) + |v′|2, v′) |u′ ∈ LieZ(NγPγ−1), l′ ∈ LγPγ−1 , v′ ∈ Lie(VγPγ−1)
}
.

Ñúãëàñíî LieZ(NγPγ−1) = γLieZ(NP )γ−1, Lie(VγPγ−1) = γLie(VP )γ−1 è LγPγ−1 =
γLPγ

−1, ìîæåì äà ïðåäñòàâèì

B/ΥγPγ−1 =

=
{

(γuγ−1 + κγPγ−1(γlγ−1(γKPγ
−1)) + |γvγ−1|2, γvγ−1), |

|u ∈ LieZ(NP ), l ∈ LP , v ∈ LieVP } .
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Îòòóê,

ψγ(u+ κP (lKP ) + |v|2, v) =

= (γuγ−1 + κγPγ−1(γlγ−1(γKPγ
−1)) + |γvγ−1|2, γvγ−1) =

= (γuγ−1 + κγPγ−1(γlγ−1KγPγ−1) + |γvγ−1|2, γvγ−1)

çà ïðîèçâîëíè u ∈ LieZ(NP ), l ∈ LP è v ∈ Lie(VP ). Äà íàïîìíèì, ÷å

B/ΥP =
∐

v∈Lie(VP )

[
S(P ) + |v|2/ΥP

]
=
∐
v∈C

∆∗
(

0, e−2π|v|2
)

å ôàìèëèÿ îò ïóíêòèðàíè äèñêîâå, ïàðàìåòðèçèðàíè îò êîìïëåêñíàòà ïðàâà Lie(VP ) '
C è (B/ΥP )′ ñå ïîëó÷àâà îò B/ΥP ÷ðåç ïðèñúåäèíÿâàíå íà íà÷àëîòî íà âñåêè äèñê.
Çàòîâà ìîæåì äà ïðåäñòàâèì

(B/ΥP )′ = (B/ΥP )
∐

Lie(VP )

è äà ïðîäúëæèì ñïðÿãàíåòî

ψγ : B/ΥP −→ B/ΥγPγ−1

÷ðåç γ ∈ Γ äî õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå

ψγ : (B/ΥP )′ −→ (B/ΥγPγ−1)′.

Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå äåéñòâèå

ψ : Γ×

 ∐
P∈MPar(Γ)

(B/ΥP )′

 −→
 ∐
P∈MPar(Γ)

(B/ΥP )′


íà Γ âúðõó

∐
P∈MPar(Γ)

(B/ΥP )′ è îïðåäåëÿìå òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ êàòî ôàê-

òîðà

(B/Γ)′ :=

 ∐
P∈MPar(Γ)

(B/ΥP )′

 /Γ
ïî òîâà äåéñòâèå. Çà äà îïèøåì îáðàçà íà (B/ΥP )′ â (B/Γ)′ äà çàáåëåæèì, ÷å γPγ−1 =
P òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî γ ∈ Γ∩P, çàùîòî ìàêñèìàëíèòå ïàðàáîëè÷íè ïîäãðóïè
P íà U(1, 2) ñúâïàäàò ñúñ ñâîèòå íîðìàëèçàòîðè â U(1, 2). Ñëåäîâàòåëíî B/ΥP ñå
èçîáðàçÿâà âúðõó

(B/ΥP )/[(Γ ∩ P )/ΥP ] = B/(Γ ∩ P ) ⊂ (B/Γ)′,

à èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð

(B/ΥP )′ \ (B/ΥP ) ' Lie(VP ) ' C
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ñå òðàíñôîðìèðà âúðõó åëèïòè÷íàòà êðèâà Lie(VP )/(Γ ∩ Lie(VP )). Àêî

MPar(Γ) =

k∐
j=1

OrbΓ(Pj) =

k∐
j=1

{γPjγ−1 | γ ∈ Γ},

òî çà ïðîèçâîëíè γ ∈ Γ è 1 ≤ j ≤ k åëèïòè÷íèòå êðèâè Lie(VPj )/[Γ ∩ Lie(VPj )] è
Lie(VγPjγ−1)/[Γ ∩ Lie(VγPjγ−1)] ñå ñëåïâàò â (B/Γ)′ è (B/Γ)′ \ (B/Γ) ñå ñúñòîè îò k
åëèïòè÷íè êðèâè.

Íåêà

X = (B/Γ)′ = (B/Γ)
∐ k∐

j=1

Dj


å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàêòîð B/Γ íà B = U(1, 2)/U1 × U2 ïî
ðåøåòêà Γ < U(1, 2), ÷èéòî òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð

D =
k∑
j=1

Dj

ñå ñúñòîè îò k íåïðèâîäèìè, íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè Dj . Ïðîèçâî-
ëåí ìèíèìàëåí ìîäåë Y íà X ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñâèâàíå β : X → Y íà íåïðèâîäèìèòå
ãëàäêè ðàöèîíàëíè êðèâè Li ⊂ X ñ èíäåêñ íà ñàìîïðåñè÷àíå L2

i = −1. Êðèâèòå Li
èìàò òðàíñâåðñàëíè ïðåñè÷àíèÿ ñ êîìïîíåíòèòå Dj íà òîðîèäàëíèÿ êîìïàêòèôèöè-
ðàù äèâèçîð. Äè ×åðáî è Ñòîóâúð äîêàçâàò â [19], ÷å âñÿêî Li ïðåñè÷à D â ïîíå
÷åòèðè òî÷êè, ò.å. Li.D ≥ 4. Ðàâåíñòâî Li.D = 4 ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî ïóíêòèðàíàòà ðàöèîíàëíà êðèâà Li \D å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ. Çà
äà îáÿñíèì ïî-ïîäðîáíî, äà ðàçãëåäàìå åðìèòîâàòà ìåòðèêà h0 âúðõó B, îòãîâàðÿùà
íà äèôåðåíöèàëíàòà (1, 1)-ôîðìà

ω0 := −4
√
−1∂∂ log(1− |z1|2 − |z2|2).

Ñúãëàñíî dω0, ìåòðèêàòà h0 å Êåëåðîâà. Ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å h0 å U(1, 2)-èíâàðèàíòíà
è èíäóöèðà Êåëåðîâà ìåòðèêà âúðõó ïðîèçâîëåí ãëàäúê ôàêòîð B/Γ ïî ðåøåòêà
Γ < U(1, 2). Íåêà J : TR(B/Γ)→ TR(B/Γ) å êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúðõó B/Γ,

D0 : A0
Li\D(T 1,0(Li \D)) −→ A1

Li\D(T 1,0(Li \D))

å åðìèòîâàòà ñâúðçàíîñò íà h0 à Θ0 å ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà íà D0. Çà ïðîèçâîëåí
åäèíè÷åí âåêòîð X ∈ TRp (B/Γ) â òî÷êà p ∈ B/Γ, êîìïëåêñíîòî ÷èñëî

K0(X, JX) := h0(Θ0(X,JX)X, JX) ∈ C

ñå íàðè÷à õîëîìîðôíà ñåêöèîííà êðèâèíà íà D0 ïî ïðîòåæåíèå íà J-èíâàðèàíòíîòî
äâóìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî lR(X, JX) ⊂ TRp (B/Γ). Ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å D0 èìà
ïîñòîÿííà õîëîìîðôíà ñåêöèîííà êðèâèíà (−1) âúðõó âñÿêà J-èíâàðèàíòíà ðàâíèíà,
ñúäúðæàùà ñå â TRp (B/Γ) çà íÿêîå p ∈ B/Γ.
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Íåêà z1, . . . , zn ñà ëîêàëíè õîëîìîðôíè êîîðäèíàòè âúðõó îêîëíîñò íà òî÷êà p îò
êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèåM ñ Êåëåðîâà ìåòðèêà h.ÀêîD : A0

M (T 1,0M)→ A1
M (T 1,0M)

å åðìèòîâàòà ñâúðçàíîñò íà h, à Θ å ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà íà D, òî ôîðìàòà íà
Ðè÷è íà D ñå îïðåäåëÿ êàòî

S(X,Y ) =

n∑
i=1

h

(
Θ

(
∂

∂zi
, X

)
Y,

∂

∂zi

)
çà ∀X,Y ∈ TRp M.

Ñ ïîìîùòà íà Êåëåðîâàòà ìåòðèêà h0 âúðõó B/Γ ïîñòðîÿâàìå îðòîãîíàëíîòî äî-
ïúëíåíèå

N(Li \D,B/Γ) :=
[
T 1,0(Li \D)

]⊥ ⊂ T 1,0(B/Γ)

íà õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå T 1,0(Li \ D) íà ïóíêòèðàíàòà ðàöèîíàëíà
êðèâà Li \ D äî õîëîìîðôíîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå T 1,0(B/Γ) íà B/Γ. Êàçâàìå,
÷å N(Li \D,B/Γ) å íîðìàëíîòî ðàçñëîåíèå íà Li \D â B/Γ. Åðìèòîâàòà ñâúðçàíîñò

D0 : A0
B/Γ(T 1,0(B/Γ)) −→ A1

B/Γ(T 1,0(B/Γ))

íà h0 èíäóöèðà èçîáðàæåíèå

D0 : A0
Li\D(T 1,0(Li \D)) −→ A1

Li\D(T 1,0(B/Γ)).

Ðàçëàãàìå D0 = D01 + α0 â ñóìà íà åðìèòîâàòà ñâúðçàíîñò

D01 : A0
Li\D(T 1,0(Li \D)) −→ A1

Li\D(T 1,0(Li \D))

íà h0|(Li\D) è èçîáðàæåíèå

α0 : A0
Li\D(T 1,0(Li \D)) −→ A1,0

Li\D(N(Li \D,B/Γ)),

êîåòî ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî äèôåðåíöèàëíà 2-ôîðìà

α0 : T 1,0(Li \D)⊗ T 1,0(Li \D) −→ N(Li \D,B/Γ)

ñúñ ñòîéíîñòè â íîðìàëíîòî ðàçñëîåíèå N(Li \D,B/Γ) íà Li \D â B/Γ. Êàçâàìå, ÷å
α0 å âòîðàòà îñíîâíà ôîðìà íà Li \ D â B/Γ. Âëàãàíåòî Li \ D ↪→ B/Γ å íàïúëíî
ãåîäåçè÷íî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âòîðàòà îñíîâíà ôîðìà α0 ≡ 0 ñå àíóëèðà
òúæäåñòâåíî, Íåêà V, JV ∈ TRp (Li \D) å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà TRp (Li \D) çà íÿêîå
p ∈ Li \D. Ïîíåæå B/Γ èìà ïîñòîÿííà õîëîìîðôíà ñåêöèîííà êðèâèíà (−1), ôîðìàòà
íà Ðè÷è S01 íà D01 èçïúëíÿâà ðàâåíñòâîòî

S01(X,X) = −ω0(X,X)− 2h0(α0(V,X), α0(V,X)) (2.17)

çà ∀X ∈ TRp (Li \D), ∀p ∈ Li \D, ñúãëàñíî Òâúðäåíèå IX.9.5 îò ìîíîãðàôèÿòà [33] íà
Êîáàÿøè è Íîìèçó. Âçåìàéêè ïðåäâèä h0(α0(V,X), α0(V,X)) ≥ 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å

S01(X,X) ≤ −ω0(X,X) çà ∀X ∈ TRp (Li \D), ∀p ∈ Li \D.
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Ïðè òîâà, S01(X,X) = −ω0(X,X) çà âñè÷êè äîïèðàòåëíè âåêòîðè X êúì Li\D òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïóíêòèðàíàòà êðèâà Li\D å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.
Ïî Òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Áîíå, èíòåãðàëúò

1

2π

∫
Li\D

S01 = e(Li \D) = e(Li)− Li.D = 2− Li.D

å ðàâåí íà Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà Li\D.Ìàìôîðä äîêàçâà â [39], ÷å ëèíåéíîòî
ðàçñëîåíèå L→ X, îòãîâàðÿùî íà äèâèçîðà KX +D èìà êëàñ íà ×úðí c1(L) = 3

4πω0.
Ñëåäîâàòåëíî

Li.D − 2 = − 1

2π

∫
Li\D

S01 ≥
1

2π

∫
Li\D

ω0 =
2

3

∫
Li

c1(L) =
2

3
(KX +D).Li.

Êîìáèíèðàéêè ñ ôîðìóëàòà çà ïðèñúåäèíåíèå

−2 = −e(Li) = (KX + Li).Li = KX .Li + (−1),

ïîëó÷àâàìå
3(Li.D − 2) ≥ 2(KX .Li + Li.D) = 2(−1 + Li.D),

îòêúäåòî Li.D ≥ 4 ñ ðàâåíñòâî Li.D = 4 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïóíêòèðàíàòà
ðàöèîíàëíà êðèâà Li \D å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.



Ãëàâà 3

Íàñèòåíè è ïðèìèòèâíè

òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè

Íàâñÿêúäå â òàçè ãëàâà, X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàê-
òîð íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B = U(1, 2)/U1×U2 ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2), D :=
X\(B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà X, à ρ : X → Y å êðàéíà êîì-
ïîçèöèÿ íà ñâèâàíèÿ íà ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, à E(ρ)
å èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð íà ρ. Íàñòîÿùàòà, òðåòà ãëàâà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä óñ-
òàíîâÿâà âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ
íà íàðåäåíèòå òðîéêè (X,D,E(ρ)) è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ íà íàðåäåíèòå
òðîéêè (ρ(X), ρ(D), ρ(E(ρ))). Íàðåäåíàòà òðîéêà (X,D,E(ρ)) å íàñèòåíà òîãàâà è ñà-
ìî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : (X ′, D′, E′(ρ′))→ (X,D,E(ρ)) ñà
èçîìîðôèçìè. Íàðåäåíà òðîéêà (X,D,E(ρ)) ïðèìèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
âñè÷êè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : (X,D,E(ρ)) → (f(X), f(D), f(E(ρ))) ñà èçîìîð-
ôèçìè.

Íåêà ρ = β : X = (B/Γ)′ → Y å ðàçäóâàíå íà êðàåí áðîé òî÷êè îò Y . Òîâà å â
ñèëà òî÷íî êîãàòî èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð E(ρ) íà ρ ñå ñúñòîè îò íåïðåñè÷àùè ñå
ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè. Â òàêúâ ñëó÷àé ñå äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà èçîìîðôèçúì
Φ : Aut(Y, β(D)) → Aut(X,D) íà îòíîñèòåëíèòå ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè è ñå ïðîâå-
ðÿâà, ÷å Aut(X,D) å êðàéíà ãðóïà. Â ñëó÷àÿ íà àáåëåâà ïîâúðõíèíà Y ñå óñòàíîâÿâà,
÷å âñÿêî êðàéíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : (X,D,E(β)) → (f(X), f(D), f(E(β))) ñå
ïðîïóñêâà ïðåç ïîêðèòèå íà Ãàëîà, èíäóöèðàíî îò ïîäãðóïà íà Aut(X,D) áåç ôèê-
ñèðàíè òî÷êè âúðõó X. Äèñêóòèðà ñå ïðèìèòèâíîñòòà è íàñèòåíîñòòà íà ãëàäêèòå
òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) ≤ 0.
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3.1 Íåðàçêëîíåíî èçäúðïâàíå íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîì-

ïàêòèôèêàöèÿ

Ëåìà 3.1. Íåêà M å êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå è N å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî ïîä-

ïðîñòðàíñòâî íà M èëè îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà M .

(i) Àêî f : M → f(M) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, òî f : N → f(N)
å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d òî÷íî êîãàòî f : M \ N → f(M) \ f(N) å

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.
(ii) Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f : M → f(M) å õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå âúðõó êîìï-

ëåêñíî ìíîãîîáðàçèå, f(N) ∩ f(M \N) = ∅ è f : N → f(N), f : M \N → f(M \N) ñà
íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí d. Òîãàâà f : M → f(M) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Íåêà X := N èëè X := M \N . Òîãàâà f : X → f(X) å íåðàçêëîíå-
íî ïîêðèòèå îò ñòåïåí deg(f |X) = deg(f |M ) = d òî÷íî êîãàòî f−1(f(X)) = X. Â òàêúâ
ñëó÷àé, ñå÷åíèåòî f−1(f(M \X))∩X = ∅ å ïðàçíî, îòêúäåòî f−1(f(M \X)) = M \X,
îáåäèíåíèåòî

f(M) = f(X)
∐

f(M \X)

å íåïðåñè÷àùî ñå è f : M \X → f(M \X) = f(M) \ f(X) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò
ñòåïåí d.

(ii) Ïî ïðåäïîëîæåíèå, f(M)=f(N)
∐
f(M\N) å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäèíåíèå, òàêà

÷å f−1(f(M \N))=M \N , f−1(f(N)) = N è

f : M −→ f(M)

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.

Ëåìà 3.2. Íåêà f : X → X ′ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d íà ãëàäêè ïðîåê-

òèâíè ïîâúðõíèíè.

(i) Íåêà D =
k∐
j=1

Dj å äèâèçîð âúðõó X ñ íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðèâîäèìè

êîìïîíåíòè Dj, âúðõó êîéòî f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : D → f(D)
îò ñòåïåí d. Òîãàâà f(D) = ∪kj=1f(Dj) èìà ãëàäêè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè f(Dj),
f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : Dj → f(Dj) çà âñè÷êè j ∈ {1, . . . , k} è
f(Di) ∩ f(Dj) = ∅ çà f(Di) 6≡ f(Dj).

Â ÷àñòíîñò, Dj ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f(Dj)
ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè.

(ii) Àêî C ′ å ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà âúðõó X ′, òîãàâà íåéíèÿò

ïúëåí ïðàîáðàç f−1(C ′) =
d∐
i=1

Ci ñå ñúñòîè îò d íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè ðàöèîíàëíè

êðèâè Ci è f ñå îãðàíè÷àâà äî èçîìîðôèçìè f : Ci → C ′ çà âñÿêî i ∈ {1, . . . , d}.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå f : D → f(D) å ëîêàëåí áèõîëîìîð-
ôèçúì. Ñëåäîâàòåëíî f(D) å ãëàäúê äèâèçîð íà X ′ è âñè÷êè íåïðèâîäèìè êîìïî-
íåíòè f(Dj) íà f(D) ñà ãëàäêè êðèâè. Òîãàâà óñëîâèåòî f(Di) ∩ f(Dj) 6= ∅ èçèñêâà
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f(Di) ≡ f(Dj). Çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ k íåêà J(i) å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k, çà
êîèòî f(Dj) ≡ f(Di). Òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî I ⊆ {1, . . . , k}, çà êîåòî èìàìå
ðàçáèâàíå ∐

i∈I
J(i) = {1, . . . , k} è f(D) =

∐
i∈I

f(Di).

Îò îïðåäåëåíèåòî çà J(i) èìàìå âêëþ÷âàíåòî
∐

j∈J(i)

Dj ⊆ f−1(f(Di)). Òúé êàòî f ñå

îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèåf : D → f(D) îò ñòåïåí d, âñÿêî p ∈ f−1(f(Di))
ñå ñúäúðæà â íÿêîåDs çà s ∈ {1, . . . , k}. Òîãàâà f(p) ∈ f(Di) èçèñêâà s ∈ J(i), îòêúäåòî

f−1(f(Di)) ⊆
∐
j∈J(i)

Dj è f−1(f(Di)) =
∐
j∈J(i)

Dj .

Òàêà, çà âñÿêî i ∈ I ìîðôèçìúò f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f :
∐
j∈J(i)

Dj −→ f(Di)

îò ñòåïåí d. Ïî îïðåäåëåíèå, çà âñÿêî f(p) ∈ f(Di) ñ p ∈
∐

j∈J(i)

Dj ñúùåñòâóâà òðèâèà-

ëèçèðàùà îòâîðåíà îêîëíîñò U â f(Di), ÷èåòî èçäúðïâàíå

f−1(U) =
∐

q∈f−1(p)

Vq

å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäèíåíèå íà îêîëíîñòè Vq íà òî÷êèòå q ∈ f−1(p) âúðõó
∐

j∈J(i)

Dj

ñ áèõîëîìîðôíè îãðàíè÷åíèÿ f : Vq → U . Çà äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò U íà f(p),
p ∈ Dj ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å Vq ⊂ Dj çà q ∈ Dj . Çàòîâà f ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : Dj → f(Dj) = f(Di) ÷ðåç íåïðèâîäèìèòå êîìïîíåíòè íà
äèâèçîðà D. Â ÷àñòíîñò, ïîðàäè ëèïñàòà íà ðàçêëîíåíèÿ, Dj ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè
êðèâè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f(Dj) ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè.

(ii) Ïúëíèÿò ïðàîáðàç f−1(C ′) =
k∑
i=1

Ci å îáåäèíåíèå íà íåïðèâîäèìè êðèâè Ci çà

íÿêàêâî k ∈ N. Îçíà÷àâàìå ñ di := deg [f |Ci : Ci → C ′] ñòåïåíòà íà f |Ci , à ñ

Br(f |Ci) := {q ∈ C ′ |
∣∣f−1(q) ∩ Ci

∣∣ < di}

ìíîæåñòâîòî íà ðàçêëîíåíèå íà f |Ci çà i ∈ {1, . . . , k}. Âñÿêî òàêîâà ìíîæåñòâî Br(f |Ci)
å êðàéíî, êàêòî è ìíîæåñòâîòî îò ïðåñå÷íèòå òî÷êè ∪1≤i<j≤kCi ∩ Cj íà ðàçëè÷íè
íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè, òàêà ÷å

Σ :=
[
∪ki=1Br(f |Ci)

]
∪ [∪1≤i<j≤kf(Ci ∩ Cj)]

å êðàéíî ïîäìíîæåñòâî íà C ′. Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà q ∈ C ′ \ Σ èìàìå f−1(q) =
k∐
i=1

f−1(q) ∩ Ci è ñëåäîâàòåëíî

d =
∣∣f−1(q)

∣∣ =
k∑
i=1

∣∣f−1(q) ∩ Ci
∣∣ =

k∑
i=1

di.
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Äà äîïóñíåì, ÷å Σ å íåïðàçíî ìíîæåñòâî. Àêî qj ∈ Br(f |Cj ), òî

f−1(qj) = ∪ki=1f
−1(qj) ∩ Ci,

êúäåòî
∣∣f−1(qj) ∩ Cj

∣∣ < dj , òàêà ÷å

d =
∣∣f−1(qj)

∣∣ ≤ k∑
i=1

∣∣f−1(qj) ∩ Ci
∣∣ < k∑

i=1

di = d.

Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà ëèïñàòà íà ðàçêëîíåíèÿ íà f : X → X ′ è äîêàçâà, ÷å Br(f |Cj ) = ∅
çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k. Àíàëîãè÷íà å è ñèòóàöèÿòà, êîãàòî p ∈ f(Ci ∩ Cj). Òîãàâà

d =
∣∣f−1(p)

∣∣ < k∑
i=1

∣∣f−1(p) ∩ Ci
∣∣ =

k∑
i=1

di = d.

Ïðîòèâîðå÷èåòî ïîêàçâà, ÷å êðèâèòå Ci îò f
−1(C ′) ñà ãëàäêè è íå ñå ïðåñè÷àò.

Íåðàçêëîíåíèòå ïîêðèòèÿ f |Ci : Ci → C ′ íà ãëàäêàòà ðàöèîíàëíà êðèâà C ′ ñà îò
ñòåïåí di = 1, òúé êàòî ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(C ′) å òðèâèàëíà. Îòòóê, d =
k∑
i=1

di = k è f−1(C ′) =
d∐
i=1

Ci ñå ñúñòîè îò d íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðèâîäèìè

ðàöèîíàëíè êðèâè è îãðàíè÷åíèÿòà f |Ci : Ci → C ′ ñà áèõîëîìîðôíè çà âñè÷êè i ∈
{1, . . . , d}.

Ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà Li âúðõó ãëàäêà ïîâúðõíèíà Y ñ èíäåêñ
íà ñàìîïðåñè÷àíå L2

i = −1 ñå íàðè÷à (−1)-êðèâà. Ïî òåîðåìàòà íà Êàñòåëíóîâî, ñâè-
âàíåòî íà ãëàäêà ðàöèîíàëíà (−1)-êðèâà âúðõó ãëàäêà ïîâúðõíèíà å áèðàöèîíàëåí
ìîðôèçúì ñ ãëàäúê îáðàç. Íàâñÿêúäå, ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà Y å ìèíèìàë-
íà, àêî íå ñúäúðæà (−1)-êðèâè. Òîâà ñå ðàçëè÷àâà ìàëêî îò ïî-ñúâðåìåííèÿ ïîäõîä íà
ïðîãðàìàòà çà ìèíèìàëíèòå ìîäåëè, ñúãëàñíî êîéòî ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà Y
å ìèíèìàëíà, àêî êàíîíè÷íèÿò è äèâèçîð KY å ÷èñëåíî åôåêòèâåí, ò.å. àêî KY .C ≥ 0
çà âñè÷êè åôåêòèâíè êðèâè C ⊂ Y . ×èñëåíàòà åôåêòèâíîñò íà êàíîíè÷íèÿ äèâèçîð
KY èçêëþ÷âà ñúùåñòâóâàíåòî íà (−1)-êðèâè âúðõó Y . Àêî Y èìà ðàçìåðíîñò íà Êî-
äàèðà κ(Y ) = −∞, òî KY íÿìà êàê äà áúäå ÷èñëåíî åôåêòèâåí, íåçàâèñèìî îò ñúùå-
ñòâóâàíåòî íà (−1)-êðèâè âúðõó Y . Òîâà å ïðè÷èíàòà çà èçïîëçâàíåòî íà ïî-ñòàðîòî,
èçëÿçëî îò óïîòðåáà îïðåäåëåíèå çà ìèíèìàëíîñò íà ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà
Y , êîåòî èçèñêâà ëèïñàòà íà (−1)-êðèâè. Ïî òåîðåìà íà Êàñòåëíóîâî (Theorem V.5.7
[23]), çà âñÿêà ãëàäêà íåïðèâîäèìà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà X ñúùåñòâóâà áèðàöèîíà-
ëåí ìîðôèçúì ρ : X → Y âúðõó ìèíèìàëíà ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà Y , êîéòî å
êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè. Àêî X èìà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) ≥ 0,
òîãàâà ìèíèìàëíèÿò ìîäåë Y íà X å åäèíñòâåí ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì. Òîâà íå å
âÿðíî, êîãàòî X å áèðàöèîíàëíî íà ðàöèîíàëíà èëè ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà.
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Ëåìà 3.3. (i) Íåêà Bl : X1 → Y1 å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâà L1 ⊂ X1 è ϕ : Y2 → Y1

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Òîãàâà ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå íà X1 è Y2

íàä Y1 ñå îïðåäåëÿ îò êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

X2 := X1 ×Y1 Y2 Y2

X1 Y1

?

f

-β

?

ϕ

-Bl

, (3.1)

â êîÿòî f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, à β : X2 → Y2 å ñâèâàíåòî

íà îáåäèíåíèåòî f−1(L1) =
d∐
j=1

L1,j íà íåïðåñè÷àùèòå ñå (−1)-êðèâè L1,j.

(ii) Íåêà ρ1 := Bl1 . . .Blr−1Blr : Tr := X1 −→ Y1 =: T0 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ

Bli : Ti → Ti−1 íà (−1)-êðèâè Li ⊂ Ti è ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d. Òîãàâà êîìóòàòèâíèòå äèàãðàìè íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå

Si := Ti ×Ti−1 Si−1 Si−1

Ti Ti−1

?

ϕi

-βi

?

ϕi−1

-Bli

(3.2)

ñå êîìáèíèðàò â êîìóòàòèâíà äèàãðàìà

Sr . . . Si := Ti ×Ti−1 Si−1 Si−1 . . . S0 := Y2

Tr := X1 . . . Ti Ti−1 . . . T0 := Y1

?

f

?

ϕi

-βi

?

ϕi−1

?

ϕ=ϕ0

-Bli

(3.3)

è èíäóöèðàò êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå

X2 = X1 ×Y1 Y2 Y2

X1 Y1

?

f

-ρ2

?

ϕ

-ρ1

(3.4)

ñ íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d è êîìïîçèöèÿ ρ2 = β1 . . . βr−1βr :

X2 → Y2 îò ñâèâàíèÿ íà ϕ−1
i (Li) =

d∐
j=1

Li,j çà âñè÷êè i ∈ {1, . . . , r}.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Ïî îïðåäåëåíèåòî çà ñâèâàíå Bl : X1 → Y1 íà (−1)-êðèâà L1 äî
òî÷êà Bl(L1) = q1 ∈ Y1 èìàìå, ÷å X1 \ L1 = Y1 \ {q1}. Òîãàâà

X2 := X1 ×Y1 Y2 = [(X1 \ L1)×Y1 Y2]
∐

[L1 ×Y1 Y2]
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ñå ðàçëàãà â îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà

(X1 \ L1)×Y1 Y2 = {(x1, y2) |x1 = Bl(x1) = ϕ(y2)} ' Y2 \ ϕ−1(q1) and

L1 ×Y1 Y2 = {(x1, y2) | q1 = Bl(x1) = ϕ(y2)} = L1 × ϕ−1(q1).

Íåêà ϕ−1(q1) = {p1,j | 1≤j≤d}. Òîãàâà X2 å ðàçäóâàíåòî íà Y2 â {p1,j | 1≤j≤ d}. Òúé
êàòî Blf = ϕβ, èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð íà β å

β−1 ({p1,j | 1 ≤ j ≤ d}) = β−1ϕ−1(q1) = (ϕβ)−1(q1) = (Blf)−1(q1) =

= f−1Bl−1(q1) = f−1(L1) =

d∐
j=1

L1,j .

Îò ñëåäñòâèå 17.7.3 (i) íà [22] íà Ãðîòåíäèê, f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå,
òúé êàòî ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå.

(ii) ×ðåç ðàñòÿùà èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ñâèâàíèÿòà r, ïðèëàãàìå (i) êúì äèàãðàìèòå
(3.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèàâåäåíèå è äîêàçâàìå (ii).

Ëåìà 3.4. (i) Â îçíà÷åíèÿòà íà Ëåìà 3.3 (i) è êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (3.1) íà

ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå, íåêà D(2) å (âúçìîæíî ïðèâîäèì) äèâèçîð âúðõó X2, êîéòî

íå ñúäúðæà íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà íà èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð íà β, à D(1) å (âúç-

ìîæíî ïðèâîäèì) äèâèçîð âúðõó X1, êîéòî íå ñúäúðæà èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð L1

íà Bl. Â òàêúâ ñëó÷àé, îãðàíè÷åíèåòî f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d = deg[f : X2 → X1] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ϕ : β(D(2)) → Bl(D(1)) å
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.

(ii) Â îçíà÷åíèÿòà íà Ëåìà 3.3 (ii) è êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (3.4) íà ðàç-

ñëîåíî ïðîèçâåäåíèå, íåêà D(2) å (âúçìîæíî ïðèâîäèì) äèâèçîð âúðõó X2, êîéòî íå

ñúäúðæà íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà íà èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð íà ρ2, à D
(1) å (âúç-

ìîæíî ïðèâîäèì) äèâèçîð íà X1, êîéòî íå ñúäúðæà íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà íà

èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð íà ρ1. Â òàêúâ ñëó÷àé, îãðàíè÷åíèåòî f : D(2) → D(1) å

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî îãðàíè÷åíèåòî

ϕ : ρ2(D(2))→ ρ1(D(1)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Àêî f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, òî
f−1(D(1) ∩L1) = f−1(D(1))∩ f−1(L1) = D(2) ∩ f−1(L1) è f : D(2) ∩ f−1(L1)→ D(1) ∩L1

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Îçíà÷àâàìå f−1(L1) =
d∐
j=1

L1,j , β(L1,j) = p1,j è

Bl(L1) = q1. Òîãàâà ïî Ëåìà 3.1 (i), îãðàíè÷åíèåòî

ϕ ≡ f : β(D(2)) \ {p1,j | 1 ≤ j ≤ d} ≡ D(2) \ f−1(L1) −→ D(1) \ L1 ≡ Bl(D(1)) \ {q1}

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Â ðåçóëòàò, îãðàíè÷åíèåòî

ϕ : {p1,j | 1 ≤j≤d} → {q1}
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å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d è ïî Ëåìà 3.1 (ii) ìîðôèçìúò

ϕ : β(D(2)) = β(D(2)) \ {p1,j | 1 ≤ j ≤ d}
∐
{p1,j | 1 ≤ j ≤ d} −→

−→
[
Bl(D(1)) \ {q1}

]∐
{q1} = Bl(D(1))

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.
Îáðàòíî, äà äîïóñíåì, ÷å ϕ : β(D(2)) → Bl(D(1)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d. Äà èçáåðåì äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò V íà q1 = Bl(L1) â Y1, òàêàâà ÷å

ϕ−1(V ) =
d∐
j=1

Uj å îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå îêîëíîñòè Uj íà p1,j , 1 ≤ j ≤ d

âúðõó Y2 ñ áèõîëîìîðôíè îãðàíè÷åíèÿ ϕ : Uj → V íà ϕ. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å Bl1 :
X1 → Y1 å ðàçäóâàíåòî íà Y1 â òî÷êàòà q1 è ÷å Bl ñå îãðàíè÷àâà äî èçîìîðôèçúì
Bl(X1\Bl−1(V))→ Y1\V, ðàçëàãàìå

Bl(D(1)) =
[
Bl(D(1)) \ V

]∐[
Bl(D(1)) ∩ V

]
è

D(1) =
[
Bl(D(1)) \ V

]∐
Bl−1(Bl(D(1)) ∩ V ).

Àíàëîãè÷íî, β : X2 → Y2 å ðàçäóâàíåòî íà Y2 â ϕ−1(q1) = {p1,j | 1 ≤ j ≤ d}, òàêà ÷å
èìàìå ðàçëàãàíèÿ

β(D(2)) =
[
β(D(2)) \ ϕ−1(V )

]∐[
β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )

]
è

D(2) =
[
β(D(2)) \ ϕ−1(V )

]∐
β−1(β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )).

Òúé êàòî ϕ−1(Bl(D(1)) ∩ V ) = ϕ−1(Bl(D(1))) ∩ ϕ−1(V ) = β(D(2)) ∩ ϕ−1(V ), îãðàíè÷å-
íèåòî ϕ : β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )→ Bl(D(1)) ∩ V å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Ñåãà
îò Ëåìà 3.1 (i) ñëåäâà, ÷å

f ≡ ϕ : β(D(2)) \ ϕ−1(V ) −→ Bl(D(1)) \ V

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.1 (ii), çà äà òâúðäèì, ÷å
f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì,
÷å îãðàíè÷åíèåòî

f : β−1(β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )) −→ Bl−1(Bl(D(1)) ∩ V )

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Çà òàçè öåë, äà îòáåëåæèì, ÷å

ϕ−1(Bl(D(1)) ∩ V ) = β(D(2)) ∩ ϕ−1(V ) = β(D(2)) ∩

 d∐
j=1

Uj

 =

d∐
j=1

[
β(D(2)) ∩ Uj

]
,

òàêà ÷å

ϕ :
d∐
j=1

[
β(D(2)) ∩ Uj

]
−→ Bl(D(1)) ∩ V
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å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Â ðåçóëòàò, áèõîëîìîðôíèçìèòå ϕ : Uj→V ñå
îãðàíè÷àâàò äî áèõîëîìîðôèçìè ϕ : β(D(2))∩Uj → Bl(D(1))∩V . Ñúãëàñíî ϕ(p1,j)=q1

ïîëó÷àâàìå áèõîëîìîðôèçìè

ϕ : (β(D(2)) ∩ Uj) \ {p1,j} −→ (Bl(D(1)) ∩ V ) \ {q1}.

Ïî îïðåäåëåíèåòî çà ðàçäóâàíåòî íà òî÷êà, òåçè èçîáðàæåíèÿ èíäóöèðàò áèõîëîìîð-
ôèçìèòå

f :
[
(β(D(2)) ∩ Uj) \ {p1,j}

]∐
L1,j −→

[
(Bl(D(1)) ∩ V ) \ {q1}

]∐
L1

çà âñÿêî j ∈ {1, . . . , d}. Âçåìàéêè ïðåäâèä

d∐
j=1

{[
(β(D(2)) ∩ Uj) \ {p1,j}

]∐
L1,j

}
= β−1(β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )),

ïîëó÷àâàìå, ÷å ϕ èíäóöèðà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : β−1(β(D(2)) ∩ ϕ−1(V )) −→ Bl−1(Bl(D(1)) ∩ V )

îò ñòåïåí d.

(ii) Àêî â êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (3.3) ìîðôèçìúò f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, òî ñ íàìàëÿâàùà èíäóêöèÿ ïî r è èçïîëçâàéêè (i), èçâåæäàìå,
÷å ϕi : βi+1 . . . βr(D

(2)) → Bli+1 . . .Blr(D
(1)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.

Îòòóê, ϕ : ρ2(D(2)) → ρ1(D(1)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Îáðàòíî, äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å ϕ : ρ2(D(2))→ ρ1(D(1)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Òîãàâà
ñ ðàñòÿùà èíäóêöèÿ ïî 1 ≤ i ≤ r è ñ ïîìîùòà íà (i) ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å

ϕi : βi+1 . . . βr(D
(2))→ Bli+1 . . .Blr(D

(1))

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Â ðåçóëòàò, f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå îò ñòåïåí d.

Åëåìåíòèòå íà ïðúñòåíà O√−3 = Z+ 1+
√
−3

2 Z íà öåëèòå àëãåáðè÷íè ÷èñëà íà èìà-

ãèíåðíîòî êâàäðàòè÷íî ÷èñëîâî ïîëå Q(
√
−3) ñå íàðè÷àò öåëè ÷èñëà íà Àéçåíùàéí.

Äà ðàçãëåäàìå åëèïòè÷íàòà êðèâà E√−3 := (C,+)/(O√−3,+) ñ ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà
π1(E√−3) = O√−3 è àáåëåâàòà ïîâúðõíèíà A√−3 := E√−3 × E√−3. Â [25] Hirzebruch
äîêàçâà, ÷å ðàçäóâàíåòî íà A√−3 â íà÷àëîòî å ãëàäêà òîðêîèäàëíà êîìïàêòèôèêà-
öèÿ XHirz = (B/ΓHirz)

′. Ëåìà 3.1 îò ñòàòèÿòà [16] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð óñòàíîâÿâà,
÷å çà ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå íà Ãàëîà ζG : A → A√−3 = A/G ñ êðàé-
íà ãðóïà íà Ãàëîà G ñúùåñòâóâà ôàêòîð íà êúëáîòî B/ΓG ñ G-ïîêðèòèå íà Ãàëîà
ζ ′G : B/ΓG → B/ΓHir = (B/ΓG)/G. Ñëåäâàùîòî Ñëåäñòâèå 3.5 å îáîáùåíèå íà òîçè
ðåçóëòàò.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Íåêà X1 = (B/Γ1) å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàê-

òîð íà êúëáîòî ïî ðåøåòêà Γ1, ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè
êúì ìèíèìàëíà ïîâúðíèíà Y1, ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d è

(3.4) å îïðåäåëÿùàòà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå X2 = X1 ×Y1 Y2. Òîãàâà:

(i) ñúùåñòâóâà ïîäãðóïà Γ2 íà Γ1 ñ èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d, òàêàâà ÷å X2 = (B/Γ2)′ å
òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ2;

(ii) èçîáðàæåíèåòî f : X2 → X1 ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

f : B/Γ2 → B/Γ1 è f : D(2) := X2 \ (B/Γ2)→ X1 \ (B/Γ1) =: D(1)

îò ñòåïåí d;

(iii) êîìïîçèöèÿòà ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè òðàíñôîðìèðà X2 â

ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2;

(iv) ϕ ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2(D(2))→ ρ1(D(1)) îò ñòåïåí

d.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.3 (ii), êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (3.4) íà ðàçñëîåíî
ïðîèçâåäåíèå ñå ñúñòîè îò íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d è êîì-
ïîçèöèÿ ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâàíèÿ íà ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè. Ïîâúðõíîñòòà Y2 å
ìèíèìàëíà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ïðîèçâîëíà (−1)-êðèâà L′i âúðõó Y2 ñå èçîáðàçÿâà
èçîìîðôíî âúðõó (−1)-êðèâà ϕ(L′i) ⊂ Y1, ñúãëàñíî Ëåìà 3.2 (ii). Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà
ìèíèìàëíîñòòà íà ïîâúðõíèíàòà Y1.

Íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå f : X2 → X1 = (B/Γ1)′ îò ñòåïåí d ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : f−1(B/Γ1) → B/Γ1 îò ñòåïåí d. Ãëàäêîñòòà íà B/Γ1 èç-
êëþ÷âà ñúùåñòâóâàíåòî íà èçîëèðàíè òî÷êè íà ðàçêëîíåíèå íà ïîêðèòèåòî íà Ãàëîà
ζ1 : B→ B/Γ1 ñ ãðóïà Γ1. Íî ζ1 ìîæå äà ñå ðàçêëîíÿâà ïî ïðîòåæåíèå íà äèâèçîðè è B
íå âèíàãè å óíèâåðñàëíàòà ïîêðèâàùà íà êîìïëåêñíîòî ìíîãîîáðàçèå B/Γ1. Âúïðåêè
òîâà, B e o îðáèòàëíàòà óíèâåðñàëíà ïîêðèâàùà (orbifold universal cover) íà B/Γ1 è
îðáèòàëíîòî óíèâåðñàëíîòî ïîêðèòèå ζ1 : B → B/Γ1 ñå ïðîïóñêâà ïðåç (åâåíòóàëíî
ðàçêëîíåíî) ïîêðèòèå ζ2 : B → f−1(B/Γ1) è ïîêðèòèåòî f : f−1(B/Γ1) → B/Γ1, ò.å.
ζ1 = fζ2. Îðáèòàëíàòà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π

orb
1 (B) = {1} å íîðìàëíà ïîäãðóïà íà

îðáèòàëíàòà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà Γ2 := πorb
1 (f−1(B/Γ)), òàêà ÷å ζ2 å ïîêðèòèå íà

Ãàëîà è íåãîâàòà ãðóïà Γ2 å ïîäãðóïà íà Γ1 = πorb
1 (B/Γ1) ñ èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d. Â

÷àñòíîñò, f−1(B/Γ1) = B/Γ2. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.1 (i), ìîðôèçìúò f ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : D(2) := X2 \ (B/Γ2)→ X1 \ (B/Γ1) =: D(1)

îò ñòåïåí d íà òîðîèäàëíèÿ êîìïàêòèôèöèàù äèâèçîð D(1) =
k∐
j=1

D
(1)
j íà B/Γ1. Çà

âñÿêî j ∈ {1, . . . , k} îãðàíè÷åíèåòî f : f−1
(
D

(1)
j

)
→ D

(1)
j å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

îò ñòåïåí d, à îòòàì è ëîêàëåí áèõîëîìîðôèçúì. Ñëåäîâàòåëíî ïúëíèÿò ïðàîáðàç

f−1
(
D

(1)
j

)
= ∪rji=1D

(2)
j,i å ãëàäúê è èìà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðèâîäèìè êîìïîíåí-
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òè D
(2)
j,i . Â ðåçóëòàò, äèâèçîðúò

D(2) := f−1(D(1)) =

k∐
j=1

f−1(D
(1)
j ) =

k∐
j=1

rj∐
i=1

D
(2)
j,i

å ãëàäúê è èìà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè D
(2)
j,i . Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèå, D
(1)
j ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè, òàêà ÷å âñè÷êè D

(2)
j,i ãëàäêè åëèïòè÷íè

êðèâè ïî Ëåìà 3.2 (i). Çàòîâà X2 = (B/Γ2)′ å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà
B/Γ2 ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D(2) = f−1(D(1)). Ñúãëàñíî Ëåìà 3.4
(ii), ϕ : Y2 → Y1 ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2(D(2)) → ρ1(D(1)) îò
ñúùàòà ñòåïåí d.

Ëåìà 3.6. (i) Íåêà f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d íà ãëàäêè

ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè è Bl : X1 → Y1 å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâà L1 ⊂ X1. Òîãàâà

ðàçëàãàíåòî íà Ùàéí ϕβ íà Blf å êîìïîçèöèÿ íà ñâèâàíåòî β : X2 → Y2 íà f
−1(L1) =

d∐
j=1

L1,j è íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d,òàêà ÷å X2 = X1 ×Y1 Y2 å

ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå íà X1 è Y2 íàä Y1.

(ii) Íåêà ρ1 = Bl1 . . .Blr : Tr := X1 → Y1 =: T0 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà

(−1)-êðèâè Li ⊂ Ti è f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Òîãàâà
ðàçëàãàíåòî íà Ùàéí ϕρ2 íà ρ1f : X2 → Y1 çàòâàðÿ êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà íà

ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå (3.4) ñ êîìïîçöèÿòà ρ2 = β1 . . . βr : Sr := X2 → Y2 := S0 íà

ñâèâàíèÿòà βi : Si → Si−1 íà f
−1(Li) =

d∐
j=1

Li,j çà âñè÷êè i ∈ {1, . . . , r} è íåðàçêëîíåíî

ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Íåêà Blf = ϕβ : X2 → Y1 å ðàçëàãàíåòî íà Ùàéí íà Blf è
q1 := Bl(L1). Òîãàâà îò Ëåìà 3.4 ñëåäâà, ÷å

(Blf)−1(q1) = f−1Bl−1(q1) = f−1(L1) =

d∐
j=1

L1,j

å îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè L1,j . Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà
q ∈ Y1 \ {q1} ïúëíèÿò ïðàîáðàç (Blf)−1(q) = f−1Bl−1(q) = f−1(q) å ìíîæåñòâî îò
d òî÷êè. Ñëåäîâàòåëíî ñþðåêòèâíèÿò ìîðôèçúì β : X2 → Y2 ñúñ ñâúðçàíè ñëîåâå
å òî÷íî ñâèâàíåòî íà L1,j çà âñè÷êè j ∈ {1, . . . , d}. Îò Ëåìà 3.1 (i) ïîëó÷àâàìå, ÷å
îãðàíè÷åíèåòî f : X2 \ f−1(L1) → X1 \ L1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d,
çàùîòî ìîðôèçìúò f : f−1(L1) → L1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñúùàòà ñòåïåí. Ïî
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òîçè íà÷èí âúçíèêâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà

X2 \ f−1(L1) Y2 \ βf−1(L1)

X1 \ L1 Y1 \ {q1}
?

f

-β=Id

?

ϕ

-Bl=Id

è ϕ : Y2 \ βf−1(L1) → Y1 \ {q1} å ñúùî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Àêî
p1,j := β(L1,j), òî

β−1ϕ−1(q1) = (ϕβ)−1(q1) = (Blf)−1(q1) =

d∐
j=1

L1,j

ïîêàçâà, ÷å ϕ−1(q1) = {p1,j | 1 ≤ j ≤ d} ñå ñúñòîè îò d òî÷êè è ϕ : Y2 → Y1 å íåðàç-
êëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Îò Ëåìà 3.3 (i) ñëåäâà, ÷å ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå
X ′2 := X1 ×Y1 Y2 å ðàçäóâàíåòî íà Y2 â ϕ

−1(q1) = {p1,j | 1 ≤ j ≤ d}, òàêà ÷å X ′2 = X2.

Ñïîðåä Ñëåäñòâèå 17.7.3 (i) îò [22] íà Ãðîòåíäèê, X ′2 = X2 å äîñòàòú÷íî, çà äà ïî-
ëó÷èì, ÷å ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Â ãîðíîòî äîêàçàòåëñòâî
óñòàíîâèõìå îáðàòíîòî. Ïî-òî÷íî, ïðîâåðèõìå, ÷å ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðè-
òèå îò ñòåïåí d, çà äà ãî èçïîëçâàìå çà ñúâïàäåíèåòî íàX2 ñ ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå
X ′2 := X1 ×Y1 Y2.

(ii) å äèðåêòíî ñëåäñòâèå íà ôàêòà, ÷å êîìïîçèöèÿòà íà ìîðôèçìè ñúñ ñâúðçàíè
ñëîåâå å ñúùî ìîðôèçúì ñúñ ñâúðçàíè ñëîåâå.

Ñëåäñòâèå 3.7. Íåêà f : X2 → X1 = (B/Γ1)′ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d
íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′, ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçèöèÿ

íà ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè äî ïîëó÷àâàíå íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y1, à D
(1) :=

X1 \ (B/Γ1) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ1. Òîãàâà:

(i) ñúùåñòâóâàò êîìïîçèöèÿ ρ2 : X2 → Y2 íà ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìè-

íèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2 è íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d, òàêà ÷å
X2 = X1 ×Y1 Y2 å ðàçñëîåíîòî ïðîèçâåäåíèå íà X1 è Y2 íàä Y1;

(ii) ñúùåñòâóâà ïîäãðóïà Γ2 < Γ1 ñ èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d, òàêà ÷å X2 = (B/Γ2)′ å
òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ2 è f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè ïîêðè-

òèÿ f : B/Γ2 → B/Γ1, f : D(2) := X2 \ (B/Γ2) → X1 \ (B/Γ1) =: D(1) îò ñòåïåí

d;

(iii) ϕ ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ρ1

(
D(1)

)
îò ñòåïåí

d.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.6 (ii) è ôàêòà, ÷å âñÿêî íåðàçê-
ëîíåíî ïîêðèòèå Y2 íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y1 å ñúùî ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà.

(ii) Íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå f : X2 → X1 = (B/Γ1)′ îò ñòåïåí d ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : f−1(B/Γ1) → B/Γ1 îò ñòåïåí d. Êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî
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íà Ñëåäñòâèå 3.5, ñúùåñòâóâà ïîäãðóïà Γ2 < Γ1 ñ èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d, òàêà ÷å X2 =
(B/Γ2)′ å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ2 è f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè
ïîêðèòèÿ f : B/Γ2 → B/Γ1, f : D(2) := X2 \ (B/Γ2)→ X1 \ (B/Γ1) =: D(1) îò ñòåïåí d.

(iii) å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.4 (ii).
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3.2 Íåðàçêëîíåíî èçáóòâàíå íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîì-

ïàêòèôèêàöèÿ

Íåêà X2 å ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà, β : X2 → Y2 å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè

ñ èçêëþ÷èòåëåí äèâèçîð E(β) =
d∐
s=1

L1,s è f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : E(β)→ f(E(β)) îò ñòåïåí
d. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.2 (ii), L1 := f(E(β)) å (−1)-êðèâà âúðõó X1. Òîãàâà îò Ëåìà 3.6 (i)
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå (3.1) ñúñ
ñâèâàíåòî Bl : X1 → Y1 íà L1 è íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d, êîåòî
òðàíñôîðìèðà ìíîæåñòâîòî β(E(β)) = {p1,j := β(L1,j) | 1 ≤ j ≤ d} â òî÷êà q1 ∈ Y1.
Êàçâàìå, ÷å ϕ å èíäóöèðàíî îò f .

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ρ2 = β1 . . . βr : Sr := X2 →Y2 =: S0 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ
íà (−1)-êðèâè

βi : Si := βi+1 . . . βr(Sr) −→ Si−1 := βi . . . βr(Sr) (3.5)

ñ èçêëþ÷èòåëíè äèâèçîðè E(βi) =
d∐
s=1

Li,s çà âñè÷êè 1 ≤ i ≤ r. Ñ íàìàëÿâàùà èíäóê-

öèÿ ïî r äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäå-
íèå

,

Sr Sr−1 . . . Si+1 Si

f(Sr) ϕr−1(Sr−1) . . . ϕi+1(Si+1) ϕi(Si)
?

f=ϕr

-βr

?

ϕr−1

?

ϕi+1

-
βi+1

?

ϕi

-Blr -
Bli+1

êîÿòî ñå ñúñòîè îò êîìóòàòèâíè êâàäðàòè íà ðàçñëîåíè ïðîèçâåäåíèÿ Bljϕj = ϕj−1βj ,
òàêà ÷å ϕj ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕj : E(βj) → Lj := ϕj(E(βj)) îò
ñòåïåí d è ϕj−1 èçïðàùà òðàíñôîðìèðà ìíîæåñòâîòî

βj(E(βj)) = {pj,s := βj(Lj,s) | 1 ≤ s ≤ d}

â òî÷êà qj ∈ ϕj−1(Sj−1) çà âñÿêî j ∈ {r . . . , i + 1}. Àêî ϕi : Si → ϕi(Si) ñå îãðàíè÷àâà
äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕi : E(βi) → Li := ϕi(E(βi)) îò ñòåïåí d, òî ñúùåñòâóâà
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕi−1 : Si−1 → ϕi−1(Si−1) îò ñòåïåí d, êîåòî ñâèâà βi(Eβi) =
{pi,s = βi(Li,s) | 1 ≤ s ≤ d} â òî÷êà qi ∈ Si−1 è çàòâàðÿ êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà íà
ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ϕi−1βi = Bliϕi. Ïî òîçè íà÷èí, àêî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : X2 → X1 îò ñòåïåí d èíäóöèðà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ E(βi) =
d∐
s=1

Li,s → Li îò

ñòåïåí d çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ r, òî ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

ϕ := ϕ0 : Y2 = S0 −→ ϕ0(S0) =: Y1

îò ñòåïåí d, êîåòî èíäóöèðà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

βi(E(βi)) = {pi,s := βi(Li,s) | 1 ≤ s ≤ d} −→ {qi} ⊂ ϕi−1(Si−1)
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îò ñòåïåí d çà âñÿêî j ∈ {1, . . . , r}.
Îáðàòíî, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å Y2 å ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà, β : X2 → Y2

å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè ñ èçêëþ÷èòåëåí äèâèçîð E(β) =
d∐
s=1

L1,s è ϕ : Y2 → Y1 å

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî ñâèâà β(E(β)) = {p1,s = β(L1,s) | 1 ≤ s ≤ d}
â òî÷êà q1 ∈ Y1. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.3 (i), ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî
ïðîèçâåäåíèå (3.1), êúäåòî Bl : X1 → Y1 å ðàçäóâàíåòî íà Y1 â q1 ∈ Y1 è f : X2 → X1

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : E(β) =
d∐
s=1

L1,s −→ L1 := Bl−1(q1)

îò ñòåïåí d. Íåêà ρ2 = β1 . . . βr : Sr := X2 → Y2 =: S0 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ

íà (−1)-êðèâè ñ èçêëþ÷èòåëíè äèâèçîðè E(βi) =
d∐
s=1

Li,s, êàêòî â (3.5). Ñ ðàñòÿùà

èíäóêöèÿ ïî r äà ïðåäïîëîæèì, ÷å

Si Si−1 . . . S1 S0 = Y2

ϕi(Si) ϕi−1(Si−1) . . . ϕ1(S1) ϕ(Y2)
?

ϕi

-βi

?

ϕi−1

?

ϕ1

-β1

?

ϕ=ϕ0

-Bli -Bl1

å êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ñ êîìóòàòèåíè êâàäðàòè íà ðàç-
ñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ϕj−1βj = Bljϕj , çà êîèòî ϕj−1 ñå îãðàíè÷àâàò äî íåðàçêëîíåíè
ïîêðèòèÿ

ϕj−1 : βj(E(βj)) = {pj,s := βj(Lj,s) | 1 ≤ s ≤ d} −→ {qj} ⊂ ϕj−1(Sj−1)

îò ñòåïåí d è ϕj ñå îãðàíè÷àâàò äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

ϕj : E(βj) =
d∐
s=1

Lj,s −→ ϕj(E(βj)) =: Lj

îò ñòåïåí d çà âñÿêî j ∈ {1, . . . , i}. Àêî ϕi ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

ϕi : βi+1(E(βi+1)) = {pi+1,s = βi+1(Li+1,s) | 1 ≤ s ≤ d} −→ {qi+1} ⊂ ϕi(Si)

îò ñòåïåí d, òî ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

ϕi+1 : Si+1 −→ ϕi+1(Si+1)

îò ñòåïåí d, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

ϕi+1 : E(βi+1) =
d∐
s=1

Li+1,s −→ Li+1 := ϕi+1(E(βi+1))
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îò ñòåïåí d è çàòâàðÿ êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ϕiβi+1 =
Bli+1ϕi+1 ñúñ ñâèâàíåòî Bli+1 : ϕi+1(Si+1) → ϕi(Si) íà Li+1. Ïî òîçè íà÷èí, àêî ϕ :
Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå d, êîåòî èíäóöèðà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

βi(E(βi)) = {pi,s := βi(Li,s) | 1 ≤ s ≤ d} −→ {qi} ⊂ ϕi−1(Si−1)

îò ñòåïåí d çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ r, òî f := ϕr : X2 → f(X2) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d, êîåòî èíäóöèðà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ E(βi) =
d∐
s=1

Li,s → Li îò ñòåïåí d çà

âñÿêî 1 ≤ i ≤ r. Ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ äîêàçâàò ñëåäíàòà ëåìà, ñ êîÿòî îïðåäåëÿìå
ïîíÿòèåòî ñúâìåñòèìîñò íà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ñ ðàçäóâàíèÿ.

Ëåìà-Îïðåäåëåíèå 3.8. Íåêà X2, Y2 ñà ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè è

ρ2 = β1 . . . βr : Sr := X2 −→ Y2 =: S0

å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ñ èçêëþ÷èòåëíè äèâèçîðè E(βi) =
ki∐
s=1

Li,s

çà ki ∈ N è çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ r, êàêòî â (3.5). Òîãàâà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâà-

ëåíòíè:

(i) ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → f(X2) îò ñòåïåí d, êîåòî ñå

îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

f : E(βi) =

ki∐
s=1

Li,s −→ Li

îò ñòåïåí d íà íåïðèâîäèìè êðèâè Li ⊂ f(X2) çà âñè÷êè1 ≤ i ≤ r;
(ii) ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → ϕ(Y2) îò ñòåïåí d, êîåòî ñå

îãðàíè÷àâà äî íåðààçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

ϕ : βi(E(βi)) = {pi,s := βi(Li,s) | 1 ≤ s ≤ ki} −→ {qi}

îò ñòåïåí d íà òî÷êèòå qi ∈ ϕi−1(Si−1) çà âñè÷êè 1 ≤ i ≤ r.
Àêî ñà èçïúëíåíè òåçè åêâèâàëåíòíè óñëîâèÿ, òî ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíàòà

äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå (3.4) çà êîìïîçèöèÿòà

ρ1 = Bl1 . . .Blr : X1 := ϕ(X2)→ ϕ(Y2) =: Y1

íà ñâèâàíèÿ Bli íà Li çà âñè÷êè 1 ≤ i ≤ r. Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å f : X2 → f(X2)
è ϕ : Y2 → ϕ(Y2) ñà ñúâìåñòèìè ñ ρ2.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî êðàéíî íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå f : X2 → f(X2) (ñúîòâåòíî,
ϕ : Y2 → f(Y2) ) îò ñòåïåí d å ñúâìåñòèìî ñ êîìïîçèöèÿòà îò ñâèâàíèÿ ρ2 = β1 . . . βr

ñ èçêëþ÷èòåëíè äèâèçîðè E(βi) =
ki∐
s=1

Li,s, òî ki = d çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ r. Ñ äðóãè

äóìè, àêî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d å ñúãëàñóâàíî ñ ρ2, òî
f òðàíñôîðìèðà d ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè âúðõó X2 â åäíà ðàöèîíàëíà (−1)-êðèâà
âúðõó X1.
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Ñëåäñòâèå 3.9. Íåêà X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ è ρ2 :
X2 → Y2 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2.

Àêî f : X2 = (B/Γ2)′ → f(X2) =: X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å
ñúâìåñòèìî ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ2 → f(B/Γ2) îò
ñòåïåí d, òî

(i) ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ρ1f = ϕρ2, êàê-

òî â (3.4), òàêà ÷å ϕ : Y2 → ϕ(Y2) =: Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, à
ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâàðõíèíà

Y1;

(ii) ñúùåñòâóâà ðåøåòêà Γ1 íà U(1, 2), êîÿòî ñúäúðæà Γ2 êàòî ïîäãðóïà ñ èíäåêñ

[Γ1 : Γ2] = d è òàêàâà, ÷å X1 = (B/Γ1)′ å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ1;

(iii) ϕ ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2(D(2))→ ρ1(D(1)) îò ñòåïåí

d, êúäåòî D(j) := Xj \(B/Γj) ñà òîðîèäàëíèòå êîìïàêòèôèöèðàùè äèâèçîðè íà B/Γj
çà 1 ≤ j ≤ 2.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 3.8.

Çà äà äîêàæåì (ii) äà çàáåëåæèì, ÷å êîìïîçèöèÿòà fζ2 : B→ f(B/Γ2) íà îðáèòàë-
íîòî óíèâåðñàëíî ïîêðèòèå ζ2 : B→ B/Γ2 ñ íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå

f : B/Γ2 −→ f(B/Γ2)

å ïîêðèòèå íà Ãàëîà, çàùîòî òðèâèàëíàòà ãðóïà πorb
1 (B) = {1} å íîðìàëíà ïîäãðóïà íà

Γ1 := πorb
1 (f(B/Γ2)). Îùå ïîâå÷å, îðáèòàëíàòà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà πorb

1 (B/Γ2) = Γ2

å ïîäãðóïà íà Γ1 ñ èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d è f(B/Γ2) = B/Γ1. Ñúãëàñíî Ëåìà 3.1 (i),
f : X2 → X1 ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : D(2) = X2 \ (B/Γ2) −→ D(1) := X1 \ (B/Γ1)

îò ñòåïåí d. Òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D(2) íà B/Γ2 ñå ñúñòîè îò
íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êðèâè. Ïðèëàãàéêè Ëåìà 3.2 (i) ïî-
ëó÷àâàìå, ÷å D(1) ñå ñúñòîè ñúùî îò íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè
êðèâè è X1 = (B/Γ1)′ å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà B/Γ1. Ñúãëàñíî Lemma 3.4
(ii) òîâà å äîñòàòú÷íî, çà äà ïîëó÷èì, ÷å ϕ : Y2 → Y1 ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå ϕ : ρ2(D(2))→ ρ1(D(1)) îò ñòåïåí d.

Ñëåäñòâèå 3.10. Íåêà X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðî-
èäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D(2) := X2 \ (B/Γ2) è ρ2 : X2 → Y2 å êîìïîçèöèÿ

îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2. Àêî ϕ : Y2 → ϕ(Y2) å

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúãëàñóâàíî ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2(D(2))→ ϕρ2(D(2)) îò ñòåïåí d òî:

(i) ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå ρ1f = ϕρ2, êú-

äåòî f : X2 → f(X2) =: X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, à ρ1 : X1 → Y1 å

êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y1;
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(ii) ñúùåñòâóâà ðåøåòêà Γ1 íà ãðóïàòà U(1, 2), ñúäúðæàùà Γ2 êàòî ïîäãðóïà ñ

èíäåêñ [Γ1 : Γ2] = d è òàêàâà, ÷å X1 = (B/Γ1)′ å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà

B/Γ1;

(iii) f ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ2 → B/Γ1 îò ñòåïåí d.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Ëåìà 3.8 äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå (i). Ñúãëàñíî Ëåìà 3.4 (ii),f ñå
îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : D(2) → f(D(2)) îò ñòåïåí d. Òîãàâà îò Ëåìà
3.1 (i) ñëåäâà, ÷å f : X2 \ D(2) = B/Γ2 → X1 \ f(D(2)) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò
ñòåïåí d. Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå 3.9 (ii) óñòàíîâÿâà, ÷å òîâà å äîñòàòú÷íî çà
ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåòêà Γ1 íà U(1, 2), êîÿòî ñúäúðæà Γ2 êàòî ïîäãðóïà ñ èíäåêñ
[Γ1 : Γ2] = d è çà êîÿòî X1\f(D(2)) = B/Γ1. Îòòóê ñëåäâà (iii). Ïî ïðåäïîëîæåíèå, D

(2)

ñå ñúñòîè îò íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè. Ñëåäîâàòåëíî è
f(D(2)) ñå ñúñòîè îò íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè è X1 =
(B/Γ1)

∐
f(D(2)) å òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íàB/Γ1.

Äà äîïóñíåì, ÷å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ òîðîèäàëåí
êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîðD := X\(B/Γ) äîïóñêà ñâèâàíå β : X → Y íà n ∈ N ãëàäêè
íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè, êîåòî íè äîâåæäà äî ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y
è ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà
äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ : β(D) → ϕβ(D) è ϕ : β(E(β)) → ϕβ(E(β)) îò ñòåïåí d
âúðõó îáðàçèòå íà òîðîèäàëíèÿ êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð è èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð
íà ñâèâàíåòî. Òîãàâà îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà ϕ(Y ) å

e(ϕ(Y )) =
e(Y )

d
∈ Z

è ìîùíîñòòà íà ϕβ(E(β)) å

|ϕβ(E(β))| = |β(E(β))|
d

=
n

d
∈ N.

Çàòîâà d ∈ N äåëè e(Y ) è n = |β(E(β))| ∈ N, à îòòàì è íàé-ãîëåìèÿ îáù äåëèòåë
GCD(|β(E(β))| , e(Y )).

Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å ñúâìåñòèìîñòòà íà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y )
ñúñ ñâèâàíå β : X → Y íà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè å åêâèâà-
ëåíòíî íà ϕ−1(ϕβ(E(β)) = β(E(β)) è ìîæå äà ñå ïðîñëåäè âúðõó Y . Êîãàòî, îáà÷å,
ρ = β1 . . . βr : X → Y å êîìïîçèöèÿ íà ïîíå äâå ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè, ò.å. àêî r ≥ 2,
ñúãëàñóâàíîñòòà íà íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d ñ êîìïîçèöè-
ÿòà ρ íå ìîæå äà ñå ïðîâåðè ñàìî âúðõó ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà Y . Ïî-òî÷íî, àêî
S0 := Y , T0 := ϕ(Y ), òîãàâà â îçíà÷åíèÿòà íà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (3.3), íåðàç-
êëîíåíîòî ïîêðèòèå ϕ1 : S1 → T1 îò ñòåïåí d ìîæå äà ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå ϕ1 : β2(E(β2))→ ϕ1β2(E(β2)) îò ñòåïåí d, íî íå âèíàãè ϕ0 := ϕ ñå îãðàíè÷à-
âà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : β1β2(E(β2))→ ϕβ1β2(E(β2)) îò ñòåïåí d. Íàïðèìåð,
àêî íÿêîÿ íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà L1,j íà E(β1) ïðåñè÷à β2(E(β2)) â ïîíå äâå òî÷êè,
òî |β1β2(E(β2))| < d è ϕ : β1β2(E(β2))→ ϕβ1β2(E(β2)) å îò ñòåïåí ïî-ìàëêà îò d.
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3.3 Íàñèòåíè è ïðèìèòèâíè ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàê-

òèôèêàöèè ñ íåïîëîæèòåëíà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà

Îïðåäåëåíèå 3.11. Íåêà X = (B/Γ)′ è X0 = (B/Γ0)′ ñà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîì-

ïàêòèôèêàöèè íà ôàêòîðè íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêè Γ,Γ0 íà

U(1, 2). Ùå êàçâàìå, ÷å X äîìèíèðà X0 è ùå ïèøåì X � X0 èëè X0 � X, àêî Γ0

å íåòîðçèîííà ðåøåòêà, Γ å ïîäãðóïà íà Γ0 îò êðàåí èíäåêñ d := [Γ0 : Γ] < ∞ è

íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå f : B/Γ→ B/Γ0 ñå ïðîäúëæàâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå

f : X = (B/Γ)′ −→ (B/Γ0)′ = X0

îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúâìåñòèìî ñ ïîíå åäíà êðàéíà ðåäèöà

ρ : X = (B/Γ)′ −→ Y

îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ãëàäêà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′ ñå íàðè÷à
íàñèòåíà, àêî íå ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåío ïîêðèòèe

f : X2 = (B/Γ2)′ −→ (B/Γ1)′ = X1

îò ñòåïåí d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ2 → B/Γ1 îò

ñòåïåí d.

Ñëåäñòâèå 3.13. Ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′ å íàñèòåíà

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî åäèí, à îò òàì è âñåêè íåèí ìèíèìàëåí ìîäåë Y1 å

åäíîñâúðçàí.

Îïðåäåëåíèå 3.14. Ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñå íàðè÷à

ïðèìèòèâíà, àêî íå ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X → f(X) îò ñòåïåí

d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ→ f(B/Γ) îò ñòåïåí d
è å ñúãëàñóâàíî ñ êîìïîçèöèÿ ρ : X → Y îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà

ïîâúðõíèíà Y .

Êîìáèíèðàéêè Ñëåäñòâèå 3.9 è ñëåäñòâèå 3.10, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 3.15. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîè-

äàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ). Â òàêúâ ñëó÷àé, X å ïðèìèòèâíà

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íå ñúùåñòâóâà íåèí ìèíèìàëåí ìîäåë Y , êîéòî ñå ïî-
ëó÷àâà ÷ðåç ïîðåäèöà ρ : X → Y îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè è äîïóñêà íåðàçêëîíåíî

ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d > 1, êîåòî å ñúâìåñòèìî ñ ρ è ñå îãðàíè÷àâà äî

íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ(D)→ ϕρ(D) îò ñòåïåí d.

ßñíî å, ÷å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ å íàñèòåíà, òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî e ìàêñèìàëíà îòíîñíî ÷àñòè÷íàòà íàðåäáà �. Àíàëîãè÷íî, X å
ïðèìèòèâíà òî÷íî êîãàòî å ìèíèìàëíà îòíîñíî �.
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Òâúðäåíèå 3.16. Ïðîèçâîëåí ìèíèìàëåí ìîäåë Y íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàê-

òèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) = −∞ å ðàöèîíàëíà èëè

ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B.
Àêî X = (B/Γ)′ ∈ S å ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà, òî X å åäíîâðåìåííî íàñèòåíà è

ïðèìèòèâíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ.

Íå ñúùåñòâóâà íàñèòåíà ãëàäêà X = (B/Γ)′, ÷èéòî ìèíèìàëåí ìîäåë å ëèíåé÷à-

òà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ρ : X = (B/Γ)′ → Y å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè
êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(Y ) = −∞. Òîãàâà Y =
P2(C) å êîìïëåêñíàòà ïðîåêòèâíà ðàâíèíà èëè r : Y → B å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà ñ
áàçà B îò ðîä g ∈ Z≥0. Òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð

D := X \ (B/Γ) =
k∐
j=1

Dj

ñå ñúñòîè îò íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè Dj . Àêî g ≥ 2,
òîãàâà îáðàçèòå íà ìîðôèçìèòå πρ : Dj → B ìîãàò äà ñà ñàìî òî÷êè pj := πρ(Dj) ∈ B,
çàùîòî åëèïòè÷íà êðèâà íå ìîæå äà ïîêðèâà êðèâà îò ïî-ãîëÿì ðîä. Â ðåçóëòàò,
ρ(Dj) ⊆ r−1(pj) çà 1 ≤ j ≤ k. Èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð L of ρ : X → Y èìà êðàåí

îáðàç ρ(L) = {q1, . . . , qs} è ρ(L) ⊆
s∐
i=1

r−1(π(qi)). Ñëåäîâàòåëíî

Y ′ := Y \

[
s∐
i=1

r−1(r(qi))

]
⊆ Y \ ρ(L) ≡ X \ L

è ρ äåéñòâà òúæäåñòâåíî âúðõó âúðõó Y ′. Îñâåí òîâà,

Y ′′ := Y ′ \

 k∐
j=1

r−1(pj)

 = Y \

( s∐
i=1

r−1(r(qi))

)∐ k∐
j=1

r−1(pj)

 ⊆ B/Γ.
Â ðåçóëòàò, Y ′′ ñúäúðæà ïîíå åäèí ñëîé r−1(b) ' P1(C), b ∈ B íà ðàçñëîåíèåòî r :
Y → B, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà Êîáàÿøè-õèïåðáîëè÷íîñòòà íà B/Γ. Òîâà å äîñòàòú÷íî
çà äà ïîëó÷èì, ÷å ìèíèìàëíèÿò ìîäåë Y íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) = −∞ å áèðàöèîíàëåí íà ïðîåêòèâíàòà
ðàâíèíà P2(C) èëè íà ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà
B.

Ïðîèçâîëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ ðàöèîíàëåí ìèíèìàëåí ìîäåë Y èìà
ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X) = π1(Y ) = π1(P2(C)) = {e}. Çàòîâà íå ñúùåñòâóâà êðàé-
íî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå Y1 → Y îò ñòåïåí d > 1, a îò òàì è äðóãà òîðîèäàëíà
êîìïàêòèôèêàèöÿ X1, êîÿòî äà áúäå ïîêðèòèå íà X. Òîâà äîêàçâà, ÷å ãëàäêèòå òî-
ðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X, áèðàöèîíàëíè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà ñà íàñèòåíè.
Äà äîïóñíåì, ÷å f : X = (B/Γ)′ → X0 = (B/Γ0)′ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòå-
ïåí d > 1, êîåòî å ñúâìåñòèìî ñ êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ρ : X → Y
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êúì ìèíèìàëíà ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà Y è ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðè-
òèå f : B/Γ → B/Γ0 îò ñòåïåí d. Ðàçìåðíîñòòà íà Êîäàèðà å èíâàðèàíòíà îòíîñíî
êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ, òàêà ÷å κ(X0) = κ(X) = −∞. Ïîâúðõíèíàòà X0 íå
å åäíîñâúðçàíà, à îòòàì è íå å ðàöèîíàëíà. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êîìïîçèöèÿ
ρ0 : X0 → Y0 îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè âúðõó ëèíåé÷àòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà
r0 : Y0 → B0 ñ åëèïòè÷íà áàçà B0. Ñþðåêòèâíèÿò ìîðôèçúì ρ0f : X = (B/Γ)′ → Y0

èíäóöèðà âëàãàíå (ρ0f)∗ : H0,1(Y0) → H0,1(X). Îò åäíà ñòðàíà, ëèíåé÷àòàòà ïîâúð-
õíèíà Y0 èìà èðåãóëÿðíîñò h0,1(Y0) := dimCH

0,1(Y0) = 1, ðàâíà íà ðîäà íà ñâîÿòà
áàçà. Îò äðóãà ñòðàíà, ðàöèîíàëíàòà ïîâúðõíèíà X èìà àíóëèðàùà ñå èðåãóëÿðíîñò
h0,1(X) := dimCH

0,1(X) = 0. Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà ñúùåñòâóâàíåòî íà êðàéíî íåðàç-
êëîíåíî ïîêðèòèå f : X → X0 îò ñòåïåí d > 1 è äîêàçâà, ÷å âñÿêà ãëàäêà òîðîèäàëíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ ðàöèîíàëåí ìèíèìàëåí ìîäåë å ïðèìèòèâíà.

Íåêà ñåãà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ ìèíèìàëåí ìîäåë
Y , êîéòî å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B. Òîãàâà Y å áè-
ðàöèîíàëíî íà P1(C) × B. Ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà å áèðàöèîíàëåí èíâàðèàíò, òàêà
÷å π1(X) ' π1(Y ) ' π1(B) ' (Z2,+). Â ÷àñòíîñò, Y íå å åäíîñâúðçàíà. Ñúãëàñíî
Ñëåäñòâèå 3.13, X íå ìîæå äà áúäå íàñèòåíà.

Òâúðäèì, ÷å çà ïðîèçâîëíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ∈ S
ñúùåñòâóâà ïðèìèòèâíàX0 = (B/Γ0)′ ∈ S ñX � X0. Â Òâúðäåíèå 3.16 óñòàíîâèõìå, ÷å
ìèíèìàëíèÿò ìîäåë Y íàX íå ìîæå äà å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà ñ áàçà Cg îò ðîä g ≥ 2.
Ñëåäîâàòåëíî Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà e(Y ) ∈ Z≥0 íà Y å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñ-
ëî, ñúãëàñíî êëàñèôèêàöèÿòà íà Åíðèêåñ-Êîäàèðà íà ìèíèìàëíèòå ãëàäêè ïðîåêòèâ-
íè ïîâúðõíèíè. Òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ X ñå ïîëó÷àâà îò Y ÷ðåç ðàçäóâàíèÿ
íà s ∈ Z≥0 òî÷êè, òàêà ÷å Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà e(X) = e(Y ) + s ≥ e(Y ) ≥ 0
íà X å íåîòðèöàòåëío öÿëî ÷èñëî. Àêî X � X0 è ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
X → X0 îò ñòåïåí d ∈ N, òî e(X0) = e(X)

d ≤ e(X). Âñÿêà íåðàñòÿùà ðåäèöà îò íå-
îòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà ñå ñòàáèëèçèðà ñëåä êðàåí áðîé ñòúïêè. Çàòîâà ïðîèçâîëíà
ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ∈ Σ äîìèíèðà ïîíå åäíà ïðèìèòèâ-
íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X0 ∈ S.

Îò ãîðåñïîìåíàòèòå ðàçãëåæäàíè ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ X ∈ S ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé X1, . . . , Xm ∈ S ñ Xi � X çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ m.
Çàòîâà ÷àñòè÷íàòà íàðåäáà � âúðõó ìíîæåñòâîòî S å àðòèíîâà, ò.å. ïðîèçâîëíî ïîä-
ìíîæåñòâî So ⊆ S èìà (ïîíå åäèí) ìèíèìàëåí åëåìåíò Xo = (B/Γo)′ ∈ So. Ìèíè-
ìàëíèòå åëåìåíòè Xo ∈ So íå ñà íåïðåìåííî ïðèìèòèâíè, çàùîòî Xo ìîæå äà íå å
ìèíèìàëíà â S.

Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ïðè êîåòî X = (B/Γ)′ ∈ S ñå äîìèíèðà îò íà-
ñèòåíà X0 = (B/Γ)′ ∈ S å êðàéíîñòòà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(X) íà X. Çà äà
îáÿíèì òîâà äà íàïîìíèì, ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà íà ãëàäêà ïîâúðõíèíà å áèðàöè-
îíàëåí èíâàðèàíò. Êîìáèíèðàéêè Îïðåäåëåíèå 3.11 ñúñ Ñëåäñòâèå 3.5 ïîëó÷àâàìå, ÷å
(B/Γ0)′ = X0 � X = (B/Γ)′ å â ñèëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà êðàéíî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y0 → Y íà ìèíèìàëåí ìîäåë Y íàX ÷ðåç ìèíèìàëåí ìîäåë
Y0 íà X0. Ïî Ñëåäñòâèå 3.13, X0 = (B/Γ0)′ ∈ S å íàñèòåíà òî÷íî êîãàòî π1(Y0) = {e}.
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Îòòóê, çà X = (B/Γ)′ ∈ S ñúùåñòâóâà íàñèòåíà X0 = (B/Γ0)′ ∈ S ñ X0 � X òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî óíèâåðñàëíîòî ïîêðèòèå uY : Ỹ → Y íà Y å êðàéíî. Òîâà å
åêâèâàëåíòíî íà êðàéíîñòòà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) = π1(X).

Ïî êëàñèôèêàöèÿòà íà Åíðèêåñ-Êîäàèðà, ñúùåñòâóâàò ÷åòèðè òèïà ìèíèìàëíè
ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè Y ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(Y ) = 0. Òîâà ñà àáå-
ëåâèòå è áè-åëèïòè÷íèòå ñ óíèâåðñàëíî ïîêðèòèå C2, êàêòî è K3 ïîâúðõíèíèòå è
ïîâúðõíèíèòå íà Åíðèêåñ ñ K3 óíèâåðñàëíî ïîêðèòèå. Àêî ϕ : Y2 → Y1 å êðàé-
íî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå íà ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè, òî ðàçìåðíîñòèòå íà
Êîäàèðà κ(Y1) = κ(Y2) è óíèâåðñàëíèòå ïîêðèâàùè Ỹ1 = Ỹ2 ñúâïàäàò. Íåêà Y2 å
ãëàäêà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà ñ äåéñòâèå íà èíâîëþöèÿ go : Y2 → Y2 áåç ôèêñè-
ðàíè òî÷êè, à β : X2 → Y2 e ðàçäóâàíåòî íà Y2 âúâ äâåòå òî÷êè îò íÿêîÿ 〈go〉-
îðáèòà {p1,1, p1,2 = go(p1,1)} ⊂ Y2. Ïî îïðåäåëåíèåòî çà ðàçäóâàíå, go èíäóöèðà èí-
âîëþöèÿ g1 : X2 → X2 íà X2 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, îòíîñíî êîÿòî èçêëþ÷èòåë-
íèÿò äèâèçîð E(β) = L1,1

∐
L1,2, L1,i := β−1(p1,i) íà β å èíâàðèàíòåí è ñúùåñòâó-

âà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå (3.4) ñ 〈go〉-ïîêðèòèå íà Ãàëîà
ϕ : Y2 → Y1, 〈g1〉-ïîêðèòèå íà Ãàëîà f : X2 → X1 è ðàçäóâàíå Bl : X1 → Y1 íà
Y1 â {q1} = ϕ({p1,1, p1,2}). Äà äîïóñíåì, ÷å ρ2 = β1 . . . βr : Sr := X2 → Y2 =: S0 å
êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ñ èçêëþ÷èòåëíè äèâèçîðè E(βi) = Li,1

∐
Li,2,

à go : S0 → S0 å èíâîëþöèÿ áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Ñ ðàñòÿùà èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà
ñâèâàíèÿòà r, àêî gr−1 : Sr−1 → Sr−1 e èíâîëþöèÿ áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, çàïàçâà-
ùà βr(E(βr)) = {pi,r, pi,r}, òî ñúùåñòâóâà èíâîëþöèÿ gr : Sr → Sr áåç ôèêñèðàíè
òî÷êè, çàïàçâàùà E(βr) = Lr,1

∐
Lr,2. Ïî òîçè íà÷èí, àêî èíâîëþöèÿ g0 : S0 → S0

áåç ôèêñèðàíè òî÷êè èíäóöèðà èçîìîðôèçìè Li,1 → Li,2 çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ r, òî ñú-
ùåñòâóâà èíâîëþöèÿ gr : Sr → Sr áåç ôèêñèðàíè òî÷êè è êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà
ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå (3.4) ñ 〈go〉-ïîêðèòèå íà Ãàëîà ϕ : Y2 → Y1, 〈gr〉-ïîêðèòèå
íà Ãàëîà f : X2 → X1 è êîìïîçèöèÿ ρ1 = Bl1 . . .Blr : X1 → Y1 îò ñâèâàíèÿ íà
E(βi)/〈gi〉 = Li ' P1(C). Àêî go : S0 → S0 èíäóöèðà èçîìîðôíèçìè Li,1 → Li,2 íà
íåïðèâîäèìèòå êîìïîíåíòè E(βi) = Li,1

∐
Li,2 çà âñÿêî i ∈ {1, . . . , r}, êàçâàìå ÷å go å

ñúâìåñòèìà ñ ρ2 = β1 . . . βr.

Òâúðäåíèå 3.17. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ, D :=
X \ (B/Γ) å íåéíèÿò òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð è ρ = β1 . . . βr : X → Y
êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì K3 ïîâúðõíèíà Y . Òîãàâà:

(i) X å íàñèòåíà êîìïàêòèôèêàöèÿ;

(ii) X å íåïðèìèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà èíâîëþöèÿ

go : Y → Y áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, êîÿòî å ñúâìåñòèìà ñ ρ è çàïàçâà ρ(D);
(iii) Àêî X å íåïðèìèòèâíà, òî ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà ðàçñëîåíî

ïðîèçâåäåíèå

X Y

X0 Y0

?

f

-ρ

?

ϕ

-ρ0

ñ ïðèìèòèâíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X0 = (B/Γ0)′, êîìïîçèöèÿ îò
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ñâèâàíèÿ ρ0 : X0 → Y0 íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà íà Åíðèêåñ Y0 è

íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : X → X0, ϕ : Y → Y0 îò ñòåïåí 2.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) ñå ïîëó÷àâà îò π1(Y ) = {1} è Ñëåäñòâèå 3.13.
(ii) è (iii) ñëåäâàò îò Ñëåäñòâèå 3.15 è îò ôàêòà, ÷å ìèíèìàëíà ïðîåêòèâíà ïîâúð-

õíèíà Y0 èìà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → Y0 ÷ðåç K3 ïîâúðõíèíà Y òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y0 å ôàêòîð íà Y ïî äåéñòâèåòî íà èíâîëþöèÿ go : Y → Y áåç
ôèêñèðàíè òî÷êè. Òàêèâà Y0 = Y/〈go〉 ñå íàðè÷àò ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè íà Åíðèêåñ.
Òå íÿìàò íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ0 : Y0 → ϕ0(Y0) îò ñòåïåí > 1.

Òâúðäåíèå 3.18. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ è

ρ : β1 . . . βr : X → Y å êîìïîçèöèÿ îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúð-

õíèíà íà Åíðèêåñ Y . Òîãàâà:
(i) X å ïðèìèòèâíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ;

(ii) X íå å íàñèòåíà;

(iii) ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X1 = (B/Γ1)′ → (B/Γ)′ = X îò ñòåïåí

2 ÷ðåç íàñèòåíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′ ñ K3 ìèíèìàëåí
ìîäåë Y1.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) ñå äúëæè íà ëèïñàòà íà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ : Y → ϕ(Y ) îò
ñòåïåí d > 1.

(ii) ñëåäâà îò òîâà, ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà íà Y å π1(Y ) = (Z2,+) 6= {1}.
(iii) å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò ôàêòà, ÷å ïîâúðõíèíèòå íà Åíðèêåñ ñà ôàêòîðè

íà K3 ïîâúðõíèíè ïî ãðóïà îò ðåä 2 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè.

ÍåêàX = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ àáåëåâ èëè áè-åëèïòè÷åí
ìèíèìàëåí ìîäåë Y . Ñïîðåä òåîðåìà 1.3 îò [19] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð , X ìîæå äà
ñå ïîëó÷è îò Y ÷ðåç åäíî ðàçäóâàíå β : X → Y íà n ∈ N òî÷êè p1, . . . , pn ∈ Y .

Òâúðäåíèå 3.19. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñúñ ñâè-

âàíå β : X → Y íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y , E(β) =
n∐
i=1

Li å èç-

êëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð íà β è D := X \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù

äèâèçîð íà B/Γ. Òîãàâà:
(i) β èçîáðàçÿâà E(β) âúðõó ìíîæåñòâîòî β(E(β)) = β(D)sing íà îñîáåíèòå òî÷-

êè íà äèâèçîðà β(D) ⊂ Y ;
(ii) X å íåïðèìèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî

ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî

ïîêðèòèå ϕ : β(D)→ ϕβ(D) îò ñòåïåí d;
(iii) ñúùåñòâóâà èçîìîðôèçúì

Φ : Aut(Y, β(D)) −→ Aut(X,D)

íà îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè Aut(Y, β(D)) = Aut(Y, β(D), β(D)sing)
âúðõó îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè Aut(X,D) = Aut(X,D,E(β));
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(iv) go ∈ Aut(Y, β(D)) äåéñòâà áåç ôèêñèðàíè òî÷êè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
g = Φ(go) ∈ Aut(X,D) äåéñòâà áåç ôèêñèðàíè òî÷êè.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Íåêà íåïðèâîäèìèòå êîìïîíåíòè íà D =
k∐
j=1

Dj ñà Dj . Òîãàâà

îñîáåíèòå òî÷êè íà β(D) îáðàçóâàò ìíîæåñòâîòî

β(D)sing =
[
∪kj=1β(Dj)

sing
]
∪ [∪1≤i<j≤kβ(Di) ∩ β(Dj)] .

Òúé êàòî Dj ñà íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè, β(D)sing ⊆

β(E(β)). Îáðàòíî, âñÿêà (−1)-êðèâà Li âúðõó X = (B/Γ)′ ïðåñè÷à D =
k∐
j=1

Dj â ïîíå

òðè òî÷êè, çàðàäè Êîáàÿøè-õèïåðáîëè÷íîñòòà íà B/Γ. Âñúùíîñò, |Li ∩D| ≥ 4 ñïîðåä
Òåîðåìà 1.1 (2) îò [19] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð . Ñëåäîâàòåëíî, êðàòíîñòòà íà òî÷êàòà
β(Li) = pi îòíîñíî êðèâàòà β(D) å ≥ 4 è pi ∈ β(D)sing. Ñ òîâà ïîêàçàõìå äâåòå
âêëþ÷âàíèÿ, îò êîèòî ñëåäâà ïúðâîòî òâúðäåíèå β(E(β)) = β(D)sing.

(ii) Îò Ñëåäñòâèå 3.15 è ïúðâàòà ÷àñò íà òîâà òâúðäåíèå, X = (B/Γ)′ å íåïðèìè-
òèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y )
îò ñòåïåí d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ : β(D) → ϕβ(D)
and ϕ : β(D)sing → ϕβ(D)sing îò ñòåïåí d. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîëíî íå-
ðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : β(D)→ ϕβ(D) îò ñòåïåí d å ëîêàëåí áèõîëîìîðôèçúì, òàêà
÷å çàïàçâà êðàòíîñòèòèå íà òî÷êèòå îòíîñíî β(D) è ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå ϕ : β(D)sing → β(D)sing îò ñòåïåí d, çàùîòî β(D)sing ñå ñúñòîè îò òî÷êèòå íà
β(D) ñ êðàòíîñò ≥ 2.

(iii) Àêî õîëîìîðôåí àâòîìîðôèçúì go : Y → Y ñå îãðàíè÷àâà äî õîëîìîðôåí
àâòîìîðôèçúì go : β(D)→ β(D), òî go çàïàçâà êðàòíîñòèòå íà òî÷êèòå îòíîñíî β(D)
è β(D)sing å 〈go〉-èíâàðèàíòíî. Îòòóê Aut(Y, β(D)) ≤ Aut(Y, β(D), β(D)sing) è

Aut(Y, β(D)) = Aut(Y, β(D), β(D)sing),

òúé êàòî îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå å ïî îïðåäåëåíèå.
Çà äà äîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà èçîìîðôèçúì íà ãðóïè

Φ : Aut(Y, β(D), β(D)sing) −→ Aut(X,D,E(β)),

äà èçáåðåì go ∈ Aut(Y, β(D), β(D)sing). Òîãàâà Φ(go)|X\E(β) := go|Y \β(D)sing äåéñòâà

âúðõó X \E(β) = Y \β(E(β)) = Y \β(D)sing. Ïî îïðåäåëåíèåòî çà ðàçäóâàíå íà òî÷êà,
áèåêöèÿòà go : β(D)sing → β(D)sing ñ go(β(L1,i)) = β(L1,j) èíäóöèðà èçîìîðôèçìè
Φ(go) : L1,i → L1,j è çàäàâà åëåìåíò Φ(go) ∈ Aut(X,E(β)).

Ñúãëàñíî

Φ(go)(D \ E(β)) = go(β(D) \ β(D)sing) = β(D) \ β(D)sing = D \ E(β)

ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å Φ(go) òðàíñôîðìèðà Çàðèñêè çàòâîðåíàòà îáâèâêà D íà D\E(β)
âúðõó ñåáå ñè è Φ(go) ∈ Aut(D).



3.3. Íàñèòåíè è ïðèìèòèâíè (B/Γ)′ ñ κ(B/Γ)′ ≤ 0 107

Ñúîòâåòñòâèåòî Φ å õîìîìîðôèçúì íà ãðóïè, çàùîòî go è Φ(go) ñúâïàäàò âúðõó
Çàðèñêè îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà Y , ñúîòâåòíî, X. Çà äà äîêàæåì áèåêòèâíîñòòà Φ,
äà çàáåëåæèì, ÷å Y \ β(D)sing = X \E(β). Çà ïðîèçâîëíî g ∈ Aut(X,D,E(β)) îïðåäå-
ëÿìå Φ−1(g)|Y \β(D)sing := g|X\E(β). Èçîìîðôèçìúò g : E(β)→ E(β) íà èçêëþ÷èòåëíèÿ

äèâèçîð E(β) íà β èíäóöèðà ïåðìóòàöèÿ Φ−1(g) : β(D)sing → β(D)sing íà êðàéíî-
òî ìíîæåñòâî β(D)sing è çàäàâà àâòîìîðôèçúì Φ−1(g) ∈ Aut(Y, β(D)sing). Âçåìàéêè
ïðåäâèä

Φ−1(g)(β(D) \ β(D)sing) = g(D \ E(β)) = D \ E(β) = β(D) \ β(D)sing,

ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å Φ−1(g) ∈ Aut(β(D)) å àâòîìîðôèçúì íà Çàðèñêè çàòâîðåíàòà
îáâèâêà β(D) íà β(D) \β(D)sing = β(D)smooth. Äà çàáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîëåí àâòîìîð-
ôèçúì g ∈ Aut(X,D) äåéñòâà âúðõó ìíîæåñòâîòî íà ãëàäêèòå íåïðèâîäèìè ðàöèî-
íàëíè êðèâè âúðõó X. Îùå ïîâå÷å, g çàïàçâà èíäåêñà íà ñàìîïðåñè÷àíå íà òàêàâà

êðèâà è 〈g〉 äåéñòâà âúõðó ìíîæåñòâîòî E(β) =
n∐
i=1

Li íà (−1)-êðèâèòå âúðõó X. Òàêà,

g ∈ Aut(X,D,E(β)) è Aut(X,D) ≤ Aut(X,D,E(β)), îòêúäåòî

Aut(X,D,E(β)) = Aut(X,D).

(iv) Àêî g ∈ Aut(X,D) äåéñòâà âúðõó X áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, òî äåéñòâèåòî
íà go := Φ−1(g) ∈ Aut(Y, β(D)) ñå îãðàíè÷àâà äî äåéñòâèå go|Y \β(E(β)) = g|X\E(β)

áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Îò ïðåäïîëîæåíèåòî go(pi) = pi = Bl(Li) çà íÿêîå 1 ≤ i ≤
n ñëåäâà, ÷å g ñå îãðàíè÷àâà äî èçîìîðôèçúì g : Li → Li. Âñåêè áèõîëîìîôèçúì
g ∈ Aut(Li) = Aut(P1(C)) = PGL(2,C) íà ïðîåêòèâíàòà ïðàâà Li = P1(C) å äðîáíî-
ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ è èìà äâå ôèêñèðàíè òî÷êè, áðîåíè ñ òåõíèòå êðàòíîñòè.
Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà ëèïñàòà íà ôèêñèðàíè òî÷êè íà g âúðõóX è èçèñêâà ñúîòâåòíèÿò
àâòîìîðôèçúì go = Φ−1(g) ∈ Aut(Y, β(D)) äà íÿìà ôèêñèðàíè òî÷êè âúðõó Y .

Îáðàòíî, àêî go ∈ Aut(Y, β(D)) íÿìà ôèêñèðàíè òî÷êè âúðõó Y è g := Φ(go), òî
îãðàíè÷åíèåòî g|X\E(β) = go|Y \β(β) íÿìà ôèêñèðàíè òî÷êè. Àêî g(x) = x çà íÿêîå

x ∈ E(β) =
n∐
i=1

Li, òî x ∈ Li çà íÿêîå 1 ≤ i ≤ n è g(Li) = Li. Â ðåçóëòàò, go ôèêñèðà

pi = β(Li) ∈ Y , êîåòî å ïðîòèåîðå÷èå. Ïî òîçè íà÷èí, ïðîèçâîëåí àâòîìîðôèçúì go ∈
Aut(Y, β(D)) áåç ôèêñèðàíè òî÷êè îòãîâàðÿ íà g = Φ(go) ∈ Aut(X,D) áåç ôèêñèðàíè
òî÷êè.

Òâúðäåíèå 3.20. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðî-

èäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ) è ñâèâàíå β : X → Y íà n ∈ N
ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè êðèâè (−1)-êðèâè. Òîãàâà Aut(X,D) å êðàéíà ãðóïà.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Òâúðäåíèå 3.19 (iii), Aut(X,D) = Aut(X,D,E(β)). Âñÿêî g ∈

Aut(X,D) äåéñòâà âúðõó D =
k∐
j=1

Dj è èíäóöèðà ïåðìóòàöèÿ íà ãëàäêèòå åëèïòè÷íè

íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè D1, . . ., Dk íà D. Òàêà ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíå

Σ1 : Aut(X,D) −→ Sym(D1, . . . , Dk) = Sym(k),
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÷èéòî îáðàç å êðàéíà ãðóïà, â êà÷åñòâîòî ñè íà ïîäãðóïà íà Sym(k). Äîñòàòú÷íî å
äà äîêàæåì, ÷å ÿäðîòî ker(Σ1) å êðàéíà ãðóïà, çà äà ïîëó÷èì, ÷å Aut(X,D) å êðàé-
íà ãðóïà. Àíàëîãè÷íî, Aut(X,D) = Aut(X,D,E(β)) äåéñòâà âúðõó èçêëþ÷èòåëíèÿ

äèâèçîð E(β) =
n∐
i=1

Li íà β : X → Y âúçíèêâà ïðåäñòàâÿíå

Σ2 : Aut(X,D) −→ Sym(L1, . . . , Ln) = Sym(n).

Òúé êàòî Σ2(ker(Σ1)) ≤ Σ2(Aut(X,D)) ≤ Sym(n) å êðàéíà ãðóïà, äîñòàòú÷íî å äà
äîêàæåì, ÷å ñå÷åíèåòî

G := ker(Σ2) ∩ ker(Σ1)

å êðàéíà ãðóïà. Çà ïðîèçâîëíè i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , k} è g ∈ G, êðàéíîòî ìíîæå-
ñòâî Li∩Dj å èíâàðèàíòíî, ñúãëàñíî g(Li∩Dj) ⊆ g(Li)∩g(Dj) = Li∩Dj . Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâàò ïðåäñòàâÿíèÿ

Σi,j : G −→ Sym(Li ∩Dj)

â ñèìåòðè÷íèòå ãðóïè íà êðàéíèòå ìíîæåñòâà Li ∩ Dj . Îáðàçèòå Σi,j(G) ñà êðàéíè
ãðóïè, à ÿäðàòà Ki,j := ker(Σi,j) ôèêñèðàò âñÿêà òî÷êà p ∈ Li ∩Dj è äåéñòâàò âúðõó
Dj . Èçâåñòíî å, ÷å àâòîìîðôèçìèòå Autp(Dj) íà åëèïòè÷íà êðèâà Dj , êîèòî ôèêñèðàò
òî÷êà p ∈ Dj , îáðàçóâàò öèêëè÷íà ãðóïà îò ðåä 2, 4 èëè 6. Ñëåäîâàòåëíî Ki,j ≤
Autp(D), G, ker(Σ1) è Aut(X,D) ñà êðàéíè ãðóïè.

Îïðåäåëåíèå 3.21. Ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñúñ ñâèâàíå
β : X → Y íà n ∈ N ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàë-

íà ïîâúðõíèíà Y å Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà, àêî ñúùåñòâóâà g ∈ Aut(X,D) \ {IdX} áåç
ôèêñèðàíè òî÷êè.

Âñÿêà Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà X = (B/Γ)′ å íåïðèìèòèâíà, çàùîòî êðàéíîòî ïîêðè-
òèå ζ : X → ζ(X) = X/〈g〉 íà Ãàëîà ñ ãðóïà 〈g〉 å íåðàçêëîíåíî è ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

ζ : B/Γ→ ζ(B/Γ) è ζ : E(β) =

n∐
i=1

Li → ζ(E(β))

îò ñúùàòà ñòåïåí.
Äà îòáåëåæèì, ÷å îò íàëè÷èåòî íà íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) ñëåä-

âà ñúâïàäåíèåòî Ỹ = ϕ̃(Y ) íà ñúîòâåòíèòå óíèâåðñàëíè ïîêðèòèÿ. Ôóíäàìåíòàëíàòà
ãðóïà π1(ϕ(Y )) íà ϕ(Y ) äåéñòâà âúðõó Ỹ ÷ðåç áèõîëîìîðôíè àâòîìîðôèçìè áåç ôèê-
ñèðàíè òî÷êè è ñúäúðæà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) íà Y êàòî ïîäãðóïà ñ èíäåêñ
[π1(ϕ(Y )) : π1(Y )] = d.

Òâúðäåíèå 3.22. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîè-
äàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X\(B/Γ), β : X → Y å ñâèâàíå íà n ∈ N ãëàäêè

íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-ïîâúðõíèíè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y è N(π1(Y ))
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å íîðìàëèçàòîðúò íà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) íà Y â ãðóïàòà Aut(Ỹ ) îò

áèõîëîìîðôèçìè íà óíèâåðñàëíîòî ïîêðèòèå Ỹ íà Y . Â òàêúâ ñëó÷àé, X å Ãàëîà-

íåïðèìèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåí äåëèòåë d > 1
íà GCD(

∣∣β(D)sing
∣∣ , e(Y )) ∈ N è íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d,

çà êîåòî π1(ϕ(Y )) ∩N(π1(Y ))  π1(Y ) è ϕ : β(D)→ ϕβ(D) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d.

Äîêàçàòåëñòâî. ÀêîX = (B/Γ)′ å Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà, òî ñúùåñòâóâà g ∈ Aut(X,D)\
{IdX} áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Òâúðäåíèå 3.19(iv) ïîêàçâà, ÷å g èíäóöèðà áèõîëîìîð-
ôèçúì go = Φ−1(g) ∈ Aut(Y, β(D)) \ {IdY } íà Y áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Åëåìåíòúò go
íà êðàéíàòà ãðóïà Aut(Y, β(D)) å îò êðàåí ðåä d ∈ N \ {1}, êîéòî å ðàâåí íà ñòå-
ïåíòà íåðàçêëîíåíèòå 〈go〉-ïîêðèòèÿ íà Ãàëîà ζ : Y → Y/〈go〉 è ζ : β(D) → ζβ(D).
Àâòîìîðôèçìúò go íà Y ñå ïîâäèãà äî àâòîìîðôèçúì σ ∈ Aut(Ỹ ) íà óíèâåðñàëíàòà
ïîêðèâàùà Ỹ íà Y , êîéòî íîðìàëèçèðà π1(Y ) è ïðèíàäëåæè íà

π1(ζ(Y )) = π1(Y/〈go〉) = π1

(
(Ỹ /π1(Y ))/〈σπ1(Y )〉

)
= π1

(
Ỹ /〈σ, π1(Y )〉

)
= 〈σ, π1(Y )〉.

Îáðàòíî, äà ïðåäïîëîæèì ÷å ϕ : Y → ϕ(Y ) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïå
d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : β(D) → ϕβ(D) îò ñòåïåí
d è ñúùåñòâóâà σ ∈ [π1(ϕ(Y )) ∩ N(π1(Y ))] \ π1(Y ). Òîãàâà go := σπ1(Y ) ∈ Aut(Y ) =
N(π1(Y ))/π1(Y ) å íåòúæäåñòâåí áèõîëîìîðôèçúì go : Y → Y . Ïîíåæå 〈σ, π1(Y )〉 å
ïîäãðóïà íà π1(ϕ(Y )), íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) ñå ïðîïóñêâà ïðåç
〈go〉-ïîêðèòèåòî íà Ãàëîà ζ : Y → Y/〈go〉 è íÿêàêâî ïîêðèòèå ϕo : Y/〈go〉 → ϕ(Y ),
çàòâàðÿùî êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

.

Y Y/〈go〉

ϕ(Y )

@
@

@
@R

ϕ

-ζ

?

ϕo (3.6)

Êðàéíèòå ïîêðèòèÿ ζ : Y → Y/〈go〉 è ϕo : Y/〈go〉 → ϕ(Y ) ñà íåðàçêëîíåíè, çàùîòî êîì-
ïîçèöèÿòà èì ϕ = ϕoζ : Y → ϕ(Y ) å íåðàçêëîíåíà Çàòîâà go íÿìà ôèêñèðàíè òî÷êè
âúðõó Y . Àêî β(D) ⊂ Y íå å 〈go〉-èíâàðèàíòíî, òî ñúùåñòâóâà îðáèòà Orb〈go〉(yo) ⊂ Y
íà òî÷êà yo ∈ β(D), êîÿòî ïðåñè÷à êàêòî β(D), òàêà è Y \ β(D). Ñëåäîâàòåëíî ζ :
β(D) → ζβ(D) èìà ñëîé ζ−1(ζ(yo)) ñ ìîùíîñò

∣∣ζ−1(ζ(yo))
∣∣ < deg(ζ) = |〈go〉| = ord(go)

è ζ : β(D)→ ζβ(D) å ðàçêëîíåíî. Â ðåçóëòàò, êîìïîçèöèÿòà ϕ = ϕoζ : β(D)→ ϕβ(D)
å ðàçêëîíåíà. Ïðîòèâîðå÷èåòî ïîêàçâà 〈go〉-èíâàðèàíòíîñòòà íà β(D). Ñúãëàñíî Òâúð-
äåíèå 3.19 (iv), àâòîìîðôèçìúò go ∈ Aut(Y, β(D)) \ {IdY } áåç ôèêñèðàíè òî÷êè ñúîò-
âåòñòâà íà àâòîìîðôèçúì g = Φ(go) ∈ Aut(X,D) \ {IdX} áåç ôèêñèðàíè òî÷êè è X å
Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà.
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Îïðåäåëåíèå 3.23. Íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) ÷ðåç ãëàäêà ïðîåêòèâíà
ïîâúðõíèíà Y èìà ïðîïóñêâàíå íà Ãàëîà, àêî ñúùåñòâóâàò go ∈ Aut(Y ) \ {IdY } è
ïîêðèòèå ϕo : Y/〈go〉 → ϕ(Y ), òàêà ÷å ϕ = ϕoζ ñå ïðîïóñêâà ïðåç 〈go〉-ïîêðèòèåòî
íà Ãàëîà ζ : Y → Y/〈go〉 è ïîêðèòèå ϕo ïî ïðîòåæåíèå íà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

(3.6).

Ñåãà Òâúðäåíèå 3.22 ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ñëåäñòâèå 3.24. Íåêà X = (B/Γ)′ íåïðèìèòèâíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôè-
êàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ), β : X → Y å ñâèâàíå

íà n ∈ N íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàë-

íà ïîâúðõíèíà Y è ϕ : Y → ϕ(Y ) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî ñå

îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : β(D) → ϕβ(D) îò ñòåïåí d. Â òàêúâ ñëó-

÷àé, X å Ãàëîà-íåïðèìèòèâíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ϕ äîïóñêà ïðîïóñêâàíå

íà Ãàëîà.

Ñëåäñòâèå 3.25. (i) Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ

àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë Y . Òîãàâà X íå å íàñèòåíà è X å íåïðèìèòèâíà òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî å Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà.

(ii) Àêî X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ áè-åëèïòè÷åí ìè-

íèìàëåí ìîäåë Y òî X íå å íàñèòåíà.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Âñÿêà àáåëåâà ïîâúðõíèíà èìà Y íåòðèâèàëíà ôóíäàìåíòàëíà
ãðóïà

π1(Y ) ' (Z4,+).

Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 3.13, òîâà å äîñòàòú÷íî çà äà çàêëþ÷èì, ÷å ãëàäêà òîðîèäàëíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë Y íå å íàñèòåíà.

Ïî Òåîðåìà 1.3 îò [19] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð, àêî ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôè-
êàöèÿ X = (B/Γ)′ èìà àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë Y , òî ñúùåñòâóâà ñâèâàíå β : X → Y
íà n ∈ N íåïðåñè÷àùè ñå, ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè âúðõó X êúì Y . Òàêà-
âà X å íåïðèìèòèâía òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà íåðàçêëîíåíî ïîêðè-
òèå ϕ : Y → ϕ(Y ) îò ñòåïåí d > 1, êîåòî ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
ϕ : β(D) → ϕβ(D) îò ñòåïåí d. Ïîíåæå Y è ϕ(Y ) èìàò åäíà è ñúùà óíèâåðñàëíà

ïîêðèâàùà ϕ̃(Y ) = Ỹ = C2 è åäíà è ñúùà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(ϕ(Y )) = κ(Y ) = 0,
ìèíèìàëíàòà ãëàäêà íåïðèâîäèìà ïðîåêòèâíà ïîâúðõíèíà ϕ(Y ) å àáåëåâà èëè áè-
åëèïòè÷íà.

Äà äîïóñíåì, ÷å îáðàçúò ϕ(Y ) íà ϕ å àáåëåâà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà íåéíàòà ôóíäà-
ìåíòàëíà ãðóïà π1(ϕ(Y )) ' (Z4,+) å àáåëåâà è π1(Y ) ' (Z4,+) å íîðìàëíà ïîäãðóïà
íà π1(ϕ(Y )). Â ðåçóëòàò, ϕ : Y → ϕ(Y ) å π1(ϕ(Y ))/π1(Y )-ïîêðèòèå íà Ãàëîà è Y e
Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å îáðàçúò ϕ(Y ) å áè-åëèïòè÷íà ïîâúðõíèíà. Ñúãëàñíî êëàñè-
ôèêàöèÿòà [2] íà Áàãíåðà è äå Ôðàí÷èñ íà êîìïëåêñíèòå áè-åëèïòè÷íè ïîâúðõíè-
íè, ñúùåñòâóâàò àáåëåâà ïîâúðõíèíà A è öèêëè÷íà ïîäãðóïà 〈g〉 ≤ Aut(A) îò ðåä
d ∈ {2, 3, 4, 6} ñ íåòðàíñëàöèîíåí ïîðàæäàù g ∈ Aut(A), òàêà ÷å ϕ(Y ) = A/〈g〉. Íå-
êà AffLin(C) := T (C2) o GL(2,C) å ãðóïàòà îò àôèííî ëèíåéíèòå òðàíñôîðìàöèè íà
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C2 = Ỹ = ϕ̃(Y ) = Ã è
L : AffLin(C2) −→ GL(2,C)

å ãðóïîâèÿò õîìîìîðôèçúì, ñúïîñòàâÿù íà ïðîèçâîëåí åëåìåíò σ ∈ AffLin(C2) íåãî-
âàòà ëèíåéíà ÷àñò L(σ) ∈ GL(2,C). Òîãàâà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà íà A å ìàêñèìàë-
íàòà òðàíñëàöèîííà ïîäãðóïà

π1(A) = π1(ϕ(Y )) ∩ ker(L)

íà π1(ϕ(Y )). Òðàíñëàöèîííàòà ïîäãðóïà π1(Y ) ≤ π1(ϕ(Y )) ∩ ker(L) íà π1(ϕ(Y )) ñå
ñúäúðæà â π1(A) è íåðàçêëîíåíîòî ïîêðèòèå ϕ : Y → ϕ(Y ) ñå ïðîïóñêâà ïðåç íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ1 : Y → A è ϕ2 : A→ ϕ(Y ), çàòâàðÿùè êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

Y A

ϕ(Y )

@
@
@R

ϕ

-ϕ1

?

ϕ2 .

Îò òîâà, ÷å ϕ1 : Y → A å π1(A)/π1(Y )-ïîêðèòèå íà Ãàëîà ñëåäâà, ÷å ϕ = ϕ2ϕ1 å
ïðîïóñêâàíå íà Ãàëîà íà ϕ çà π1(Y ) � π1(A). Â ñëó÷àÿ íà π1(Y ) = π1(A), ñúùåñò-
âóâà èçîìîðôèçúì Y ' C2/π1(Y ) ' C2/π1(A) = A è ϕ : Y ' A → ϕ(Y ) = A/〈g〉 å
〈g〉-ïîêðèòèå íà Ãàëîà. Â ÷àñòíîñò,X å Ãàëîà íåïðèìèòèâía. Ïî òîçè íà÷èí, ãëàäêà òî-
ðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë Y å íåïðèìèòèâíà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å Ãàëîà-íåïðèìèòèâíà.

(ii) Ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) íà áè-åëèïòè÷íà ïîâúðõíèíà Y ó÷àñòâà â êúñà
òî÷íà ðåäèöà

1 π1(Y ) ∩ ker(L) π1(Y ) 〈g〉 1- - - -

ñ íåòðàíñëàöèîííà öèêëè÷íà ïîäãðóïà 〈g〉 íà Aut
(
C2/π1(Y ) ∩ ker(L)

)
= Aut(A) îò ðåä

2, 3, 4 èëè 6. Â ÷àñòíîñò, Y íå å åäíîñâúðçàíà è ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ ñ áè-åëèïòè÷åí ìèíèìàëåí ìîäåë Y íå å íàñèòåíà.



Ãëàâà 4

Äîëíè ãðàíèöè âúðõó áðîÿ íà

ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà

òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ

ëèíåé÷àò ìèíèìàëåí ìîäåë

Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàêòîð B/Γ íà êîìïëåêñ-
íîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2), à β : X → Y å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè
êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B. Íàñòîÿùàòà
ãëàâà èçðàçÿâà ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) ÷ðåç
èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.Dj íà íåïðèâîäèìèòå êîìïîíåíòè Li íà èçêëþ÷èòåëíèÿ
äèâèçîð íà β è ãëàäêèòå åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj íà òîðîèäàëíèÿ
êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ). Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà èçâåäåì ñúùåñò-
âóâàíåòî íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \ D ⊂ B/Γ. Òîâà å
ó÷óäâàùî â ñðàâíåíèå ñ Òåîðåìà 1.3 îò ñòàòèÿòà [19] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð, êîÿòî
óñòàíîâÿâà, ÷å çà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ àáåëåâ èëè áè-
åëèïòè÷åí ìèíèìàëåí ìîäåë Y, âñè÷êè ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \ D ⊂ B/Γ ñà íàïúëíî
ãåîäåçè÷íî âëîæåíè. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà íàìåðåíè äîëíè ãðàíèöè âúðõó áðîÿ k íà
ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, â çàâèñèìîñò îò ñòåïåíèòå íà êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè
ïîêðèòèÿ r|β(Dj) : β(Dj) → B. Çà ñðàâíèòåëíî ìàëêè k ñà èçâåäåíè äîëíè ãðàíèöè
µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ.

Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 3.16, àêî β : X = (B/Γ)′ → Y å ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà
(−1)-êðèâè âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà
Êîäàèðà κ(X) = −∞ êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, òî r : Y → B å ëèíàé÷àòà
ïîâúðõíèíà ñ áàçà B îò ðîä g(B) = 0 èëè g(B) = 1. Ñëåäâàùàòà ëåìà îïèñâà îáðàçà

β(D) =
k∑
j=1

β(Dj) íà òîðîèäàëíèÿ êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \(B/Γ) =
k∑
j=1

Dj

ïîä äåéñòâèå íà β, â ñëó÷àÿ íà ëèíåé÷àò ìèíèìàëåí ìîäåë r : Y → B ñ åëèïòè÷íà
áàçà B.
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Ëåìà 4.1. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ïîðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè âúð-

õó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà π :

Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, à D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôè-

öèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Òîãàâà Cj := β(Dj) ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè è r : Y → B
ñå îãðàíè÷àâà äî êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ r|Cj : Cj → B çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåïðèâîäèìèòå êîìïîíåíòè íà âñåêè ñëîé íà rβ : X = (B/Γ)′ → B
ñà ðàöèîíàëíè êðèâè è íå ñúäúðæàò åëèïòè÷íà êîìïîíåíòà Dj íà D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj . Ñëåäîâàòåëíî rβ|Dj : Dj → B ñà ñþðåêòèâíè, à îòòàì è ïîêðèòèÿ îò íÿêàêâà

ñòåïåí dj ∈ N. Àêî äîïóñíåì, ÷å rβ|Dj : Dj → B èìà òî÷êè íà ðàçêëîíåíèå b1, . . . , bm ∈
B, òî |(rβ)−1(bi)| < dj çà âñÿêo i ∈ {1, . . . ,m}. Â ðåçóëòàò, ôîðìóëàòà íà Ðèìàí-Õóðâèö

0 = 2− 2g(Dj) = e(B \ {b1, . . . , bm})dj +

m∑
i=1

∣∣(fβ)−1(bi)
∣∣ = −mdj +

m∑
i=1

∣∣(fβ)−1(bi)
∣∣ < 0

âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî rβ|Dj : Dj → B ñà êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðè-
òèÿ îò ñòåïåí dj ∈ N. Ïî Òâúðäåíèå 17.3.3 (v) îò [22] íà Ãðîòåíäèê, îãðàíè÷åíèÿòà
β|Dj : Dj → β(Dj) ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ. Òåçè ïîêðèòèÿ ñà îò ñòåïåí åäíî, à
îòòàì è èçîìîðôèçìè. Çàòîâà r|β(Dj) : β(Dj) → B ñà êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ
îò ñòåïåí dj ∈ N.

Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî Li.Dj ≥ 2, òî êðèâàòà Cj := β(Dj) å îñîáåíà. Çàòîâà îò Ëåìà
4.1 ñëåäâà, ÷å èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.Dj ∈ {0, 1}.

Äà íàïîìíèì, ÷å ãðóïàòà Num(Y ) îò êëàñîâåòå îò ÷èñëîâà åêâèâàëåíòíîñò íà äè-
âèçîðèòå âúðõó ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñå ïîðàæäà îò ñëîé F íà r è ñå÷åíèå
Bo íà r ñ ìèíèìàëåí èíäåêñ íà ñàìîïðåñè÷àíå B2

o = δ. Èçâåñòíî å, ÷å êàíîíè÷íèÿò
äèâèçîð KY íà Y å ÷èñëîâî åêâèâàëåíòåí íà KY ∼ −2Bo + δF è Bo.F = 1, F 2 = 0.
Ïî òåîðåìà 1 íà Íàãàòà îò [40], íäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå B2

o = δ ≤ g(B) = 1 íà
Bo íå íàäìèíàâà ðîäà g(B) = 1 íà áàçàòà B. Ùå îçíà÷àâàìå ñ ∆1 ∼ ∆2 ÷èñëåíàòà
åêâèâàëåíòíîñò íà äèâèçîðèòå ∆1,∆2 âúðõó ïîâúðõíèíà Yδ.

Ëåìà 4.2. Íåêà r : Y → B å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà ñ åëèïòè÷íà áàçà B, Bo å

ñå÷åíèå íà r ñ ìèíèìàëåí èíäåêñ íà ñàìîïðåñè÷àíå B2
o = δ, à Ci ⊂ Y, 1 ≤ i ≤ 2 ñà

ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè, âúðõó êîèòî r ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò
ñòåïåí di := deg[r|Ci : Ci → B] ∈ N.

(i) Àêî B2
o = δ ∈ {0, 1}, òî C1 ∼ Bo + a1F å ñå÷åíèå íà r ñ a1 ∈ Z≥0 èëè

C1 ∼ −
d1

2
KY ∼ d1Bo −

d1δ

2
F

å ÷èñëîâî ïðîïîðöèîíàëåí íà KY .
(ii) Àêî B2

o = δ < 0, òî C1 ∼ Bo + a1F å ñå÷åíèå íà r ñ a1 ∈ Z≥0.
(iii) d1d2(C2

1 + C2
2 ) = 2C1.C2.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ôîðìóëàòà çà ïðèñúåäèíåíèå çà C1 ∼ b1Bo + a1F ñ b1, a1 ∈ Z äàâà

0 = 2g(C1)− 2 = (KYδ + C1)C1 =

= (b1 − 2)b1δ + (b1 − 2)a1 + (a1 + δ)b1 = (2a1 + δb1)(b1 − 1).

Àêî b1 = 1, òî C1 ∼ Bo + a1F å ñå÷åíèå íà r ñ C2
1 = δ + 2a1 ≥ δ = B2

o , îòêúäåòî
a1 ∈ Z≥0. Â ñëó÷àÿ b1 6= 1 ñëåäâà a1 = − b1δ

2 è ïîëó÷àâàìå

C1 ∼ b1Bo −
b1δ

2
F ∼ −b1

2
(−2Bo + δF ) = −b1

2
KYδ .

Ïðè òîâà, d1 := deg [f |C1 : C1 → B] = C1.F = b1 è òîâà äîêàçâà (i).

Äà äîïóñíåì, ÷å δ < 0 è C1 ∼ −d1
2 KYδ çà íÿêîå d1 > 1. Òîãàâà C1 6= Bo è

0 ≤ C1.Bo = d1δ −
d1δ

2
=
d1δ

2
< 0,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçâàùî (ii).

Íåêà Ci ∼ Bo + aiF çà 1 ≤ i ≤ 2. Òîãàâà di = Ci.F = 1 è

d1d2(C2
1 + C2

2 ) = C2
1 + C2

2 = (δ + 2a1) + (δ + 2a2) = 2(δ + a1 + a2) = 2C1.C2.

Çà C1 ∼ −d1
2 KYδ è C2 ∼ Bo + a2F èìàìå C2

1 = 0 è d2 = C2.F = 1, îòêúäåòî

d1d2(C2
1 + C2

2 ) = d1C
2
2 = d1(δ + 2a2) = d1(2Bo − δF ).(Bo + a2F ) = (2C1).C2 = 2C1.C2.

Íàêðàÿ, àêî Ci ∼ −di
2 KYδ çà 1 ≤ i ≤ 2, òî C2

1 = C2
2 = C1.C2 = 0 è

d1d2(C2
1 + C2

2 ) = 0 = 2C1.C2.

Òåîðåìà 1. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó
ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúð-

õíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B è D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò

êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Òîãàâà êàíîíè÷íèÿò äèâèçîð íà X å

KX = β−1(KY ) +
s∑
i=1

Li = β∗(KY ) +
s∑
i=1

Li, (4.1)

à ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî ãëàñè, ÷å

s∑
i=1

(Li.D − 4) =

k∑
j=1

C2
j . (4.2)
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñ èíäóêöèÿ ïî s ∈ N, Òâúðäåíèå V.3.3 îò êíèãàòà íà Õàðòñõîðí [23]
äàâà, ÷å

KX = β−1(KYδ) +
s∑
i=1

Li.

Íåêà pi := β(Li). Çà ïðîèçâîëåí äèâèçîðG ⊂ Y è òî÷êà pi ∈ G ïîëàãàìå δ(pi ∈ G) := 1.
Àêî pi 6∈ G, òî δ(pi ∈ G) := 0. Ñ èíäóêöèÿ ïî s, Òâúðäåíèå V.3.6 îò [23] äàâà

β−1(KY ) = β∗(KY ) +
s∑
i=1

δ(pi ∈ KY )Li.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà III.1.3.1 îò êíèãàòà [44] íà Øàôàðåâè÷, íîñèòåëÿò íà KY ìîæå äà
ñå îòäåëè îò êðàéíîòî ìíîæåñòâî {pi | 1 ≤ i ≤ s}. Ñëåäîâàòåëíî δ(pi ∈ KY ) = 0,
∀1 ≤ i ≤ s è β−1(KY ) = β∗(KY ) äàâà (4.1).

Ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî å

c1
2(X,D) = 3c2(X,D)

çà ëîãàðèòìè÷íèòå ÷èñëà íà ×úðí c1
2(X,D) := (KX + D)2 = K2

X + 2KX .D + D2,
c2(X,D) := e(X \D) = c2(X) = c2(Yδ) + s = s, ïîíåæå Dj ñà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè
åëèïòè÷íè êðèâè. Ôîðìóëàòà çà ïðèñúåäèíåíèå çà Dj ãëàñè, ÷å

0 = 2g(Dj)− 2 = (KX +Dj).Dj = KX .Dj +D2
j .

Áëàãîäàðåíèå íà Dj1 .Dj2 = 0, ∀1 ≤ j1 < j2 ≤ k èìàìå

D2 =
k∑
j=1

D2
j =

k∑
j=1

(−KX .Dj) = −KX .

 k∑
j=1

Dj

 = −KX .D,

îòêúäåòî

c1
2(X,D) = K2

X +KX .D.

Ñ èíäóêöèÿ ïî s, Òâúðäåíèå V.3.2 (a) îò [23] äàâà β−1(KY )2 = K2
Y = 0. Àíàëîãè÷íî,

ñ èíäóêöèÿ ïî s, îò Òâúðäåíèå V.3.2 (b), [23] ñëåäâà, ÷å β−1(KY ).Li = 0, ∀1 ≤ i ≤ s.
Êîìáèíèðàéêè ñ Li1 .Li2 = 0, ∀1 ≤ i1 < i2 ≤ s è L2

i = −1, ∀1 ≤ i ≤ s, èçâåæäàìå, ÷å

K2
X =

[
β−1(KY ) +

s∑
i=1

Li

]2

= β−1(KY )2 +2

s∑
i=1

β−1(KY ).Li+

(
s∑
i=1

Li

)2

=
s∑
i=1

L2
i = −s.

Ïî òîçè íà÷èí, c1
2(X,D) = 3c2(X,D) ñå ñâåæäà êúì KX .D = 4s. Ñ èíäóêöèÿ ïî s,

ïðèëîæåíà êúì Òâúðäåíèå V.3.6 [23] ïîëó÷àâàìå

β−1(Cj) = β∗(Cj) +

s∑
i=1

δ(pi ∈ Cj)Li, ∀1 ≤ j ≤ k.
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Îùå ïîâå÷å, β−1(KY ).β−1(Cj) = KY .Cj ïî Òâúðäåíèå V.3.2 (a) îò [23]. Âçåìàéêè
ïðåäâèä Dj = β∗(Cj), ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å

β−1(KY ).Dj = β−1(KY ).

[
β−1(Cj)−

s∑
i=1

δ(pi ∈ Cj)Li

]
= KY .Cj ,

èçïîëçâàéêè β−1(KY ).Li = 0 çà ∀1 ≤ i ≤ s. Êîìáèíèðàéêè ñ ôîðìóëàòà çà ïðèñúåäè-
íåíèå

0 = 2g(Cj)− 2 = (KY + Cj).Cj

çà Cj , èçâåæäàìå, ÷å β
−1(KY ).Dj = −C2

j . Ïî òîçè íà÷èí, c1
2(X,D) = 3c2(X,D) ñå

ñâåæäà êúì

4s = KX .D =

[
β−1(KY ) +

s∑
i=1

Li

]
.

 k∑
j=1

Dj

 = −
k∑
j=1

C2
j +

s∑
i=1

Li.D,

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà (4.2).

Ñëåäñòâèå 4.3. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s
âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà

ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò

êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ è Bo ⊂ Y å ñå÷åíèå íà r : Y → B ñ ìèíèìàëåí

èíäåêñ íà ïðåñè÷àíå B2
o = δ.

(i) Àêî δ < 0 èëè δ ∈ {0, 1} è âñè÷êè Cj := β(Dj) ñà ñå÷åíèÿ íà r, òî

(k − 1)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
=

s∑
i=1

Li.D(Li.D − 1). (4.3)

(ii) Àêî δ ∈ {0, 1} è ñúùåñòâóâà Cj := β(Dj) ñ dj := deg[rCj : Cj → B] > 1, òî
ñúùåñòâóâàò ïîíå òðè ñå÷åíèÿ Cm íà f è

(k − 2)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
≥

s∑
i=1

(Li.D − 1)(Li.D − 2). (4.4)

(iii) Ïîíå åäíà ïóêòèðàíà ñôåðà Li \D ⊂ B/Γ íå å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â

B/Γ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúùåñòâóâà öÿëî ÷èñëî 0 ≤ ko ≤ k, òàêà ÷å Cj ∼ Bo + ajF çà

1 ≤ j ≤ ko ñà ñå÷åíèÿ íà r è Cj ∼ −dj
2 KY ñ ko + 1 ≤ j ≤ k èìàò dj > 1. Çà ïðîèçâîëíè

1 ≤ j1 < j2 ≤ ko, Lemma 4.2 (iii) ãëàñè, ÷å C2
j1

+ C2
j2

= 2Cj1Cj2 , îòêúäåòî

(ko − 1)

 ko∑
j=1

C2
j

 =
∑

1≤j1<j2≤ko

(C2
j1 + C2

j2) = 2
∑

1≤j1<j2≤ko

Cj1 .Cj2 . (4.5)
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Ïî Ëåìà 4.1, âñè÷êè Cj ñà ãëàäêè, îòêúäåòî Li.Dj ∈ {0, 1}. Ïðè òîâà, Li.Dj = 1 òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî β(Li) = pi ∈ Cj , òàêà ÷å

li := Li.D =

k∑
j=1

Li.Dj =

k∑
j=1

δ(pi ∈ Cj)

å áðîÿò íà Cj , ñúäúðæàùè pi, à

l′i := Li.

 ko∑
j=1

Dj

 =

ko∑
j=1

δ(pi ∈ Cj)

å áðîÿò íà ñå÷åíèÿòà Cj íà r, ñúäúðæàùè pi. Ñúãëàñíî Cj1 ∩ Cj2 ⊆ Csing = β(L),

ïðîèçâîëíà òî÷êà pi ∈ β(L) å áðîåíà
l′i(l
′
i−1)
2 ïúòè â ñóìàòà

Σ :=
∑

1≤j1<j2≤ko

Cj1 .Cj2

è

Σ =
s∑
i=1

l′i(l
′
i − 1)

2
.

Êîìáèíèðàéêè ñ (4.2) è (4.5), ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å

(ko − 1)

[
s∑
i=1

(li − 4)

]
=

s∑
i=1

l′i(l
′
i − 1), (4.6)

ñúãëàñíî C2
j = 0 çà âñè÷êè ko+1 ≤ j ≤ k. Àêî ko = k, òî l′i = li è å â ñèëà (4.3). Ñëó÷àÿò

ko < k å âúçìîæåí ñàìî çà δ ∈ {0, 1} ïî Ëåìà 4.2 (ii). Çà ïðîèçâîëíî 1 ≤ i ≤ s äà
çàáåëåæèì, ÷å pi ïðèíàäëåæè íà íàé-ìíîãî åäíà åëèïòè÷íà êðèâà Cj ñ ko+ 1 ≤ j ≤ k,
çàøîòî

Cj1 .Cj2 =

(
−dj1

2
KYδ

)
.

(
−dj2

2
KYδ

)
= 0

çà âñè÷êè ko + 1 ≤ j1 < j2 ≤ k. Ñëåäîâàòåëíî li − l′i ∈ {0, 1} è l′i ≥ li − 1 çà âñè÷êè
1 ≤ i ≤ s. Êîìáèíèðàéêè ñ ko − 1 ≤ (k − 1) − 1 = k − 2, èçâåæäàìå (4.4) îò (4.6).
Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 2.4 îò ñòàòèÿòà [19] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð, li ≥ 4 è li = 4
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Li \D ⊂ B/Γ å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà. Â ÷àñòíîñò,
ko ≥ l′i ≥ li − 1 ≥ 3. Ïðåäïîëîæåíèåòî li = 4 çà âñè÷êè 1 ≤ i ≤ s ðåäóöèðà (4.3) êúì
0 = 12s ∈ N è (4.4) êúì 0 ≥ 6s ∈ N. Ïðîòèâîðå÷èåòî äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîíå
åäíà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \D ⊂ B/Γ.

Ñëåäñòâèå 4.4. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s
âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà

ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò
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êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ è Bo ⊂ Y å ñå÷åíèå íà r : Y → B ñ ìèíèìàëåí

èíäåêñ íà ïðåñè÷àíå B2
o = δ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å δ < 0 èëè δ ∈ {0, 1} è âñè÷êè

Cj := β(Dj) ⊂ Yδ, 1 ≤ j ≤ k ñà ñå÷åíèÿ íà r. Òîãàâà:
(i) B/Γ èìà k ≥ 15 ïàðàáîëè÷íè òî÷êè è Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ å

e(B/Γ) = s ≥ 14;
(ii) àêî B/Γ èìà 15 ≤ k ≤ 62 ïàðàáîëè÷íè òî÷êè, òî B/Γ èìà ïîíå µk ≥ 2

íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íè ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ çà ñòîéíîñòèòå íà µk, äàäåíè
â Òàáëèöà 4.2.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì

ϕ(x) := x(x− 1)− (k − 1)(x− 4) = x2 − kx+ 4(k − 1)

è äà çàáåëåæèì, ÷å (4.3) ïðèåìà âèäà
∑s

i=1 ϕ(li) = 0 çà li := Li.D.
(i) Ãðàôèêàòà íà ϕ(x) å ïàðàáîëà ñ âðúõ k

2 . Àêî
k
2 ≤ 4, òî ϕ(li) ≥ ϕ(4) = 12 çà

1 ≤ i ≤ s è

0 =

s∑
i=1

ϕ(li) ≥ ϕ(4)s = 12s ∈ N

å ïðîòèâîðå÷èå. Çàòîâà 4 < k
2 è

ϕ(li) ≥ ϕ
(
k

2

)
=
−(k2 − 16k + 16)

4

çà âñè÷êè 1 ≤ i ≤ s. Â ðåçóëòàò,

0 =
s∑
i=1

ϕ(li) ≥ ϕ
(
k

2

)
s =
−(k2 − 16k + 16)s

4
,

îòêúäåòî k2 − 16k + 16 ≥ 0, (k − 8)2 ≥ 48 > 62 è k ≥ 15. Àêî Pic(X) å ãðóïàòà íà
Ïèêàð íà X = (B/Γ)′, òî k < rkPic(X) ïî Òåîðåìà 3.18 îò [15]. Â íàøèÿ ñëó÷àé,

rkPic(X) = s+ rkPic(Y ) = s+ 2,

òàêà ÷å k ≤ s+ 1. Â ÷àñòíîñò, Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ å

e(B/Γ) = e(X) = e(Y ) + s = s ≥ k − 1 ≥ 14

ïîðàäè e(Dj) = 0 è e(Y ) = 0.
(ii) Ïðåäïîëàãàìå, ÷å íàé-ìíîãî t ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ íå ñà íàïúëíî

ãåîäåçè÷íè è èçâåæäàìå äîëíà ãðàíèöà κt ≥ 15 âúðõó k. Ñúùåñòâóâàò ïîíå s − t
íàïúëíî ãåîäåçè÷íè Li \D ⊂ B/Γ, t+ 1 ≤ i ≤ s, çà êîèòî li := Li.D = 4. Èçïîëçâàéêè
(4.3) è s ≥ k − 1, îöåíÿâàìå

0 =

t∑
i=1

ϕ(li) + ϕ(4)(s− t) ≥ ϕ
(
k

2

)
t+ 12(k − 1− t)
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Òàáëèöà 4.1: Äîëíè ãðàíèöè κt âúðõó áðîÿ íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, àêî âñè÷êè
Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Yδ → B è íàé-ìíîãî t ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \ D ⊂ B/Γ íå ñà
íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíè

t κt t κt t κt t κt t κt t κt
1 63 3 30 5 23 7 20 9 18 12− 13 16

2 38 4 25 6 21 8 19 10− 11 17 ≥ 14 15

è èçâåæäàìå, ÷å

(k2 − 16k + 16)− 48

(
k

t
− 1

t
− 1

)
=

[
k − 8

(
1 +

3

t

)]2

− 16

t2
(21t+ 36) ≥ 0. (4.7)

Àêî 15 ≥ 8
(
1 + 3

t

)
, òî k ≥ 15 ≥ 8

(
1 + 3

t

)
è (4.7) äàâà

k ≥ κ′t := b8
(

1 +
3

t

)
+

4

t

√
21t+ 36c ∈ N.

Çàáåëÿçâàìå, ÷å κ′t ≤ 15 è κt = 15 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî t ≥ 14. Îïðåäåëåíèåòî
íà κ′t íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòèòå íà κt = κ′t çà 4 ≤ t ≤ 13 îò
Òàáëèöà 4.1.

Çà 1 ≤ t ≤ 3, îò ïðåäïîëîæåíèåòî k < 8
(
1 + 3

t

)
âúðõó (4.7) ñëåäâà, ÷å

8

(
1 +

3

t

)
− k ≥ 4

t

√
21t+ 36,

îòêúäåòî

15 ≤ k ≤ 8 +
24

t
− 4

t

√
21t+ 36 è 4

√
57 ≤ 4

√
21t+ 36 ≤ 24− 7t ≤ 17,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, k ≥ 8
(
1 + 3

t

)
è

k ≥ κt := b8
(

1 +
3

t

)
+

4

t

√
21t+ 36c ≥ 15, çà 1 ≤ t ≤ 3.

Òàáëèöà 4.2 å èçâåäåíà îò Òàáëèöà 4.1 ÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî.

Ñëåäñòâèå 4.5. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s
âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà

ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò

êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ è Bo ⊂ Y å ñå÷åíèå íà r : Y → B ñ ìèíèìàëåí

èíäåêñ íà ïðåñè÷àíå B2
o = δ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å δ ∈ {0, 1} è ñúùåñòâóâà Cj ñ

dj := deg
[
f |Cj : Cj → B

]
≥ 2. Òîãàâà:
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Òàáëèöà 4.2: Äîëíè ãðàíèöè µk âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ,
àêî âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Yδ → B è B/Γ èìà k ïàðàáîëè÷íè òî÷êè

k µk k µk k µk k µk k µk k µk
15 14 17 10 19 8 21− 22 6 25− 29 4 38− 62 2

16 12 18 9 20 7 23− 24 5 30− 37 3

(i) B/Γ èìà k ≥ 12 ïàðàáîëè÷íè òî÷êè è Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ å

e(B/Γ) = s ≥ 11;
(ii) àêî B/Γ èìà 12 ≤ k ≤ 44 ïàðàáîëè÷íè òî÷êè, òî ñúùåñòâóâàò ïîíå µk ≥ 2

íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íè ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ çà ñòîéíîñòèòå íà µk, äàäåíè
â Òàáëèöà 4.4.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì

ψ(x) := (x− 1)(x− 2)− (k − 2)(x− 4) = x2 − (k + 1)x+ 4k − 6

è äà èçðàçèì (4.4) âúâ âèäà 0 ≥
∑s

i=1 ψ(li) çà li := Li.D ≥ 4.
(i) Ãðàôèêàòà íà ψ(x) å ïàðàáîëà ñ âðúõ k+1

2 . Àêî k+1
2 ≤ 4, òî ψ(li) ≥ ψ(4) = 6 çà

âñè÷êè 1 ≤ i ≤ s è

0 ≥
s∑
i=1

ψ(li) ≥ ψ(4)s = 6s ∈ N

å ïðîòèâîðå÷èå. Ïî òîçè íà÷èí, k+1
2 > 4,

ψ(li) ≥ ψ
(
k + 1

2

)
=
−(k2 − 14k + 25)

4

è

0 ≥
s∑
i=1

ψ(li) ≥ ψ
(
k + 1

2

)
s =
−(k2 − 14k + 25)s

4
,

îòêúäåòî k2− 14k+ 25 ≥ 0, (k− 7)2 > 24 > 42, k ≥ 12, e(B/Γ) = e(X) = s ≥ k− 1 ≥ 11.
(ii) Ïðåäïîëàãàìå, ÷å íàé-ìíîãî t ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ íå ñà íàïúëíî

ãåîäåçè÷íè è èçâåæäàìå äîëíà ãðàíèöà κt ≥ 12 âúðõó k. Ñúùåñòâóâàò ïîíå s − t
íàïúëíî ãåîäåçè÷íè Li \D ⊂ B/Γ, t+ 1 ≤ i ≤ s ñ li = 4 è îò (4.4) ñëåäâà, ÷å

0 ≥
t∑
i=1

ψ(li) + ψ(4)(s− t) ≥ ψ
(
k + 1

2

)
t+ 6(k − 1− t),

ñúãëàñíî s ≥ k − 1. Â ðåçóëòàò,

(k2 − 14k + 25)− 24

(
k − t− 1

t

)
=

[
k −

(
7 +

12

t

)]2

− 144

t2
(t+ 1) ≥ 0. (4.8)
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Òàáëèöà 4.3: Äîëíè ãðàíèöè κt âúðõó áðîÿ íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, àêî ñú-
ùåñòâóâà Cj ⊂ Yδ ñ dj = Cj .F > 1, 0 ≤ δ ≤ 1 è íàé-ìíîãî t îò ïóíêòèðàíèòå ñôåðè
Li \D ⊂ B/Γ íå ñà íàïúëíî ãåîäåçè÷íè

t κt t κt t κt t κt t κt
1 45 3 19 5 16 7 14 ≥ 11 12

2 24 4 17 6 15 8− 10 13

Òàáëèöà 4.4: Äîëíè ãðàíèöè µk âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ,
àêî ñúùåñòâóâà Cj ⊂ Yδ ñ dj = Cj .F > 1, 0 ≤ δ ≤ 1 è B/Γ èìà k ïàðàáîëè÷íè òî÷êè

k µk k µk k µk k µk
12 11 14 7 16 5 19− 23 3

13 8 15 6 17− 18 4 24− 44 2

Àêî 12 ≥ 7 + 12
t , òî k ≥ 12 ≥ 7 + 12

t è

k ≥ κ′t := b7 +
12

t
+

12

t

√
t+ 1c.

Äà çàáåëåæèì, ÷å κ′t ≤ 12 è κt = 12 òî÷íî êîãàòî t ≥ 11. Çà 3 ≤ t ≤ 10 ñòîéíîñòèòå íà
κt = κ′t ñà äàäåíè â Òàáëèöà 4.3.

Çà 1 ≤ t ≤ 2 îò ïðåäïîëîæåíèåòî 7 + 12
t > k ñëåäâà

12 ≤ k ≤ 7 +
12

t
− 12

t

√
t+ 1,

îòêúäåòî
7

12
≥ 1− 5t

12
≥
√
t+ 1 ≥

√
2,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî k ≥ 7 + 12
t è

k ≥ κt := b7 +
12

t
+

12

t

√
t+ 1c çà 1 ≤ t ≤ 2.

×ðåç Òàáëèöà 4.3 å ïîïúëíåíà Òàáëèöà 4.4 çà äîëíèòå ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà
íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ âúðõó B/Γ ñ 12 ≤ k ≤ 44 ïàðàáîëè÷íè òî÷êè.
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