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1 Óâîä

1.1 Åäíîìåðåí ñëó÷àé íà C∗-àëãåáðàòà íà Òüîïëèö

Íåêà T å ãðóïàòà íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà ñ ìîäóë 1. Ùå ôèêñèðàìå â T Õààðîâà
ìÿðêà µ, êîÿòî å íîðìèðàíà ò.å µ(T ) = 1. Òîãàâà L2(T, µ) å êîìïëåêñíîçíà÷íî
õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ {en = zn}∞n=1.
Ïîäïðîñòðàíñòâîòî, ñ áàçèñ {en, n ∈ Z+} ñå îçíà÷àâà ñ H2(Z+) è ñå íàðè÷à
ïðîñòðàíñòâî íà Õàðäè. Ñ P : L2(T )−→H2(T ) ùå îçíà÷àâàìå îïåðàòîðúò íà
ïðîåêòèðàíå (íàðè÷àí ïîíÿêîãà ïðîåêòîð íà Ñåãüî (Szego). Çà φ ∈ C(T ) äåôè-
íèðàìå îïåðàòîðà Tφ ñ ôîðìóëàòà Tφ(f) = P (φ.f), f ∈ H2(T ). C∗-aëãåáðàòà,
ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå Tφ, êúäåòî φ ïðîáÿãâà C(T ), ùå áúäå îòáåëÿçâàíà òóê
ñ T = T (Z,Z+).
T ñå ïîðàæäà îò îïåðàòîðà Tz, êîéòî ïðè òîâà å èçîìåòðèÿ. Ïî òàêúâ íà÷èí
T ñúâïàäà ñ àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò åäíà èçîìåòðèÿ, èçó÷àâàíà â [3], [4]. Â
([3], Thm 1.] å äîêàçàíî, ÷å êîìóòàòîðíèÿ èäåàë íà T ñúâïàäà ñ K� èäåàëúò íà
êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè, à â [([3], Thm 2.] å äîêàçàíî, ÷å ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî å
C(T ). Ïî òàêúâ íà÷èí Coburn å äîñòèãà äî òî÷íàòà ðåäèöà:

0−→K i−→T π−→T /K = C(T )−→ 0 (0.1)

Îïðåäåëÿíåòî íà ñòðóêòóðàòà íà èäåàëèòå íà T , ïîçâîëÿâà íà Coburn â [[4], § V]
äà äîêàæå, ÷å T å postliminal è äà îïèøå ìíîæåñòâîòî íà íåéíèòå íåïðèâîäèìè
ïðåäñòàâÿíèÿ.

Ñëåä êàòî ñå íàïðàâè ïðåîáðàçóâàíèå íà Ôóðèå, òî äèñêðåòíîòî óðàâíåíèå íà
Âèíåð-Õîïô (óðàâíåíèå íà Òüîïëèö), äîáèâà âèäà:

∞∑
i=1

aj−kξk = ηj, (j = 1, 2, . . .), (1)

êúäåòî ξ = {ξi}∞1 å òúðñåíèÿò âåêòîð, à η = {ηi}∞1 è a = {ai}∞−∞ ñà çàäàäåíè
âåêòîðè. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å a ∈ l1(Z). Óðàâíåíèåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà â lp
(1 ≤ p <∞), ò.å ïðè η, ξ ∈ lp(Z+). Íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñà â l2.

Çà îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö å äîêàçàíà çíàìåíèòà òåîðåìà, êîÿòî èçðàçÿâà èí-
äåêñà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð â òîïîëîãè÷íè òåðìèíè:

Òåîðåìà (Ãîõáåðã- Êðåéí[1], [2]). Íåêà ôóíêöèÿòà a(ζ) (|ζ| = 1) ñå ðàçëàãà â
àáñîëþòíî ñõîäÿù ðåä íà Ôóðèå.

(i)Çà äà å îáðàòèì îïåðàòîðà A = a(V ) å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî ôóíêöèÿòà
a(ζ) íèêúäå äà íå ñå àíóëèðà íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò (a(ζ) ̸= 0, |ζ| = 1).
Àêî òîâà óñëîâèå å èçïúëíåíî, òî îïåðàòîðà A å îáðàòèì îòëÿâî, îòäÿñíî èëè
äâóñòðàííî â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ÷èñëîòî

κ = ind a(ζ) = 1
2π
[arg a(eiφ)]2πφ=0

å ïîëîæèòåëíî, îòðèöàòåëíî èëè å ðàâíî íà íóëà.
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(ii)Àêî A å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð, òî Ôðåäõîëìîâèÿ èíäåêñ ind(A) íà A ñå èç-
ðàçÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ind(A) = −κ.

1.2 Åäíîìåðåí ñëó÷àé C∗-àëãåáðàòà íà Âèíåð-Õîïô

Êëàñè÷åñêîòî óðàâíåíèåòî íà Âèíåð-Õîïô èìà âèäà (1 +Wf )u = v, êúäåòî

Wfu(x) =

∞∫
0

f(x− y)u(y)dy, f ∈ L1(R), u ∈ L2([0,∞)), x ∈ [0,∞).

Îïåðàòîðúò Wf ñå íàðè÷à îïåðàòîð íà Âèíåð-Õîïô ñúñ ñèìâîë f .
C∗-àëãåáðàòà B, ïîðîäåíà îò {Wf : f ∈ L1(R)} ñå íàðè÷à C∗-àëãåáðà íà Âèíåð-
Õîïô è å â ñèëà òåîðåìà �àíàëîã íà òåîðåìàòà çà èíäåêñà îò ïðåäèøíàòà ÷àñò.

1.3 Àâòîðè è ïîäõîäè çà èçó÷àâàíå íà îïåðàòîðèòå íà Òüîï-

ëèö è Âèíåð-Õîïô

Ñàìî â íàé-ðàííèòå ñòàòèè ñå îáñúæäàò óñëîâèÿ è ñâîéñòâà íà êîíêðåòíè îïå-
ðàòîðè. Ñëåä öèêúëà ñòàòèè íà Coburn è Douglas [3], [5] , [6], à ñúùî ñëåä
ðàáîòàòà íà Muhly-Renault [16]îáè÷àéíî å äà ñå ðàçãëåæäà C∗-àëãåáðà, ïîðî-
äåíà îò êëàñ îïåðàòîðè è ñëåä êàòî ñå èçÿñíÿò ñâîéñòâàòà íà àëãåáðàòà, òå äà
áúäàò ïðåõâúðëåíè êúì êîíêðåòíè îïåðàòîðè. Êàòî ïðàâèëî àëãåáðèòå ñà íåêî-
ìóòàòèâíè. Èçó÷àâàíåòî íà òÿõíàòà ñòðóêòóðà ïðè ðàçëè÷íèòå ïîäõîäè å ìíîãî
ðàçëè÷íà è ìîæå äà ñå íàòúêíåì íà ðàçíîîáðàçåí âèä ïðîáëåìè.

Òóê íàêðàòêî ùå íàïðàâÿ áåãúë ïðåãëåä íà íÿêîè îò ïîäõîäèòå çà èçó÷àâàíåòî
íà òîçè êëàñ àëãåáðè è àâòîðèòå, êîèòî ñà ðàáîòèëè ñ òÿõ.
• Ëîêàëåí ïðèíöèï, È. Ñèìîíåíêî, À. Äèíèí(A. Dynin).
Ïðåç 1964 ã. È. Ñèìîíåíêî â [7] äåôèíèðà ò. íàð. îïåðàòîðè îò ëîêàëåí òèï è
äàâà óñëîâèÿ òàêúâ îïåðàòîð äà å Íüîòåðîâ (Ñòàðî íàèìåíîâàíèå íà Ôðåäõîë-
ìîâ îïåðàòîð). Òîé ïðèëàãà ðàçðàáîòåíàòà òåõíèêà êúì èíòåãðàëíè îïåðàòîðè
íà Êàëäåðîí-Çèãìóíò è Âèíåð-Õîïô. Ìåòîäúò ìó ïî-êúñíî å íàðå÷åí Ëîêàëåí
ïðèíöèï.
Ïðîäúëæåíèå íà òàçè èäåÿ å ðåàëèçèðàíà â ñåðèÿ ñòàòèè îò À. Äèíèí(A. Dynin).
Â [[9 ],§0.2] òîé ðàçãëåæäà îïåðàòîðè Sψ íà êîíâîëþöèÿ, êúäåòî ψ ∈ L1(Rn) è
îãðàíè÷åíèåòî èì â L2(Λ), êúäåòî Λ å õóáàâ (completely tangible) êîíóñ â Rn. Çà
àëãåáðàòà ïîðîäåíà îò òåçè îïåðàòîðè, òîé îïðåäåëÿ ñïåêòúðà è äîêàçâà, ÷å òÿ
å ðàçðåøèìà (solvable).

• Ìåòîä íà òðèïîòåíòèòå� Úïìàéåð (Upmeier) Âèæ [36] è [34], à ñúùî è ëèòå-
ðàòóðàòà, öèòèðàíà òàì.
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1.4 Äåôèíèðàíå íà C∗�àëãåáðàòà íà ìíîãîìåðíèòå îïåðà-
òîðè íà íà Òüîïëèö è Âèíåð-Õîïô

Ðàçãëåæäàìå ëîêàëíî êîìïàêòíà, õàóñäîðôîâà, óíèìîäóëÿðíà ãðóïà G ñ íåóò-
ðàëåí åëåìåíò e è ëÿâà ìÿðêà íà Õààð λ.

Ôèêñèðàìå çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî P ⊂ G, êîåòî ïîðàæäà G è èìà ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:

(i)P å ïîëóãðóïà (P.P ⊆ P );

(ii)P å solid (P å çàòâîðåíà îáâèâêà íà âúòðåøíîñòòà ñè);

(iii)P ∩ P−1 = {e} ;
(iv)P å íîðìàëíà (tP t−1 = P, ∀t ∈ G )

Çà f ∈ Cc(G) äåôèíèðàìå îïåðàòîð íà Âèíåð-Õîïô ñúñ ñèìâîë f â L2(P ) ÷ðåç
ôîðìóëàòà:

Wfξ(t) =

∫
P

f(ts−1)ξ(s)dµ(s), ξ ∈ L2(P ).

C∗-àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå {Wf : f ∈ Cc(G)} ùå îçíà÷àâàìå ñ íÿ-
êîé îò ñèìâîëèòå B èëè T , à êîãàòî èñêàìå äà ïîä÷åðòàåì ãðóïàòà è íåéíàòà
ïîäïîëóãðóïà� ñ B(G,P ) èëè ñ T (G,P ). è ùå íàðè÷àìå C∗-àëãåáðà íà îïåðàòî-
ðèòå íà Âèíåð-Õîïô.
Ïî òàêúâ íà÷èí âèæäàìå, ÷å B å êîìïðåñèÿ äî L2(P ) íà ãðóïîâàòà àëãåáðà íà
G.

Áåëåæêà. Ïî òðàäèöèÿ, êîãàòî ãðóïàòà G å äèñêðåòíà, ñå óïîòðåáÿâà òåðìèíà
îïåðàòîð íà Òüîïëèö. Òóê è äâàòà âèäà îïåðàòîðíè àëãåáðè ñå òðåòèðàò ïî åäèí
è ñúùè íà÷èí è çàòîâà íÿìà äà ñå ïðàâè ñòðèêòíà ðàçëèêà ìåæäó äâàòà ñëó÷àÿ.

1.5 Âúçíèêâàùè çàäà÷è è ñðåäñòâà çà ðåøàâàíåòî èì

• Êàòî ïðàâèëî ðàçãëåæäàíèòå àëãåáðèòå ñà íåêîìóòàòèâíè, è ñàìî â íàé-
ïðîñòèòå ñëó÷àè êîìóòàòîðíèÿ èäåàë å åäèíñòâåí èäåàë. Çàòîâà å âàæåí âúï-
ðîñà çà èçÿñíÿâàíå íà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå.
Çà ðåøàâàíå íà òîçè ïðîáëåì çà ãðóïîèäíè àëãåáðè ìîæå äà ñå ðàç÷èòà íà
òåîðåìàòà çà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå â ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà. ([16], Prop. 2.16
è [29] , Prop.4.5). Ïî-ïîäðîáíî òàçè òåîðåìà å ðàçãëåäàíà â § 2.2.5.

Â îïòèìàëíèÿ ñëó÷àé ñå êîíñòðóèðà ðàñòÿùà ðåäèöà îò îòâîðåíè èíâàðèàíòíè
ïîäìíîæåñòâà íà G0:

U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un = G0.

Òàçè ðåäèöà ãåíåðèðà êîìïîçèöèîíåí ðåä çà B:

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In = B.
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Â òîçè ðåä è èäåàëèòå è ìåæäèííèòå ÷àñòíè ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ãðóïîèäíè
àëãåáðè, ÷èèòî ãðóïîèäè ñå ïîëó÷àâàò îò íà÷àëíèÿ ÷ðåç ðåäóêöèÿ. Òàêúâ êîì-
ïîçèöèîíåí ðåä ñëóæè êàòî îñíîâà çà èçÿñíÿâàíå íà òèïà íà àëãåáðàòà, à ñúùî
òàêà àêî àëãåáðàòà ñå îêàæå postliminal, äà ñå äàäå ñïèñúê íà íåéíèòå íåïðèâî-
äèìè ïðåäñòàâÿíèÿ.

• Âòîðèÿò âúïðîñ å âúïðîñúò çà èçÿñíÿâàíå íà òèïà íà àëãåáðàòà B.Çà öåëòà å
óäîáíî äà ñå ðàáîòè ñ êîìïîçèöèîíåí ðåä çà B. Ïîëåçíè ñà [48], Prop. 4.3.4.] è
ïî-îáùî [48], chapter 4] è [ [12],ch. 5, § 5. 6.]
Ùå îòáåëåæà, ÷å íå âèíàãè B å òèï I àëãåáðà, äîðè íå âèíàãè ñúäúðæà èäåàëà
íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè. Íàïðèìåð â ñòàòèÿòà íà Douglas [30] çà àëãåáðàòà,
ïîðîäåíà îò åäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà îò èçîìåòðèè å ïîêàçàíî, ÷å òÿ íå ñúäúðæà
êîìïàêòíè îïåðàòîðè. Äîïúëíèòåëíè äåòàéëè ìîãàò äà ñå íàìåðÿò è â ðàáîòèòå
íà Ji-Xia-Kaminker [23], [24] îòíîñíî íåéíàòà Ê-òåîðèÿ.
• Â ñúùàòà ïîñîêà å è âúïðîñúò äàëè B ñúäúðæà K� èäåàëúò íà êîìïàêòíèòå
îïåðàòîðè â L2(P ).
Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ(P ∩P−1 = {e} è X äà áúäå ðåãóëÿðíà êîìïàêòèôèêàöèÿ 1

íà P ) â ñëó÷àÿ, êîãàòî G å ãðóïîèä íà Âèíåð-Õîïô ñà äàäåíè â [([16], § 3.7.2].
Ïî-êúñíî Shew ïîêàçâà, ÷å òåçè óñëîâèÿ îñâåí äîñòàòú÷íè ñà è íåîáõîäèìè.
Ïî-ïðåöèçíî: â [[17], Thm. 1.] òîé äîêàçâà, ÷å àêî X íå å ðåãóëÿðíà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ íà P , òî T íå å òèï-I-àëãåáðà è íå ñúäúðæà íåòðèâèàëíè êîìïàêòíè
îïåðàòîðè.

Â òàêàâà ñèòóàöèÿ èìà ïðîáëåìè ñ äåôèíèðàíåòî íà ïîäõîäÿùà ñëåäà è íå ñå
îáñúæäà ïîíÿòèåòî Ôðåäõîëìîâîñò, à íåãîâè ìîäèôèêàöèè, âúâåäåíè îò Áðî-
éåð(Breuer) [49], [50].
Îáè÷àéíî å äà ñå îáñúæäà ãëàâíî õóáàâèÿ (òèï I) ñëó÷àé è àëãåáðè, êîèòî ñà
postliminal.
Ñëåä èçÿñíÿâàíå íà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå, êàòî ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè ñà ñúùî
ÿâíî îïðåäåëåíè, ìîæå äà ñå ïðèñòúïè êúì ðåøàâàíå íà íÿêîÿ îò ñëåäíèòå
çàäà÷è:
• Àêî àëãåáðàòà B å òèï I, òî ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò íåïðèâîäèìèòå ïðåäñòà-
âÿíèÿ íà B ïî ñõåìàòà, îïèñàíà â Äèêñìå, è ôàêòè÷åñêè ïîâòàðÿéêè mutatis
mutandis ðàçñúæäåíèÿòà, íàïðàâåíè â [4], § V è ([16], §4.8.

• Àëòåðíàòèâíà ïîñîêà å îïðåäåëÿíåòî íà Ê-òåîðèÿòà íà B. Ðàçãëåæäàìå íÿêîå
îò ìåæäèííèòå ÷àñòíè. Òî ñúùî å ïðåäñòàâåíî êàòî ãðóïîèäíà àëãåáðà C∗(G1)
è àêî èìà êðàåí áðîé îðáèòè â G01 , òî òîâà ÷àñòíî å äèðåêòíà ñóìà íà ïîäàë-
ãåáðè , âñÿêà îò òÿõ ñúîòâåòíà íà îðáèòà. Äà íàñî÷èì âíèìàíèåòî ñè êúì åäíî
îò òåçè ñúáèðàåìè, îçíà÷àâàì ãî ñ C∗(G2) . Àêî èçîòðîïíàòà ãðóïà å åäíà è
ñúùà çà âñÿêî x ∈ G02 , ìîæåì äà ÿ èçíåñåì êàòî ìíîæèòåë; ïðåäñòàâÿíåòî íà
ãðóïîèä êàòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äàâà, ÷å ñúîòâåòíàòà ãðóïîèäíà àëãåáðà
å òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå íà àëãåáðèòå íà ìíîæèòåëèòå. Ïðåäñòàâÿíå íà àëãåá-
ðà êàòî òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå äàâà âúçìîæíîñò äà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà

1Ùå ïðèïîìíÿ, ÷å X ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà P , àêî âëàãàíåòî i(P ) íà
P â X å õîìåîìîðôèçúì è àêî i(P ) å îòâîðåíî â X.
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Êþíåò è äà ñå ïðåñìåòíå Ê-òåîðèÿòà íà ñúáèðàåìîòî. Ê-òåîðèÿòà íà ÷àñòíîòî
ñå ïîëó÷àâà ïðè çàëåïâàíå íà ñúáèðàåìèòå, êàòî ñå èçïîëçâà íÿêîÿ îò òî÷íèòå
ðåäèöè â Ê-òåîðèÿòà: ðåäèöàòà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ; èëè ñïåêòðàëíàòà ðåäèöà.
Íà òåîðèÿ òîâà áè òðÿáâàëî äà ïîçâîëè äà ñå îïðåäåëè Ê-òåîðèÿòà íà ÷àñòíîòî
è èäåàëà.

• Â òîçè ìîìåíò èçíèêâà íîâ ïðîáëåì: Äîðè àêî ñà èçâåñòíè Ê-òåîðèèòå íà
èäåàë è ÷àñòíîòî ñàìî äèàãðàìíî ñëåäåíå ïðè èçïîëçâàíåòî íà òî÷íèÿ øåñòîú-
ãúëíèê íå ñòèãà çà îïðåäåëÿíå íà Ê-òåîðèÿòà íà öÿëàòà àëãåáðà .Íóæäàåì îò
äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà èíäåêñíèòå èçîáðàæåíèÿ ∂0 è∂1.
Êàòî ïðèìåð íåêà çà ïðîñòîòà ñìÿòàìå, ÷å èäåàëúò å K� èäåàëúò íà êîìïàê-
òíèòå îïåðàòîðè, íå å ÿñíî êàê èçãëåæäà èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå îò òî÷íèÿ
øåñòîúãúëíèê â Ê-òåîðèÿòà, çà äà ñå èçÿñíè Ê-òåîðèÿòà íà öÿëàòà àëãåáðà.
Òîâà âîäè äî íîâ êðúã âúïðîñè�êîíñòðóèðàíåòî íà îïåðàòîðè, çà êîèòî çíàåì
îáðàçà èì ïðè èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå.
• Â ðàçãëåæäàíèÿ ïî-ãîðå ïðèìåð òîâà å êîíñòðóèðàíåòî íà Ôðåäõîëìîâ îïå-
ðàòîð ñ íåòðèâèàëåí èíäåêñ�íàïðèìåð èíäåêñ 1. Ðåçóëòàò â òîâà íàïðàâëåíèå
å ïðåäñòàâåí â § 5.2.

• Îïðåäåëÿíå äàëè îïåðàòîð îò àëãåáðàòà å Ôðåäõîëìîâ.
Êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò å äîêàçàí òóê â § 3.1.
• Èçâîä íà ôîðìóëà, êîÿòî ïðåñìÿòà èíäåêñà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.
Òàêàâà èíäåêñíà ôîðìóëà å äîêàçàíà òóê â § 4.

Äðóãè èíòåðåñíè íàïðàâëåíèÿ è êëàñè÷åñêè èíòåðåñíè âúïðîñè ñà:
• Îïðåäåëÿíå íà òîïîëîãè÷åí èíäåêñ íà îáðàòèì îïåðàòîð â íÿêîå ÷àñòíî. Èí-
òåðåñíî èçñëåäâàíå ìîæå äà ñå íàìåðè â ñåðèÿ ðàáîòè íà J. Murphy.

Ùå îòáåëåæà, ÷å íå å èçÿñíåí âúïðîñúò êàêâà å âðúçêàòà ìåæäó èíäåêñíàòà
ôîðìóëà, ãåíåðèðàíà îò öèêëè÷åí 1-êîöèêúë (êàêòî â § 4 ) è indicial triples íà
J. Murphy [13], êîèòî äàâàò èçðàçÿâàíå íà òîïîëîãè÷íèÿ èíäåêñ, êàòî ïðè òîâà
çà êëàñè÷åñêèòå îïåðàòîðè íà Òüîïëèö äâàòà èíäåêñà ñà ðàâíè.

1.6 Ïðîãðàìà çà èçó÷àâàíå íà ãðóïîèäíèòå àëãåáðè íà

Âèíåð-Õîïô

Àç ñå ïðèäúðæàì îñíîâíî êúì ãðóïîèäíèÿ ïîäõîä, çà èçó÷àâàíå íà òîçè êëàñ
àëãåáðè. Ñëåä ìîíîãðàôèÿòà íà Renault [29] è îñíîâîïîëàãàùàòà çà ãðóïîèäíèÿ
ïîäõîä ([16] òðÿáâà äà ñå äîáàâÿò ðàáîòèòå íà A. Nica [10] è äðóãè àâòîðè, êîèòî
èçÿñíÿâàò ðàçëè÷íè àñïåêòè íà òîçè ïîäõîä.
• Ïúðâàòà çàäà÷à ïðè òîçè ïîäõîä å äà ñå äåôèíèðà ãðóïîèä G,òàêúâ ÷å èçó÷à-
âàíàòà àëãåáðà (äåôèíèðàíà êàòî ïîðîäåíàòà îò ôàìèëèÿ îïåðàòîðè) å èçîìîð-
ôíà íà ãðóïîèäíà àëãåáðà íà ãðóïîèäà G. Çà ðåøàâàíåòî íà òîçè âúïðîñ ìîæå
äà ñå ðàç÷èòà íà ([16],§ 3.2-3.4 è [10], Prop.2.4.1). Òàì ñå äàâàò êîíñòðóêöèè çà
äåôèíèðàíå íà ãðóïîèä G ñ íåîáõîäèìèòå ñâîéñòâà.
•Îïðåäåëÿíåòî íà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå è âèäà íà ÷àñòíèòå ñå îñíîâàâà íà
ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà ãðóïîèäíè àëãåáðè:
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([16], Prop. 2.16, ]èëè [29] , Prop.4.5 ]) . Â íàé-ãðóáà ôîðìà òàçè òåîðåìà òâúð-
äè, ÷å ðåäóêöèÿòà íà G ïî îòâîðåíî èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî U ⊂ G0 îïðå-
äåëÿ èäåàë â B, à ðåäóêöèÿòà ïî äîïúëíåíèåòî íà U â G0 îïðåäåëÿ ÷àñòíîòî.
Ïî-êúñíî, ( â § 2.2.5. ) ùå ñå ñïðà îòíîâî íà òîçè âúïðîñ. Â § 6. ðàçãëåæäàì
àëãåáðàòà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè, àñîöèèðàíè ñ äèñêðåòíàòà ãðóïà íà Õàé-
çåíáåðã. Òàì ïî òàêúâ íà÷èí å îïðåäåëåíà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå íà àëãåáðàòà.
• Ñëåäâàùà ñòúïêà å îïðåäåëÿíåòî íà Ê-òåîðèÿòà íà èäåàëèòå è ìåæäèííèòå
÷àñòíè, à êàòî ñëåäñòâèå- è îïðåäåëÿíåòî íà Ê-òåîðèÿòà íà öÿëàòà àëãåáðà.
Çà òàçè öåë ñà ïîëåçíè ïðåäñòàâÿíå íà ãðóïîèä êàòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
íà ïî- ïðîñòè ãðóïîèäè, êîåòî äàâà ïðåäñòàâÿíå íà ñúîòâåòíèòå àëãåáðè êàòî
òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå è ïîçâîëÿâà âïîñëåäñòâèå äà ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà
Êþíåò. Ïîëåçíè ñà ñúùî è òî÷íèòå ðåäèöè â Ê-òåîðèÿòà� òî÷íèÿ øåñòîúãúëíèê,
ðåäèöàòà íà Mayer-Vietoris è äð. Äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà èçîáðàæåíèÿòà
â òåçè ðåäèöè ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïðè êîíñòðóèðàíå íà îïåðàòîðè ñúñ ñïåöèàëíè
ñâîéñâà (íàïð. Ôðåäõîëìîâè îïåðàòîðè ñ èíäåêñ 1).

Íàïðàâèë ñúì òàêîâà èçñëåäâàíå â [42] çà àëãåáðàòà íà Âèíåð- Õîïô, àñîöèè-
ðàíà ñ ïîëèåäðàëåí "exhaustible" êîíóñ â Rn, òî å ïðåäñòàâåíî òóê â § 5.
• Êîíñòðóèðàíå íà èíäåêñíà ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà èíäåêñà íà Ôðåäõîë-
ìîâ îïåðàòîð. Â § 6. ñúì äàë äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà äåôèíèðàíå íà öèêëè÷åí
1-êîöèêúë ñâúðçàí ñ ãðóïîèä íà Âèíåð-Õîïô G, êîéòî ïúê äàâà ôîðìóëà çà
ïðåñìÿòàíå íà èíäåêñà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð â àëãåáðàòà C∗(G).
• Èçðàçÿâàíå íà àíàëèòè÷íèÿ èíäåêñ â òîïîëîãè÷íè òåðìèíè. Ðåçóëòàòè â òîâà
íàïðàâëåíèå ñà ïîëó÷åíè îò A. Alldridge è T. Johansen â [18] è [19]. Òÿõíàòà
èäåÿ å ñâúðçàíà ñ ïðåäñòàâÿíå íà ìåæäèííîòî ÷àñòíî êàòî íåïðåêúñíîòî ïîëå
îò åëåìåíòàðíè àëãåáðè. Òîãàâà îáðàòèì îïåðàòîð â ÷àñòíîòî îïðåäåëÿ íåïðå-
êúñíàòî ïîëå îò Ôðåäõîëìîâè îïåðàòîðè è èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå äàâà ïîëåòî
îò èíäåêñèòå íà ôàìèëèÿ Ôðåäõîëìîâè îïåðàòîðè.

1.7 Ñúäúðæàíèå è îñíîâíè ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèÿòà ïî

ãëàâè

Â ÃËÀÂÀ 1 ñà ïðåäñòàâåíè Äåôèíèöèÿ íà C∗�àëãåáðàòà íà ìíîãîìåðíèòå îïå-
ðàòîðè íà íà Òüîïëèö è Âèíåð-Õîïô è Ïðîãðàìà çà èçó÷àâàíå íà C∗-àëãåáðèòå
íà Âèíåð-Õîïô è Òüîïëèö.

Â ÃËÀÂÀ 2 ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè íåîáõîäèìè è èçïîëçâàíè ñâåäåíèÿ. Çàñåã-
íàòè ñà òåìèòå çà C∗-àëãåáðè; ãðóïîèäè è òåõíèòå àëãåáðè; Îñíîâíèòå ïðèìåðè
çà ãðóïîèäíè C∗-àëãåáðè; Ê-òåîðèÿ è öèêëè÷íè êîõîìîëîãèè íà C∗-àëãåáðè.

Â ÃËÀÂÀ 3 ñå ðàçãëåæäàò Ëèíåéíèòå ñå÷åíèÿ â ãðóïîèäíèòå àëãåáðè íà
Âèíåð- Õîïô. Ðåçóëòàòàòèòå ñà ïðèåòè çà ïå÷àò â [43]. Ïîëó÷åíè ñà:
• Êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò: ðåçóëòàòàòúò å ïðèåò çà ïå÷àò â [43].
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Ïðè ïîñòðîÿâàíå íà ãðóïîèäà G, êîéòî èìà ñâîéñòâîòî, ÷å C∗(G) ∼= T , ñå èçïîë-
çâà òàêà íàðå÷åíàòà íàðåäáåíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X íà ïîëóãðóïàòà P .
Â ñëó÷àÿ, êîãàòî X å ðåãóëÿðíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà P . Òîãàâà U = i(P ) å
îòâîðåíî è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X = G0 è ïîëó÷àâàìå òî÷íà ðåäèöà
îò âèäà:

0−→K i−→T = C∗(G) γ−→C∗(G)/K = C∗(G|F )−→ 0

Òàçè òî÷íà ðåäèöà âå÷å äàâà êðèòåðèé êîãà îïåðàòîð T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ.

Òåîðåìà 3.1 Îïåðàòîð T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî γ(T )
å îáðàòèì â C∗(G|F ).
• Ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè ñå÷åíèÿ, êàòî ñå èçïîëçâàò
êîíòðàêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè G0 íà ãðóïîèäà.
Ðåçóëòàòàòúò å ïðèåò çà ïå÷àò â [43].

Íåêà F å çàòâîðåíî è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X è íåêà λ : X −→F å
íåïðåêúñíàòà êîíòðàêöèÿ (ò.å λ(x) = x, ∀x ∈ F ). Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæåì äà
äåôèíèðàìå ëèíåéíî ñå÷åíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 3.2-1 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ, çàäàäåíî ñ ôîðìóëà-
òà:

ψ(b)(x, n) = b(λ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.

Èìà àíàëîã íà òàçè ôîðìóëà â ñëó÷àÿ, êîãàòî F å îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé
çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìîæåñòâà íà X.
Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å F1, F2, . . . Fn ñà çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñò-

âà íà X è F =
n⋃
i=1

Fi.Çà σ ⊂ {1, 2, . . . , n}, äåôèíèðàì rank(σ) äà å áðîÿò íà

åëåìåíòèòå íà σ è îçíà÷àâàì Fσ =
⋂
i∈σ

Fi. Íåêà λσ : X −→Fσ ñà íåïðåêúñíàòè

êîíòðàêöèè, çà êîèòî λσ∪τ = λσ ◦ λτ ïðè ïðîèçâîëíè σ, τ ⊂ {1, 2, . . . , n}.
Òîãàâà ìîæåì îòíîâî äà äàäåì ôîðìóëà, äåôèíèðàùà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå:

Òåîðåìà 3.2-2 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ, äåôèíèðàíî ñ ôîð-
ìóëàòà:

ψ(b)(x, n) =
∑

σ⊂.{1,2,...,n}

(−1)rank(σ)+1b(λσ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.

Â ÃËÀÂÀ 4 å äîêàçàíà åäíà èíäåêñíà ôîðìóëà çà Ôðåäõîëìîâè îïåðàòîðè â
àëãåáðè íà Âèíåð- Õîïô. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðèåòè çà ïå÷àò â [45].
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Ïðåäè äà ôîðìóëèðàì ìîèòå ðåçóëòàòè, ùå êàæà íÿêîëêî äóìè çà ðåçóëòàòèòå
íà À.Connes è E. Park, çà äà ìîãà îáÿñíÿ êàêâî ñúì íàïðàâèë.

Â [40], A. Connes å äàë âðúçêà ìåæäó H∗
λ(A) è èçîáðàæåíèÿ, êîèòî ùå íàðè÷àìå

ïî÷òè êîìóòàòèâíè ϱ (ò.å. èçîáðàæåíèÿ, ϱ : A−→L(H) çà êîèòî ϱ(x.y)−ϱ(x)ϱ(y)
ñà îïåðàòîðè ñ êðàéíà ñëåäà ïðè x, y ∈ A). Êîãàòî èçîáðàæåíèåòî ϱ å ïî÷òè
ìóëòèïëèêàòèâíî, Connes êîíñòðóèðà öèêëè÷åí 1-êîöèêúë τ ∈ H1

λ. Îñâåí òî-
âà áèëèíåéíîòî ñäâîÿâàíå íà H1

λ(A) è K1(A) äàâà ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà
èíäåêñà íà îáðàòèì åëåìåíò â A.

Â [15], E. Park èçó÷àâà C∗- àëãåáðàòà T α,β, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö
â êâàäðàíòà. Òàì, èçïîëçâàéêè ãîðíaòa âðúçêà, îòêðèòà îò Connes, òîé óñïÿ-
âà äà ÿ ïðèëîæè â T α,β, êàòî â ðåçóëòàò ïîëó÷àâà ôîðìóëà, êîÿòî ïðåñìÿòà
èíäåêñà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð T ∈ T α,β
Íàé-íàïðåä Park êîíñòðóèðà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå ρ : Tα,β/K−→Tα,β.

Èçîáðàæåíèåòî ρ èìà ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñè÷êè x è y îò Tα,β/K, îïåðàòîðúò
ρ(xy)− ρ(x)ρ(y) å êîìïàêòåí.
Çà ñúæàëåíèå, òîâà å íàé-ìíîãîòî, êîåòî ìîæå äà ñå òâúðäè: ρ(xy)−ρ(x)ρ(y) íå
âèíàãè å îïåðàòîð ñ êðàéíà ñëåäà. E. Park çàîáèêàëÿ ïðîáëåìà, êàòî îãðàíè÷àâà
èçáîðà íà x è y. Òîé èçèñêâà x è y äà ñà åëåìåíòè íà íàâñÿêúäå ãúñòà ïîäàëãåáðà
Tα,β∞ íà Tα,β/K.

Â [43] (è òóê â § 3.2 ), ñúì ïðåäñòàâèë ìåòîä êàê äà ñå êîíñòðóèðà íåïðåêúñíà-
òî ëèíåéíî ñå÷åíèå ψ â ãðóïîèäíà àëãåáðà íà Âèíåð-Õîïô, êàòî ñå èçïîëçâàò
êîíòðàêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè íà ãðóïîèäà G. Ïðè îïèò äà ñå èç-
ïîëçâà èäåÿòà íà Connes, ñâúðçàíà ñ ïî÷òè êîìóòàòèâíèòå èçîáðàæåíèÿ, çà ψ
ñå íàáëþäàâà ñúùîòî çàòðóäíåíèå, êàêòî â ðàáîòàòà íà E. Park: îïåðàòîðúò
ρ(xy)− ρ(x)ρ(y) å âèíàãè êîìïàêòåí, íî íå âèíàãè èìà êðàéíà ñëåäà.
Çà äà ñå ïîñëåäâà èäåÿòà íà E. Park îò[15] ( à èìåííî� äà ñå îãðàíè÷è èçìå-
íåíèåòî íà x è y äî íàâñÿêúäå ãúñòà ïîäàëãåáðà íà T /K ) å íåîáõîäèìî äà ñå
íàëîæàò äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ íà ψ,êîèòî äà ïîçâîëÿò äà äåôèíèðàìå ïîäàë-
ãåáðà T ∞, ãúñòà â T /K, ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å ψ(x.y) − ψ(x).ψ(y) äà èìà êðàéíà
ñëåäà çà âñè÷êè x, y ∈ T ∞. Òàêèâà óñëîâèÿ ñà ïðåäñòàâåíè â § 4.1.
Â § 4.2 å äåôèíèðàíà íà àëãåáðàòà T ∞, êîÿòî å íàâñÿêúäå ãúñòà â B/K.
Ñëåä òîâà â § 4.3 å äîêàçàíî, ÷å èçîáðàæåíèåòî ψ : T ∞ → C∗(G) å ïî÷òè ìóë-
òèïëèêàòèâíî. Òîãàâà âå÷å ψ ãåíåðèðà öèêëè÷åí 1-êîöèêúë τ .

Òîâà äàâà âúçìîæíîñò äà ñå äîêàæå àíàëîã íà èíäåêñíàòà òåîðåìà íà E.Park,
çà ãðóïîèäíè àëãåáðè íà Âèíåð-Õîïô, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà îò § 4.1:

Òåîðåìà 4.4 Íåêà T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.
Íåêà γ(T ) è

(
γ(T )

)−1
ñà â T ∞.

Òîãàâà Ôðåäõîëìîâèÿ èíäåêñ ind(T ) íà îïåðàòîðà T ñå ïðåñìÿòà ñúñ ñëåäíàòà
ôîðìóëà:

ind(T ) = tr
[
ψγ(T )ψ(γ(T )−1)− ψ(γ(T )−1)ψγ(T )

]
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Â ÃËÀÂÀ 5 ñå ðàçãëåæäàò îïðåäåëÿíåòî íà Ê-òåîðèÿòà íà B(Rn, P ) â ñëó÷àÿ,
êîãàòî ïîëóãðóïàòà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ ñ äîïúëíèòåëíîòî îãðàíè÷åíèå äà
áúäå "exhaustible". Ðåçóëòàòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â [42]
Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà ñà:

• Kîíñòðóèðàíå íà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.
Òîâà å íàïðàâåíî â § 5.2:

Êîãàòî ñà íè èçâåñòíè èäåàë íà àëãåáðàòà B è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî, ìîæå äà ñå
çàïèøå òî÷íèÿò øåñòîúãúëíèê îò Ê-òåîðèÿòà (âèæ § 2.4.1.).
Îáà÷å äîðè êîãàòî ñà èçâåñòíè Ê-ãðóïèòå íà èäåàëà è ÷àñòíîòî, äèàãðàìíîòî
ñëåäåíå â òàçè äèàãðàìà íå å äîñòàòú÷íî çà äà ñå îïðåäåëè è Ê-òåîðèÿòà íà àë-
ãåáðàòà. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìà äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà èçîáðàæåíèÿòà
â øåñòîúãúëíèêà.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî èäåàëúò å K� èäåàëúò íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè, òàêàâà
äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç êîíñòðóèðàíå íà Ôðåä-
õîëìîâ îïåðàòîð S. Ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêúâ îïåðàòîð äîêàçâà, ÷å èíäåêñ-
íîòî èçîáðàæåíèå ∂1 : K1(B/K)−→K0(K) å íåòðèâèàëíî; à àêî äîïúëíèòåëíî
ind(S) = 1, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîðàæäàùàòà íà K0(K) = Z å â îáðàçà íà ∂1 : ò.å.
∂1 : K1(B/K)−→K0(K) å ñþðåêöèÿ. Òîâà ñúîáðàæåíèå îáÿñíÿâà âàæíîñòòà íà
êîíñòðóêöèÿòà, êîÿòî å ïðåäñòàâåíà â § 5.2, ñ êîåòî å äîêàçàíà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.2 Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rd. Â B(Rd, P ) ñúùåñòâóâà Ôðåä-
õîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.

Øå îòáåëåæà, ÷å òàçè òåîðåìà å öèòèðàíà è èçïîëçâàíà â [21]è [20].

• Îïðåäåëÿíå íà Ê-òåîðèèòå íà B(Rd, P )/K è B .
Àëãåáðàòà B å ñ ÿâíî îïèñàíè èäåàëè è ìåæäèííè ÷àñòíè. Ñëåäâàù âúïðîñ å äà
ñå èçÿñíè êîÿ å íåéíàòà Ê-òåîðèÿ. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä å äà ñå ïðèëîæè êîì-
áèíàöèÿ îò òî÷íàòà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ è òî÷íàòà ðåäèöà íà Ê-òåîðèÿòà.
Òîçè ïîäõîä å ïðèëîæåí â [42].
Çà îáùèÿò ñëó÷àé íà ïîëèåäðàëåí êîíóñ (n > 2) ïðèëàãàíåòî íà òî÷íàòà ðåäèöà
íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ è òàêîâà ðàçñúæäåíèå äàâà äîáðè ðåçóëòàòè êîãàòî ñðåäíè-
òå ÷ëåíîâå â äèàãðàìàòà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ ñà íóëåâè ãðóïè. Çà äà ñå îáõîäè
öÿëàòà ãðàíèöà íà P îáà÷å ñå èçèñêâà ïîäõîäÿùà ïîäðåäáà ïðè èçáðîÿâàíåòî íà
ñòåíèòå. Â [42] ñúì âúâåë ïîíÿòèåòî exhaustible cone.Òî ïîçâîëÿâà ìíîãîêðàòíî
ïðèëàãàíå íà òî÷íàòà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ.

Êàòî ñå èçïîëçâà èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòòà n, â [42], thm 3.5 å äîêàçàíî, ÷å
àêî P å exhaustible, òî K∗

(
B(Rd, P )

)
/K = (0,Z), êîåòî êîìáèíèðàíî ñ ëåìàòà

îò § 2.4.3 è ñúùåñòâóâàíåòî íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1 äàâà ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 5.3 Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rn, êîéòî å exhaustible. Òîãàâà

K∗
(
B(Rd, P )

)
/K = (0,Z) è K∗

(
B(Rd, P )

)
= (0, 0).
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Èíäóêòèâíàòà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî exhaustible cone å òðîìàâà è íåóäîáíà.
Ïðè âñå òîâà â [42], Ëåìà 3.4 å äîêàçàíî, ÷å ñèìïëèöèàëíèòå êîíóñè âúâ âñè÷êè
ðàçìåðíîñòè è âñè÷êè êîíóñè â Rn, ïðè n ≤ 3 ñà exhaustible.
Çà äà ñå ðàçøèðè îáõâàòà íà Òåîðåìà 5.2 ñëåäâà äà ñå íàìåðÿò îùå êëàñîâå
êîíóñè îò òîçè âèä. Â äåéñòâèòåëíîñò, íå ìè å èçâåñòåí ïðèìåð íà ïîëèåäðàëåí
êîíóñ, êîéòî íå å exhaustible. Åñòåñòâåíàòà õèïîòåçà å ÷å âñè÷êè ïîëèåäðàëíè
êîíóñè ñà exhaustible, çà ñúæàëåíèå íå ñúì â ñúñòîÿíèå äà ÿ äîêàæà.

Â [20], Thm 0.1 ñ ïîìîùòà íà äðóãà òåõíèêà � ñïåêòðàëíàòà òî÷íà ðåäèöà � å
ïîëó÷åí ðåçóëòàò, êîéòî å ïî-ñèëåí îò Òåîðåìà 5.2 â äâå íàïðàâëåíèÿ: çà P íå
ñå ïîñòàâÿò èçèñêâàíèÿ äà áúäå exhaustible è ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè îò KK-
òåîðèÿòà, îò êîèòî Òåîðåìà 5.2 å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå.
Âèæäà ñå îòòóê, ÷å âúâåäåíîòî îãðàíè÷åíèå çà êîíóñà äà áúäå exhaustible å
ñúùåñòâåíî ñàìî çà äîêàçàòåëñòâî, êîåòî èçïîëçâà ìíîãîêðàòíî ïðèëàãàíå íà
òî÷íàòà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ. Ñëåä ðàáîòàòà íà Aldridge ñòàâà áåçïðåä-
ìåòíî îáñúæäàíåòî íà òîâà ïîíÿòèå è òîâà íå å ïðàâåíî òóê. Ùå ïðèâåäà è
ðåçóëòàòà íà Aldridge:

Òåîðåìà 5.3 (Aldridge, [20], Thm 0.1) Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ.
ÒîãàâàB å KK-ñâèâàåìà (KK-contractible)
è B/K è C ñà KK- åêâèâàëåíòíè.
Â çàêëþ÷åíèå, ùå îòáåëåæà, ÷å ïðè äîêàçâàíåòî íà Òåîðåìà 5.3 â [20] ñúùåñòâå-
íî å èçïîëçâàíà êîíñòðóêöèÿòà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1. Îáîáùåíèå
íà ãîðíèòå ðåçóëòàòè îò [42] è [20] çà ñëó÷àÿ íà äåéñòâèå íà ïîëóãðóïà ìîæå
äà ñå âèäè â [46].

Â ÃËÀÂÀ 6
Â ÃËÀÂÀ 6 ñå ðàçãëåæäà àëãåáðàòà T (H3(Z)), àñîöèèèðàíà ñ äèñêðåòíàòà
ãðóïà íà Õàéçåíáåðã H3(Z) è ïîëóãðóïàòà P íà ïîëîæèòåëíèòå è åëåìåíòè.
Ïîëó÷åíî å ïðåäñòàâÿíå íà T (H3(Z)) êàòî ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà. Ðåçóëòàòèòå
îò òàçè ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè çà ïå÷àò â [44].
The main rezults i n this chapter is:
Theorem6.3. The closed two-sided ideals of T ∼= C∗(G) are

{0} ⊂ I0 ⊂ I1 ⊂ I1d ⊂ I2 ⊂ I3 = T ,

where I0 ∼= K and I3/I2 ∼= C∗(H3(Z). Also we have I2/I1d ∼= (C(T 2)×K)2, I1d/I1 ∼=
C(T )×K and I1/I0 ∼= (C(T )×K)2.

Corolary.6.4 The ideal I2 is type I C∗-algebra, but T is not type I C∗-algebra.

Ïàðàìåòðèçèðàíî å ÿâíî ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöèòå íà ïîëó÷åíèÿ ãðóïîèä.
Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå ïîëó÷è ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå è êîìïîçèöèîíåí ðåä çà
T (H3(Z)). Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 6.0.3. Çà T (H3(Z)) ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò äâóñòðàííè çàòâîðåíè èäå-
àëè

{0} ⊂ I0 ⊂ I1 ⊂ I1d ⊂ I2 ⊂ I3 = T (H3(Z)),
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êúäåòî I0 ∼= K è I3/I2 ∼= C∗(H3(Z).
Îñâåí òîâà I2/I1d ∼= (C(T 2)×K)2, I1d/I1 ∼= C(T )×K, I1/I0 ∼= (C(T )×K)2.

ÈÇÏÎËÇÂÀÍÀÒÀ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ çàåìà 3 ñòðàíèöè è âêëþ÷âà 51 çàãëà-
âèÿ. Òðè îò òÿõ� [42], [43] è [44]� ñà ìîè ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà.

2 Íÿêîè íåîáõîäèìè è èçïîëçâàíè ñâåäåíèÿ

2.1 C∗-àëãåáðè.

2.1.1 Äåôèíèöèÿ íà C∗-àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå. C∗-àëãåáðà å èíâîëþòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà ñúñ ñâîéñòâîòî:

∥x∗x∥ = ∥x∥2, ∀x ∈ A.

• Ïî-ïîäðîáíî èíâîëþòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà îçíà÷àâà:
íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî + àëãåáðà

+ íåïðåêúñíàòè îïåðàöèè (∥xy∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥)
+ èíâîëþöèÿ: (x∗)∗ = x, (x+y)∗ = x∗+y∗, (λx)∗ = λx∗, (xy)∗ = y∗x∗, ∥x∗∥ = ∥x∥
+ ïúëíîòà.

2.1.2 Îñíîâíè ïðèìåðè íà C∗-àëãåáðè.

• K � àëãåáðàòà íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè;
• C(X) � àëãåáðàòà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â êîìïàêòíî ïðî-
ñòðàíñòâî X;
• C0(X) � àëãåáðàòà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â ëîêàëíî êîì-
ïàêòíî ïðîñòðàíñòâî X, êîèòî êëîíÿò êúì 0 íà áåçêðàéíîñò
• C∗(G) � ãðóïîâàòà C∗-àëãåáðà íà ëîêàëíî êîìïàêòíà ãðóïà G ñíàáäåíà ñ λ �
ëÿâà ìÿðêà íà Õààð.
Ùå ñïîìåíà, ÷å ñëåä ïðèëàãàíå íà ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Ôóðèå èìàìå C∗(R) ∼=
C0(R), C∗(Z) ∼= C(T ).

2.1.3 Òèï íà C∗-àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå.([52], §5.6)
C∗-àëãåáðà A ñå íàðè÷à liminal, àêî çà âñÿêî íåíóëåâî íåïðèâîäèìî ïðåäñòàâÿíå
(H,φ) èìàìå, ÷å φ(A) = K(H). Liminal àëãåáðèòå ñå íàðè÷àò ñúùî CCR. 2

Îïðåäåëåíèå.([52], §5.6) C∗-àëãåáðà A ñå íàðè÷à postliminal, àêî çà âñÿêî íå-
íóëåâî íåïðèâîäèìî ïðåäñòàâÿíå (H,φ) èìàìå, ÷å φ(A) = K(H). Postliminal
àëãåáðèòå ñå íàðè÷àò ñúùî GCR, à ñúùî òèï I àëãåáðè (Type I C∗-algebras).

2Òîâà å ñúêðàùåíèå îò Completely Continuous Representation.
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Îïðåäåëåíèå.([8]) C∗-àëãåáðà A ñå íàðè÷à ðàçðåøèìà (solvable), àêî ñúùåñò-
âóâà êðàéíà ôèëòðàöèÿ

{0} = J0 ⊂ J1 ⊂ · · · ⊂ JN+1 = A

êîÿòî èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(i) Jj å çàòâîðåí ñàìîñïðåãíàò èäåàë íà Jj+1;

(ii) Jj+1/Jj å C∗-èçîìîðôíî íà C∗-àëãåáðàòà C0(Σj,K(Hj)), ÷èèòî åëåìåíòè ñà
âñè÷êè íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ, äåôèíèðàíè â ëîêàëíî êîìïàêòíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî Σj ñ îáðàç â èäåàëà íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè â Õèëáåðòîâîòî ïðîñ-
òðàíñòâî Hj;

(iii) dim(Hj) ≥ dim(Hj+1).
Çà ðàçðåøèìèòå àëãåáðè ìîæå äà ñå äåôèíèðà ïîíÿòèåòî j- Ôðåäõîëìîâîñò;
Dynin å îïðåäåëèë òåõíèÿ ñïåêòúð. Ðàçðåøèìè ñà àëãåáðèòå, ðàçãëåäàíè â [31]
è [16].

2.1.4 Îïåðàòîðè íà Ôðåäõîëì. Èíäåêñ íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð

Íåêà H å ñåïàðàáåëíî, áåçêðàéíîìåðíî Õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñ B(H) îç-
íà÷àâàìå àëãåáðàòà íà îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè îïåðàòîðè â H, ñ K = K(H)�
èäåàëúò íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè, à ñ Q = Q(H) = B(H)/K� àëãåáðàòà íà
Êàëêèí.

Òåîðåìà(Àòêèíñîí) ([47], Thm.9.4.1, p175/252) Íåêà T ∈ B(H). Òîãàâà ñëåä-
íèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

(i) Îáðàçúò Im(T ) íà T å çàòâîðåí è ÿäðàòà Ker(T ) è Ker(T ∗) ñà êðàéíîìåðíè.

(ii) Ñúùåñòâóâà S ∈ B(H) òàêúâ, ÷å îïåðàòîðèòå 1 − S ◦ T è 1 − T ◦ S äà ñà
êîìïàêòíè.

(iii) Îáðàçúò π(T ) íà T â Q(H) å îáðàòèì.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð T ∈ B(H), êîéòî óäîâëåòâîðÿâà ãîðíèòå åêâèâàëåíò-
íè óñëîâèÿ ñå íàðè÷à Ôðåäõîëìîâ. Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè Ôðåäõîëìîâè îïå-
ðàòîðè ùå îçíà÷àâàìå ñ Φ(H).

Çà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð T äåôèíèðàìå íåãîâèÿ èíäåêñ ñ ôîðìóëàòà:

ind(T ) = dim(Ker(T ))− dim(Ker(T ∗)) ∈ Z.

Âðúçêàòà ìåæäó Ê-òåîðèÿòà è Ôðåäõîëìîâèòå îïåðàòîðè ñå äàâà îò ñëåäíàòà
òåîðåìà:

Òåîðåìà(Àòêèíñîí) ([47], Thm.9.4.1.) Íåêà T ∈ B(H) å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.
Òîãàâà

ind(T ) = tr∗(∂1([π(T ))]),
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êúäåòî [π(T ))] å êëàñúò íà π(T ) â K1(Q(H)), tr∗ : K0(K)−→ Z å ñëåäîâèÿ õîìî-
ìîðôèçúì è ∂1 å èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå îò òî÷íèÿ øåñòîúãúëíèê íà ðàçøè-
ðåíèåòî:

0−→K i−→B(H)
π−→Q(H)−→ 0

Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà Ôðåäõîëìîâèòå îïåðàòîðè è òåõíèòå èíäåêñè ñà ñúáðàíè
â ñëåäíàòà

Òåîðåìà Èíäåêñúò íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
(i)([41], Prop14.1.6 ) Èíäåêñúò íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð íå ñå ïðîìåíÿ îò êîì-
ïàêòíà ïåðòóðáàöèÿ.

(ii)([41], Prop14.1.7) Èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå Φ(H)−→ Z å õîìîìîðôèçúì, ò.å.
ind(F1F2) = ind(F1) + ind(F2) ïðè F1, F2 ∈ Φ(H).

(iii)([41], Prop14.1.8) Èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå Φ(H)−→ Z å ëîêàëíî êîíñòàíò-
íî.

2.2 Ãðóïîèäè è òåõíèòå àëãåáðè

Ãðóïîèäèòå è òåõíèòå àëãåáðè ïðåäñòàâëÿâàò îñíîâíî òåõíè÷åñêî ñðåäñòâî çà
èçó÷àâàíå íà îáñúæäàíèòå òóê îïåðàòîðíè àëãåáðè.
Â òàçè ÷àñò ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè îñíîâíèòå äåôèíèöèè è ÷åñòî èçïîëçâàíèòå
èì ñâîéñòâà. Îñíîâíîòî ïîñîáèå çà ðåôåðåíöèè ùå áúäå [29]. Äîáðî èçëîæåíèå
íà òàçè ìàòåðèÿ ìîæå äà áúäå âèäÿíî è â [16], êîåòî ñúùî ùå áúäå öèòèðàíî
÷åñòî.

2.2.1 Äåôèíèöèÿ íà ãðóïîèä

Îïðåäåëåíèå.[29],Def. 1.1; ([16],§ 2.1]) Ïîä ãðóïîèä ùå ðàçáèðàìå ìíîæåñòâî
G, ñíàáäåíî ñ:
• áèíàðíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèå(x, y) 7→ x . y, G2−→G, êúäåòî ìíîæåñòâîòî
G2 ⊂ G × G ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî íà êîìïîçèðóåìèòå äâîéêè; è

• óíàðíà îïåðàöèÿ èíâåðñèÿ x 7→ x−1, òàêà, ÷å äà ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðåëàöèè:

(i) (x−1)−1 = x;

(ii) Àêî (x, y), (y, z) ∈ G2, òî (x.y, z), (x, y.z) ∈ G2 è (x.y).z = x.(y.z);

(iii) (x−1, x) ∈ G2 è àêî (x, y) ∈ G2 òî x−1.(x.y) = y;

(iv) (x, x−1) ∈ G2 è àêî (z, x) ∈ G2 òî (z.x).x−1 = z.
Àêî äîïúëíèòåëíî G å ëîêàëíî êîìïàêòíî Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàí-
ñòâî è îïåðàöèèòå ñà íåïðåêúñíàòè (ñíàáäèëè ñìå G2 ñ ðåëàòèâíàòà òîïîëîãèÿ),
òî G ùå íàðè÷àìå ëîêàëíî êîìïàêòåí ãðóïîèä.
Ùå îòáåëåæà, ÷å òîïîëîãè÷íèòå ãðóïîèäè, äåôèíèðàíè ïî-ãîðå, ñà ðàçëè÷íè ïî
ñâîéñòâà îò èçìåðèìèòå ãðóïîèäè, èçïîëçâàíè îò A. Connes â [Cones-94].
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Îïðåäåëåíèå.([29], Def. 1.2 ) Àêî x ∈ G, äåôèíèðàìå d(x) = x−1.x (domain íà
x) è r(x) = x.x−1 (range íà x). Îò ãîðíèòå àêñèîìè ñëåäâà,÷å äâîéêàòà (x, y) å
êîìïîçèðóåìà òî÷íî êîãàòî r(y) = d(x).

Ìíîæåñòâîòî G0 = r(G) = d(G) ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî íà åäèíèöèòå (unit space)
íà G.

2.2.2 Èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñòâà íà G(0)

Îïðåäåëåíèå. (([16],§ 2.1]) Íåêà u, v ∈ G(0).
Òîãàâà ðåëàöèÿòà u ∼ v, êîãàòî r−1(u) ∩ d−1(v) ̸= ∅ å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíò-
íîñò â G(0), êîÿòî îïðåäåëÿ ðàçáèâàíåòî íà G(0) íà îðáèòè� êëàñîâåòå íà åêâèâà-
ëåíòíîñò íà òàçè ðåëàöèÿ. Ïîäìíîæåñòâî íà G(0) íàðè÷àìå èíâàðèàíòíî, àêî å
îáåäèíåíèå íà îðáèòè. Çà u ∈ G(0) ìíîæåñòâîòî r−1(u)∩d−1(u) èìà ñòðóêòóðàòà
íà ãðóïà, íàðè÷à ñå èçîòðîïíà ãðóïà.

2.2.3 Ëÿâà Õààðîâà ñèñòåìà íà ãðóïîèä

Íåêà G å ëîêàëíî êîìïàêòåí ãðóïîèä. Ñìÿòàìå, ÷å Cc(G) � ïðîñòðàíñòâîòî íà
íåïðåêúñíàòèòå, êîìïëåêñíîçíà÷íè ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë å ñíàáäåíî ñ
òîïîëîãèÿòà íà ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò âúðõó êîìïàêòèòå.
Îïðåäåëåíèå. (([16], § 2.4, ];[29], ch. 1, § 2. Def. 2.2 ] )
Ôàìèëèÿ ìåðêè {λu : u ∈ G(0)} ñå íàðè÷à ëÿâà Õààðîâà ñèñòåìà çà G, àêî ñà â
ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:
1. supp(λu) = r−1(u);
2. çà âñÿêà f ∈ Cc(G) ôóíêöèÿòà u 7→

∫
fdλu å íåïðåêúñíàòà âúðõó G(0);

3. çà âñÿêî x ∈ G è çà âñÿêà Cc(G) å â ñèëà
∫
f(xy)dλd(x)(y) =

∫
f(y)dλr(x)(y).

2.2.4 Äåôèíèðàíå íà ãðóïîèäíèòå àëãåáðè C∗
c (G, λ), C∗(G, λ) è C∗

red(G, λ)

Ôàìèëèÿòà íà êîìïëåêñíîçíà÷íèòå ôóíêöèè f . ÷èèòî íîñèòåë supp(f) å êîì-
ïàêòåí îçíà÷àâàìå ñ Cc(G). Ñíàáäÿâàìå Cc(G) ñ òîïîëîãèÿòà íà ðàâíîìåðíàòà
ñõîäèìîñò âúðõó êîìïàêòèòå. Äåôèíèðàìå â Cc(G) îïåðàöèè ñ ôîðìóëèòå:

f ∗ g(x) =
∫
f(x.y)g(y−1) dλ(y)

f ∗(x) = f(x−1)

Ñúãëàñíî [ [29], Ch. II, § 1, Prop. 1.1 ] Cc(G) å òîïîëîãè÷íà *-àëãåáðà
Â Cc(G) ñå äåôèíèðà íîðìà ñ ôîðìóëàòà:

∥f∥I = max

(
sup
u∈G0

∫
|f |dλu, sup

u∈G0

∫
|f ∗|dλu

)
.

Ñúãëàñíî [[29], Prop1.4] òàêà äåôèíèðàíàòà ∥ ∥I å ∗-íîðìà â Cc(G).
Ïðåäñòàâÿíå L íà Cc(G) ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíî, àêî ∥L(f)∥ ≤ ∥f∥I ∀f ∈ Cc(G)
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C∗-ïîëóíîðìà â Cc(G) ìîæå äà ñå çàäàäå ñ

∥f∥ = sup{∥L(f)∥},

êúäåòî ñóïðåìóìúò ñå âçåìà ïî âñè÷êè îãðàíè÷åíè ïðåäñòàâÿíèÿ L íà Cc(G).
Ïîïúëíåíèåòî íà Cc(G) îòíîñíî òàçè ïîëóíîðìà ñå íàðè÷à ãðóïîèäíà C∗-àëãåá-
ðà è ñå îçíà÷àâà ñ C∗(G, λ) èëè C∗(G).
Ùå îòáåëåæà, ÷å â [29] äåôèíèöèÿòà íà ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà å ìàëêî ïî-îáùà,
òàì â äåôèíèöèÿòà ñå èçïîëçâà è 1- êîöèêúë σ, äåôèíèðàí â ãðóïîèäà G. Òóê
íå ñå íóæäàåì îò òîâà è ùå ñìÿòàìå, ÷å òîçè êîöèêúë å òðèâèàëåí, ò.å. σ ≡ 1.

Äðóãà C∗-àëãåáðà èãðàå äîðè ïî-âàæíà ðîëÿ � ðåäóöèðàíàòà ãðóïîèäíà C∗-
àëãåáðà C∗

red(G). Âàæíîñòòà �è ñå îïðåäåëÿ îò [([16],Thm. 3.7 ], ñïîðåä êîÿòî
àëãåáðàòà íà Òüîïëèö å èçîìîðôíà íà C∗

red(G).
Ðåäóöèðàíàòà ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà ñå äåôèíèðà â [16],$ 2.13 êàòî ôàêòîðàë-
ãåáðàòà:

C∗
red(G) = C∗(G)/I,

êúäåòî I å ñå÷åíèåòî íà ÿäðàòà íà âñåâúçìîæíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ Indµ íà Cc(G),
èíäóöèðàíè îò ìÿðêà µ â G0.

2.2.5 Ðåøåòêà íà èäåàëèòå íà C∗
red(G, λ).

Íåêà G å ãðóïîèä ñ ëÿâà Õààðîâà ñèñòåìà {λu} è íåêà U å îòâîðåíî èíâàðèàíòíî
ïîäìíîæåñòâî íà G0. Òîãàâà IU = {f ∈ Cc(G) : supp f ⊂ G|U} å äâóñòðàíåí èäåàë
â Cc(G), à çàòâîðåíàòà ìó îáâèâêà IU â C∗

red(G, λ) å çàòâîðåí äâóñòðàíåí èäåàë
â C∗

red(G, λ).

Òåîðåìà (Muhly, Renault,([16], Prop. 2.16 ; [29], Prop. 4.5). Èçîáðàæåíèåòî
U 7→ IU , äåôèíèðàíî â ðåøåòêàòà íà îòâîðåíèòå èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñòâà
íà G0 ñúñ ñòîéíîñòè â ðåøåòêàòà íà äâóñòðàííèòå èäåàëè íà C∗

red(G) å áèåêöèÿ,
çàïàçâàùà íàðåäáàòà. Çà âñÿêî îòâîðåíî èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî U íà G0
èäåàëúò IU å êàíîíè÷íî èçîìîðôåí íà C∗

red(G|U, 1G|Uλ) è ÷àñòíîòî C∗
red(G, λ)/IU

å êàíîíè÷íî èçîìîðôíî íà C∗
red(G|F, 1G|Fλ), êúäåòî F = G0\U .

2.2.6 Òîïîëîãè÷åí èçîìîðôèçúì íà ãðóïîèäè.

Íåêà
(
G1, {λu1}u∈G0

1

)
è
(
G2, {λv2}v∈G0

2

)
ñà äâà òîïîëîãè÷íè ãðóïîèäà ñ ËÕÑ.

Îïðåäåëåíèå.([16],§ 2.10) Òîïîëîãè÷åí èçîìîðôèçúì íà G1 è G2 íàðè÷àìå áè-
åêöèÿ Φ : G1−→G2, êîÿòî å àëãåáðè÷åí ìîðôèçúì çà îïåðàöèèòå óìíîæåíèå è
âçåìàíå íà îáðàòåí, è ñúùî òàêà å õîìåîìîðôèçúì, êîéòî ïðåõâúðëÿ ËÕÑ íà
G1 â ËÕÑ íà G2 (ò.å.λu1 ñå ïðåõâúðëÿ â λ

Φ(u)
2 ).

Â [[16],Prop. 2.10 ] å ïîêàçàíî, ÷å òîïîëîãè÷åí èçîìîðôèçúì íà G1 è G2 äàâà è
èçîìîðôèçúì ìåæäó C∗-àëãåáðèòå èì.

Ùå îòáåëåæà, ÷å ïîíÿòèåòî òîïîëîãè÷åí èçîìîðôèçúì å ðàçëè÷íî îò ïîíÿòèåòî
ìîðôèçúì íà ãðóïîèäè, êîåòî äàâà ñàìî åêâèâàëåíòíè ïî Ìîðèòà C∗-àëãåáðè.
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2.3 Îñíîâíè ïðèìåðè íà ãðóïîèäè è òåõíèòå àëãåáðè

2.3.1 Òðèâèàëåí ãðóïîèä, îïðåäåëåí îò ìíîæåñòâî X.

Îïðåäåëåíèå.([16], § 2.2.1 ) ÍåêàX å ëîêàëíî êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî. Äåôè-
íèðàìå ãðóïîèä, íàðè÷àí òðèâèàëåí ãðóïîèä, êîéòî ùå áåëåæèì ñ G = Triv(X)
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• G = Triv(X) = X ×X;

• G(2) =
{(

(x, y), (x1, y1)
)
: y = x1

}
;

(x, y).(y, y1) = (x, y1); (x, y)−1 = (y, x);

• r
(
(x, y)

)
= (x, y).(x, y)−1 = (x, x); d

(
(x, y)

)
= (x, y)−1.(x, y) = (y, y);

• G(0) = {(x, x) : x ∈ X}; èäåíòèôèöèðàìå G(0) ñ X.
Àêî X å ëîêàëíî êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî è α å ôèêñèðàíà ìÿðêà, çàäàäåíà â
X, ñúñ supp(α) = X, ËÕÑ ñå äåôèíèðà [([16],§ 2.5) ]) ñ ôîðìóëèòå:

{λx = δx × α : x ∈ X} .

Òîãàâà [[16],§ 2.6.2 ]

f ∗ g(x, y) =
∫
X

f(x, z)g(z, y)dα(z)

f ∗(x, y) = f(y, x).

2.3.2 Êîòðèâèàëåí ãðóïîèä, îïðåäåëåí îò ìíîæåñòâî X.

Îïðåäåëåíèå. ([16], § 2.2.2) Íåêà X å ëîêàëíî êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî. Äå-
ôèíèðàìå ãðóïîèä, íàðè÷àí êîòðèâèàëåí ãðóïîèä, êîéòî ùå áåëåæèì ñ G =
Cotriv(X) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• G = Cotriv(X) = X;

• G(2) = {(x, y) : x = y};
• x.x = x; x−1 = x;
r
(
x
)
= x; d

(
x
)
= x;

• G(0) = X.
Àêî X å ëîêàëíî êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî, ËÕÑ ñå äåôèíèðà ([16], § 2.5) ñ

{λx = δx : x ∈ X} .

Òîãàâà Cc
(
Cotriv(X)

)
ïðåäñòàâëÿâà([16], § 2.6.1) àëãåáðàòà íà íåïðåêúñíàòèòå

ôóíêöèè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë è îáè÷àéíèòå îïåðàöèè íà (ïîòî÷êîâî) óìíîæå-
íèå è èíâîëþöèÿ.
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2.3.3 Ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè.

Íåêà Y å ëîêàëíî êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî è G å ëîêàëíî êîìïàêòíà ãðóïà ñ
åäèíèöà e è λ � ëÿâà ìÿðêà íà Õààð, êîÿòî äåéñòâà íåïðåêúñíàòî âúðõó Y .

α :

∣∣∣∣ Y ×G→Y(y, t) 7→ yt

Îïðåäåëåíèå.([16], § 2.2.2) Äåôèíèðàìå ãðóïîèä G, íàðå÷åí ãðóïà îò òðàíñ-
ôîðìàöèè (transformation group) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• G = Y ×G;
• G(2) =

{(
(y, t), (y1, t1)

)
: y1 = yt

}
;

• (y, t), (yt, t1) = (y, tt1); (y, t)−1 = (yt, t−1);

• r
(
(y, t)

)
= (y, t).(y, t)−1 = (y, e); d

(
(y, t)

)
= (y, t)−1.(y, t) = (yt, e);

• G(0) = {(y, e) : y ∈ Y }; èäåíòèôèöèðàìå G(0) ñ Y .

Íåêà λ å ôèêñèðàíà ìÿðêà íà Õààð çà G. Ôàìèëèÿòà ìåðêè

{λu = δu × λ : u ∈ Y = G0}

å ([16], § 2.5, ) ëÿâà Õààðîâà ñèñòåìà çà G.
Òîãàâà îïåðàöèèòå â Cc(G) ñå äàâàò([16], § 2.6.3 ) ñ ôîðìóëèòå:

f ∗ g(x, t) =
∫
f(x, s)g(xs, s−1t)dλ(s) f ∗(x, s) = f(xs, s−1).

2.3.4 Ðåäóêöèÿ íà ãðóïîèä ïî ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî îò åäè-
íèöè.

Îïðåäåëåíèå.([16], § 2.2.5 ) Íåêà G å ãðóïîèä ñ ìíîæåñòâî íà åäèíèöèòå G(0)
è íåêà E å ëîêàëíî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà G(0). Ðåäóêöèÿòà G|E íà G ïî E
ñå äåôèíèðà ñ

G|E = {x ∈ G : r(x) ∈ E, d(x) ∈ E}.

Îïåðàöèèòå â G|E ñà îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðàöèèòå â G, (G|E)(0) = E.

Êîãàòî G å ãðóïàòà îò òðàíñôîðìàöèè Y × G, âèíàãè ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å å â
ñèëà óñëîâèåòî îò [16], § 2.6.4, à èìåííî:

supp(1G|X(λ
x) = r−1(x) ∩ G|X,

êúäåòî x ∈ E, λx = δx × λ è λ å ëÿâàòà ìÿðêà íà Õààð çà ãðóïàòà G. Â òîçè
ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèåòî ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà:

f ∗ g(x, t) =
∫
f(x, s)g(xs, s−1t)1E(xs)dλ(s) f, g ∈ Cc(G|E).
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2.3.5 C∗�àëãåáðàòà íà ãðóïîèä, êîéòî å ïðîèçâåäåíèå

×åñòî ñðåùàíà å ñèòóàöèÿòà, êîãàòî ãðóïîèä G ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå:

G = G̃ ×H

íà ïîäõîäÿùè ãðóïîèä G̃ ñ ËÕÑ {λu} è ëîêàëíî êîìïàêòíà ãðóïà H (ïðåäïî-
ëàãàìå, ÷å ËÕÑ íà G å ïîëó÷åíà êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ËÕÑ íà G̃ è Õààðîâàòà
ìÿðêà íà H ).
Ñëåäâàéêè([16], § 3.7.1) , ìîæåì äà çàïèøåì. ÷å

C∗
red(G) ≊ C∗

red(G̃)⊗ C∗
red(H),

Òîçè èçîìîðôèçúì ñëåäâà îò íàáëþäåíèåòî íà Muhly è Renault, ÷å àðãóìåíòèòå
íà Guichardet [38], çà C∗-àëãåáðàòà íà ïðîèçâåäåíèå íà ãðóïè ñà âàëèäíè è
â ïî-îáùàòà ñèòóàöèÿ� ïðîèçâåäåíèå íà ãðóïîèä è ãðóïà. êúäåòî òåíçîðíîòî
ïðîèçâåäåíèå å ñíàáäåíî ñ íàé-ìàëêàòà C∗-êðîñ-íîðìà.
Ãîðíèÿò èçîìîðôèçúì äàâà âúçìîæíîñò äà ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà íà Êþíåò
çà ïðåñìÿòàíå íà Ê-òåîðèÿòà íà C∗

red(G).

2.3.6 Îòíîñíî åäíà ïðîáîéíà â ïðîãðàìàòà çà ðàáîòà
è íåéíîòî çàêúðïâàíå

Ïðåäè äà ñå ïðåñìÿòà Ê-òåîðèÿòà íà B èëè äà ñå îïðåäåëÿ òèïà íà àëãåáðàòà
è äà ñå êîíñòðóèðà èíäåêñíà ôîðìóëà çà Ôðåäõîëìîâè îïåðàòîðè å íåîáõîäè-
ìî äà ñå îïðåäåëè ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå è ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè. Çà ãðóïîèäíè
C∗-àëãåáðè âñè÷êè èçñëåäîâàòåëè èçïîëçâàò òåîðåìàòà çà ðåøåòêàòà íà èäåà-
ëèòå íà ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà (ôîðìóëèðàíà å òóê â § 2.2.5). Òàçè òåîðåìà å
èçïîëçâàíà íàïðèìåð îò A. Alldridge, Hilgert-Neeb è A. Nica â [20], [22] è [11].

Ïðîáîéíàòà.

Èçñëåäîâàòåë, êîéòî ðàç÷èòà äà èçïîëçâà òàçè òåîðåìà îñòàâà íåïðèÿòíî èçíå-
íàäàí äà âèäè â ñòàòèÿòà [46] 3 íà J.Renault è Sundar ñëåäíàòà áåëåæêà:

Áåëåæêà (Remark 5.3 îò [46]) A part of the proposition quoted in 2.16 of [16] is
wrong, namely the exactness of the sequence

0−→C∗
red(G|U)−→C∗

red(G)−→C∗
red(G|F )

where U is an open invariant subset of G0 and F = G0 \ U .
It holds for the full C∗- algebras.

However the statement of Propositon 5.2 is proved in complete detail in 2.17 of
[MR82].

3Ùå ïðèïîìíÿ, ÷å íà ïúðâèÿò ñúàâòîð ïðèíàäëåæè íàé-öèòèðàíîòî ðúêîâîäñòâî[29] âúð-
õó ãðóïîèäè è òåõíèòå àëãåáðè è å ñúàâòîð â [16]�îñíîâîïîëàãàùàòà ðàáîòà, ïîñâåòåíà íà

ãðóïîèäíèÿ ïîäõîä çà èçó÷àâàíå íà ðàçãëåæäàíèÿ òóê êëàñ àëãåáðè, òàêà ÷å êîìïåòåíòíîñò-

òà ìó å âúí îò ñúìíåíèå.
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Ùå îòáåëåæà, ÷å çà ñúæàëåíèå â [46] íå å ïðåäñòàâåí êîíòðàïðèìåð èëè äî-
ïúëíèòåëåí êîìåíòàð êúäå ñå êðèå äåôåêòúò íà Òåîðåìàòà çà ðåøåòêàòà íà
èäåàëèòå (öèòèðàíà ïî-ãîðå êàòî Prop.2.16. of [16]). Ìîÿòà ïðîâåðêà íà äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ñúùî íå êîíñòàòèðà ãðåøêà.

Çàêúðïâàíåòî:

Â äåéñòâèòåëíîñò òóê íå ñå èçïîëçâà ïúëíàòà òåîðèÿ íà ãðóïîèäíèòå C∗-àëãåáðè.
Â ïðîãðàìàòà çà ðàáîòà, êîÿòî ñëåäâàì è çà íàøèòå öåëè å äîñòàòú÷íî äà ñå ðàç-
ãëåæäàò ãðóïîèäè îò âèäà G = (Y ×G) |X, íàðè÷àíè ãðóïîèäè íà Âèíåð-Õîïô�
ò.å. G å ðåäóêöèÿ íà ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè Y ×G ïî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî
X ⊂ G0. Ùå óñòàíîâèì, ÷å â ñëó÷àèòå, êîèòî ðàçãëåæäàìå, ðåäóöèðàíàòà àë-
ãåáðà ñúâïàäà ñ ïúëíàòà àëãåáðà è ñëåäîâàòåëíî ïðåäëîæåíàòà ïðîãðàìà ìîæå
äà ñå èçïîëçâà.

Â [([16], §2.15] å ïðåäñòàâåíî ñëåäíîòî Ïðåäëîæåíèå è íåãîâîòî äîêàçàòåëñòâî:

Ïðåäëîæåíèå. ([([16], Prop. 2.15)Àêî G å ãðóïîèäúò, ïîëó÷åí ÷ðåç ðåäóöèðàíå
íà ãðóïàòà îò òðàíñôîðìàöèè Y × G Y è óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèåòî îò § 2.6.4
è àêî ãðóïàòà G å àìåíàáåëíà, òî

C∗(G) = C∗
red(G)

Proof. Òîâà ñëåäâà îò Ïðåäëîæåíèÿ 3.2, 3.7 è 3.9 íà ãëàâà II îò [29].

Öèòèðàíîòî â òîâà ïðåäëîæåíèå óñëîâèå îò § 2.6.4 å çàäàäåíî òóê â äåôèíèöèÿòà
â §2.3.4. íà ðåäóêöèÿ íà ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè è å âàëèäíî çà ðàçãëåæäàíèòå
â Äèñåðòàöèÿòà ãðóïîèäè, à ñúùî òàêà ðàçãëåæäàíèòå ãðóïè ñà àìåíàáåëíè,
ñëåäîâàòåëíî ñâîéñòâîòî, êîåòî ñïîðåä ãîðíàòà áåëåæêà 5.3 îò [46] å â ñèëà çà
ïúëíàòà àëãåáðà å äîñòàòú÷íî çà íàøèòå öåëè.
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2.4 Ê-òåîðèÿ íà C∗-àëãåáðà

2.4.1 Òî÷åí øåñòîúãúëíèê â Ê-òåîðèÿòà

Íåêà A å C∗-àëãåáðà. Çà íåÿ ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò ãðóïèòå K0(A) è K1(A). Ïî
äåôèíèöèÿ, K0(A) å ãðóïàòà, ïîðîäåíà îò ïîëóãðóïàòà íà ñòàáèëíî èçîìîðô-
íèòå êëàñîâå íà êðàéíèòå ïðîåêòèâíè ìîäóëè íàä A. Ãðóïàòà K1(A) ìîæå äà ñå
äåôèíèðà êàòî ÷àñòíîòî íà GL∞(A) ïðè ôàêòîðèçàöèÿ ïî êîìóòàòîðà íà òàçè
ãðóïà.
Ïðåäëîæåíèå. ([26], § 9.3.1.) Íåêà

0−→ I
i−→B π−→B/I −→ 0

å òî÷íà ðåäèöà íà C∗-àëãåáðè. Òîãàâà ñëåäíàòà öèêëè÷íà ðåäèöà å òî÷íà:

K0

(
I
) i∗−→ K0

(
B
) π∗−→ K0

(
B/I

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
B/I

) π∗←− K1

(
B
) i∗←− K1

(
I
)

2.4.2 Ïðèìåð: Òî÷åí øåñòîúãúëíèê çàT 1

Äîáðå èçâåñòíî([3], Thm 1.] e, ÷å T 1� C∗-àëãåáðàòà íà êëàñè÷åñêèòå Òüîïëèöîâè
îïåðàòîðè. ñúäúðæà êàòî èäåàë K� àëãåáðàòà íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè, ïðè
òîâà [([3], Thm 2.] ÷àñòíîòî å èçîìîðôíî íà C(T ) ò.å. èìàìå êúñà òî÷íà ðåäèöà:

0−→K i−→T 1 π−→C(T )−→ 0.

Ùå èçïîëçâàìå òî÷íèÿ øåñòîúãúëíèê íà òàçè êúñà òî÷íà ðåäèöà, çà äà îïðå-
äåëèì Ê-òåîðèÿòà íà T 1:

K0

(
K
) i∗−→ K0

(
T 1

) π∗−→ K0

(
C(T )

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
C(T )

) π∗←− K1

(
T 1

) i∗←− K1

(
K
)

Ñëåä êàòî èçïîëçâàìå, ÷åK∗
(
K
)
= (Z, 0) è K∗

(
C(T )

)
= (Z,Z), ïîëó÷àâàìå:

Z
i∗−→ K0

(
T 1

) π∗−→ Z

∂1 ↑ ↓ ∂0

Z
π∗←− K1

(
T 1

) i∗←− 0

Àëãåáðàòà T 1 å ïîðîäåíà îò èçîìåòðèÿ, êîÿòî å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ
1.Òîâà äàâà, ÷å èçîáðàæåíèåòî ∂1 å èçîìîðôèçúì.Äèàãðàìíîòî ñëåäåíå â òîçè
øåñòîúãúëíèê ïîçâîëÿâà äà íàïðàâèì èçâîäà, ÷å K∗

(
T 1

)
= (Z, 0).
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2.4.3 Ïðèìåð: Åäíà ëåìà îò [42]

Ëåìà. ÍåêàK∗(B/K) = (0, Z). Íåêà äà ñúùåñòâóâà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð S ∈ B
ñ èíäåêñ 1. Òîãàâà:
(i) K∗(B) = (0, 0);
(ii) Èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå ind :K1(B/K)−→K0(K) å èçîìîðôèçúì.
Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ðàçøèðåíèåòî:

0−→K i−→B γ−→B/K−→ 0. (2.4.3)

Çàïèñâàìå òî÷íèÿ øåñòîúãúëíèê çà ðàçøèðåíèåòî (2.4.3):

K0

(
K
) i∗−→ K0

(
B
) π∗−→ K0

(
B/K

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
B/K

) π∗←− K1

(
B
) i∗←− K1

(
K
)

Íåêà îçíà÷èì îáðàçóâàùàòà íà K0(K) ñ E. Îçíà÷àâàìå ñúùî è U = γ(S).
Êàòî ñëåäñòâèå îò êðèòåðèÿ çà Ôðåäõîëìîâîñò [Wedge-Olsen, Thm. 1.4.16] èìà-
ìå, ÷å U å îáðàòèì. Ðàçãëåæäàìå ∂1([U ]) ∈ K0(K). ∂1([U ]) = m[E], çà íÿêîå
m.
Îáðàçúò íà E ïðè ñëåäîâèÿ õîìîìîðôèçúì τ∗ : K0(K)→ Z å τ∗([E]) = 1.
Íî ∂1([U ]) = ind(S) = 1, ñëåäîâàòåëíî m = 1 èëè m = −1 è îòòóê Im(∂1) =
K0(K).
Ñòàíäàðòíî äèàãðàìíî ñëåäåíå äîâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

2.4.4 Òî÷íà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ â Ê-òåîðèÿòà

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà íà C∗-àëãåáðè ñ åäèíèöà:

A
g1−→ B1

g2 ↓ ↓ f1

B2
f2−→ D

(2.4.4)

êúäåòî A = {(b1, b2) ∈ B1⊕B2 : f1(b1) = f2(b2)} ⊆ B1⊕B2 è f1 è f2 ñà ñþðåêòèâíè
õîìîìîðôèçìè. Ñìÿòàìå, ÷å g1 è g2 ñà îãðàíè÷åíèÿòà íà ïðîåêöèèòåB1⊕B2→B1

è B1 ⊕B2→B2 äî ïîäïðîñòðàíñòâîòî A ⊆ B1 ⊕B2.
Òîãàâà àëãåáðàòà A íàðè÷àìå pullback íà B1 è B2 ïî D, à äèàãðàìà îò âèäà
(2.4.4) ùå íàðè÷àìå pullback äèàãðàìà.

Òåîðåìà. ([47], Thm.7.2.1) Àêî å äàäåíà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà (2.4.4.) íà
C∗-àëãåáðè ñ åäèíèöà, òî ñúùåñòâóâà ñëåäíèÿ òî÷åí øåñòîúãúëíèê:

K0

(
A
) (g1∗,g2∗)−→ K0

(
B1

)
⊕K0

(
B2

) f1∗−f2∗−→ K0

(
D
)

∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
D
) f1∗−f2∗←− K1

(
B1

)
⊕K1

(
B2

) (g1∗,g2∗)←− K1

(
A
)
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Ùå îòáåëåæà, ÷å â [26], Thm. 21.2.2 ìîæå äà ñå íàìåðè äúëãàòà òî÷íà ðåäèöà
íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ çà êîõîìîëîãè÷íà òåîðèÿ {hn}

2.4.5 Êîíñòðóèðàíå íà pullback äèàãðàìè çà ãðóïîèäíè àëãåáðè

Òî÷íàòà ðåäèöà íà Mayer-Vietoris ìîæå äà ñå ïðèëîæè êúì ãðóïîèäíè C∗-
àëãåáðè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà G å ãðóïîèä íà Âèíåð-Õîïô è íåêà A1 è A2 ñà çàòâîðåíè èíâàðèàíòíè
ïîäìíîæåñòâà íà G0 = X. Èìàìå, ÷å

C∗ (G|A1∪A2)
∼= {(a1, a2) : φ1(a1) = φ2(a2) ⊆ C∗ (G|A1)⊕ C∗ (G|A2)},

êúäåòî φ1 è φ2 ñå äàâàò êàòî îãðàíè÷åíèÿ. Òå ñà î÷åâèäíî ñþðåêòèâíè.
Ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà pullback äèàãðàìà íà ãðóïîèäíè C∗-àëãåáðè:

C∗ (G|A1∪A2)
ψ1−→ C∗ (G|A1)

ψ2 ↓ ↓ φ1

C∗ (G|A2)
φ2−→ C∗ (G|A1∩A2)

Òàçè äèàãðàìà îïðåäåëÿ ñëåäíèÿ òî÷åí øåñòîúãúëíèê:

K0

(
C∗ (G|A1∪A2)

) (ψ1∗,ψ2∗)−→ K0

(
C∗ (G|A1)

)
⊕K0

(
C∗ (G|A2)

) φ2∗−φ1∗−→ K0

(
C∗ (G|A1∩A2)

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
C∗ (G|A1∩A2))

φ2∗−φ1∗←− K1

(
C∗ (G|A1)

)
⊕K1

(
C∗ (G|A2)

) (ψ1∗,ψ2∗)←− K1

(
C∗ (G|A1∪A2)

)
Òîçè íà÷èí çà êîíñòðóèðàíå íà pullback äèàãðàìà íà ãðóïîèäíè C∗-àëãåáðè ñúì
îïèñàë è èçïîëçâàë â [42].

2.4.6 Òåîðåìà íà Êþíåò

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî C∗-àëãåáðà å ïðåäñòàâåíà êàòî òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå íà C∗-
àëãåáðèòå A è B (óäîâëåòâîðÿâàùè èçâåñòíè ïðåäïîëîæåíèÿ), ìîæåì äà ïðè-
ëîæèì òåîðåìàòà íà Êþíåò:

K0(A⊗B) = K0(A)⊗K0(B)⊕K1(A)⊗K1(B)

K1(A⊗B) = K0(A)⊗K1(B)⊕K1(A)⊗K0(B)

Òåçè ðàâåíñòâà ñà âàëèäíè êîãàòî A å ðàçðåøèìà (solvable) ( âèæ § 2.1)
è K∗(B) íÿìà òîðçèÿ ([33], Ïðåäë. 2.12, Îïð. 2.3 ).

Çàáåëåæêà. Òàçè ôîðìóëà ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà îïðåäåëÿíå íà K-òåîðèÿòà
íà B ⊗ B. Àíàëîãè÷íà ñìåòêà å ïðèëîæèìà è çà ìíîãîïîðîäåíà ãðóïà â êâàä-
ðàíòà.
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2.4.7 ÏÐÈÌÅÐ-ïðèëàãàíå íà ôîðìóëàòà íà Êþíåò:

Íåêà T 0 å C∗-àëãåáðàòà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â ãîðíàòà ïîëóðàâíèíà. Â
ñèëà å ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå:

T 0 = T 1 ⊗ C(T ),

êúäåòî T 1 å êëàñè÷åñêàòà C∗-àëãåáðà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â îêðúæíîñò-
òà.
Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å K∗(T

1) = (Z, 0), êàòî åëåìåíòèòå íà K0(T
1) ñà òðèâèàëíèòå

ïðîåêòîðè è K∗(C(T )) = (Z,Z), êàòî åëåìåíòèòå íà K0(C(T )) ñà òðèâèàëíèòå
ïðîåêòîðè, à åëåìåíòèòå íà K1(C(T )) ñà eikθ.
Ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëàòà íà Êþíåò äàâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

K0(T
0) = K0(T

1 ⊗ C(T )) = K0(T
1)⊗K0(C(T ))⊕K1(T

1)⊗K1(C(T )) = Z

Àíàëîãè÷íî

K1(T
0) = K1(T

1 ⊗ C(T )) = K0(T
1)⊗K1(C(T ))⊕K1(T

1)⊗K0(C(T )) = Z

Îêîí÷àòåëíî K∗(T
0) = (Z, Z).

2.5 Öèêëè÷íè êîõîìîëîãèè

2.5.1 Äåôèíèöèÿ íà Öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèè

Ïî-êúñíî (â § 4.) ùå èçïîëçâàì öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèè íà àëãåáðà, ðàçâèòè
îò À. Êîí (Connes), çà ïîëó÷àâàíå íà ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà èíäåêñà íà
Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð. Â òàçè ÷àñò ñà ñúáðàíè íåîáõîäèìèòå ñâåäåíèÿ çà òàçè
òåîðèÿ.

Îïðåäåëåíèå. ([39], ch.III, § 1) Íåêà A å íîðìèðàíà àëãåáðà ñ åäèíèöà. Çà
n ≥ 0 Cn

λ îçíà÷àâà A- ìîäóëà îò âñè÷êè (n + 1)-ëèíåéíè, êîìïëåêñíîçíà÷íè
ôóíêöèîíàëè φ â A, òàêèâà ÷å

φ(a1, a2 . . . , an, a0) = (−1)nφ(a0, a1 . . . , an).
Ïðè n < 0, äåôèíèðàìå Cn

λ = {0}.
Äåôèíèðàìå ñúùî ãðàäóèðàíèÿ A-ìîäóë

C∗
λ =

∑
n∈Z

Cn
λ (A).

Èçîáðàæåíèåòî íà Õîõøèëä (Hochschild) b å A-ìîäóëíèÿ õîìîìîðôèçúì â C∗
λ

äåôèíèðàí ïðè n ≥ 0 ñ ôîðìóëàòà :

bφ(a0, . . . , an+1) =
n∑
j=1

(−1)jφ(a0, . . . , ajaj+1, . . . an+1) + (−1)n+1φ(an+1a0, . . . an).

Ïðè n < 0 ñìÿòàìå, ÷å b å íóëåâîòî èçîáðàæåíèå.
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Ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å b2 = 0, è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà äåôèíèðàìå êîõîìî-
ëîãèèòå H∗

λ íà êîìïëåêñà
(
Cn
λ , b

)
.Òå ñà èçâåñòíè êàòî öèêëè÷íè êîõîìîëîãèè íà

Êîí.

Çà ïðîäóöèðàíå íà èíäåêñíà ôîðìóëà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð,ùå èçïîëçâàìå
áèëèíåéíîòî ñäâîÿâàíå íà H1

λ(A) è K1(A).
Ñúãëàñíî[[40], Part II, Prop15 ] èìàìå:

⟨u, [τ ]⟩ = τ(u− 1, u−1 − 1).

2.5.2 Êîíñòðóêöèÿòà íà öèêëè÷åí 1- êîöèêúë

Êîíñòðóêöèÿòà íà öèêëè÷åí 1- êîöèêúë â ãðóïîèäíà àëãåáðà ñëåäâà îò
Òåîðåìà ([[40], ñòð.75, Thm 5.]) Íåêà H å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L(H) å
àëãåáðàòà íà îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè îïåðàòîðè â H, Ñ K ùå îçíà÷àâàìå èäåàëúò
íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè âH, ñ tr� ñòàíäàðòíàòà ñëåäà â K, è ñ L1(H)�èäåàëúò
íà îïåðàòîðèòå ñ êðàéíà ñëåäà. Íåêà ëèíåéíîòî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå ρ :
A−→L(H) å ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíî, ò.å.

ρ(xy)− ρ(x)ρ(y) ∈ L1(H), ∀x, y ∈ A.

Òîãàâà öèêëè÷åí 1- êîöèêúë τ â A ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëèòå:

τ(a0, a1) = tr(ε0 − ε1)

êúäåòî

ε0 = ρ(a0a1)− ρ(a0)ρ(a1),

ε1 = ρ(a1a0)− ρ(a1)ρ(a0),

Ïî-êúñíî, â § 4.4 çà ïðîäóöèðàíå íà èíäåêñíà ôîðìóëà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð,
ùå èçïîëçâàìå áèëèíåéíîòî ñäâîÿâàíå íà H1

λ(A) è K1(A), à èìåííî� ñúãëàñíî
[[40], Part II, Prop. 15 ] èìàìå:

⟨u, [τ ]⟩ = τ(u− 1, u−1 − 1) 2.5.2.

3 Ëèíåéíè ñå÷åíèÿ â åäèí êëàñ ãðóïîèäíè C∗-

àëãåáðè

Â òàçè ãëàâà ùå ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå îò [43].

Â òàçè ãëàâà ðàçãëåæäàì ãðóïîèäíè C∗-àëãåáðè T = C∗(G), êúäåòî ãðóïîèäúò
G å ãðóïîèä íà Âèíåð-Õîïô, ò.å. G å ðåäóêöèÿ íà ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè
G = (Y ×G)|X êúäåòî Y è X ñà ïîäõîäÿùè òîïîëîãè÷íè ïðîñðàíñòâà.

Êîíòåêñòúò å, ÷å ïðè çàäàäåíà ëîêàëíî êîìïàêòíà ãðóïà G è íåéíà ïîäïîëóãðó-
ïà P , J. Renault è P.Muhly ñà îïèñàëè íà÷èí çà ïîñòðîÿâàíå íà ïðîñòðàíñòâàòà
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Y è X, òàêà, ÷å C∗-àëãåáðàòà T íà îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-Õîïô, àñîöèèðàíè
ñ G è P äà å èçîìîðôíà ñ ãðóïîèäíàòà àëãåáðà: T = C∗(G). Ïî òàêúâ íà÷èí
ðåçóëòàòè çà ãðóïîèäíàòà àëãåáðà ìîãàò äà ñå òúëêóâàò êàòî ðåçóëòàòè çà îïå-
ðàòîðíàòà àëãåáðà, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-Õîïô.

Íåêà F å çàòâîðåíî èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà G0 = X. Òîãàâà U = X \F å
îòâîðåíî èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà G0 = X.

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà çà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå â ãðóïîèäíà àëãåáðà [10,§ 2.2.16,
Prop. 2.16] è [11 § 3.9, Prop.4.5] , èìàìå ñëåäíàòà êúñà òî÷íà ðåäèöà:

0−→ J = C∗
red(G|U)

i−→C∗
red(G)

γ−→C∗
red(G|F )−→ 0 (3.1)

Ôàêòîðèçîáðàæåíèåòî γ : C∗
red(G)

γ−→C∗
red(G|F ) ñúïîñòàâÿ íà ôèíèòíà ôóíêöèÿ

a ∈ Cc(G) íåéíîòî îãðàíè÷åíèåγ(a) äî G|F . γ(a) ïðåäñòàâëÿâà ôèíèòíà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â G|F .

Íåêà äà ðàçãëåäàìå è îáðàòíàòà çàäà÷à. Àêî çàäàäåì ïðàâèëî ψ, êîåòî íà ôè-
íèòíà ôóíêöèÿ b ∈ Cc(G|F ) ñúïîñòàâÿ íåéíî ïðîäúëæåíèå äî ôèíèòíà ôóíêöèÿ
ψ(b), äåôèíèðàíà â G, òî çíà÷è ñìå äåôèíèðàëè îáðàòåí íà γ,
(ò.å. γ(ψ(b)) = b).Ñìèñëåíî å äà ñå ïîãðèæèì ψ äà å íåïðåêúñíàòî è ëèíåéíî.
Òîãàâà ψ ñå ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòî ëèíåéíî ñå÷åíèå:

ψ : C∗
red(G|F )

ψ−→C∗
red(G)

.

3.1 Ñëó÷àÿò, êîãàòî K ⊂ C∗(G).
Êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò

Èíòåðåñíî å äà ñå îáñúäè ñëó÷àÿò êîãàòî T ñúäúðæà K � èäåàëúò íà êîìïàê-
òíèòå îïåðàòîðè â L2(P ).
Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òîâà (P ∩ P−1 = {e} è X äà å ðåãóëÿðíà êîìïàêòèôè-
êàöèÿ íà P ) ñà äàäåíè â [16], § 3.7.2. Ùå ïðèïîìíÿ, ÷å X ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ íà P àêî i(P ) å îòâîðåíî â X è âëàãàíåòî íà P â X äàâà
õîìåîìîðôèçúì ìåæäó P è i(P ).

Ïî-êúñíî Sheu â [[17], Thm. 1.] äîêàçâà, ÷å àêî X íå å ðåãóëÿðíà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ íà P , òî T íå å type I-àëãåáðà è íå ñúäúðæà íåòðèâèàëíè êîìïàêòíè
îïåðàòîðè.
Íåêà ñåãà X å ðåãóëÿðíà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà P . Òîãàâà U = i(P ) å îòâîðåíî
è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X = G0 è ãîðíàòà òî÷íà ðåäèöà (3.1) äîáèâà
âèäà:

0−→K i−→C∗(G) γ−→C∗(G)\K = C∗(G|F )−→ 0
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Òàçè òî÷íà ðåäèöà âå÷å äàâà êðèòåðèé êîãà îïåðàòîð T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ.

Òåîðåìà 3.1 Îïåðàòîð T ∈ C∗(G) å Ôðåäõîëìîâ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
γ(T ) å îáðàòèì â C∗(G|F ).

Äîêàçàòåëñòâî. Òåîðåìàòà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò äîáðå èçâåñòíî òâúðäåíèå,
íàðè÷àíî Òåîðåìà íà Atkinson â 7, Thm. 1.4.16 è íàðè÷àíî Òåîðåìà íà Nikolskii
â 8, § 3, Òåîðåìà 19.

Áåëåæêà 3.1 Àêî a ∈ C∗(G), òî a − ψγ(a) ∈ K, çàùîòî γ
(
a − ψγ(a)

)
= 0 è

ïîðàäè òî÷íîñòòà íà ðåäèöàòà.
Ïî òàêúâ íà÷èí a å Ôðåäõîëìîâ òî÷íî êîãàòî ψγ(a) å Ôðåäõîëìîâ, êàòî ïðè
òîâà a è ψγ(a) èìàò ðàâíè Ôðåäõîëìîâè èíäåêñè.

3.2 Ëèíåéíè ñå÷åíèÿ â C∗(G), ïîðîäåíè îò êîíòðàêöèè â

ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè G0

Â òàçè ÷àñò ùå ïðåäñòàâÿ ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè
ñå÷åíèÿ, êàòî ñå èçïîëçâàò êîíòðàêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè G0 íà ãðó-
ïîèäà.

Íåêà F å çàòâîðåíî è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X è íåêà λ : X −→F å
íåïðåêúñíàòà êîíòðàêöèÿ (ò.å λ(x) = x, ∀x ∈ F ). Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæåì äà
äåôèíèðàìå ëèíåéíî ñå÷åíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 3.2-1 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ, çàäàäåíî ñ ôîðìóëà-
òà:

ψ(b)(x, n) = b(λ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.

• Ïðèìåð 1. Îñíîâåí ïðèìåð çà ïðèëîæåíèå íà òàçè òåîðåìà å ãðóïîèäíàòà
àëãåáðà, êîÿòî ïðåäñòàâÿ C∗-àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò åäíà èçîìåòðèÿ, ò.å. ïðåä-
ïîëàãàìå, ÷å G = Z, è P = Z+ = {0, 1.2. . . . , n . . . }� ïîëóãðóïàòà íà åñòåñòâåíèòå
÷èñëà.
Äåôèíèðàìå Y = Z ∪ {∞}. Èìàìå î÷åâèäíî âëàãàíå i : G ↪→ Y ; ñìÿòàìå, ÷å
G äåéñòâà êàòî òðàíñëàöèÿ âúðõó òî÷êèòå îò Z è ÷å òîâà äåéñòâèå îñòàâÿ ∞
íåïîäâèæíà. Äåôèíèðàìå X = clos(i(P )) è G = (Y ×G)|X.

Â òîçè ïðèìåð êîíòðàêöèÿòà ñå äàâà ñ λ(y) =∞, ∀y ∈ Y .
Òîãàâà ñå÷åíèåòî ñå çàäàâà ñ ψ(b(x, n)) = b(∞, n).
Ùå îòáåëåæà, ÷å òîâà ñå÷åíèå ñúâïàäà ñ ðàçãëåäàíîòî îò Coburn â [3], Thm1.
ñå÷åíèå.

Èìà àíàëîã íà òàçè ôîðìóëà â ñëó÷àÿ, êîãàòî F å îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé
çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìîæåñòâà íà X.
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Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å F1, F2, . . . Fn ñà çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñò-

âà íà X è F =
n⋃
i=1

Fi.Çà σ ⊂ {1, 2, . . . , n}, äåôèíèðàì rank(σ) äà å áðîÿò íà

åëåìåíòèòå íà σ è îçíà÷àâàì Fσ =
⋂
i∈σ

Fi. Íåêà λσ : X −→Fσ ñà íåïðåêúñíàòè

êîíòðàêöèè, çà êîèòî λσ∪τ = λσ ◦ λτ ïðè ïðîèçâîëíè σ, τ ⊂ {1, 2, . . . , n}.
Òîãàâà ìîæåì îòíîâî äà äàäåì ôîðìóëà, äåôèíèðàùà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå:

Òåîðåìà 3.2-2 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ, äåôèíèðàíî ñ ôîð-
ìóëàòà:

ψ(b)(x, n) =
∑

σ⊂.{1,2,...,n}

(−1)rank(σ)+1b(λσ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçáèðàìå x ∈ F . Ùå ñìÿòàìå çà îïðåäåëåíîñò, ÷å x ∈ F1.Òîãàâà
èìàìå λ1(x) = x. Çà äà äîêàæåì, ÷å ψ(b) å ïðîäúëæåíèå íà b, òðÿáâà äà óñòà-
íîâèì, ÷å ψ(b)(x, n) = b(x, n).
Çà òàçè öåë ùå ãðóïèðàìå ÷ëåíîâåòå íà ñóìàòà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî.
Ùå âèäèì, ÷å ïðè òîâà ãðóïèðàíå ñúáèðàåìèòå ñå ñúêðàùàâàò è îñòàâà ñàìî
åäíî ñúáèðàåìî, à èìåííî ñúáèðàåìîòî: b(λ1(x), n) = b(x, n).
Èçáèðàìå ∅ ̸= σ ⊂ {1, 2, . . . , n} ñúñ σ ̸= {1}.
Àêî 1 ̸∈ σ, îçíà÷àâàìå ρ = σ ∪ {1}.
Èìàìå rank(ρ) = rank(σ) + 1. Îñâåí òîâà λρ(x) = λσ∪{1} = λσ ◦ λ1(x) = λσ(x).
Ñëåäîâàòåëíî ñúáèðàåìèòå â ãîðíàòà ñóìà, ñúîòâåòíè íà σ è ρ èìàò ðàâíè ñòîé-
íîñòè è ïðîòèâîïîëîæíè çíàöè è ñå ñúêðàùàâàò âçàèìíî.
Â àëòåðíàòèâíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî 1 ∈ σ, èçáèðàìå τ = σ \ {1}. Îòíîâî ñúáèðàå-
ìèòå, ñúîòâåòíè íà σ è τ èìàò ðàâíè ñòîéíîñòè è ïðîòèâîïîëîæíè çíàöè è ñå
ñúêðàùàâàò âçàèìíî.
È òàêà, ïðè òàêîâà ãðóïèðàíå âñè÷êè ñúáèðàåìè îñâåí òîâà, êîåòî å ñúîòâåòíî
íà σ = {1} ñå ñúêðàùàâàò è ψ(b)(x, n) = (b)(x, n).
Èçîáðàæåíèåòî ψ å íåïðåêúñíàòî êàòî êîìïîçèöèÿ íà íåïðåêúñíàòè.

Ïðèìåð 2. Ïîäõîäÿù çà èëþñòðàöèÿ íà ãîðíàòà òåîðåìà ïðèìåð å C∗-àëãåáðàòà
íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â ïúðâè îêòàíò. Òÿ å ðàçãëåäàíà â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé
êîãàòî n = 2 îò R. Douglas è R. Howe â [31]. Òóê ùå îãðàíè÷à äî çàïèñâàíåòî íà
ôîðìóëàòà, êîÿòî äåôèíèðà ñå÷åíèåòî ψ. Ïðè n = 2 ñå ïîëó÷àâà C∗-àëãåáðàòà
íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â ïúðâè êâàäðàíò.
Â îáùèÿ ñëó÷àé íà ïúðâè îêòàíò ìîæåì äà äåôèíèðàìå çàòâîðåíè èíâàðèàíòíè
ïîäìíîæåñòâà â G0 = X ñ ôîðìóëàòà:
Çà σ ⊂ {1, 2, . . . , n} äåôèíèðàìå ñëåäíèòå çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè îðáèòè â
X:

Fσ = {x ∈ X : xj =∞ çà j ∈ σ}

.
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Â ñëó÷àÿ íà êâàäðàíòà ( n = 2 è σ ⊂ {1, 2} ) èìàìå ñëåäíèòå îðáèòè â X:

F{1} = {x = (∞, x2) : x2 ∈ Z ∪ {∞}}; F{2} = {x = (x1,∞, ) : x1 ∈ Z ∪ {∞}}; è
F{1,2} = {x = (∞,∞)}.
Ðàçãëåæäàìå êîíòðàêöèèòå λ1 : (x1, x2) 7→ (∞, x2), λ2 : (x1, x2) 7→ (x1,∞) è λ1,2 :
(x1, x2) 7→ (∞,∞). Òîãàâà ñå÷åíèåòî ψ â òîçè ïðèìåð ñå çàäàâà ñúñ ñëåäíàòà
ôîðìóëà:

ψb(x1, x2) = b(∞, x2) + b(x1,∞)− b(∞,∞).

Ùå îòáåëåæà, ÷å òîâà ñå÷åíèå ñúâïàäà ñúñ ñå÷åíèåòî, îáñúæäàíî îò E. Park â
[[15], Prop2.2.]

4 Åäíà èíäåêñíà ôîðìóëà â êëàñ ãðóïîèäíè àë-

ãåáðè

Â òàçè ÷àñò ùå ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå îò [45].
Â [40] è [39], A. Connes ðàçâèâà òåîðèÿòà íà öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèèH∗

λ(A) íà
àëãåáðà A (ïðåãëåä íà íåîáõîäèìèòå ñâåäåíèÿ îò òàçè òåîðèÿ å íàïðàâåí â
§ 2.5.). Òàì òîé äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà áèëèíåéíî ñäâîÿâàíå ⟨., .⟩ ìåæäó H∗

λ(A)
è K∗(A)� Ê-òåîðèÿòà íà A.
Â [40], ãëàâà 7, Òåîðåìà 5, å äàäåíà âðúçêà ìåæäó H∗

λ(A)è èçîáðàæåíèÿ, êîèòî
ùå íàðè÷àìå ïî÷òè êîìóòàòèâíè ϱ (ò.å. èçîáðàæåíèÿ, ϱ : A−→L(H) çà êîèòî
ϱ(x.y) − ϱ(.y)ϱ(y) ñà îïåðàòîðè ñ êðàéíà ñëåäà ïðè x, y ∈ A). Êîãàòî èçîáðà-
æåíèåòî ϱ å ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíî, Connes êîíñòðóèðà öèêëè÷åí 1-êîöèêúë
τ ∈ H1

λ. è äîêàçâà, ÷å èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå K1(A)−→ Z ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà:

index(ϱ(U)) = ⟨U, τ⟩ ∀U ∈ GL(A). (4.1)

Â [15], E. Park èçó÷àâà C∗- àëãåáðàòà T α,β, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö
â êâàäðàíòà. Òàì èçïîëçâàéêè ãîðíaòa âðúçêà, îòêðèòà îò Connes, òîé óñïÿâà äà
ÿ ïðèëîæè â T α,β, êàòî â ðåçóëòàò ïîëó÷àâà ôîðìóëà, êîÿòî ïðåñìÿòà èíäåêñà
íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð T ∈ T α,β
Park äîêàçâà â [15], Prop. 2.3 ÷å T α,β ñúäúðæà K � èäåàëà íà êîìïàêòíèòå
îïåðàòîðè è ïî òàêúâ íà÷èí äîñòèãà äî ñëåäíàòà òî÷íà ðåäèöà:

0−→K i−→Tα,β
γ−→Tα,β/K−→ 0

Ñëåä òîâà êîíñòðóèðà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå ρ : Tα,β/K−→Tα,β(çàá. òîâà ñå÷å-
íèå ñúâïàäà ñúñ ñå÷åíèåòî, ïîëó÷åíî â Ïðèìåð 2. îò ïðåäèøíàòà ãëàâà).

Èçîáðàæåíèåòî ρ èìà ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñè÷êè x è y îò Tα,β/K, îïåðàòîðúò
ρ(xy) − ρ(x)ρ(y) å êîìïàêòåí. Çà ñúæàëåíèå, òîâà å íàé-ìíîãîòî, êîåòî ìîæå
äà ñå òâúðäè: ρ(xy) − ρ(x)ρ(y) íå å âèíàãè îïåðàòîð ñ êðàéíà ñëåäà. E. Park
çàîáèêàëÿ ïðîáëåìà, êàòî îãðàíè÷àâà èçáîðà íà x è y. Òîé èçèñêâà x è y äà ñà
åëåìåíòè íà íàâñÿêúäå ãúñòà ïîäàëãåáðà Tα,β∞ íà Tα,β/K.
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Â òàçè ãëàâà ùå ðàãëåæäàìå ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà T = C∗(G), êúäåòî ãðóïîè-
äúò G å ãðóïîèä íà Âèíåð-Õîïô, ò.å. G å ðåäóêöèÿ íà ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè:
G = (Y ×G)|X, è êúäåòî Y è X ñà ïîäõîäÿùè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ùå
ïðèïîìíÿ, ÷å ãðóïîèäúò G è íåãîâàòà ðåäóöèðàíà C∗-àëãåáðà C∗

red(G) ñà âàæíè
ïîðàäè òåîðåìàòà çà ïðåäñòàâÿíå íà C∗-àëãåáðèòå, ïîðîäåíè îò îïåðàòîðè íà
Âèíåð-Õîïô èëè îò îïåðàòîðè íà Òüîïëèö T [6, § 3.7 ] [4,§ 2.4.1] C∗

red(G).
Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òîâà K ⊂ T ñà ïðåäñòàâåíè â [6, § 3.7.2]è [12, Thm. 1]
Â [43], § 3], ñúì ïðåäñòàâèë ìåòîä êàê äà ñå êîíñòðóèðà íåïðåêúñíàòî ëèíåéíî
ñå÷åíèå ψ â ãðóïîèäíà àëãåáðà íà Âèíåð-Õîïô, êàòî ñå èçïîëçâàò êîíòðàêöèè
â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè íà ãðóïîèäà G.
Ïðè îïèò äà èçïîëçâàìå âðúçêàòà ìåæäó öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèè è ïî÷òè
êîìóòàòèâíèòå èçîáðàæåíèÿ ñå íàòúêâàìå íà ñúùèòå çàòðóäíåíèÿ êàêâèòî å
ñðåùíàë E. Park â [15] : îïåðàòîðúò ψ(xy) − ψ(x)ψ(y) å êîìïàêòåí, íî íå âè-
íàãè å ñ êðàéíà ñëåäà. Çà äà ñå ïîñëåäâà èäåÿòà íà E. Park îò[15] ( à èìåííî
äà ñå îãðàíè÷è èçìåíåíèåòî íà x è y äî íàâñÿêúäå ãúñòà ïîäàëãåáðà íà T /K )
å íåîáõîäèìî äà ñå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ íà ψ,êîèòî äà ïîçâîëÿò äà
äåôèíèðàìå ïîäàëãåáðà T ∞, ãúñòà â T /K, ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å ψ(x.y)−ψ(x).ψ(y)
äà èìà êðàéíà ñëåäà çà âñè÷êè x, y ∈ T ∞. Òàêèâà óñëîâèÿ ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè
â ñëåäâàùàòà ÷àñò.

4.1 Äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñå÷åíèåòî ψ.

• Ïðåäï. 1. Ïðåäïîëàãàì, ÷å ñúùåñòâóâà ôàìèëèÿM îò îïåðàòîðè� åëåìåíòè
íà ãðóïîèäíàòà àëãåáðà.
Ïðåäïîëàãàì, ÷å M ïîðàæäà àëãåáðàòà C∗(G). Åëåìåíòèòå íà M ùå íàðè÷àì
åëåìåíòàðíè îáðàçóâàùè. Àêî A å åëåìåíòàðíà îáðàçóâàùà ïðåäïîëàãàì, ÷å
∥A∥ ≤ 1
Àêî A = A1A2A3 . . . An,êúäåòî Ai ñà åëåìåíòàðíè îáðàçóâàùè, òî A ùå íàðè÷àì
êðàéíî ïðîèçâåäåíèå. Ïîðàäè óñëîâèåòî çà íîðìàòà íà åëåìåíòàðíà îáðàçó-
âàùà, èìàìå, ÷å ∥A∥ ≤ 1 è çà âñÿêî êðàéíî ïðîèçâåäåíèå A.

•Ïðåäï. 2. Ïðåäïîëàãàì, ÷å å îïðåäåëåíà ÷èñëîâà ôóíêöèÿ N(A), äåôèíèðàíà
â ìíîæåñòâîòî îò êðàéíèòå ïðîèçâåäåíèÿ, òàêàâà, ÷å àêî A å êðàéíî ïðîèçâå-
äåíèå, òî A− ψγ(A) å îïåðàòîð ñ êðàéíà ñëåäà (trace class operator) è

∥A− ψγ(A)∥1 ≤ N(A).

• Ïðåäï. 3. Ïðåäïîëàãàì, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C1, òàêàâà ÷å N(A) ≥ C1

çà âñÿêà åëåìåíòàðíà îáðàçóâàùà A.

• Ïðåäï. 4. Ïðåäïîëàãàì, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C2, òàêàâà ÷å

N(AB) ≤ C2[N(A) +N(B)]

çà âñè÷êè êðàéíè ïðîèçâåäåíèÿ A è B.
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4.2 Äåôèíèðàíå íà àëãåáðèòå S è T ∞

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ðåä, çà êîéòî ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å å ñõîäÿù:
∞∑
i=1

αiN(Ai),

êúäåòî Ai ñà êðàéíè ïðîèçâåäåíèÿ è êîíñòàíòèòå αi ñà ðåàëíè. Ïîðàäè Ïðåä-

ïîë. 2 (N(A) ≥ C1 ) èìàìå, ÷å ðåäúò
∞∑
i=1

C1|αi| à çàòîâà è ðåäúò
∞∑
i=1

|αi| < ∞

å ñúùî ñõîäÿù. Íî ∥Ai∥ ≤ 1 è ñëåäîâàòåëíî îïåðàòîðúò A =
∞∑
i=1

αiAi å äîáðå

äåôèíèðàí.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Íåêà S å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè îïåðàòîðè îò òîçè âèä:

S = {A =
∞∑
i=1

αiAi :
∞∑
i=1

|αi|N(Ai) <∞}.

Òåîðåìà 4.2 S å àëãåáðà.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî S å çàòâîðåíî îòíîñíî ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ êîí-
ñòàíòà. Òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè ñàìî, ÷å S å çàòâîðåíî îòíîñíî óìíîæåíèåòî.

Èçáèðàìå ïðîèçâîëíè A =
∞∑
i=1

αiAi è B =
∞∑
j=1

βjBj îò S.

Òîãàâà AB =
∑∞

i=1

∑∞
j=1 αiβjAiBj. Çà äà âèäèì, ÷å AB ∈ S å äîñòàòú÷íî äà

äîêàæåì, ÷å ðåäúò
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |αiβj|N(AiBj) <∞ å ñõîäÿù.

Èìàìå

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|αiβj|N(AiBj) ≤ C2

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|αiβj| (N(Ai) +N(Bj)) =

= C2

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|αi| |βj|N(Ai) + C2

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|αi| |βj|N(Bj) ≤

≤ C2

∞∑
i=1

|αi|N(Ai)
∞∑
j=1

|βj|+ C2

∞∑
j=1

|βj|N(Bj)
∞∑
i=1

|αi| <∞.

Ïðè ïðåäïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî èçïîëçâàõìå î÷åâèäíèòå íåðàâåíñòâà∀i |αi| ≤
∞∑
i=1

|αi| è ∀j |βj| ≤
∞∑
j=1

|βj|.

Îïðåäåëåíèå. T ∞ = γ(S).
Ùå îòáåëåæà, ÷å T ∞ å ãúñòà â C∗(G|F), íàé-ìàëêîòî çàùîòî â S ñå ñúäúðæàò
åëåìåíòàðíèòå îáðàçóâàùè.

4.3 Èçîáðàæåíèåòî ψ : T ∞ → C∗(G) å ïî÷òè ìóëòèïëèêà-

òèâíî

Lemma 4.3 Íåêà A è B ñà êðàéíè ïðîèçâåäåíèÿ.
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Òîãàâà îïåðàòîðúò ψγ(AB)−ψγ(A)ψγ(B) å ñ êðàéíà ñëåäà è ñúùåñòâóâà êîíñ-
òàíòà C3, òàêàâà, ÷å

∥ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B)∥1 ≤ C3[N(A) +N(B)]

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå:

ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B) =

= [ψγ(AB)− AB] + [AB − Aψγ(B)] + [Aψγ(B)− ψγ(A)ψγ(B)] =

= [ψγ(AB)− AB] + A [B − ψγ(B)] + [A− ψγ(A)]ψγ(B).

Ñëåäîâàòåëíî
∥ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B)∥1 ≤

∥AB − ψγ(AB)∥1 + ∥A∥ ∥B − ψγ(B)∥1 + ∥A− ψγ(A)∥1 ∥ψγ(B)∥ ≤

≤ N(AB) + 1 . N(B) +N(A) . ∥ψ∥ . 1 ≤ C2(N(A) +N(B)) +N(B) +N(A) . ∥ψ∥ ≤

(C2 + ∥ψ∥+ 1) (N(A) +N(B)) = C3 (N(A) +N(B)) .

Òóê ñìå îçíà÷èëè C3 = C2 + ∥ψ∥+ 1.

Òåîðåìà 4.3 Íåêà γ(A), γ(B) ∈ T ∞.
Òîãàâà ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B) å îïåðàòîð ñ êðàéíà ñëåäà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A,B ∈ S è íåêà A =
∞∑
i=1

αiAi, B =
∞∑
j=1

βjBj.

Ñïîðåä ãîðíàòà ëåìà èìàìå

∥ψγ(AiBj)− ψγ(Ai)ψγ(Bj)∥1 ≤ C3 (N(Ai) +N(Bj)) .

Òîãàâà îò ïðåäñòàâÿíåòî

ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B) =

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

αiβj(ψγ(AiBj)− ψγ(Ai)ψγ(Bj))

çàêëþ÷àâàìå, ÷å

∥ψγ(AB)− ψγ(A)ψγ(B)∥1 ≤ C3

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|αi| |βj| (N(Ai) +N(Bj)) =

= C3

[
∞∑
i=1

|αi|N(Ai)

][
∞∑
j=1

|βj|

]
+ C3

[
∞∑
i=1

|αi|

][
∞∑
j=1

|βj|N(Bj)

]
<∞.
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4.4 Èçâîä íà èíäåêñíàòà ôîðìóëà çà Ôðåäõîìîâè îïåðà-

òîðè â T
Â òàçè ÷àñò ùå èçïîëçâàìå ñäâîÿâàíåòî íà H∗

λ(A) èK∗(A) è äåôèíèöèèòå íà 1-
êîöèêúëà τ è ñå÷åíèåòî ψ, çà äà ïîëó÷èì ñëåäíàòà èíäåêñíà ôîðìóëà:

Òåîðåìà 4.4 Íåêà T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.
Íåêà γ(T ) è

(
γ(T )

)−1
ñà â T ∞.

Òîãàâà Ôðåäõîëìîâèÿ èíäåêñ ind(T ) íà îïåðàòîðà T ñå ïðåñìÿòà ñúñ ñëåäíàòà
ôîðìóëà:

ind(T ) = tr
[
ψγ(T )ψ(γ(T )−1)− ψ(γ(T )−1)ψγ(T )

]
Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå Ôðåäõîëìîâèÿ îïåðàòîð T ∈ T .
Ñïîðåä [43], Òåîðåìà 2.1 (Êðèòåðèÿò çà òîâà îïåðàòîð T äà å Ôðåäõîëìîâ)
èìàìå, ÷å U = γ(T ) îáðàòèì. Ñëåäîâàòåëíî îïåðàòîðúò U−1 =

(
γ(T )

)−1
å äîáðå

äåôèíèðàí.
Ñúãëàñíî [§ 3.1, Áåë. 3.1.], T −ψγ(T ) ∈ K. Ñëåäîâàòåëíî T å Ôðåäõîëìîâ òîãàâà
è ñàìî òîãàâà êîãàòî ψγ(T ) å Ôðåäõîëìîâ , ïðè òîâà T è ψγ(T ) èìàò ðàâíè
Ôðåäõîëìîâè èíäåêñè. Çàòîâà çà äà îïðåäåëèì èíäåêñà íà T , å äîñòàòú÷íî äà
ïðåñìåòíåì èíäåêñà íà ψγ(T ).

Íî ñúãëàñíî [[40], Ãëàâà 7, Òåîðåìà 5], çà U = γ(T ) èìàìå, ÷å èíäåêñúò íà
ψ(U) = ψ

(
γ(T )

)
ñå ðàâíÿâà íà ⟨τ, U⟩ = τ(U,U−1).

Ùå ïîëó÷èì æåëàíàòà èíäåêñíà ôîðìóëà êàòî çàìåñòèì â äåôèíèöèÿòà íà τ ,
(äàäåíà òóê â § 2.5.2).

Ùå îòáåëåæà, ÷å èçèñêâàíèòå â § 4.1 îãðàíè÷åíèÿ çà ñå÷åíèåòî ψ è ïðåäïîëîæå-
íèÿòà íà òåîðåìàòà ñà âàëèäíè çà äîáðå ïîçíàòè àëãåáðè� íàïð. C∗-àëãåáðàòà
T (Z,Z+) íà êëàñè÷åñêèòå Òüîïëèöîâè îïåðàòîðè è C∗- àëãåáðàòà íà Òüîïëèöî-
âèòå îïåðàòîðè â êâàäðàíòà [15], §4.5. ïî-êîíêðåòíî âèæ Ëåìà 4.2.

Çà ñúæàëåíèå äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò íå èçïîëçâà ãðóïîèäíà òåõíèêà.
Ùå èçêàæà õèïîòåçàòà, ÷å óñëîâèÿòà îò § 4.1. çà ñå÷åíèåòî ψ ñà â ñèëà çà ïî-
ïóëÿðíè àëãåáðè � íàïð. C∗- àëãåáðàòà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â ïúðâè
îêòàíò, êîåòî ùå ãåíåðèðà è ñúîòâåòíàòà èíäåêñíà òåîðåìà.
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5 Îòíîñíî Ê-òåîðèÿòà íà B(Rn, P ) ïðè P � ïîëè-

åäðàëåí êîíóñ

5.1 Ïðåäâàðèòåëíè áåëåæêè çà Ê-òåîðèÿòà íà B(Rn, P )

Â òàçè ÷àñò ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèòå îò [42]
Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåæäàì C∗-àëãåáðàòà B(Rn, P ) íà îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-
Õîïô, àñîöèèðàíè ñ ãðóïàòà G = Rn è êîíóñ P . Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å P å
ïîëèåäðàëåí êîíóñ, ò.å. P å ñ âðúõ 0 è å ïîðîäåí îò êðàåí áðîé åêñòðåìíè ëú÷è.
Ðàçíîîáðàçíè ñâîéñòâà íà ïîëèåäðàëíèòå êîíóñè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â
[51].

Muhly è Renault â [16] ñà ðàçãëåäàëè C∗-àëãåáðàòà B íà Âèíåð-Õîïô â ñëó÷àÿ,
êîãàòî G = Rn è P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ èëè ñàìîñïðåãíàò êîíóñ. Òå äîêàçâàò
[[16], Thm. 3.7], ÷å B å èçîìîðôíà íà ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà. Òîâà èì ïîçâîëÿâà
äà ïîëó÷àò êîìïîçèöèîíåí ðåä [[16], Thm. 4.7] çà B, îòêúäåòî ïúê ñëåäâà, ÷å B
å ðàçðåøèìà (solvable) [[16], Cor. 4.7.2].

Êëþ÷îâî çà îïèñàíèåòî íà ãðóïîèäà G è èíâàðèàíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà ìíî-
æåñòâîòî íà åäèíèöèòå ìó G0 å ïîíÿòèåòî ñòåíà [[16],§ 3.9] íà P .

Îïðåäåëåíèå. Ñòåíà íà êîíóñ P å çàòâîðåíà ïîäïîëóãðóïà F íà P , êîÿòî
óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå èçèñêâàíèÿ:
(iii) e ∈ F 4;

(iii) tF t−1 = F, ∀t ∈ G;
(iii)Àêî x ∈ P y ∈ F è x ≤P y òî x ∈ F ;
Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòåíè íà P ùå îçíà÷àâàìå ñ F(P ). Êîãàòî F å ñòåíà
íà P , ñ ⟨F ⟩ îçíà÷àâàìå çàòâîðåíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn, ïîðîäåíî îò F :
⟨F ⟩ = F − F , a ñúñ st(F ) îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ñòåíè, êîèòî
ñúäúðæàò F . Ìíîæåñòâîòî P − F å êîíóñ, ñúäúðæàù ⟨F ⟩. Ñ PF = (P − F )/⟨F ⟩
îçíà÷àâàìå êîíóñà â Rn⊖⟨F ⟩, îïðåäåëåí îò F . Ako F1 ∈ st(F ), òî F−F1 ñúäúðæà
⟨F ⟩. Íåùî ïî-îáùî: èçîáðàæåíèåòî F1 7→ (F−F1)/⟨F ⟩ îïðåäåëÿ áèåêöèÿ ìåæäó
st(F ) è ìíîæåñòâîòî F(PF ) îò âñè÷êè ñòåíè íà PF .

Ïðåäëîæåíèå 5.1. ([16],§ 3.7.1]) B(Rn, P−F ) å èçîìîðôíà íà B(Rn⊖⟨F ⟩), PF )⊗
C∗
red(⟨F ⟩), êúäåòî òåíçîðíîòî ïðîèçâåäåíèå å ñíàáäåíî ñ íàé-ìàëêàòà C∗-êðîñ

íîðìà.

Ùå îòáåëåæà, ÷å C∗
red(⟨F ⟩) ∼= C0(⟨F ⟩), à ñúùî, ÷å âñè÷êè àëãåáðè ðàçãëåäàíè òóê

ñà postliminal [12], § 5.6], òîâà äàâà, ÷å êðîñ-íîðìàòà íà òåíçîðíîòî ïðîèçâåäåíèå
å åäèíñòâåíà.

Òîçè ôàêò è èçîìîðôèçìà íà Òîì (Connes' Thom isomorphism) [26], Thm 10.2.2]
ïîçâîëÿâàò äà îïðåäåëèì, ÷å
Ki (B(Rn, P − F )) = K(i+l)mod2 (B(Rn ⊖ ⟨F ⟩), PF )), êúäåòî l = dim(⟨F ⟩)).

4Ùå ïðèïîìíÿ, ÷å ñ e å îçíà÷åí íåóòðàëíèÿ åëåìåíò íà ãðóïàòà G. Â ðàçãëåæäàíèÿ òóê

ñëó÷àé e = 0 ∈ Rn.
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Òåîðåìà ([16], Thm 4.7]) C∗-àëãåáðàòà B èìà êîìïîçèöèîíåí ðåä

0 = I0 ⊂ I1 ⊂ ... ⊂ In ⊂ B.

Ïðè òîâà I1 = K, B/In ∼= C0(Rn) è Ik/Ik−1
∼= (Fk × C0(Rk)) ⊗ K, êúäåòî Fk å

ìíîæåñòâîòî íà k-ìåðíèòå ñòåíè íà P , âçåòî ñ äèñêðåòíàòà òîïîëîãèÿ.

Àëãåáðàòà B å ñ ÿâíî îïèñàíè èäåàëè è ìåæäèííè ÷àñòíè, ñëåäâàù âúïðîñ å äà
ñå èçÿñíè êîÿ å íåéíàòà Ê-òåîðèÿ. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä å äà ñå ïðèëîæè êîì-
áèíàöèÿ îò òî÷íàòà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ è òî÷íàòà ðåäèöà íà Ê-òåîðèÿòà.
Òîçè ïîäõîä ùå áúäå ïðèëîæåí òóê.

Åäíî íàáëþäåíèå Ùå ïðèïîìíÿ, ÷å ìîäåëúò çà ïðîñòðàíñòâî Y å

Y = {(F, t) : F ∈ F(P ), t ∈ Rn ⊖ ⟨F ⟩}

Íåêà èçáåðåì ïîäìíîæåñòâà A, B C è D íà F(P ) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: B = C ∪D
è A = C ∩D.
Îçíà÷àâàìå XA = {(F, t) : F ∈ A, t ∈ Rn ⊖ ⟨F ⟩}, Ã = C∗(G|XA) è àíàëîãè÷íî
XB = {(F, t) : F ∈ B, t ∈ Rn ⊖ ⟨F ⟩}, B̃ = C∗(G|XB);
XD = {(F, t) : F ∈ D, t ∈ Rn ⊖ ⟨F ⟩}, D̃ = C∗(G|XD).
XC = {(F, t) : F ∈ C, t ∈ Rn ⊖ ⟨F ⟩}, C̃ = C∗(G|XC);
Êàêòî â § 2.4.5 êîíñòðóèðàì pullback -äèàãðàìàòà:

B̃
g1−→ C̃

g2 ↓ ↓ f1

D̃
f2−→ Ã

Òîãàâà C∗-àëãåáðàòà B̃ å pullback íà (C̃, D̃) ïî Ã. è ìîæåì äà çàïèøåì ñúîòâåò-
íàòà òî÷íà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ:

K0

(
B̃
) (ψ1∗,ψ2∗)−→ K0(D̃)⊕K0(C̃)

φ2∗−φ1∗−→ K0(Ã)

∂1 ↑ ↓ ∂0

K1(Ã)
φ2∗−φ1∗←− K1(D̃)⊕K1(C̃)

(ψ1∗,ψ2∗)←− K1(B̃)

Àêî â òàçè äèàãðàìà èìàìå, ÷å K∗(D̃) = (0, 0) è K∗(C̃) = (0, 0), òî ìîæåì äà
çàêëþ÷èì, ÷å âåðòèêàëíèòå ñòðåëêè ñà èçîìîðôèçìè.

G1 å èçîìîðôåí íà R× G(R,R+), êúäåòî G(R,R+) å ãðóïîèäúò íà Âèíåð-Õîïô,
ñúîòâåòåí íà G = R è P = R+.
Ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà pullback äèàãðàìà â êîÿòî B/K å çàëåïâàíå íà D̃1 è D̃2

ïî C0(R2):
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B̃/K g1−→ D̃1

g2 ↓ ↓ f1

D̃2
f2−→ C0(R2)

Ðåäèöàòà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ, ïðèëîæåíà êúì òàçè pulback-äèàãðàìà å:

K0

(
B̃/K

) (ψ1∗,ψ2∗)−→ K0(D̃1)⊕K0(D̃2)
φ2∗−φ1∗−→ K0(C0(R2))

∂1 ↑ ↓ ∂0

K1(C0(R2))
φ2∗−φ1∗←− K1(D̃1)⊕K1(D̃2)

(ψ1∗,ψ2∗)←− K1((B̃/K)

Ïîëó÷àâàìå, ÷å K∗(B̃/K) = (0,Z).
Ñåãà ùå äàì îïðåäåëåíèå íà îñíîâíîòî îãðàíè÷åíèå, êîåòî íàëàãàì âúðõó ïî-
ëèåäðàëíèòå êîíóñè� ïîíÿòèåòî êîíóñ äà áúäå"exhaustible". Òî å íóæíî çà äà
ìîæå ñå ïðèëîæè èíäóêòèâíî òåîðåìàòà íà Ìàéåð- Âèåòîðèñ. Ïî-äîëó� â § 5.4
ùå ñå âèäè, ÷å òîâà ïîíÿòèå íÿìà çíà÷åíèå, çàùîòî îñíîâíàòà òåîðåìà å â ñèëà
çà âñè÷êè ïîëèåäðàëíè êîíóñè. Òóê ãî äàâàì ñàìî çà ïúëíîòà íà ðàçãëåæäàíè-
ÿòà.

Îïðåäåëåíèå. Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rn, n ≥ 2. Êàçâàìå, ÷å L ⊂ F(P )
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî C, òî÷íî êîãàòî ñà èçïúëíåíè :

(i) Ñúùåñòâóâà åäíîìåðíà ñòåíà, êîÿòî íå ïðèíàäëåæè íà L.

(ii)L å îáåäèíåíèå íà çâåçäèòå íà ôàìèëèÿ åäíîìåðíè ñòåíè íà P .

(iii) Ñúùåñòâóâà òàêîâà ïîäðåæäàíåF1, F2, . . .Fk íà òàçè ôàìèëèÿ åäíîìåðíè
ñòåíè íà P , ÷å çà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Al, l = 2, 3, . . . , k äà ñà â ñèëà ãîðíèòå
äâå óñëîâèÿ (i ) è (ii), êúäåòî

Al = st(Fl) ∩
l−1⋃
i=1

st(Fi)

Êîíóñà P ñå íàðè÷à exhaustible, àêî ñúùåñòâóâà åäíîìåðíà ñòåíà F ∈ F(P )
òàêàâà, ÷å F(P ) \ {F} äà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî C.

5.2 Êîíñòðóèðàíå íà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1

Êîãàòî ñà íè èçâåñòíè èäåàë íà àëãåáðàòà B è ñúîòâåòíîòî ÷àñòíî, ìîæå äà ñå
çàïèøå òî÷íèÿò øåñòîúãúëíèê îò Ê-òåîðèÿòà (âèæ § 2.4.1.).
Îáà÷å äîðè êîãàòî ñà èçâåñòíè Ê-ãðóïèòå íà èäåàëà è ÷àñòíîòî, äèàãðàìíîòî
ñëåäåíå â òàçè äèàãðàìà íå å äîñòàòú÷íî çà äà ñå îïðåäåëè è Ê-òåîðèÿòà íà àë-
ãåáðàòà. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìà äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà èçîáðàæåíèÿòà
â øåñòîúãúëíèêà.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî èäåàëúò å K� èäåàëúò íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè òàêàâà äî-
ïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç êîíñòðóèðàíå íà Ôðåäõîëìîâ
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îïåðàòîð S. Ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêúâ îïåðàòîð äîêàçâà, ÷å èíäåêíîòî èçîáðà-
æåíèå ∂1 : K1(B/K)−→K0(K) å íåòðèâèàëíî; à àêî äîïúëíèòåëíî ind(S) = 1,
ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîðàæäàùàòà íàK0(K) = Z å â îáðàçà íà ∂1 : K1(B/K)−→K0(K)
ò.å. ∂1 å ñþðåêöèÿ. Òîâà ñúîáðàæåíèå îáÿñíÿâà âàæíîñòòà íà êîíñòðóêöèÿòà, êî-
ÿòî ùå áúäå ïðåäñòàâåíà òóê.

Äåôèíèðàìå îïåðàòîðèòå

E(x, s) = C

n∏
k=1

e−(x,yk)e−
1
2
(s,yk)1P ′(x)1P ′(x+ s)

F (x, s) = Ce
1
2
(s,y1)1(−∞,0]

(
(s, y1)

) n∏
k=2

e−(x,yk)e−
1
2
(s,yk)1P ′(x)1P ′(x+ s)

Ëåìà. Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rd.
(i) E å åäíîìåðåí ïðîåêòîð â B(Rd, P )
(ii) F ∈ B(Rd, P ) è óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâàòà:

F ∗ ∗ F = F ∗ + F è F ∗ F ∗ = F + F ∗ − E.

F (x, s) = Ce
1
2
(s,y1)1(−∞,0]

(
(s, y1)

) n∏
k=2

e−(x,yk)e−
1
2
(s,yk)1P ′(x)1P ′(x+ s)

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðàçãëåäàìå íàé- íàïðåä ñëó÷àÿ, êîãàòî P = Rn
+. Â òîçè

ñëó÷àé îïåðàòîðèòå E è F èìàò âèäà:

E(x, s) = C
n∏
k=1

e−xke−
1
2
sk1Rn

+
(x)1Rn

+
(x+ s)

F (x, s) = Ce
1
2
s11(−∞,0](s)

n∏
k=2

e−xke−
1
2
sk1Rn

+
(x)1Rn

+
(x+ s)

Íàé-íàïðåä ùå ïîêàæåì, ÷å E,F ∈ LI(G). Ùå ïðèïîìíÿ([16], §2.6.4.), ÷å åëå-
ìåíòèòå íà LI(G) ñà òåçè èçìåðèìè ôóíêöèè f , äåôèíèðàíè â G, çà êîèòî å
êðàéíî ÷èñëîòî:

∥f∥I = max
{
sup
u∈G0

∫
|f |dλu, sup

u∈G0

∫
|f ∗|dλu

}
Êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ôóáèíè è ðàâåíñòâîòî∫

e−(x+s)1[0,∞)(x+ s)ds = 1 (5.2),

ïîëó÷àâàìå, ÷å E ∈ LI(G). Ñõîäíè ðàçñúæäåíèÿ äàâàò, ÷å è F ∈ LI(G).
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Çà äà äîêàæåì, ÷å E å åäíîìåðåí ïðîåêòîð, ñëåäâà äà ïðîâåðèì ðàâåíñòâàòà
E = E∗, E = E ∗ E è tr(E) = 1. Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å E(x, s) =
E(x+ s,−s) = E∗(x, s).
Çà âòîðîòî ðàâåíñòâî� êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî Òåîðåìàòà íà Ôóáèíè è (5.2),
ïîëó÷àâàìå:

E ∗ E(x, t) =
∫
E(x, s)E(x+ s, t− s)1X(x+ s)ds =

= E(x, t)

∫ n∏
k=1

e−(xk+sk)1[0,∞)(x+ s)ds = E(x, t)

Ñëåäâàéêè [16], ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå E(x, x − s),x ∈ P êàòî ÿäðî íà ñà-
ìîñïðåãíàò èíòåãðàëåí îïåðàòîð â L2(R+). Êàòî èçïîëçâàìå äîáðå ïîçíàòàòà
ôîðìóëà çà ñëåäà íà ñàìîñïðåãíàò èíòåãðàëåí îïåðàòîð ñ íåïðåêúñíàòî ÿäðî,
ïîëó÷àâàìå:

tr(E) =

∫
E(x, 0)dx = ds

∫ n∏
k=1

e−xk1[0,∞)(x)dx = 1.

Ñ òîâà ñå óñòàíîâÿâà, ÷å E å åäíîìåðåí ïðîåêòîð. Çà (ii) çàïèñâàìå F âúâ ñëåä-
íàòà ôîðìà:

F (x, s) = e
1
2
s11[0,∞)(s)En−1

Òîãàâà
F ∗(x, s) = e

1
2
x1+s11[0,∞)(s)En−1.

Ñëåä òîâà ñ íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå ñå ïðîâåðÿâàò ðàâåíñòâàòà îò (ii).

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå îáøèÿ ñëó÷àé, êîãàòî P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rd. Âúðõó
åêñòðåìàëíèòå ëú÷è íà P èçáèðàìå òî÷êè {yi : i = 1, 2, . . . , N} ñ óñëîâèåòî
|yi| = 1. Íåêà Fi å ñòåíàòà íà P , ïîðîäåíà îò yi.
Ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å {yi : i = 2, . . . , n} îïðåäåëÿò åêñòðåìíèòå ëú÷è íà íîâ
êîíóñ� êîíóñà P ′.
Ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå Φ,ñ ìàòðèöà

(
yi,j

)n
i,j=1

,ìîæå äà ñå ðàçøèðè äî òîïîëî-
ãè÷åñêè èçîìîðôèçúì Φ : (x, t) 7→ (Φ(x),Φ(t)) ìåæäóG(Rn,Rn+) è G(Rn, P ′).Ïðè
òàêúâ èçîìîðôèçúì, E è F ñå èçîáðàçÿâàò â åëåìåíòè, äåôèíèðàíè â ïîäãðó-
ïîèä íà G(Rn, P ) è ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñà âàëèäíè.

Òåîðåìà 5.2 Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rd. Â B(Rd, P ) ñúùåñòâóâà Ôðåä-
õîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå îòáåëåæà íàé-íàïðåä, ÷å B å àëãåáðà, â êîÿòî íÿìà åäèíè-
öà. Äîáàâÿìå ÿ è çà ïðîñòîòà ùå èçïîëçâàìå ñúùîòî îçíà÷åíèå çà òàêà ïîëó÷å-
íàòà àëãåáðà.

Íåêà èçáåðåì S = 1−F .Íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà ñ èçïîëçâàíå íà ãîðìàòà ëåìà
äàâà ðàâåíñòâàòà SS∗ = 1 è S∗S = 1− E.
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Ñëåäñòâèå.Àêî K∗(B(Rn, P )/K) = (0,Z),
òî (i) K∗(B) = (0, 0);
(ii)èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå íà ðàçøèðåíèåòî

ind : K1(B(Rn, P )/K)→K0(K)

å èçîìîðôèçúì.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ §2.4.3.

5.3 Ê-òåîðèÿ íà B(Rd, P )/K
Òåîðåìà ([42], Prop. 3.1.) Íåêà n ≤ 3. Òîãàâà K∗(B(Rn, P )/K) = (0,Z).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà n = 1 è P = R+.
Èìàìå[M-R, §2.18 (p.13/44)], ÷å B(R1,R+)/K = C0(R) è å äîáðå èçâåñòíî, ÷å
K∗

(
C0(R)

)
= (0, Z).

Íåêà n = 2 è P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â ðàâíèíàòà, ò.å å úãúë.Çà îïðåäåëåíîñò
ùå ðàçãëåäàì ñëó÷àÿ, êîãàòîP = [0,∞) × [0,∞) â R2, â îáùèÿ ñëó÷àé ðàçñúæ-
äåíèåòî å ñúùîòî.

Ùå ïðåñìåòíåì Ê-òåîðèÿòà íà B = B(R2, P ).
Ñïîðåä êîíñòðóêöèÿòà íà Muhly-Renault B = C∗(G), ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå ñå
îïðåäåëÿ îò G0 = X. Ñòåíèòå íà P ñà: ñàìîòî P , äâå åäíîìåðíè ñòåíè, îïðåäå-
ëåíè îò äâàòà åêñòðåìàëíè ëú÷à è {0}.
Ìîæåì äà îïèøåì X êàòî îáåäèíåíèå íà ñëåäíèòå îðáèòè: X0 = i(P ) ≡ P ;
X1 = [0,∞]× {∞}; X2 = {∞} × [0,∞] è X1,2 = (∞,∞).
Îçíà÷àâàì G0 = G|X0; B0 = C∗(G0); G1 = G|X0 ∪X1; B1 = C∗(G1);
G2 = G|X0 ∪X2; B2 = C∗(G2); G∞ = G|X1 ∪X2; B∞ = C∗(G∞);
Ñúãëàñíî [16], òåîðåìà 5.1 ñúùåñòâóâà êîìïîçèöèîíåí ðåä

0 ⊂ K ⊂ I1 ⊂ I2 = B.

Ïðè òîâà B/I1 ∼= C0(R2) è I1/K ∼=
(
C0(R)⊗K

)
⊕

(
C0(R)⊗K

)
= J1 ⊕ J2.

Äîáðå èçâåñòíî å ,÷å K∗(K) = (Z, 0) è K∗(C0(R2)) = (Z, 0).
Îçíà÷àâàìåG0 = (G)|X0. è G1 = (G)|X1 ∪X0, G2 = (G)|X2 ∪X0

G1,2 = (G)|X1,2.

Ãðóïîèäúò G0 = Triv(P ). Ñëåäîâàòåëíî I0 = C∗(G0) = K.
Ãðóïîèäúò G1 ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: G1 ∼= R × G(R,R+),
êúäåòî G(R,R+) å ãðóïîèäúò, ïîñòðîåí ïðè G = R è P = R+.

C∗(B1) = C∗(G1) = C∗(C0(R)) ⊗ C∗(G(R,R+)). Ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëàòà íà
Êþíåò äàâà, ÷å K∗((B1) = (0, Z)× (0, 0) = (0, 0).
Àíàëîãè÷íî, çà C∗(B2) = C∗(G2) ñúùî ïîëó÷àâàìå K∗((B2) = (0, 0).

Ïî-íàòàòúê, G1,2 = {pt} × R2, C∗(B1,2) = C∗(G1,2) = C0(R2) è K∗((B1,2) = (Z, 0)



Êëàñ C∗-àëãåáðè íà Tüîïëèö 45

Åñòåñòâåíî ñå ïîëó÷è ñëåäíàòà pullback diagrama, â êîÿòî ìîðôèçìèòå ñà îãðà-
íè÷åíèÿ:

B ψ1−→ B1
ψ2 ↓ ↓ φ1

B2
φ2−→ B1,2

(5.2)

Ïðèëàãàìå òî÷íàòà ðåäèöà íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ:

K0 (B/K))
(ψ1∗,ψ2∗)−→ K0

(
B1

)
⊕K0

(
B2

) φ2∗−φ1∗−→ K0

(
C0(R2)

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
C0(R2)

) φ2∗−φ1∗←− K1

(
B1

)
⊕K1

(
B2

) (ψ1∗,ψ2∗)←− K1 (B/K)

Â òàçè äèàãðàìà ñðåäíèòå ÷ëåíîâå ñà {0}, ñëåäîâàòåëíî âåðòèêàëíèòå èçîáðà-
æåíèÿ ñà èçîìîðôèçìè:

K0(B/K) = K1(C0(R
2)) = 0 K1(B/K) = K0(C0(R

2)) = Z

Ïðè ïðåñìÿòàíåòî Ê-òåîðèÿòà íà B(R2, P ) â òîçè ïðèìåð K∗
(
B(R2, P )

)
/K =

(0,Z) è ïîðàäè ëåìàòà îò §2.4.3 è ñúùåñòâóâàíåòî íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ
èíäåêñ 1 K∗

(
B(Rd, P )

)
= (0, 0).

Íàêðàÿ, ðàçãëåæäàìå ðàçøèðåíèåòî

0−→K i−→B̃ π−→B̃/K−→ 0

Òî÷íèÿ øåñòîúãúëíèê íà òîâà ðàçøèðåíèå å:

K0

(
K
) i∗−→ K0

(
B̃
) π∗−→ K0

(
B̃/K

)
∂1 ↑ ↓ ∂0

K1

(
B̃/K

) π∗←− K1

(
B̃
) i∗←− K1

(
K
)

Òàçè òåîðåìà íè äîâåäå äî âúïðîñà çà êîíñòðóèðàíå íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð
è ïðåñìÿòàíå íà íåãîâèÿ èíäåêñ.
Â ïðåäíàòà ãëàâà áåøå ïîêàçàíî, ÷å ñúùåñòâóâà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ
1. Òîâà äàâà êàêòî â § 2.4.3, ÷å èçîáðàæåíèåòî K1(B/K)→K0(K), Z→Z å áèåê-
öèÿ è K∗(B/K) = (0,Z) è K∗(B) = (0, 0) Îêàçâà ñå, ÷å çà ìíîãî øèðîê êëàñ
ïîëèåäðàëíè êîíóñè å ïðèëîæèìî òîâà ðàçñúæäåíèå.

Çà îáùèÿò ñëó÷àé íà ïîëèåäðàëåí êîíóñ (n > 2) ïðèëàãàíåòî íà òî÷íàòà ðåäèöà
íà Ìàéåð-Âèåòîðèñ è òàêîâà ðàçñúæäåíèå, êàêòî ïî-ãîðå ìîæå äà ñå íàïðàâè
âèíàãè, êîãàòî ñðåäíèòå ÷ëåíîâå â ãîðíàòà äèàãðàìà ñà íóëåâè ãðóïè. Çà äà ñå
îáõîäè öÿëàòà ãðàíèöà íà P îáà÷å ñå èçèñêâà ïîäõîäÿùà ïîäðåäáà ïðè èçáðî-
ÿâàíåòî íà ñòåíèòå. Â [42] ñúì âúâåë ïîíÿòèåòî exhaustible cone.Òî ïîçâîëÿâà
ìíîãîêðàòíî ïðèëàãàíå íà ãîðíîòî ðàçñúæäåíèå.
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Êàòî ñå èçïîëçâà èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòòà n, â [42], thm 3.5 å äîêàçàíî, ÷å
àêî P å exhaustible, òî K∗

(
B(Rd, P )

)
/K = (0,Z), êîåòî êîìáèíèðàíî ñ ëåìàòà

îò § 2.4.3 è ñúùåñòâóâàíåòî íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1 äàâà ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 5.3 Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rn, êîéòî å exhaustible. Òîãàâà

K∗
(
B(Rd, P )

)
/K = (0,Z) è K∗

(
B(Rd, P )

)
= (0, 0).

5.4 Åïèëîã íà èçñëåäâàíåòî çà Ê-òåîðèÿ íà B(Rn, P ) ïðè P
� ïîëèåäðàëåí êîíóñ

Èíäóêòèâíàòà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî exhaustible cone å òðîìàâà è íåóäîáíà.
Ïðè âñå òîâà â [42], Ëåìà 3.4 å äîêàçàíî, ÷å ñèìïëèöèàëíèòå êîíóñè âúâ âñè÷êè
ðàçìåðíîñòè è âñè÷êè êîíóñè â Rn, ïðè n ≤ 3 ñà exhaustible.
Çà äà ñå ðàçøèðè îáõâàòà íà Òåîðåìà 5.2 ñëåäâà äà ñå íàìåðÿò îùå êëàñîâå
êîíóñè îò òîçè âèä.Â äåéñòâèòåëíîñò, íå ìè å èçâåñòåí ïðèìåð íà ïîëèåäðàëåí
êîíóñ, êîéòî íå å exhaustible. Åñòåñòâåíàòà õèïîòåçà å ÷å âñè÷êè ïîëèåäðàëíè
êîíóñè ñà exhaustible, çà ñúæàëåíèå íå ñúì â ñúñòîÿíèå äà ÿ äîêàæà.
Â [20],Thm 0.1 è [21] ñ ïîìîùòà íà äðóãà òåõíèêà � ñïåêòðàëíàòà òî÷íà ðåäèöà
� å ïîëó÷åí ðåçóëòàò, êîéòî å ïî-ñèëåí îò Òåîðåìà 5.2 â äâå íàïðàâëåíèÿ: çà
P íå ñå ïîñòàâÿò èçèñêâàíèÿ äà áúäå exhaustible è ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè îò
KK-òåîðèÿòà, îò êîèòî Òåîðåìà 5.2 å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 5.3 (Aldridge, [20], Thm 0.1) Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ.
ÒîãàâàB å KK-ñâèâàåìà (KK-contractible) è B/K è C ñà KK- åêâèâàëåíòíè.

Ñëåä ïóáëèêóâàíåòî íà Òåîðåìà 5.3 âúïðîñúò êîè êîíóñè ñà exhaustible ïðåñòàâà
äà áúäå èíòåðåñåí è ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà, òóê íÿìà äà áúäàò îáñúæäàíè ïîä-
ðîáíî äåôèíèöèÿòà íà exhaustible êîíóñ è äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíàòà Òåîðåìà
5.2.

Ùå îòáåëåæà, ÷å ïóáëèêóâàíåòî íà [42] íå å áèëî íàïðàçíî. çàùîòî öåëòà íà
ðàáîòàòà íà Alldridge å äà ñå óñèëè ðåçóëòàòúò îò Òåîðåìà 5.2. Ïðè òîâà ïðè
äîêàçâàíåòî íà Òåîðåìà 5.3 â [20] ñúùåñòâåíî å èçïîëçâàíà êîíñòðóêöèÿòà íà
Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.

Îáîáùåíèå íà ãîðíèòå ðåçóëòàòè îò [42], [20] è [21] çà ñëó÷àÿ íà äåéñòâèå
íà ïîëóãðóïà ìîæå äà ñå âèäè â [46], Prop. 6.5 è Rem. 6.6. Èçïîëçâàíàòà òàì
òåõíèêà å åêâèâàëåíòíîñò íà Ìîðèòà ìåæäó àëãåáðè.
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6 C∗-àëãåáðà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè â H3(Z)

Äèñêðåòíàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã H3(Z) ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

H3(Z) =


1 a c
0 1 b
0 0 1

 : a, b, c ∈ Z


Â [37] å ïîêàçàíî, ÷å Ê-òåîðèÿòà íà H3(Z) å (Z3,Z3).
Àêî ñå èçáåðå P äà áúäå ïîäïîëóãðóïàòà íà G = H3(Z) îò ,,ïîëîæèòåëíèòå
åëåìåíòè íà G“ :

P =


1 a c
0 1 b
0 0 1

 : a, b, c ∈ Z, a, b, c ≥ 0

 ,

ìîæå äà ñå äåôèíèðà C∗-àëãåáðàòà íà îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö, àñîöèèðàíè ñ
H3(Z) è P . Òÿ ùå áúäå îçíà÷àâàíà ñ T (H3(Z)).

Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâà ñëåäíèÿò çàïèñ íà H3(Z):1 a c
0 1 b
0 0 1

 7→ (a, b, c)

Ïðè òàêèâà îçíà÷åíèÿ, íåóòðàëíèÿ åëåìåíò å (0, 0, 0), à îïåðàöèèòå ñà:

(a, b, c)(a1, b1, c1) = (a+ a1, b+ b1, c+ c1 + ab1)
(a, b, c)−1 = (−a,−b,−c+ ab)

Â òàçè ÷àñò ùå áúäå ïîëó÷åíî ïðåäñòàâÿíå íà T (H3(Z)) êàòî ãðóïîèäíà C∗-
àëãåáðà. Ùå áúäå ïàðàìåòðèçèðàíî ÿâíî ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöèòå íà ïîëó-
÷åíèÿ ãðóïîèä. Òîâà ùå ïîçâîëè äà ñå ïîëó÷è ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå è êîìïîçè-
öèîíåí ðåä çà T (H3(Z)).

6.1 Äåôèíèðàíå íà ãðóïîèäà

Çà ïîñòðîÿâàíå íà ãðóïîèäà, ñëåäâàì ñõåìàòà íà A. Nica îò [10]. Òÿ ïðåäïèñâà
çà åëåìåíòè íà Y äà ñå âçåìàò âñè÷êè ãðàíèöè îòíîñíî ñëàáàòà-* ñõîäèìîñò
íà ðåäèöè îò âèäà {tkP−1}∞k=1. Ïîíåæå H3(Z) e äèñêðåòíà ãðóïà, çàòîâà ùå
òúðñÿ ïîòî÷êîâèòå ãðàíèöè íà ðåäèöèòå îò òîçè âèä. Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè
ïîòî÷êîâè ãðàíèöè íà òåçè ðåäèöè îçíà÷àâàì ñ Y .
È òàêà, åëåìåíòèòå íà Y ñà ïîäìîæåñòâà íà H3(Z). Äåôèíèðàìå äåéñòâèå íà
H3(Z) âúðõó Y (îòëÿâî) ñ:∣∣∣∣ H3(Z)× Y −→ Y

(t, S) 7→ tS = {∀ts : s ∈ S}
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Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî {tP−1 : t ∈ P}. Èìàìå âëàãàíå i íà G â Y ÷ðåç
ôîðìóëàòà: t 7→ tP−1. Ïðàâèì íàðåäáåíà êîìïàêòèôèêàöèÿ, ïîëó÷àâàìå Y è
äåôèíèðàìå X êàòî X = clos(i(P )). X å ñíàáäåíî ñ òîïîëîãèÿòà íà Âèåòîðèñ.
Ðàçãëåæäàìå ãðóïîèäà

G =
(
H3(Z)× Y

)
|X .

Åëåìåíòèòå íà G ñà âñè÷êè äâîéêè (t, S) : t ∈ H3(Z), S ∈ X, tS ∈ X. Àëãåáðè÷-
íèòå îïåðàöèè â G ñà:

G(2) = {∀
(
(t′, S ′), (t, S)

)
: S ′ = tS}

((t′, tS), (t, S)
)
= (t′t, S)

(t, S)−1 = (t−1, tS)
Èìàìå

d
(
(t, S)

)
= (t, S)−1(t, S) = (e, S)

r
(
(t, S)

)
= (t, S)(t, S)−1 = (e, tS)

Ùå âèäèì , ÷å âñåêè åëåìåíò íà y ∈ Y èìà âèäà y = 1A, êúäåòî A å çàòâîðåíî è
solid ïîäìíîæåñòâî íà G. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å å â ñèëà óñëîâèåòî M íà Nica ([10],
Def. 2.3.2). Òîãàâà, ïî[10], Lema 2.2.3 è [10], Prop. 2.3.4, ðåäóêöèÿòà íà Y × G
ïî X å çàêîííà è îãðàíè÷åíèåòî íà Õààðîâàòà ñèñòåìà çà Y ×G å Ëÿâà Õààðîâà
ñèñòåìà çà (Y ×G)|X.

Òåîðåìà 6.1. T (H3(Z)) ∼= C∗(G).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò ðåçóëòàòà íà A. Nica, ïðåäñòàâåí
â [10], Prop. 2.4.1

6.2 Ïîòî÷êîâè ãðàíèöè íà ðåäèöèòå
{
tkP

−1}∞
k=1

Êëþ÷îâ ìîìåíò ïðè îïðåäåëÿíåòî íà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå å äà ñå îïèøàò
â ÿâåí âèä ïîòî÷êîâèòå ãðàíèöè íà ðåäèöè îò ìíîæåñòâà, êîèòî ñà îò âèäà
{tkP−1}∞k=1. Ðåäèöèòå {tk}

∞
k=1 â P ùå çàïèñâàìå âúâ âèäà

{(
tk1, t

k
2, t

k
3

)}∞
k=1

.
Ìíîæåñòâîòî {x = (x1, x2, x3) : x ∈ tkP−1} ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:

x ∈ tkP−1 ⇐⇒ x−1tk ∈ P
⇐⇒ (tk1 − x1, tk2 − x2, tk3 − x3 + x1x2 − x1tk2) ∈ P

⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
x1 ≤ tk1
x2 ≤ tk2

x3 + (tk2 − x2)x1 ≤ tk3

Èäåÿòà, êîÿòî ñå ðåàëèçèðà ïî-äîëó å ñëåäíàòà: äà ñå îïðåäåëè ñïèñúê îò óñëî-
âèÿ çà ðåäèöèòå {tk}∞k=1, êîèòî ãàðàíòèðàò, ÷å {tkP−1}∞k=1 å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà.
Ïî-êúñíî ùå áúäå îáîñíîâàíî, ÷å îò âñÿêà ðåäèöà â P ìîæå äà ñå íàìåðè ïîä-
ðåäèöà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà íÿêîå îò óñëîâèÿòà â ñïèñúêà.
Îïðåäåëåíèå. Ñ ïîìîùòà íà íåðàâåíñòâà ñå îïðåäåëÿò ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà
íà H3(Z):
Sc1c2c3 = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1 è x2 ≤ c2 è x3 + (c2 − x2)x1 ≤ c3}
Sc1c2∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1 è x2 ≤ c2}
S∗c2c3 = {x ∈ H3(Z) : x2 ≤ c2 è x3 + (c2 − x2)x1 ≤ c3}
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Sc1∗∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1}
Sc,d∗∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c− 1} ∪ {x ∈ H3(Z) : x1 = c è x3 ≤ cx2 + d}
S∗c2∗ = {x ∈ H3(Z) : x2 ≤ c2}
S∗ = H3(Z)
Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëÿìå:
U123 = {Sc1c2c3 : c1, c2, c3 ∈ N}
U12 = {Sc1c2∗ : c1, c2 ∈ N}
U23 = {S∗c2c3 : c2, c3 ∈ N}
Sc1c2c3 = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1 è x2 ≤ c2 è x3 + (c2 − x2)x1 ≤ c3}
Sc1c2∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1 è x2 ≤ c2}
S∗c2c3 = {x ∈ H3(Z) : x2 ≤ c2 è x3 + (c2 − x2)x1 ≤ c3}
Sc1∗∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c1}
Sc,d∗∗ = {x ∈ H3(Z) : x1 ≤ c− 1} ∪ {x ∈ H3(Z) : x1 = c and x3 ≤ cx2 + d}
S∗c2∗ = {x ∈ H3(Z) : x2 ≤ c2}
S∗ = H3(Z)

Îïðåäåëåíèå 3.2. Îïðåäåëÿìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà íà X:
U123 = {Sc1c2c3 : c1, c2, c3 ∈ N}
U12 = {Sc1c2∗ : c1, c2 ∈ N}
U23 = {S∗c2c3 : c2, c3 ∈ N}
U1d = {Sc,d∗∗ : c1 ∈ N, d ∈ Z}
U1 = {Sc1∗∗ : c1 ∈ N}
U2 = {S∗c2∗ : c2 ∈ N}
U0 = {0}

Îïðåäåëåíèå. Ðàçãëåæäàìå ðåäèöè {tk}∞k=1 =
{(
tk1, t

k
2, t

k
3

)}∞
k=1

â P , òàêàâà ÷å{
tk1
}∞
k=1

,
{
tk3
}∞
k=1

,
{
tk3
}∞
k=1

ñà ìîíîòîííè è êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò íÿêîå îò ñëåä-
íèòå óñëîâèÿ:

1. Óñë123 t
k
1 −→
k→∞

c1 ∈ N è tk2 −→
k→∞

c2 ∈ N è tk3 −→
k→∞

c3 ∈ N

2. Óñë12 tk1 −→
k→∞

c1 ∈ N è tk2 −→
k→∞

c2 ∈ N è tk3 −→
k→∞
∞

3. Óñë23 tk1 −→
k→∞
∞ è tk2 −→

k→∞
c2 ∈ N è tk3 −→

k→∞
c3 ∈ N

4. Óñë2 tk1 −→
k→∞
∞ è tk2 −→

k→∞
c2 ∈ N è tk3 −→

k→∞
∞

5. Óñë1c t
k
1 −→
k→∞

c1 ∈ N è tk2 −→
k→∞
∞ è tk3 −→

k→∞
∞ è

tk3
tk2
−→
k→∞

c ∈ [0,∞)

6. Óñë1 tk1 −→
k→∞

c1 ∈ N è tk2 −→
k→∞
∞ è tk3 −→

k→∞
∞ è

tk3
tk2
−→
k→∞
∞

7. Óñë0 tk1 −→
k→∞
∞ è tk2 −→

k→∞
∞ è tk3 −→

k→∞
∞
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Îïðåäåëåíèå. Çà ðåäèöè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò Óñë1c âúâåæäàìå äîïúëíè-
òåëíî ñëåäíèòå:

ÓñëA Çà âñÿêî d ∈ Z è çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k å â ñèëà
tk3 − d
tk2

< c;

ÓñëB Çà âñÿêî d ∈ Z è çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k å â ñèëà
tk3 − d
tk2

> c;

ÓñëD Ñúùåñòâóâà d ∈ Z, çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k å â ñèëà

tk3 − d− 1

tk2
≤ c <

tk3 − d
tk2

.

Ëåìà 4.1. Àêî ðåäèöàòà {tk}∞k=1

à) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë123, òî tkP−1 −→
k→∞

Sc1c2c3 .

á) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë12, òî tkP−1 −→
k→∞

Sc1c2∗.

â) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë23, òî tkP−1 −→
k→∞

S∗c2c3 .

ã) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë2, òî tkP−1 −→
k→∞

S∗c2∗.

ä) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë1, òî tkP−1 −→
k→∞

Sc1∗∗.

å) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë0, òî tkP−1 −→
k→∞

S∗∗∗.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðåäâàðèòåëíî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî íÿêîÿ îò îáñúæäàíèòå
ðåäèöè èìà êðàéíà ãðàíèöà, òî òÿ ñòàâà ñòàöèîíàðíà îò íÿêîé íîìåð íàòàòúê
(çàùîòî å öåëî÷èñëåíà ðåäèöà).
Ùå äîêàæåì á). Îñòàíàëèòå òî÷êè èìàò àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå tk1→c1,
tk2→c2, tk3→∞; ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å tk1 = c1, tk2 = c2.
Òðÿáâà äà îáîñíîâåì, ÷å

x ∈ Sc1c2∗ ⇔ ∃k0 : ∀k > k0 ⇒ x ∈ Stk1 tk2 tk3∣∣∣∣ x1 ≤ c1
x2 ≤ c2

⇔

∣∣∣∣∣∣
x1 ≤ c1
x2 ≤ c2

x3 + (c2 − x2) ≤ tk3

Òðåòîòî íåðàâåíñòâî å â ñèëà, çàùîòî íåãîâàòà ëÿâà ñòðàíà å îãðàíè÷åíà ðåäèöà,
à äÿñíàòà � ðåäèöà, êëîíÿùà êúì áåçêðàéíîñò.

Ùå äîêàæåì â): Íåêà å â ñèëàÓñë23, ò.å. íåêà tk1 −→
k→∞
∞, tk2 −→

k→∞
c2 ∈ N è tk3 −→

k→∞
c3 ∈

N.
Ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å ðåäèöèòå tk2 è t

k
3 ñà ñòàöèîíàðíè, ò.å. ∀k tk2 = c2 è tk3 = c3.

Òîãàâà tk = (tk1, c2, c3).
Ìíîæåñòâîòî tkP−1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà: x1 ≤ tk1, x2 ≤ c2 è x3 +(c2− x2) ≤
c3.Íî òîâà ñà òî÷íî óñëîâèÿòà, êîèòî îïðåäåëÿò S∗c2c3 ,
ò.å tkP−1 = S∗c2c3 è òâúðäåíèåòî tkP

−1 −→
k→∞

S∗c2c3 . å òðèâèàëíî èçïúëíåíî.

Ëåìà 4.2. Àêî ðåäèöàòà {tk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë1c è ÓñëA, òî
tkP

−1 −→
k→∞

Smin(c1,c−1)∗∗.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà èçáåðåì ôèêñèðàíà òî÷êà x = (x1, x2, x3).
Ùå äîêàæåì íàé-íàïðåä, ÷å àêî x1 > c1 è x1 > c − 1, òî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè
k ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà: ∣∣∣∣∣∣

x1 ≤ tk1
x2 ≤ tk2

x3 + (tk2 − x2) ≤ tk3

Àêî x1 ≤ c1, ùå áúäå èçïúëíåíî ïúðâîòî íåðàâåíñòâî. Âòîðîòî å î÷åâèäíî âÿðíî
âèíàãè.
Àêî x1 ≤ c− 1, â òðåòîòî íåðàâåíñòâî äåëèì íà tk2 è ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä:

x3
tk2

+

(
1− x2

tk2

)
x1 ≤

tk3
tk2

Èìàìå
x3
tk2
→0,

x2
tk2
→0 è

tk3
tk2
→c

Ãðàíèöàòà âäÿñíî å x1 ≤ c − 1, a ãðàíèöàòà âäÿñíî å c, íåðàâåíñòâîòî å âÿðíî
çà âñè÷êè ãîëåìè k.
Íåêà ñåãà x1 ≤ c1 + 1 èëè x1 ≤ c. Ùå äîêàæåì, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k íå å
âàëèäíî íÿêîå îò òðèòå íåðàâåíñòâàòà.
Ðåäèöàòà tk1 å ñòàöèîíàðíà îòíÿêúäå íàòàòúê, àêî x1 ≤ c1 + 1, ñëåäîâàòåëíî
ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ùå áúäå íàðóøåíî.
Íåêà x1 ≤ c. Îò ÓñëA èìàìå: ∀d tk3 < ctk2 + d; èçáèðàì d = x3 − cx2. Òîãàâà:
tk3 − x3
tk2 − x2

<
ctk2 + d− x3
tk2 − x2

=
ctk2 − cx2 + cx2 + d− x3

tk2 − x2
=
ctk2 − cx2
tk2 − x2

= c ≤ x1

Ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî x1 >
tk3 − x3
tk2 − x2

îçíà÷àâà, ÷å òðåòîòî íåðàâåíñòâî å íåâÿð-

íî çà âñè÷êè ãîëåìè k.

Ëåìà 4.3. Àêî ðåäèöàòà {tk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë1c è ÓñëB, òî
tkP

−1 −→
k→∞

Smin(c1,c)∗∗.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà èçáåðåì ôèêñèðàíà òî÷êà x = (x1, x2, x3).
Ùå äîêàæåì íàé-íàïðåä, ÷å àêî x1 > c1 èëè x1 > c, òî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k
íå ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà:∣∣∣∣∣∣

x1 ≤ tk1
x2 ≤ tk2

x3 + (tk2 − x2) ≤ tk3

Àêî x1 > c1, ùå áúäå íàðóøåíî ïúðâîòî íåðàâåíñòâî.
Àêî x1 > c, â òðåòîòî íåðàâåíñòâî äåëèì íà tk2 è ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä:

x3
tk2

+

(
1− x2

tk2

)
x1 ≤

tk3
tk2
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Îò
x3
tk2
→0,

x2
tk2
→0 è

tk3
tk2
→c ïîëó÷àâàìå

x1 ≤ c

êîåòî íå å âÿðíî çà âñè÷êè ãîëåìè k.
Íåêà ñåãà x1 ≤ c1 è x1 ≤ c. Ùå äîêàæåì, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k ñà âàëèäíè
òðèòå íåðàâåíñòâàòà.
Ðåäèöàòà tk1 å ñòàöèîíàðíà îòíÿêúäå íàòàòúê, ñëåäîâàòåëíî ïúðâîòî íåðàâåíñ-
òâî å âàëèäíî.
Îò ÓñëB èìàìå: ∀d tk3 > ctk2 + d; èçáèðàì d = x3 − cx2. Òîãàâà:
tk3 − x3
tk2 − x2

≥ ctk2 + d− x3
tk2 − x2

=
ctk2 − cx2 + cx2 + d− x3

tk2 − x2
=
ctk2 − cx2
tk2 − x2

= c ≥ x1

Ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî x1 ≤
tk3 − x3
tk2 − x2

å åêâèâàëåíòíî ñ òðåòîòî íåðàâåíñòâî.

Ëåìà 4.4. Àêî ðåäèöàòà {tk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Óñë1c, ÓñëC è c1 ≥ c,
òî tkP−1 −→

k→∞
Sc,d∗∗.

Äîêàçàòåëñòâî. Â òðåòîòî íåðàâåíñòâî äåëèì íà tk2 è ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä:

x3
tk2

+

(
1− x2

tk2

)
x1 ≤

tk3
tk2

Èìàìå
x3
tk2
→0,

x2
tk2
→0 è

tk3
tk2
→c

Ãðàíèöàòà âäÿñíî å x1, a ãðàíèöàòà âäÿñíî å c.
Àêî x1 ≤ c − 1, òî òðåòîòî íåðàâåíñòâî ùå áúäå âÿðíî çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî
ãîëåìè k. Ïîíåæå c ≤ c1, òî è ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ùå áúäå âÿðíî çà âñè÷êè
äîñòàòú÷íî ãîëåìè k.
Àêî x1 ≥ c+1, òî òðåòîòî íåðàâåíñòâî ùå áúäå íàðóøåíî çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî
ãîëåìè k.
Îñòàâà äà ñå ðàçãëåäàò òåçè x, çà êîèòî x1 = c.

Íåêà x3 ≤ cx2+d. Ïðåäñòàâÿìå âúâ âèäà x3 = cx2+d−m, m ≥ 0. Îò
tk3 − d
tk2

≥ c

ïîëó÷àâàìå tk3 ≥ t2c+ d. Òîãàâà:

tk3 − x3
tk2 − x2

≥ ctk2 + d− cx2 + cx2 − x3
tk2 − x2

= c+
d+ cx2 − x3
tk2 − x2

= c+
m

tk2 − x2
≥ c = x1.

Ñëåäîâàòåëíî çà òî÷êè (c, x2, x3), çà êîèòî x3 ≤ cx2+d, íåðàâåíñòâàòà ñà â ñèëà
çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k.
Íåêà íàêðàÿ x3 ≤ cx2 + d. Ïðåäñòàâÿìå âúâ âèäà x3 = cx2 + d +m, m ≥ 1. Îò
tk3 − d− 1

tk2
< c ïîëó÷àâàìå tk3 < t2c+ d+ 1.

tk3 − x3
tk2 − x2

<
ctk2 + d+ 1− cx2 + cx2 − cx2 − d−m

tk2 − x2
= c+

1−m
tk2 − x2

≤ c = x1.
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Îò ïîëó÷åíîòî
tk3 − x3
tk2 − x2

< x1 ñëåäâà, ÷å çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè k íåðàâåí-

ñòâîòî íå å âàëèäíî.

Ëåìà 4.5. Îò âñÿêà ðåäèöà {tk}∞k=1 =
{(
tk1, t

k
2, t

k
3

)}∞
k=1

â P ìîæå äà ñå èçáåðå
ïîäðåäèöà, òàêàâà ÷å

{
tk1
}∞
k=1

,
{
tk3
}∞
k=1

,
{
tk3
}∞
k=1

ñà ìîíîòîííè è êîÿòî óäîâëåò-
âîðÿâà íÿêîå îò óñëîâèÿòà Óñë123, Óñë12, Óñë23, Óñë1, Óñë2, Óñë∞, Óñë1c.

Äîêàçàòåëñòâî. Åëåìåíòàðíè ñúîáðàæåíèÿ, îñíîâàíè íà Òåîðåìàòà íà Áîëöà-
íî.

Ëåìà 4.6. Îò âñÿêà ðåäèöà {tk}∞k=1 =
{(
tk1, t

k
2, t

k
3

)}∞
k=1

â P êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèåòî Óñë1c, ìîæå äà ñå èçáåðå ïîäðåäèöà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà åäíî îò
óñëîâèÿòà Óñë1A, Óñë1B, Óñë1D.

Äîêàçàòåëñòâî.Îòíîâo ñúîáðàæåíèÿ, îñíîâàíè íà Òåîðåìàòà íà Áîëöàíî.
Çàáåëåæêà. Ñúùåñòâóâàò ðåäèöè

{
tk2
}∞
k=1

è
{
tk3
}∞
k=1

, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ãîð-
íèòå óñëîâèÿ.

6.3 Îðáèòè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè G0
Ñòðóêòóðà íà èäåàëèòå íà T

Ïðåäëîæåíèå 6.0.3. Ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöèòå G0 íà G èìà ñåäåì îðáèòè,
à èìåííî: U123 = {∀Sc1c2c3};
U12 = {∀Sc1c2∗};
U23 = {∀S∗c2c3};
U1d = {∀Sc1d∗∗};
U1 = {∀Sc1∗∗};
U2 = {∀S∗c2∗};
U0 = {S∗∗∗}.
Ïðè òîâà
U123 = G0;
U12 = U12 ∪ U1 ∪ U2 ∪ U0;
U23 = U23 ∪ U1d ∪ U1 ∪ U2 ∪ U0;
U1d = U1d ∪ U1 ∪ U0;
U1 = U1 ∪ U0; U2 = U2 ∪ U0.

Òåîðåìà 6.0.3. Çà T (H3(Z)) ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò äâóñòðàííè çàòâîðåíè èäå-
àëè

{0} ⊂ I0 ⊂ I1 ⊂ I1d ⊂ I2 ⊂ I3 = T (H3(Z))

êúäåòî I0 ∼= K è I3/I2 ∼= C∗(H3(Z).
Îñâåí òîâà I2/I1d ∼= (C(T 2)×K)2, I1d/I1 ∼= C(T )×K, I1/I0 ∼= (C(T )×K)2.

Ùå îòáåëåæà, ÷å X å ðåãóëÿðíà êîìïàòèôèêàöèÿ íà P , çàòîâà I0 ∼= K, à ãðó-
ïîèäèòå, ñúîòâåòíè íà ìåæäèííèòå ÷àñòíè ñà ïðîèçâåäåíèÿ (êàòî ëîêàëíî êîì-
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ïàêòíè ãðóïîèäè ñ ëÿâà Õààðîâà ñèñòåìà) íà ãðóïà è òðèâèàëåí ãðóïîèä âúðõó
ïîäõîäÿùî ìíîæåñòâî.

Â çàêëþ÷åíèå, ùå èçðàçÿ íàäåæäàòà, ÷å äåìîíñòðèðàíàòà òóê òåõíèêà ùå å ïî-
ëåçíà çà èçÿñíÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà è íà äðóãè àëãåáðè îò îïåðàòîðè íà Òüîï-
ëèö, àñîöèèðàíè ñ äèñêðåòíà ãðóïà è íåéíà ïîäïîëóãðóïà.

ÊÐÀÉ
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