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Tåìà �1.

ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî
4

x− 1
+

3x+ 1

2− x
5 15x− 37

x2 − 3x+ 2
.

Ðåøåíèå: Äàäåíîòî äðîáíî íåðàâåíñòâî èìà ñìèñúë ïðè x ∈ (−∞, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,∞). Òàêà

ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå
4

x− 1
+
3x+ 1

2− x
5 15x− 37

x2 − 3x+ 2
,
4(x− 2)− (3x+ 1)(x− 1)− (15x− 37)

(x− 1)(x− 2)
5 0,

3(x2 + 3x− 10)

(x− 1)(x− 2)
= 0,

(x− 2)(x+ 5)

(x− 1)(x− 2)
= 0 èëè

(x+ 5)

(x− 1)
= 0, êîåòî ïðè x ̸= 1 è x ̸= 2 å åêâèâàëåíòíî

íà (x+5)(x−1) = 0, ò.å. ðåøåíèÿ íà äàäåíoòî äðîáíî íåðàâåíñòâî ñà x ∈ (−∞,−5
]
∪(1, 2)∪(2,∞).

Çàäà÷à 2. Äàäåíà å îêðúæíîñò k ñ ðàäèóñ R. Õîðäèòå AB è
CD ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè è ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà M . Äà ñå íàìåðÿò
äúëæèíèòå íà îòñå÷êàòà DM è äèàìåòúðà d íà îêðúæíîñòòà, ïðè
óñëîâèå ÷å AM = 15, BM = 48 è CM = 20.
Ðåøåíèå: Ïîíåæå õîðäèòå AB è CD ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà M ,

òî èìàìå AM · BM = CM · DM èëè DM =
15 · 48
20

= 36. Ñåãà

îò òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð çà ïðàâîúãúëíèòå òðèúãúëíèöè AMD è
BMD èìàìå ñúîòâåòíî AD =

√
152 + 362 = 3

√
52 + 122 = 3 · 13 = 39

è BD =
√
482 + 362 = 12

√
42 + 32 = 12 ·5 = 60. Îò òðèúãúëíèêà AMD ïîëó÷àâàìå sin^MAD =

DM

AD
=

12

13
. Ïîíåæå òðèúãúëíèêúò ABD å âïèñàí â îêðúæíîñòòà k, òî îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà

îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå d = 2R =
BD

sin^MAD
= 60 · 13

12
= 65.

(
Çà íàìèðàíå íà R ìîæå äà ñå

èçïîëçâà è ôîðìóëàòà S =
abc

4R
.
)

Çàäà÷à 3. Â òðèúãúëíèêà ABC ìåðêèòå íà úãëèòå α = ^BAC, β = ^ABC è γ = ^ACB îá-
ðàçóâàò â òîçè ðåä àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà R íà ðàäèóñà íà îïèñàíàòà

îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò, ïðè óñëîâèå ÷å BC = 2021 è 2 sinα = sin

(
2π

3
− α

)
.

Ðåøåíèå: Ïîíåæå ìåðêèòå íà úãëèòå íà òðèúãúëíèêà α, β è γ îáðàçóâàò â òîçè ðåä àðèò-

ìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî èìàìå α+ β + γ = π è 2β = α + γ, ò.å. β =
π

3
.

Îò ðàâåíñòâîòî 2 sinα = sin

(
2π

3
− α

)
ïîëó÷àâàìå 2 sinα = sin

2π

3
· cosα − cos

2π

3
· sinα =

√
3

2
cosα −

(
−1

2

)
sinα èëè 3 sinα =

√
3 cosα. Àêî cosα = 0, òî îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ùå

èìàìå è sinα = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî ïîðàäè sin2 α + cos2 α = 1 . Ñëåäîâàòåëíî cosα ̸= 0 è îò

óñïîâèåòî 3 sinα =
√
3 cosα ïîëó÷àâàìå tgα =

√
3

3
, îòêúäåòî ïîíåæå α å ãîëåìèíà íà úãúë â

òðèúãúëíèê äîñòèãàìå äî α =
π

6
.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å α =
π

6
, β =

π

3
è γ =

π

2
, ò.å. òðèúãúëíèêúò ABC å ïðàâîúãúëåí ñ îñòúð

úãúë α =
π

6
ñðåùó êàòåòà BC, ñëåäîâàòåëíî èìàìå 2R = AB = 2BC è R = BC = 2021.



Çàäà÷à 4. Äàäåí å êâàäðàò ABCD. Òî÷êèòåM è N ëåæaò ñúîò-
âåòíî âúðõó ñòðàíèòå AD è CD. Äà ñå íàìåðÿò ëèöåòî íà êâàäðàòà S
è äúëæèíàòà íà äèàãîíàëà ìó AC, ïðè óñëîâèå ÷å BM = 8, BN = 10
è MN = 6.
Ðåøåíèå: Â òðèúãúëíèêà BMN èìàìå MN2 + BM2 = 36 + 64 =

100 = BN2, ò.å. òðèúãúëíèêúò BMN å ïðàâîúãúëåí è ^BMN =
π

2
.

Íåêà AB = a, AM = x è ^ABM = φ, òîãàâà èìàìå DM = a− x,

^AMB =
π

2
−φ è ^DMN = π−^AMB−^BMN = π−

(π
2
− φ

)
− π

2
= φ, ò.å. òðèúãúëíèöèòå

ABM è DMN ñà ïîäîáíè è
a

8
=

AB

BM
=

DM

MN
=

a− x

6
èëè x =

a

4
.

Ñåãà îò òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABM ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷à-

âàìå
(a
4

)2

+ a2 = 82,
a2

42
+ a2 = 82, 17a2 = (4 · 8)2 èëè a =

32
√
17

17
.

Òàêà çà ëèöåòî íà êâàäðàòà ïîëó÷àâàìå S = a2 =
1024

17
, à çà äúëæèíàòà íà äèàãîíàëà AC

îò òðèúãúëíèêà ABC èìàìå AC2 = AB2 +BC2 = 2a2 èëè AC =
32
√
34

17
.

Çàäà÷à 5. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî 24−2x + 22x = 22−x + 2x + 4.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë çà x ∈ R. Âúâåæäàìå íîâî íåèçâåñòíî t = 22−x + 2x,
òîãàâà t2 = 24−2x+2·22−x ·2x+22x = 24−2x+22x+8 è äàäåíîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà t2−8 = t+4,
îòêúäåòî t2 − t− 12 = 0, ò.å. t1 = 4 èëè t2 = −3. Òàêà äîñòèãàìå äî óðàâíåíèÿòà 22−x + 2x = 4,

22−x + 2x = −3. Ñåãà ïðè 2x = y ̸= 0 ïîëó÷àâàìå
4

y
+ y = 4,

4

y
+ y = −3 èëè y2 − 4y + 4 = 0,

y2+3y+4 = 0. Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå y2−4y+4 = 0 èìà äâîåí êîðåí y1,2 = 2 è çà íåèçâåñòíîòî x
èìàìå 2x = 2 = 21, x = 1, äîêàòî óðàâíåíèåòî y2+3y+4 = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Ñëåäîâàòåëíî
îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåøåíèå íà äàäåíîòî ïîêàçàòåëíî óðàâíåíèå å ñàìî x = 1.

Çàäà÷à 6. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Òî÷êèòå A1 è B1 ëåæàò
ñúîòâåòíî âúðõó ñòðàíèòå BC è AC, à AA1 è BB1 ñå ïðåñè÷àò â
òî÷êàòà O. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî SABC íà òðèúãúëíèêà ABC, ïðè
óñëîâèå ÷å ëèöàòà íà òðèúãúëíèöèòå AOB1, ABO è BOA1 ñà ñúîò-
âåòíî SAOB1 = 6, SABO = 12 è SBOA1 = 9.
Ðåøåíèå: Íåêà îçíà÷èì ëèöàòà íà òðèúãúëíèöèòå OB1C è OA1C

ñúîòâåòíî ñ SOB1C = x è SOA1C = y. Òðèúãúëíèöèòå OB1A è OB1C,
êàêàòî è BB1A è BB1C èìàò îáùè âèñî÷èíè, ñëåäîâàòåëíî ëèöàòà

èì ùå ñå îòíàñÿò êàêòî òåõíèòå îñíîâè. Èìàìå
6

x
=

SOB1A

SOB1C

=
AB1

B1C
=

SBB1A

SBB1C

=
12 + 6

x+ y + 9
. Àíàëî-

ãè÷íî çà äâîéêèòå òðèúãúëíèöè OA1B, OA1C è AA1B, AA1C ïîëó÷àâàìå
9

y
=

SOA1B

SOA1C

=
BA1

A1C
=

SAA1B

SAA1C

=
12 + 9

x+ y + 6
. Îò ïîñëåäíèòå ðàâåíñòâà èìàìå

6

x
=

18

x+ y + 9
,
9

y
=

21

x+ y + 6
è äîñòèãàìå

äî ñëåäíàòà ñèñòåìà çà íåèçâåñòíèòå x è y:

∣∣∣∣ 3x− 4y + 18 = 0
2x− y − 9 = 0

, îòêúäåòî ñëåä óìíîæàâàíå íà

âòîðîòî óðàâíåíèå ñ (-4), ñúáèðàíå íà äâåòå óðàâíåíèÿ è çàìåñòâàíå íà ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò çà

x â óðàâíåíèåòî 2x − y − 9 = 0 íåïîñðåäñòâåíî ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣∣∣∣
x =

54

5

y =
63

5

. Ñåãà çà ñòîéíîñòòà íà

ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ABC èìàìå SABC = x+ y + 6 + 9 + 12 =
54

5
+

63

5
+ 27 =

252

5
= 50, 4.



Çàäà÷à 7. Äàäåíà å ïðàâèëíà ÷åòèðèúãúëíà
ïðèçìà ABCDA1B1C1D1 ñ îñíîâåí ðúá AB =

√
6 è

âèñî÷èíà AA1 = 9. Ðàâíèíà λ ìèíàâà ïðåç âúðõà A
è òî÷êèòå B2, C2 è D2, êîèòî ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó
ðúáîâåòå BB1, CC1 è DD1, òàêà ÷å ïîëó÷åíîòî ñå÷å-
íèå AB2C2D2 å ðîìá ñ îñòúð úãúë α. Äà ñå íàìåðÿò
úãúëúò φ ìåæäó λ è ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà ABCD,
êàêòî è îòíîøåíèåòî k íà îáåìèòå íà òåëàòà, íà êî-
èòî ðàâíèíàòà λ ðàçäåëÿ ïðèçìàòà, ïðè óñëîâèå ÷å

cosα =
3

5
.

Ðåøåíèå: Ïîíåæå ñå÷åíèåòî íà ïðèçìàòà ñ ðàâ-

íèíàòà λ å ðîìá, òî òðèúãúëíèöèòå ADD2 è ABB2

ñà åäíàêâè ïî ÷åòâúðòè ïðèçíàê è BB2 = DD2, ò.å.

B2D2
||
=BD. Îñâåí òîâà AC2 ⊥ B2D2 è AC ⊥ BD, ò.å. èìàìå, ÷å ïðåñå÷íèöàòà íà λ è (ABCD)

ìèíàâà ïðåç òî÷êà A è å óñïîðåäíà íà BD è úãúëúò ìåæäó ðàâíèíàòà λ è (ABCD) ëåæè â
äèàãîíàëíîòî ñå÷åíèå ACC1A1 è å ðàâåí íà ^(λ, (ABCD)) = ^CAC2 = φ.

Ïîíåæå â òðèúãúëíèêà ACC2 èìàìå cosφ =
AC

AC2

5 1, òî B2D2 = AC 5 AC2 è îñòðèÿò úãúë

â ðîìáà AB2C2D2 e α = ^B2AD2.

Îò òðèúãúëíèêà AOO2 ïîëó÷àâàìå îùå cosφ =
AO

AO2

, íî AO = BO = B2O2, ò.å.

cosφ =
AO

AO2

=
B2O2

AO2

= tg
α

2
.

Ïîðàäè ôàêòà, ÷å α å îñòúð è cosα =
3

5
ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå sinα = +

√
1− cos2 α =√

1− 9

25
=

4

5
, tgα =

sinα

cosα
=

4

3
. Ñëåä êàòî îçíà÷èì tg

α

2
= t è èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà tgα =

2 tg α
2

1− tg2 α
2

äîñòèãàìå äî
4

3
=

2t

1− t2
, 2t2 + 3t − 2 = 0, ò.å. t1 =

1

2
èëè t2 = −2, íî

α

2
å îñòúð è

tg
α

2
= t > 0, ò.å. tg

α

2
=

1

2
.
(
Çà ïîëó÷àâàíå íà tg

α

2
=

1

2
ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ôîðìóëàòà

tg
α

2
= +

√
1− cosα

1 + cosα
.
)
Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å cosφ = tg

α

2
=

1

2
, ò.å. φ = 60◦.

Ïîíåæå AB =
√
6, à AC å äèàãîíàë íà êâàäðàòà ABCD, òî èìàìå AC =

√
2 · AB = 2

√
3.

Ñåãà îò òðèúãúëíèêà ACC2 ïîëó÷àâàìå
√
3 = tg 60◦ =

C2C

AC
èëè CC2 =

√
3 · AC = 6.

Çà äà ïðåñìåòíåì îòíîøåíèåòî íà îáåìèòå, íà êîèòî ðàâíèíàòà λ ðàçäåëÿ ïðèçìàòà ùå
ïîñòðîèì ïðåç òî÷êàòà C2 ðàâíèíà, óñïîðåäíà íà îñíîâèòå íà ïðèçìàòà. Òîãàâà òÿëîòî, ðàçïî-
ëîæåíî íàä ðàâíèíàòà λ ùå áúäå ñúñòàâåíî îò äâå òåëà � åäíîòî ðàâíîîáåìíî (îò ñèìåòðèÿòà
è ïðèíöèïà íà Êàâàëèåðè) íà òîâà ïîä λ ñ îáåì V1, ðàâåí íà ïîëîâèíàòà îò îáåìà íà ïðèç-
ìà ñ îñíîâà ABCD è âèñî÷èíà CC2 = 6, à äðóãîòî � ïðèçìà ñ îñíîâà A1B1C1D1 è âèñî÷èíà

C2C1 = CC1 −CC2 = 9− 6 = 3 ñ îáåì V2. Çà îáåìèòå V1 è V2 èìàìå V1 =
1

2
·AB ·AB ·CC2 = 18,

V2 = AB · AB · C1C2 = 18.

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å òúðñåíîòî îòíîøåíèå å k =
V1 + V2

V1

=
2

1
.



Çàäà÷à 8. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî:

2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
+ 2021

√
x+ 4042

2x+ 2021
= cos

(2021 + x)π

47
+ cos

(2021− x)π

43
.

Ðåøåíèå: Äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë çà x ̸= −4042 è x ̸= −2021

2
. Íåêà äà îç-

íà÷èì ëÿâàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî ñ f(x) = 2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
+ 2021

√
x+ 4042

2x+ 2021
, à äÿñíàòà ñ

g(x) = cos
(2021 + x)π

47
+ cos

(2021− x)π

43
.

Ñåãà ùå èçñëåäâàìå îáëàñòèòå íà èçìåíåíèå íà âñÿêà îò äâåòå ôóíêöèè f(x) è g(x).

1. Âúâåæäàìå íîâî íåèçâåñòíî t = 2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f(x) äîáèâà âèäà

f(x) = h(t) = t +
1

t
, ò.å. çà äà íàìåðèì îáëàñòòà íà èçìåíåíèå íà f(x) ïðè x ̸= −4042 è

x ̸= −2021

2
å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì îáëàñòòà íà èçìåíåíèå íà h(t) = t+

1

t
ïðè t ̸= 0.

Íåêà t +
1

t
= k èëè t2 − kt + 1 = 0, êúäåòî k å ðåàëåí ïàðàìåòúð. Ïîíåæå â óðàâíåíèåòî

t2 − kt + 1 = 0 íåèçâåñòíîòî t íå ìîæå äà áúäå ðàâíî íà íóëà çà íèêîå k, òî âúïðîñúò êúäå ñå
èçìåíÿ k ïðè t ̸= 0 å åêâèâàëåíòåí íà âúïðîñà êàêâî òðÿáâà äà å k â óðàâíåíèåòî t2−kt+1 = 0,
çà äà áúäå t ðåàëíî. Îòãîâîðúò íà ïîñëåäíèÿ âúïðîñ å ëåñåí � äèñêðèìèíàíòàòà D = k2 − 4
òðÿáâà äà å íåîòðèöàòåëíà, ò.å. k ∈ (−∞,−2] ∪ [2,∞).

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å t +
1

t
= 2, ïðè t > 0 è t +

1

t
5 −2, ïðè t < 0, êàòî t +

1

t
= 2, ïðè t = 1,

à t +
1

t
= −2, ïðè t = −1.

(
Ïîñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ìîãàò äà áúäàò äîêàçàíè ñ ïîìîùòà íà

ïðîèçâîäíè, êàêòî è äèðåêòíî.
)

Ñåãà èìàìå f(x) = 2, ïðè 2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
> 0 è f(x) 5 −2, ïðè 2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
< 0, êàòî

f(x) = ±2, ïðè 2021

√
2x+ 2021

x+ 4042
= ±1, ò.å ïðè

2x+ 2021

x+ 4042
= ±1 èëè çà x = ±2021.

2. Îò ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà êîñèíóñ ïîëó÷àâàìå −1 5 cos
(2021 + x)π

47
5 1 è

−1 5 cos
(2021− x)π

43
5 1, à ñëåä ïî÷ëåííîòî ñúáèðàíå íà ïîñëåäíèòå íåðàâåíñòâà äîñòèãàìå äî

−2 5 cos
(2021 + x)π

47
+ cos

(2021− x)π

43
5 2, ò.å. g(x) ∈ [−2, 2] çà âñÿêî x ∈ R.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà äàäåíîòî óðàâíåíèå äâåòå ôóíêöèè f(x)
è g(x) ìîãàò äà áúäàò ðàâíè ñàìî àêî f(x) = g(x) = ±2. Ïîíåæå ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî
f(x) = ±2 ñà x = ±2021, òî òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè íÿêîè îò òÿõ ñà ðåøåíèÿ íà è äàäåíîòî
óðàâíåíèå.

Ïîíåæå 2021 = 43·47, òî ïðè x = 2021 èçðàçúò g(2021) äîáèâà âèäà g(2021) = cos
(2021 + 2021)π

47
+

cos
(2021− 2021)π

43
= cos(43 · 2π) + cos 0 = 1 + 1 = f(2021) = 2. Ñëåäîâàòåëíî x = 2021 å

ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå. Ñåãà çà x = −2021 èìàìå g(−2021) = cos
(2021− 2021)π

47
+

cos
(2021 + 2021)π

43
= cos 0 + cos(47 · 2π) = 1 + 1 ̸= f(−2021) = −2, ò.å. x = −2021 íå å ðåøåíèå

íà çàäà÷àòà.
Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å ñàìî x = 2021 å ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.


