
Äèôåðåíöèàëíà Ãåîìåòðèÿ

Âåñåëà Ìèõîâà

ÇÀÄÀ×È îò ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÊÐÈÂÈÒÅ

1 Âåêòîðíà ôóíêöèÿ íà ñêàëàðåí àðãóìåíò

v = v(q) : ∀ q ∈ I ⊆ R ⇒ v(q) =
3∑

i=1

xi(q) ei (Oe1e2e3)

Çàäà÷à 1.1. Íåêà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ v(q) å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà
I è ∀ q ∈ I ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà =

−→
0 . Òîãàâà v(q) = a =

−−−→
const ∀ q ∈ I.

Çàäà÷à 1.2. Íåêà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ v(q) å îò êëàñà Cn+1 â èíòåðâàëà
I : |q − q0| ≤ r. Çà âñÿêî q îò I å âÿðíà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð:

v(q) = v(q0) +
v′(q0)

1 !
(q − q0) +

v′′(q0)

2 !
(q − q0)

2 + ...+
v(n)(q0)

n !
(q − q0)

n + V (q)(q − q0)
n+1,

êúäåòî V (q) å äåôèíèðàíà çà âñÿêî q 6= q0, q ∈ I, îãðàíè÷åíà å â èíòåðâàëà I \ {q0} è

lim
q→q0, q 6=q0

V (q) =
v(n+1)(q0)

(n+ 1) !
.

Çàäà÷à 1.3. Íåêà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ v(q) íà ñêàëàðíèÿ àðãóìåíò q ∈ I å îò
êëàñà C1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðîèçâîäíàòà é v′(q) å èíâàðèàíòíî ñâúðçàíà ñ v(q) ïðè
ïðîèçâîëíî äâèæåíèå θ â ïðîñòðàíñòâîòî E3.

Çàäà÷à 1.4. Íåêà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ v(q) íà ñêàëàðíèÿ àðãóìåíò q ∈ I å îò êëàñà
C2. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

• àêî âåêòîðúò v(q) å óñïîðåäåí íà ïîñòÿííà ðàâíèíà β çà âñÿêî q ∈ I, òî
v(q)v′(q)v′′(q) = 0, ∀ q ∈ I;

• àêî v(q) × v′(q) 6= −→
0 ∀ q ∈ I è v(q)v′(q)v′′(q) = 0 ∀ q ∈ I, òî âåêòîðúò v(q) å

óñïîðåäåí íà ïîñòîÿííà ðàâíèíà çà âñÿêî q ∈ I.
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2 Ãëàäêè ïðîñòðàíñòâåíè ëèíèè

v = v(q), q ∈ I ⊆ R : v(q) ∈ Cr, r ∈ N0, q ∈ I ∧ v′(q) 6= 0, ∀ q ∈ I.

Çàäà÷à 2.1. Íåêà c : x = x(q), q ∈ I å ãëàäêà ëèíèÿ è a, b ∈ I (a < b). Íåêà q =
λ(q), q ∈ I å ãëàäêà ñìÿíà íà ïàðàìåòúðà q. Ðàçãëåæäàìå äúãà îò c ñ íà÷àëíà òî÷êà
x(a) è êðàéíà òî÷êà x(b). Òàçè äúãà ïðè ïàðàìåòðèçàöèÿòà c : x = x(λ(q)), q ∈ I ñå
îïðåäåëÿ ñ a1, b1 ∈ I, çà êîèòî λ(a1) = a, λ(b1) = b. Äà ñå äîêàæå, ÷å äúëæèíàòà íà
äúãàòà îò c ñ íà÷àëíà òî÷êà x(a) è êðàéíà òî÷êà x(b) ïðè ñìÿíàòà íà ïàðàìåòúðà å

èíâàðèàíòíà ñ òî÷íîñò äî çíàê, ò.å. s = εs, ε = sign
dλ

dq
.

Çàäà÷à 2.2. Äà ñå äîêàæå, ÷å êðèâàòà

c : x1 = aemq cos q, x2 = aemq sin q, x3 = bemq, q ∈ R, a, b,m = const,

å ðàçïîëîæåíà âúðõó êðúãîâèÿ êîíóñ

S : b2(y2
1 + y2

2)− a2y2
3 = 0

è ïðåñè÷à îáðàçóâàùèòå ìó ïîä ïîñòîÿíåí úãúë (Oe1e2e3).
Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà îò c ñ íà÷àëî x(0) è êðàé x(q).
Êðèâàòà c ñå íàðè÷à êîíè÷íà ëîêñîäðîìà.

Çàäà÷à 2.3. Ñïðÿìî Oe1e2e3 å çàäàäåíà êðèâàòà

c : x1 = a cosu, x2 = a sinu, x3 = av; a = const, u ∈ [0, 2π], v = v(u) ∈ C2.

• Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèå íà äîïèðàòåëíàòà g êúì c â ïðîèçâîëíà íåéíà òî÷êà.

• Íåêà A = g∩Oe1e2. Äà ñå îïðåäåëè v(u) òàêà, ÷å A äà îïèñâà îêðúæíîñò ñ öåíòúð
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà è ðàäèóñ R = const > a.

• Íåêà êðèâàòà

cN : x1 = a cosu, x2 = a sinu, x3 = ak e
−au√
R2−a2 , k = const

ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà N(a, 0, a). Äà ñå íàìåðè ïðîåêöèÿòà c íà cN âúðõó ðàâíèíàòà
Oe1e2.

• Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà äúãàòà íà êðèâàòà c.

• Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî v = v(u) êðèâàòà c ëåæè âúðõó öèëèíäðè÷íà ïîâúðõíèíà
ñ óïðàâèòåëíà êðèâà c è îáðàçóâàùè, óñïîðåäíè íà îñòà Oe3.
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3 Ïðàâèëíè ëèíèè. Ïðèäðóæàâàù òðèåäúð

v = v(q), q ∈ I ⊆ R : v(q) ∈ C2, q ∈ I ∧ v′(q) × v′′(q) 6= −→
0 , ∀ q ∈ I.

Ñêàëàðíè è âåêòîðíè èíâàðèàíòè íà êðèâà:

κ =
√
x′′2 =

√
(
x × �x)2

(
x2)
3
2

, τ =
x′x′′x′′′

x′′2
=


x �x 
�x
(
x × �x)2

t = x′ =

x√

x2
, b =

x′ × x′′√
x′′2

=

x × �x√
(
x × �x)2

, n = b× t =
x′′√
x′′2

Îñêóëà÷íà ðàâíèíà {x t n} : b(y − x) = 0

Íîðìàëíà ðàâíèíà {xn b} : t(y − x) = 0

Ðåêòèôèöèðàùà ðàâíèíà {x b t} : n(y − x) = 0

Ôîðìóëè íà Ôðåíå: x = x(s), c ∈ C3, x′2(s) = 1, x′ × x′′ 6= −→
0 , s ∈ I

x′ = t, t′ = κ n, n′ = −κ t+ τ b, b′ = −τ n

κ = t′ n = −n′ t, τ = n′ b = −b′ n

Âåêòîð íà Äàðáó: ω = τ t+ κ b

Çàäà÷à 3.1. Îñêóëà÷íèòå ðàâíèíè íà 3-êðàòíî ãëàäêà ïðàâèëíà êðèâà ñà óñïîðåäíè
íà äàäåíà ïðàâà. Äà ñå äîêàæå, ÷å êðèâàòà å ðàâíèííà.

Çàäà÷à 3.2. Àêî âñè÷êè îñêóëà÷íè ðàâíèíè íà åäíà êðèâà ìèíàâàò ïðåç ôèêñèðàíà
òî÷êà, òî êðèâàòà å ðàâíèííà.

Çàäà÷à 3.3. Àêî âñè÷êè äîïèðàòåëíè êúì åäíà êðèâà ìèíàâàò ïðåç ôèêñèðàíà òî÷êà,
òî êðèâàòà å ïðàâà ëèíèÿ.

Çàäà÷à 3.4. Âñè÷êè ðåêòèôèöèðàùè ðàâíèíè íà åäíà ïðàâèëíà êðèâà
c ∈ C5 : x = x(s), x′2 = 1 ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà O. Äà ñå äîêàæå, ÷å

τ

κ
= as+ d, a = const, d = const.
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3.1 Âèòëîâè ëèíèè

3.1.1 Îáèêíîâåíà âèòëîâà ëèíèÿ:

Òðàåêòîðèÿòà íà (ôèêñèðàíà) òî÷êà, äâèæåùà ñå ñ ðàâíîìåðíà ïðàâîëèíåéíà ñêîðîñò
d ïî îáðàçóâàùà íà ïðàâ êðúãîâ öèëèíäúð ñ ðàäèóñ a, êîéòî ñå âúðòè îêîëî îñòà ñè ñ
ïîñòîÿííà úãëîâà ñêîðîñò ω.

c : x1 = a cosωt, x2 = a sinωt, x3 = d t; t ∈ R+.

Çàäà÷à 3.5. Äà ñå íàìåðÿò ñêàëàðíèòå è âåêòîðíèòå èíâàðèàíòè íà êðèâèòå

• c : x1 = a cos q, x2 = a sin q, x3 = d q; q ∈ R, a = const, d = const.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ãëàâíàòà íîðìàëà íà êðèâàòà ïðåñè÷à îñòà Ox3.

• x1 = cos3 q, x2 = sin3 q, x3 = cos 2q, q ∈
(
0,
π

2

)
.

3.1.2 Îáùà âèòëîâà ëèíèÿ:

Òðèêðàòíî ãëàäêà ïðàâèëíà êðèâà, ÷èèòî òàíãåíòè âúâ âñÿêà òî÷êà ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí
úãúë ñ ïîñòîÿííî íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî.

Çàäà÷à 3.6. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî òðèêðàòíî ãëàäêàòà ïðàâèëíà êðèâà c : x =
x(s), x′2 = 1, s ∈ I ïðèòåæàâà åäíî îò ñëåäíèòå ïåò ñâîéñòâà, òî òÿ ïðèòåæàâà è
îñòàíàëèòå ÷åòèðè:

• c å îáùà âèòëîâà ëèíèÿ;

• áèíîðìàëèòå íà c ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí úãúë ñ ïîñòîÿííî íàïðàâëåíèå;

• ãëàâíèòå íîðìàëè íà c ñà êîìïëàíàðíè ñ ïîñòîÿííà ðàâíèíà;

• τ

κ
= const;

• x′′x′′′x′v = 0.

Çàäà÷à 3.7. Äà ñå íàìåðÿò ñêàëàðíèòå è âåêòîðíèòå èíâàðèàíòè íà îáùàòà âèòëîâà
ëèíèÿ

c : x1 = a cosh q, x2 = a sinh q, x3 = a q; q ∈ I.
Äà ñå äîêàæå, ÷å c ëåæè

(a) âúðõó õèïåðáîëè÷íèÿ öèëèíäúð S : x2
1 − x2

2 = a2;

(b) âúðõó öèëèíäúðà ñ óïðàâèòåëíà êðèâà âåðèæêàòà x1 = a cosh
x3

a
è ñ îñè, óñïîðåäíè

íà Ox2.

Çàäà÷à 3.8. Äà ñå íàìåðÿò ñêàëàðíèòå è âåêòîðíèòå èíâàðèàíòè íà îáùèòå âèòëîâè
ëèíèè

• c : x1 = 3q, x2 = 3q2, x3 = 2q3; q ∈ I,

• x1 = eq, x2 = e−q, x3 =
√

2 q, q ∈ I.
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3.1.3 Öèëèíäðî-êîíè÷íà âèòëîâà ëèíèÿ:

Âèòëîâà ëèíèÿ c, êîÿòî ïðåñè÷à ïîä ïîñòîÿííè úãëè ïðàâîëèíåéíèòå îáðàçóâàùè íà
öèëèíäúð è íà ïðàâ êðúãîâ êîíóñ (ñ úãúë 2φ ïðè âúðõà O).

Ïðîåêöèÿòà c íà c âúðõó ðàâíèíàòà Ox1x2 å ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà.
Öèëèíäúðúò å ñ óïðàâèòåëíà êðèâà c è ïðàâîëèíåéíè îáðàçóâàùè, óñïîðåäíè íà

Ox3.

Çàäà÷à 3.9. Äà ñå íàìåðÿò ñêàëàðíèòå è âåêòîðíèòå èíâàðèàíòè íà öèëèíäðî-
êîíè÷íàòà âèòëîâà ëèíèÿ

c : x1 = eaq sinφ cos q, x2 = eaq sinφ sin q, x3 = eaq cosφ; a = const.

3.2 Åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ïðàâèëíà êðèâà

κ = κ(s), τ = τ(s), s ∈ I

Çàäà÷à 3.10. Åñòåñòâåíèòå óðàâíåíèÿ íà ïðàâèëíàòà êðèâà c ñà

κ = α = const, τ = β = const 6= 0.

Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòíî-ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà êðèâàòà.

Çàäà÷à 3.11. Áèíîðìàëèòå íà ÷åòèðèêðàòíî ãëàäêà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà
ïðåñè÷àò ïîñòîÿííà ïðàâà. Äà ñå íàìåðÿò åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà êðèâàòà, àêî

τ = a = const.

Çàäà÷à 3.12. Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòíî-ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà ïðàâèëíàòà
êðèâà c, çàäàäåíà ñ åñòåñòâåíèòå ñè óðàâíåíèÿ

c : κ =
α

s
, α = const; τ =

β

s
, β = const; s ∈ R+

â ñëó÷àèòå (a) α = β = 1, (b) α 6= β.

Çàäà÷à 3.13. Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòíî-ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà îáùàòà âèòëîâà
ëèíèÿ

c :
τ

κ
= α = const 6= 0.

Çàäà÷à 3.14. Íåêà c : x = x(s), x′2 = 1 å òðèêðàòíî ãëàäêà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà
êðèâà.

Êðèâàòà c : x = x(s) +
∫
b(s)ds, êúäåòî b(s) å áèíîðìàëíèÿò âåêòîð íà êðèâàòà c,

ñå íàðè÷à ñúîòâåòíà (ñïðåãíàòà) êðèâà íà êðèâàòà c.
Àêî c å îò êëàñà C3 è å ïðàâèëíà, òî äà ñå èçðàçÿò ñêàëàðíèòå è âåêòîðíèòå

èíâàðèàíòè íà c ÷ðåç òåçè íà c â ñúîòâåòíèòå èì òî÷êè.

Çàäà÷à 3.15. Äà ñå íàìåðÿò êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà ñúîòâåòíàòà êðèâà íà
âèòëîâàòà ëèíèÿ

c : x1 = eq cos q, x2 = eq sin q, x3 = eq; q ∈ I.

5



3.2.1 Îñêóëà÷íà îêðúæíîñò â òî÷êà íà ïðàâèëíà ëèíèÿ

Íåêà x å ôèêñèðàíà òî÷êà âúðõó äâóêðàòíî-ãëàäêàòà ïðàâèëíà ëèíèÿ c : x = x(q), q ∈
I, t n b å òðèåäúðúò íà Ôðåíå çà êðèâàòà â òî÷êàòà x, à κ å êðèâèíàòà íà êðèâàòà â
òî÷êàòà x.

Ðàçãëåæäàìå îêðúæíîñòòà k ñ êðèâèíà κ, êîÿòî ìèíàâà ïðåç x è çà êîÿòî t n b å
òðèåäúð íà Ôðåíå â òî÷êàòà x. Òàçè îêðúæíîñò ëåæè â îñêóëà÷íàòà ðàâíèíà íà êðèâàòà

c â òî÷êàòà x, èìà çà öåíòúð òî÷êàòà z = x+
1

κ
n è çà ðàäèóñ % =

1

κ
.

Îêðúæíîñòòà k ñå íàðè÷à îñêóëà÷íà îêðúæíîñò íà êðèâàòà c â òî÷êàòà x, à
öåíòúðúò é ñå íàðè÷à öåíòúð íà êðèâèíàòà íà êðèâàòà c â òî÷êàòà x.

Çàäà÷à 3.16. Íåêà c : x = x(s), x′2 = 1 å ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ñ ïîñòîÿííà
êðèâèíà κ. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî íà öåíòðîâåòå íà êðèâèíà íà c å
êðèâà, êîÿòî å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñêóëà÷íàòà ðàâíèíà íà c â ñúîòâåòíèòå òî÷êè
è èìà ïîñòîÿííà êðèâèíà κ = κ.

Çàäà÷à 3.17. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî òî÷êèòå íà äâå äâóêðàòíî ãëàäêè ïðàâèëíè êðèâè
c è c ñà â òàêîâà âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå, ÷å â ñúîòâåòíèòå òî÷êè
äîïèðàòåëíèòå êúì êðèâèòå ñà óñïîðåäíè, òî ãëàâíèòå èì íîðìàëè â òåçè òî÷êè ñà
ñúùî óñïîðåäíè.

3.3 Êðèâà íà Bertrand:

Ïðàâèëíà êðèâà c, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà ïðàâèëíà êðèâà c ñúñ ñúùèòå ãëàâíè íîðìàëè
â ñúîòâåòíèòå òî÷êè.

Çàäà÷à 3.18. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî c ∈ C3, c ∈ C3 ñà ñúîòâåòíè åäíà íà äðóãà êðèâè
íà Áåðòðàí, òî

• ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ñúîòâåòíèòå òî÷êè íà c è c å êîíñòàíòíà âåëè÷èíà ;

• úãúëúò (t, t)e â ñúîòâåòíèòå òî÷êè å êîíñòàíòåí;

• ñúùåñòâóâà ëèíåéíà âðúçêà ìåæäó êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà âñÿêà îò êðèâèòå
c è c.

Çàäà÷à 3.19. Äà ñå äîêàæå, ÷å îáèêíîâåíàòà âèòëîâà ëèíèÿ å êðèâà íà Áåðòðàí.

Çàäà÷à 3.20. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà åäíà òðèêðàòíî ãëàäêà
ïðàâèëíà êðèâà óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî

Aκ +Bτ = C, A = const, B = const, C = const,

òî òÿ å èëè îáùà âèòëîâà ëèíèÿ, èëè êðèâà íà Áåðòðàí.
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3.4 Êðèâà íà Âèâèàíè:

Ñôåðà S1 ñ ðàäèóñ 2a å ïðåñå÷åíà ñ êðúãîâ öèëèíäúð S2, ÷èéòî äèàìåòúð å ðàâåí íà
ðàäèóñà íà ñôåðàòà è åäíà îò îáðàçóâàùèòå ìó ìèíàâà ïðåç öåíòúðà íà ñôåðàòà.

Ïðåñå÷íèöàòà íà S1 è S2 ñå íàðè÷à êðèâà íà Âèâèàíè.

Çàäà÷à 3.21. Çà êðèâàòà íà Âèâèàíè äà ñå íàìåðÿò:

• ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ;

• êðèâèíàòà è òî÷êèòå íà èçïðàâÿíå;

• òîðçèÿòà è äúãèòå îò êðèâàòà, âúðõó êîèòî òîðçèÿòà çàïàçâà çíàêà ñè;

• òðèåäðèòå íà Ôðåíå â ðàâíèííèòå òî÷êè è â òî÷êèòå íà ñàìîïðåñè÷àíå;

• îñêóëà÷íèòå îêðúæíîñòè â ðàâíèííèòå òî÷êè è â òî÷êèòå íà ñàìîïðåñè÷àíå.

Çàäà÷à 3.22. Äàäåíà å ïðàâèëíàòà êðèâà

c : x1 = a(q − sin q), x2 = a(1− cos q), x3 = 4a sin
q

2
, q ∈ I.

Îò âñÿêà òî÷êà íà êðèâàòà ïî ãëàâíàòà íîðìàëà êúì öåíòúðà íà êðèâèíà å íàíåñåíà
îòñå÷êà ñ äúëæèíà d = 4a2κ. Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèå íà êðèâàòà, îáðàçóâàíà îò
âòîðèÿ êðàé íà òåçè îòñå÷êè, è äà ñå äîêàæå, ÷å òÿ å ðàâíèííà.

4 Ðàâíèííè êðèâè ëèíèè

c : X = X(s), X ′2(s) = 1, s ∈ I ⇒

t(s) = X ′(s), n(s) =
X ′′(s)

|X ′′(s)|
, κ(s) =

√
X ′′2(s), τ(s) ≡ 0.

T (s) := t(s), N(s) := ε n(s), ε = ±1 ⇒ T ′(s) = εκ(s)N(s).

K := εκ(s) ⇒ T ′ = KN, N ′ = −K T
• K > 0 (ε = +1) ⇒ N å íàñî÷åí êúì "âúòðåøíîñòòà" íà c;

• K < 0 (ε = −1) ⇒ N å íàñî÷åí êúì "âúíøíîñòòà" íà c;

• K = 0 ⇒ òî÷êà íà èçïðàâÿíå íà c.

Òàíãåíòåí úãúë íà ðàâíèííà ëèíèÿ

(Oe1e2) c : X = X(q), 
X
2 6= 0, ∀ q ∈ I; θ := ∠(e1, T ) ⇒

T (cos θ, sin θ), N(− sin θ, cos θ), K = θ′(s) 6= 0, R =
1

K
⇒ θ =

∫ s

0

K(s)ds+ θ0

c :

∣∣∣∣∣ x1 =
∫
R(θ) cos θ dθ + x10 =

∫ s

0
cos(θ(s)) ds+ x10,

x2 =
∫
R(θ) sin θ dθ + x20 =

∫ s

0
sin(θ(s)) ds+ x20.

Åâîëþòà å ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî c íà öåíòðîâåòå íà êðèâèíà íà äàäåíà êðèâà c.
Êðèâàòà c ñå íàðè÷à åâîëâåíòà íà êðèâàòà c.
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Çàäà÷à 4.1. Äà ñå íàìåðè åâîëþòà íà åëèïñàòà

c : x1 = a cos q, x2 = b sin q, q ∈ I, a, b = const > 0.

Çàäà÷à 4.2. Äà ñå íàìåðè åâîëþòà íà õèïåðáîëàòà

c : x1 = a cosh q, x2 = b sinh q, q ∈ I, a, b = const > 0.

Çàäà÷à 4.3. Äà ñå íàìåðè åâîëþòà íà ïàðàáîëàòà

c : x1 =
q2

2a
, x2 = q, q ∈ R, a = const > 0.

Çàäà÷à 4.4. Åïèöèêëîèäà: Òðàåêòîðèÿòà c íà ôèêñèðàíà òî÷êàM îò îêðúæíîñòòà
{C; r}, òúðêàëÿùà ñå âúíøíî (áåç õëúçãàíå) ïî ôèêñèðàíàòà îêðúæíîñò {O;R}.

c :

∣∣∣∣∣ x1 = (m+ 1)R cos(mϕ)−mR cos((m+ 1)ϕ),

x2 = (m+ 1)R sin(mϕ)−mR sin((m+ 1)ϕ),
m :=

r

R
, ϕ := ∠OCM.

Äà ñå íàìåðè åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà c.

Çàäà÷à 4.5. Åïèöèêëîèäà ñ ïàðàìåòúð m = 1 ñå íàðè÷à êàðäèîèäà. Äà ñå íàìåðè
åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà êàðäèîèäàòà.

Çàäà÷à 4.6. Öèêëîèäà: Òðàåêòîðèÿòà c íà ôèêñèðàíà òî÷êà M îò îêðúæíîñòòà
{C; r}, êîÿòî ñå òúðêàëÿ áåç õëúçãàíå ïî ïðàâà ëèíèÿ.

c :

∣∣∣∣∣ x1 = r(ϕ− sinϕ),

x2 = r(1− cosϕ),
ϕ ∈ I.

Äà ñå íàìåðè åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà öèêëîèäàòà.

Çàäà÷à 4.7. Õèïîöèêëîèäà: Òðàåêòîðèÿòà c íà ôèêñèðàíà òî÷êàM îò îêðúæíîñòòà
{C; r}, òúðêàëÿùà ñå âúòðåøíî (áåç õëúçãàíå) ïî ôèêñèðàíàòà îêðúæíîñò {O;R}.

c :

∣∣∣∣∣ x1 = −(m− 1)R cos(mϕ) +mR cos((m− 1)ϕ),

x2 = −(m− 1)R sin(mϕ) +mR sin((m− 1)ϕ),
m :=

r

R
< 1, ϕ := π − ∠OCM.

Äà ñå íàìåðè åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà c.

Çàäà÷à 4.8. Õèïîöèêëîèäà ñ ïàðàìåòúð m = 1/4 ñå íàðè÷à àñòðîèäà. Äà ñå íàìåðè
åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà àñòðîèäàòà.
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Çàäà÷à 4.9. Åâîëâåíòà íà îêðúæíîñò: Òðàåêòîðèÿòà c íà ôèêñèðàíà òî÷êà îò
ïðàâà ëèíèÿ, êîÿòî ñå òúðêàëÿ (áåç õëúçãàíå) ïî íåïîäâèæíà îêðúæíîñò k{O;R}.

c :

∣∣∣∣∣ x1 = R(cosϕ+ ϕ sinϕ),

x2 = R(sinϕ− ϕ cosϕ).

Äà ñå äîêàæå, ÷å

• åâîëâåíòàòà c íà îêðúæíîñòòà k{O;R} ïðåñè÷à îðòîãîíàëíî äîïèðàòåëíèòå
êúì îêðúæíîñòòà;

• öåíòúð íà êðèâèíà íà åâîëâåíòàòà c íà k âúâ âñÿêà òî÷êà îò c å äîïèðíàòà
òî÷êà íà òúðêàëÿùàòà ñå ïðàâà ñ îêðúæíîñòòà.

Çàäà÷à 4.10. Äà ñå íàìåðè êðèâà, ÷èÿòî åâîëþòà å îêðúæíîñò.

Çàäà÷à 4.11. Âåðèæêà: Òðàåêòîðèÿòà íà ôîêóñà íà äàäåíà ïàðàáîëà, êîÿòî ñå òúðêàëÿ
(áåç õëúçãàíå) ïî ôèêñèðàíà ïðàâà ëèíèÿ.

c : x2 = a cosh
x1

a
, a = const.

Äà ñå íàìåðÿò åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå, åâîëþòà è åâîëâåíòà íà âåðèæêàòà.

Çàäà÷à 4.12. Òðàêòðèñà å êðèâà ëèíèÿ c, ïðèòåæàâàùà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:
äúëæèíàòà a íà îòñå÷êàòà (PQ) îò äîïèðàòåëíàòà g êúì c â òî÷êàòà P ∈ c, ìåðåíà
îò äîïèðíàòà òî÷êà P äî ïðåñå÷íàòà òî÷êà Q íà g ñ ïîñòîÿííà ïðàâà l, å ïîñòîÿííà
âåëè÷èíà (êîíñòàíòà).

c :

∣∣∣∣∣ x1 = a ln | tan ϕ
2
|+ a cosϕ+ x10,

x2 = a sinϕ,
ϕ = ∠ (−→e1 ,

−→
QP ).

Äà ñå íàìåðÿò åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå è åâîëþòà íà òðàêòðèñàòà.

Çàäà÷à 4.13. Àðõèìåäîâà ñïèðàëà: Òðàåêòîðèÿòà íà òî÷êà M , êîÿòî ñå äâèæè
ðàâíîìåðíî ïî ïðàâà g, à ïðàâàòà g ñå âúðòè ðàâíîìåðíî îêîëî ñâîÿ íåïîäâèæíà òî÷êà
P (ïîëþñ).

Ðàçñòîÿíèåòî íà ïðîèçâîëíà òî÷êà M äî ïîëþñà P å ïðîïîðöèîíàëíî íà úãúëà íà
âúðòåíå ϕ.

c : |PM | = r(ϕ) = aϕ, a = const ∈ R.

Äà ñå íàìåðàò åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà Àðõèìåäîâàòà ñïèðàëà.
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Çàäà÷à 4.14. Õèïåðáîëè÷íàòà ñïèðàëà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè èìà óðàâíåíèå, â
êîåòî ìåæäó ïîëÿðíèÿ ðàäèóñ è ïîëÿðíèÿ úãúë ñúùåñòâóâà îáðàòíà ïðîïîðöèîíàëíîñò.
Êîãàòî ïîëÿðíèÿò úãúë êëîíè êúì 0, õèïåðáîëè÷íàòà ñïèðàëà ïðîÿâÿâà àñèìïòîòè÷íè
ñâîéñòâà. Àêî ïîëÿðíèÿò úãúë íàðàñòâà íåîãðàíè÷åíî, ñïèðàëàòà ñå íàâèâà áåçêðàéíî
îêîëî öåíòúðà ñè, áåç äà ãî äîñòèãà.

c := {M(r, ϕ) | r(ϕ) =
a

ϕ
}, a = const.

Äà ñå íàìåðÿò åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà õèïåðáîëè÷íàòà ñïèðàëà.

Çàäà÷à 4.15. Ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà: Ðàçñòîÿíèåòî íà ïðîèçâîëíà òî÷êà M äî
ôèêñèðàíà òî÷êà O (ïîëþñ) ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî ñ úãúëà ϕ.

c := {M(r, ϕ) | r = ea ϕ}, a = const > 0.

Äà ñå íàìåðÿò åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ëîãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëà.

Çàäà÷à 4.16. Äàäåíè ñà òî÷êèòå F1 è F2, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó êîèòî å 2a > 0.
Ëåìíèñêàòà å ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî íà òî÷êè M , çà êîèòî ïðîèçâåäåíèåòî îò

ðàçñòîÿíèÿòà r1 = |F1M | è r2 = |F2M | å êîíñòàíòàòà a2: r1r2 = a2.
Äà ñå íàìåðè óðàâíåíèå íà ëåìíèñêàòàòà â äåêàðòîâè è ïîëÿðíè êîîðäèíàòè.

Çàäà÷à 4.17. Äà ñå íàìåðÿò êîîðäèíàòíî-ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà êðèâèòå ñúñ
ñëåäíèòå åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ:

(a) ρ =
s2

a
+ a, a = const > 0 (âåðèæêà);

(b) ρ2 = 2as, a = const > 0, s > 0 (åâîëâåíòà íà îêðúæíîñò);

(c)
s2

a2
+
ρ2

b2
= 1, a 6= b, a = const > 0, b = const > 0 (åïè(õèïî)öèêëîèäà).

ÇÀÄÀ×È îò ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÈÒÅ

5 Ãëàäêè ïîâúðõíèíè â åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî

S : D → R3 | (u, v) ∈ D 7→ x(u, v) ∈ R3

S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D; xu :=
∂x

∂u
∈ Cr, xv :=

∂x

∂v
∈ Cr; xu × xv 6=

−→
0 ∀ (u, v) ∈ D.

Ox1x2x3 : x = x(x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)); (u, v) ∈ D
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xu × xv 6=
−→
0 ⇔ rank


∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂x3

∂u

∂x1

∂v

∂x2

∂v

∂x3

∂v

 = 2, (u, v) ∈ D.

Ãëàäêè ëèíèè âúðõó ïîâúðõíèíà:

c : u = u(q), v = v(q); u(q) ∈ C1, v(q) ∈ C1; ( 
u, 
v) 6= (0, 0), q ∈ I

c ⊂ S : x(q) = x(u(q), v(q)) ∀ q ∈ I, (u, v) ∈ D ⇒ 
x = 
uxu + 
v xv 6=
−→
0 ∀ q ∈ I

c1 ⊂ S : x = x(u, v0), u ∈ I, v0 = const; c2 ⊂ S : x = x(u0, v), v ∈ I, u0 = const

Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà β êúì ïîâúðõíèíàòà S â òî÷êà x0 = x(u0, v0) îò S

β : y = x0 + λxu + µxv, λ, µ ∈ R

−→
l =

xu × xv√
(xu × xv)2

⊥ β ⇒ β : l(y − x0) = 0

5.1 Ïúðâà îñíîâíà ôîðìà íà ïîâúðõíèíà

E := x2
u, F := xu xv, G := x2

v ⇒ I(λ, µ) := Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2

F = 0 ⇔ xu ⊥ xv ⇔ c1 ⊥ c2

p = λxu + µxv ⇒
√
p2 =

√
Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2 =

√
I(λ, µ)

p = λxu + µxv ⇒ cos (p, p) =
E λλ+ F (λµ+ µλ) +Gµµ√

I(λ, µ)
√
I(λ, µ)

p ⊥ p ⇔ E λλ+ F (λµ+ µλ) +Gµµ = 0

c : x = x(u(q), v(q)), q ∈ [a, b] ⇒ s =

∫ b

a

√

x2 dq =

∫ b

a

√
I( 
u, 
v) dq

σ(S0) =

∫ ∫
D0

√
EG− F 2 du dv =

∫ ∫
D0

|xu × xv| du dv

Çàäà÷à 5.1. Íàìåðåòå ïúðâàòà îñíîâíà ôîðìà è äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â ïðîèçâîëíà
òî÷êà íà ïîâúðõíèíèòå:
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(a) S : x1 = u, x2 = v, x3 = 0; u, v ∈ R.

(b) S : x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ;
r = const, θ ∈ (0, 2π), ϕ ∈ [0, π).

(c) S : x1 = r cosu, x2 = r sinu, x3 = v; u ∈ [0, 2π), v ∈ (−∞,∞); r = const.

Çàäà÷à 5.2. Äàäåí å ïðàâèÿò õåëèêîèä

S : x1 = u sin v, x2 = u cos v, x3 = v, (u, v) ∈ D.

Äà ñå íàìåðÿò:

(a) Ïúðâàòà îñíîâíà ôîðìà íà S;

(b) Ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê 0 ≤ u ≤ sinh v, 0 ≤ v ≤ v0 âúðõó S;

(c) Äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà òîçè òðèúãúëíèê.

Çàäà÷à 5.3. Äàäåíà å ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = f(u), u ∈ I, v ∈ (0, 2π], f ∈ C1.

• Äà ñå íàìåðè ïúðâàòà é îñíîâíà ôîðìà.

• Äà ñå äîêàæå, ÷å ìåðèäèàíèòå è ïàðàëåëèòå é îáðàçóâàò îðòîãîíàëíà
ïàðàìåòðè÷íà ìðåæà.

• Äà ñå íàìåðÿò ëèíèèòå, êîèòî ðàçïîëîâÿâàò úãëèòå ìåæäó ïàðàìåòðè÷íèòå
é ëèíèè.

• Äà ñå íàìåðÿò ëîêñîäðîìèòå (ëèíèèòå, êîèòî ëåæàò âúðõó S è ïðåñè÷àò
ìåðèäèàíèòå é ïîä ïîñòîÿíåí úãúë) âúðõó S.

• Íåêà f(u) = 0, 5u2. Äà ñå íàìåðÿò êðèâèòå âúðõó S, êîèòî ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí
úãúë ñ îñòà Ox3.

• Íåêà f(u) = 0, 5u2. Äà ñå íàìåðè òàêàâà êðèâà c âúðõó S, ÷å äîïèðàòåëíèòå
ðàâíèíè êúì S â òî÷êèòå íà c äà ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí úãúë ñ ðàâíèíàòà Ox1 x2.

Çàäà÷à 5.4. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = 2u cos v, x2 = 2u sin v, x3 = 2u2, u ∈ R+, v ∈ R.

Äà ñå íàìåðè äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì ïîâúðõíèíàòà â ïðîèçâîëíà íåéíà òî÷êà.
Äà ñå íàìåðè êðèâà c âúðõó S òàêà, ÷å äîïèðàòåëíèòå ðàâíèíè êúì S â òî÷êèòå

íà c äà ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí úãúë ñ ðàâíèíàòà Ox1x2.

Çàäà÷à 5.5. Äà ñå íàìåðÿò îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè íà ïðàâèòå âúðõó
ïîâúðõíèíèòå:

• S : x(u, v) = z(v) + u t(v), u ∈ R, v ∈ I;
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• S : x(u, v) = z(v) + un(v), u ∈ R, v ∈ I;

• S : x(u, v) = z(v) + u b(v), u ∈ R, v ∈ I,

àêî c : z = z(v), v ∈ I å ïðîèçâîëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà, z′2 = 1 è t(v), n(v),
b(v) ñà íåéíèòå âåêòîðíè èíâàðèàíòè.

Çàäà÷à 5.6. Äàäåíè ñà ïñåâäîñôåðàòà

S : x1 = a sinu cos v, x2 = a sinu sin v, x3 = a ln tan
(u

2

)
+ a cosu,

u ∈ (0,
π

2
), v ∈ [0, 2π), a = const > 0

è ñèñòåìàòà ëèíèè

cµ : tanu+ v = µ, cλ :
sinu

v + 1
= λ, µ = const, λ = const

âúðõó íåÿ. Äà ñå íàìåðÿò:

• îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè íà ëèíèèòå cλ è cµ âúðõó S;

• èçîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè ïîä úãúë α íà ïàðàëåëèòå íà S.

5.2 Èçîáðàæåíèå íà Âàéíãàðòåí Γ è Ãàóñîâî èçîáðàæåíèå L

Γ : β → β,

∣∣∣∣∣ Γ(xu) = lu = Γ1
1 xu + Γ2

1 xv,

Γ(xv) = lv = Γ1
2 xu + Γ2

2 xv.

Γ : p = λxu + µxv ∈ β 7→ Γ (p) = λ lu + µ lv ∈ β

Ñôåðè÷íî (Ãàóñîâî) èçîáðàæåíèå L íà íîðìàëíà îêîëíîñò S0 íà òî÷êàòà x0 =
x(u0, v0) îò ïîâúðõíèíàòà S âúðõó îêîëíîñò S0 = L(S0) íà òî÷êàòà x0 = L(x0) îò
åäèíè÷íàòà (Ãàóñîâàòà) ñôåðà Σ(O; 1):

L : x = x(u, v) ∈ S0 ⊂ S 7→ x = l(u, v) ∈ S0 ⊂ Σ(O; 1)

L : c ⊂ S0 ∧ c : x = x(u(q), v(q)) 7→ c ⊂ S0 ∧ c : x = l(u(q), v(q)); q ∈ I

L∗ : β |x0 7→ β |x0 ⇒

L∗ : 
x = 
uxu + 
v xv 7→ 
l = 
u lu + 
v lv = Γ(
x) ⇒ L∗ ≡ Γ

Äèôåðåíöèàëúò L∗ íà ñôåðè÷íîòî èçîáðàæåíèå L å èçîáðàæåíèåòî íà
Âàéíãàðòåí Γ çà ïîâúðõíèíàòà S.
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Çàäà÷à 5.7. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = f(u) cos v, x2 = f(u) sin v, x3 = g(u), v ∈ (0, 2π], u ∈ I.

Äà ñå äîêàæå, ÷å íîðìàëàòà êúì S â ïðîèçâîëíà íåéíà òî÷êà ëåæè â ðàâíèíà ïðåç
îñòà Ox3.

Àêî f(u) = 2 + sinu, g(u) = u, äà ñå íàìåðè îáðàçúò íà S âúðõó Ãàóñîâàòà ñôåðà.
Äà ñå íàìåðÿò òî÷êèòå íà íåãëàäêîñò íà S.

5.3 Âòîðà îñíîâíà ôîðìà íà ïîâúðõíèíà

l xu = 0, l xv = 0 ⇒ l xuu = −lu xu, l xuv = −lu xv = −lv xu, l xvv = −lv xv

L := l xuu, M := l xuv, N := l xvv ⇒ II(λ, µ) := Lλ2 + 2M λµ+N µ2

p = λxu + µxv, Γ(p) = λ lu + µ lv ⇒ Γ(p) p = −II(λ, µ)

p = λxu + µxv ⇒ −Γ(p) p = Lλλ+M (λµ+ µλ) +N µµ = −pΓ(p)

5.3.1 Ñïðåãíàòè òàíãåíòè g1, g2 âúðõó ïîâúðõíèíà

g1 ‖ p, g2 ‖ p ∧ −pΓ(p) = Lλλ+M (λµ+ µλ) +N µµ = 0

M = 0 ⇔ xu Γ(xv) = xv Γ(xu) = 0

5.4 Ãàóñîâà (K) è ñðåäíà (H) êðèâèíà íà ïîâúðõíèíà

Γ :

∣∣∣∣∣ Γ(xu) = lu = Γ1
1 xu + Γ2

1 xv,

Γ(xv) = lv = Γ1
2 xu + Γ2

2 xv.
⇒

Γ1
1 =

FM −GL

EG− F 2
, Γ2

1 =
FL− EM

EG− F 2
, Γ1

2 =
FN −GM

EG− F 2
, Γ2

2 =
FM − EN

EG− F 2

Γ(p) = ν∗ p ⇒

∣∣∣∣∣ Γ1
1 − ν∗ Γ1

2

Γ2
1 Γ2

2 − ν∗

∣∣∣∣∣ = ν∗2 − (Γ1
1 + Γ2

2) ν
∗ + (Γ1

1 Γ2
2 − Γ2

1 Γ1
2) = 0

K := det Γ = Γ1
1 Γ2

2 − Γ2
1 Γ1

2 =
LN −M2

EG− F 2
,

H := −1

2
traceΓ = −1

2
(Γ1

1 + Γ2
2) =

EN +GL− 2FM

2(EG− F 2)
⇒

ν∗2 + 2H ν∗ +K = 0 ⇒ H = −1

2
(ν∗1 + ν∗2), K = ν∗1 ν

∗
2
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5.4.1 Îñêóëà÷åí ïàðàáîëîèä â òî÷êà x = x(u, v) îò ïîâúðõíèíàòà S

S0 := {(u, v, %) | (u, v) ∈ D ∧ 2 %(u, v) = Lu2 + 2M uv +N v2}

• M2 − LN < 0: S0 å åëèïòè÷åí ïàðàáîëîèä, x å åëèïòè÷íà òî÷êà (K > 0);

• M2 − LN > 0: S0 å õèïåðáîëè÷åí ïàðàáîëîèä, x å õèïåðáîëè÷íà òî÷êà (K < 0);

• M2−LN = 0 ∧ (L,M,N) 6= (0, 0, 0): S0 å ïàðàáîëè÷åí öèëèíäúð, x å ïàðàáîëè÷íà
òî÷êà (K = 0);

• L = M = N = 0: S0 å ðàâíèíà, x å ðàâíèííà òî÷êà (K = 0, H = 0).

Çàäà÷à 5.8. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîâúðõíèíàòà, êîÿòî ñå ñúñòîè ñàìî îò ðàâíèííè
òî÷êè, ëåæè âúðõó ðàâíèíà.

Çàäà÷à 5.9. Äà ñå íàìåðÿò Ãàóñîâàòà è ñðåäíàòà êðèâèíà â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò
ïîâúðõíèíàòà S : x3 = f(x1, x2), (x1, x2) ∈ D ⊂ R2.

Çàäà÷à 5.10. Äàäåíà å ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = f(u), (u, v) ∈ D, f ∈ C2.

Äà ñå íàìåðÿò E, F, G; L, M, N ; K, H â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà S.

5.5 Òðåòà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà ïîâúðõíèíà

III(λ, µ) = γ2(p) p = (γ(p))2 = l2u λ
2 + 2lu lv λµ+ l2v µ

2

III(λ, µ)− 2H II(λ, µ) +K I(λ, µ) ≡ 0

6 Ñêàëàðíè èíâàðèàíòè íà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà.

Ãåîìåòðè÷íè ñåìåéñòâà ëèíèè âúðõó ïîâúðõíèíà

6.1 Íîðìàëíà êðèâèíà ν, ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ α è ãåîäåçè÷íà êðèâèíà

γ íà ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà

S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D; c : u = u(s), v = v(s), (u′, v′) 6= (0, 0); c ⊂ S ∀ s ∈ I

∀ x ∈ c ⊂ S ∃ l, t, p := l × t ∧ (x; tp l) :

∣∣∣∣∣∣∣
t′ = γ p +ν l

p′ = −γ t +α l

l′ = −ν t −αp

ν - íîðìàëíà êðèâèíà â òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà
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α - ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ â òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà

γ - ãåîäåçè÷íà êðèâèíà â òî÷êà îò ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíàòà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν := l t′ = −l′ t = −l′ x′ = Lu′2 + 2M u′ v′ +N v′2 = II(u′, v′),

α := p′ l = −l′ p = t l l′ = x′ l l′ =
1√

EG− F 2

∣∣∣∣∣ Eu
′ + Fv′ Fu′ +Gv′

Lu′ +Mv′ Mu′ +Nv′

∣∣∣∣∣
γ = t′ p = −p′ t = t t′ l

∀ x ∈ c ∃ (x; t n b) ∧ t′ = κ n ⇒ ν = κ cos θ, θ = ∠(n, l)

c : u = u(q), v = v(q); q ∈ I ⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν =

II( 
u, 
v)
I( 
u, 
v)

= κ cos θ

α =
1√

EG− F 2
√
I( 
u, 
v)

∣∣∣∣∣ E 
u+ F 
v F 
u+G
v

L 
u+M 
v M 
u+N 
v

∣∣∣∣∣
Òåîðåìà 6.1. Òåîðåìà íà Meusnier. Íåêà x å òî÷êà âúðõó ïîâúðõíèíàòà S, à g å
òàíãåíòà êúì S â òî÷êàòà x ñ íîðìàëíà êðèâèíà ν 6= 0. Ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî íà
öåíòðîâåòå íà êðèâèíàòà íà ïðàâèëíèòå êðèâè âúðõó S, êîèòî ñå äîïèðàò äî g â x,
å îêðúæíîñò ñ äèàìåòúð x zn, êúäåòî zn å öåíòúðúò íà êðèâèíàòà íà íîðìàëíîòî
ñå÷åíèå, îïðåäåëåíî îò äîïèðàòåëíàòà g.

6.2 Àñèìïòîòè÷íè ëèíèè âúðõó ïîâúðõíèíà

Åäíà òàíãåíòà g êúì ïîâúðõíèíàòà S â òî÷êà x îò ïîâúðõíèíàòà ñå íàðè÷à
àñèìïòîòè÷íà, àêî å ñàìîñïðåãíàòà, ò.å.

g ‖ p = λxu + µxv ∧ Lλ2 + 2M λµ+N µ2 = 0 ⇔ νg = 0.

• x å ðàâíèííà òî÷êà ⇒ âñÿêà òàíãåíòà ïðåç x å àñèìïòîòè÷íà;

• x å ïàðàáîëè÷íà òî÷êà ⇒ ïðåç x ìèíàâà òî÷íî åäíà àñèìïòîòè÷íà òàíãåíòà;

• x å åëèïòè÷íà òî÷êà ⇒ ïðåç x íå ìèíàâàò àñèìïòîòè÷íè òàíãåíòè;

• x å õèïåðáîëè÷íà òî÷êà ⇒ ïðåç x ìèíàâàò òî÷íî äâå àñèìïòîòè÷íè òàíãåíòè.

Ëèíèÿòà c ⊂ S ñå íàðè÷à àñèìïòîòè÷íà, àêî òàíãåíòàòà êúì c âúâ âñÿêà
íåéíà òî÷êà å àñèìïòîòè÷íà.

Åäíà äâóêðàòíî ãëàäêà ëèíèÿ c ⊂ S å àñèìïòîòè÷íà òî÷íî êîãàòî

l × (
x × �x) =
−→
0 ,

ò.å. òÿ å èëè ïðàâà ëèíèÿ èëè âúâ âñÿêà íåéíà òî÷êà îñêóëà÷íàòà é ðàâíèíà ñúâïàäà ñ
òàíãåíöèàëíàòà ðàâíèíà êúì ïîâúðõíèíàòà.
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Òåîðåìà 6.2. Òåîðåìà íà Áåëòðàìè - Åíåïåð. Àêî c å ïðàâèëíà àñèìïòîòè÷íà
ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíàòà S ñ Ãàóñîâà êðèâèíà K, òî òîðçèÿòà τ íà c óäîâëåòâîðÿâà
ðàâåíñòâîòî

τ 2 = −K.

Â îêîëíîñò íà õèïåðáîëè÷íà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà ïàðàìåòðè÷íèòå ëèíèè ñà
àñèìïòîòè÷íè òî÷íî êîãàòî

L = N = 0.

Åäíà ïîâúðõíèíà ñå íàðè÷à ìèíèìàëíà, àêî ñðåäíàòà é êðèâèíà âúâ âñÿêà íåéíà
òî÷êà å ðàâíà íà íóëà.

Åäíà ïîâúðõíèíà ñ îòðèöàòåëíà Ãàóñîâà êðèâèíà å ìèíèìàëíà òî÷íî êîãàòî âúâ
âñÿêà íåéíà òî÷êà àñèìïòîòè÷íèòå é ëèíèè ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Çàäà÷à 6.3. Íåêà S å äâóêðàòíî ãëàäêà ïîâúðõíèíà. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî äâîéêàòà
àñèìïòîòè÷íè ëèíèè âúâ âñÿêà òî÷êà îò S ñå ïðåñè÷àò ïîä úãúë θ, òî Ãàóñîâàòà
êðèâèíà K è ñðåäíàòà êðèâèíà H óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèåòî

K cos2 θ +H2 sin2 θ = 0.

Çàäà÷à 6.4. Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè è ñðåäíàòà êðèâèíà íà
êàòåíîèäà

S : x1 = a cosh
u

a
cos v, x2 = a cosh

u

2
sin v, x3 = u, (u, v) ∈ D, a = const 6= 0.

Çàäà÷à 6.5. Äàäåíà å ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = f(u), (u, v) ∈ D

Äà ñå îïðåäåëè ôóíêöèÿòà f(u) òàêà, ÷å S äà å ìèíèìàëíà.

Çàäà÷à 6.6. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = u, x2 = v, x3 = f(u)− f(v), (u, v) ∈ D.

Äà ñå îïðåäåëè ôóíêöèÿòà f òàêà, ÷å àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè íà ïîâúðõíèíàòà äà ñà
ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Çàäà÷à 6.7. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = v + f(u), (u, v) ∈ D,

êúäåòî f(u) å ïîíå äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Äà ñå îïðåäåëè
f(u) òàêà, ÷å îðòîãîíàëíèòå òðàåêòîðèè íà ëèíèèòå u = const äà ñà àñèìïòîòè÷íè
ëèíèè çà S.

Çàäà÷à 6.8. Äà ñå íàìåðè òàêîâà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ïîâúðõíèíàòà

S : x2
1 x3 = a x2

2,

ïðè êîåòî ïàðàìåòðè÷íàòà ìðåæà äà å àñèìïòîòè÷íà.
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Çàäà÷à 6.9. Ïîâúðõíèíàòà S å îáðàçóâàíà îò ãëàâíèòå íîðìàëè íà òðèêðàòíî ãëàäêàòà
ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà c. Äà ñå äîêàæå, ÷å c å àñèìïòîòè÷íà ëèíèÿ çà S.

Çàäà÷à 6.10. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = u2 + v, x2 = u3 + u v, x3 = u4 +
2

3
u2 v, (u, v) ∈ D.

Äà ñå íàìåðÿò ïðàâîëèíåéíèòå îáðàçóâàùè íà S.
Äà ñå äîêàæå, ÷å îñêóëà÷íàòà ðàâíèíà âúâ âñÿêà òî÷êà íà êðèâàòà v = 0 ñúâïàäà

ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì S â òàçè òî÷êà.
Äà ñå íàìåðÿò îðòîãîíàëíèòå ïðîåêöèè âúðõó ðàâíèíàòà x1Ox2 íà îíåçè

àñèìïòîòè÷íè ëèíèè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà A

(
3

2
,
3

2
,
4

3

)
.

6.3 Ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ íà ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà

c ⊂ S, θ = ∠(n, l) ⇒ p = sin θ n− cos θ b, l = cos θ n+ sin θ b ⇒ α = θ′ + τ

III(u′, v′) = (lu u
′ + lv v

′)2 = l′2 = ν2 + α2 = 2νH−K ⇒

ν2 − 2νH +K = −α2

6.4 Ãëàâíè ëèíèè âúðõó ïîâúðõíèíà

Åäíà òàíãåíòà g êúì ïîâúðõíèíàòà S â òî÷êà x îò S å ãëàâíà òàíãåíòà çà S, àêî å
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ñïðåãíàòàòà ñè òàíãåíòà g.

g ‖ p = λxu + µxv ∧ g ‖ p = λxu + µxv ⇒ Γ(p) p = 0 ∧ p ⊥ p ⇔

Lλλ+M (λµ+ µλ) +N µµ = 0 ∧ E λλ+ F (λµ+ µλ) +Gµµ = 0 ⇔

α =

∣∣∣∣∣ E λ+ F µ F λ+Gµ

Lλ+M µ M λ+N µ

∣∣∣∣∣ = 0

Åäíà òî÷êà x âúðõó ïîâúðõíèíàòà S ñå íàðè÷à îìáèëè÷íà, àêî â íåÿ

L = k E, M = k F, N = k G.

Âñÿêà òàíãåíòà ïðåç îìáèëè÷íà òî÷êà å ãëàâíà.
Ïðåç íåîìáèëè÷íà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà ìèíàâàò òî÷íî äâå ãëàâíè òàíãåíòè.
Åäíà äâóêðàòíî ãëàäêà ïîâúðõíèíà ñå ñúñòîè ñàìî îò îìáèëè÷íè òî÷êè òî÷íî

êîãàòî ëåæè âúðõó ñôåðà èëè ðàâíèíà.
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6.4.1 Ãëàâíè êðèâèíè â òî÷êà îò ïîâúðõíèíà

Íîðìàëíèòå êðèâèíè ν1 è ν2 íà ãëàâíèòå òàíãåíòè â íåîìáèëè÷íà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà
ñå íàðè÷àò ãëàâíè êðèâèíè.

ν2 − 2H ν +K = 0 ⇒ H =
1

2
(ν1 + ν2), K = ν1 ν2 ⇒ ν1 = −ν∗1 ∧ ν2 = −ν∗2

Åäíà ãëàäêà ëèíèÿ c : u = u(q), v = v(q), q ∈ I âúðõó ïîâúðõíèíà S ñå íàðè÷à
ãëàâíà (èëè ëèíèÿ íà êðèâèíà), àêî òàíãåíòèòå é âúâ âñÿêà íåéíà òî÷êà ñà ãëàâíè,
ò.å.

α =

∣∣∣∣∣ E 
u+ F 
v F 
u+G
v

L 
u+M 
v M 
u+N 
v

∣∣∣∣∣ = 0.

Ïàðàìåòðè÷íàòà ìðåæà â îêîëíîñò íà íåîìáèëè÷íà òî÷êà å ãëàâíà òî÷íî êîãàòî

F = M = 0.

Çàäà÷à 6.11. Çà ïîâúðõíèíàòà

S : x1 = u2 + v2, x2 = u2 − v2, x3 = u v, (u, v) ∈ D

äà ñå íàìåðÿò:

• ãëàâíèòå êðèâèíè â òî÷êàòà P (2, 0, 1);

• íîðìàëíàòà êðèâèíà íà íîðìàëíîòî ñå÷åíèå â P , ïîëó÷åíî îò ðàâíèíà, ìèíàâàùà
ïðåç òàíãåíòàòà íà ëèíèÿòà v = u2.

Çàäà÷à 6.12. Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè, K, H è ãëàâíèòå êðèâèíè ν1,
ν2 íà ïñåâäîñôåðàòà

S : x1 = sinu cos v, x2 = sinu sin v, x3 = cosu+ ln
(
tan

u

2

)
, u ∈

(
0,
π

2

)
, v ∈ [0, 2π).

Çàäà÷à 6.13. Â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò õåëèêîèäà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = a v, (u, v) ∈ D, a = const 6= 0

äà ñå íàìåðÿò:

• ëèíèèòå íà êðèâèíà;

• àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè;

• Ãàóñîâàòà è ñðåäíàòà êðèâèíè;

• ãëàâíèòå ðàäèóñè íà êðèâèíà;

• òîðçèÿòà íà àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè;

• íîðìàëíàòà êðèâèíà è ãåîäåçè÷íàòà òîðçèÿ íà ëèíèÿòà c : u − v = λ = const
âúðõó S.
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7 Ôîðìóëà íà Îéëåð çà íîðìàëíèòå êðèâèíè.

Íîðìàëíèòå ñå÷åíèÿ íà ïîâúðõíèíàòà, îïðåäåëåíè îò ãëàâíèòå òàíãåíòè g1, g2, ñå
íàðè÷àò ãëàâíè ñå÷åíèÿ. Öåíòðîâåòå íà êðèâèíàòà íà ãëàâíèòå ñå÷åíèÿ ñå íàðè÷àò
ãëàâíè öåíòðîâå íà êðèâèíàòà â äàäåíàòà òî÷êà.

Ñïðÿìî ãëàâíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà ïîâúðõíèíàòà S ãëàâíèòå êðèâèíè ν1 , ν2 â
äàäåíà òî÷êà x ∈ S ñà

ν1 =
L

E
, ν2 =

N

G

g {3 x; ‖ p = λxu + µxv} ∧
E λ2

E λ2 +Gµ2
=: cos2 ϕ,

Gµ2

E λ2 +Gµ2
=: sin2 ϕ, ϕ = ∠(xu, p)

⇒

νg =
Lλ2 +N µ2

E λ2 +Gµ2
=
L

E

E λ2

E λ2 +Gµ2
+
N

G

Gµ2

E λ2 +Gµ2
= ν1 cos2 ϕ+ ν2 sin2 ϕ

• Çà åëèïòè÷íà òî÷êà K = ν1 ν2 > 0 ⇒ ν2 > ν1 > 0 ∧ νg = ν1 + (ν2 − ν1) sin2 ϕ.

• Çà õèïåðáîëè÷íà òî÷êà K = ν1 ν2 < 0 ⇒ ν2 < 0 < ν1 ∧ νg = ν1 − (ν1 − ν2) sin2 ϕ.

• Çà ïàðàáîëè÷íà òî÷êà K = ν1 ν2 = 0 ⇒ ν1 = 0, ν2 > 0 ∧ νg = ν2 sin2 ϕ.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàæåòå, ÷å â õèïåðáîëè÷íà òî÷êà îò ïîâúðõíèíà ãëàâíèòå òàíãåíòè
ðàçïîëîâÿâàò úãëèòå ìåæäó àñèìïòîòè÷íèòå òàíãåíòè.

Çàäà÷à 7.2. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî åäíà ïîâúðõíèíà S ñå äîïèðà äî ïîñòîÿííà ðàâíèíà â
òî÷êèòå íà êðèâà c îò S, òî òî÷êèòå íà êðèâàòà c ñà èëè ïàðàáîëè÷íè èëè ðàâíèííè
çà ïîâúðõíèíàòà S.

Çàäà÷à 7.3. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñóìàòà îò íîðìàëíèòå êðèâèíè íà âñÿêà äâîéêà îðòîãîíàëíè
òàíãåíòè â äàäåíà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà å êîíñòàíòà.

Çàäà÷à 7.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ñðåäíàòà êðèâèíà â åäíà íåðàâíèííà òî÷êà îò
ïîâúðõíèíàòà å ðàâíà íà íóëà, òî â òàçè òî÷êà èìà äâå îðòîãîíàëíè àñèìïòîòè÷íè
òàíãåíòè.

Çàäà÷à 7.5. Îñêóëà÷íàòà ðàâíèíà íà ëèíèÿ c ⊂ S, òàíãåíòàòà âúâ âñÿêà òî÷êà
íà êîÿòî íå ïðèíàäëåæè íà àñèìïòîòè÷íî íàïðàâëåíèå íà ïîâúðõíèíàòà, ñêëþ÷âà
ïîñòîÿíåí úãúë ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì S â òî÷êèòå íà c. Äà ñå äîêàæå, ÷å c å
ðàâíèííà ëèíèÿ.

7.1 Èíäèêàòðèñà íà Dupin â òî÷êà x îò ïîâúðõíèíàòà S ñïðÿìî

ãëàâíà ïàðàìåòðèçàöèÿ

O := x, e1 :=
xu√
E
, e2 :=

xv√
G

;
−→
OP = X e1 + Y e2 : (

−→
OP )2 = X2 + Y 2 =

1

|ν|

X :=
ε√
|ν|

cosϕ, Y :=
ε√
|ν|

sinϕ; ε := sign ν

J := {P (X, Y ) ∈ O e1 e2 | ν1X
2 + ν2 Y

2 = ε}
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• Çà åëèïòè÷íà òî÷êà ν1X
2 + ν2 Y

2 = 1 − åëèïñà ñ ãëàâíè äèàìåòðè g1 è g2.

• Â îìáèëè÷íà òî÷êà èíäèêàòðèñàòà å îêðúæíîñò.

• Çà õèïåðáîëè÷íà òî÷êà ν1X
2 − |ν2|Y 2 = ±1 − õèïåðáîëè ñ ãëàâíè äèàìåòðè g1

è g2 è îáùè àñèìïòîòè.

• Çà ïàðàáîëè÷íà òî÷êà ν2 Y
2 = 1 − äâîéêà ïðàâè, óñïîðåäíè íà ãëàâíàòà òàíãåíòà

g1.

O := x; xu, xv ⇒
−→
OP = X xu + Y xv : X =

ε cosϕ√
E |ν|

, Y =
ε sinϕ√
G |ν|

⇒

J = {P (X, Y ) ∈ Oxu xv | LX
2
+N Y

2
= ε}

Îñêóëà÷íèÿò ïàðàáîëîèä S0 â òî÷êà x îò ïîâúðõíèíàòà S
g1, g2 ñà ãëàâíè òàíãåíòè íà ïîâúðõíèíàòà S â íåîìáèëè÷íàòà òî÷êà x.

O e1 e2 e3 : O := x, e3 := l, e1 ‖ g1, e2 ‖ g2

S : x1 = u, x2 = v, x3 = f(u, v) ⇒ x3 = f(x1, x2), f(0, 0) = 0, fx1(0, 0) = fx2(0, 0) = 0

⇒

E = 1, F = 0, G = 1;
∂2f

∂x2
1

(0, 0) = L = ν1,
∂2f

∂x1 ∂x2

(0, 0) = M = 0,
∂2f

∂x2
2

(0, 0) = N = ν2

S0 : x3 =
ν1

2
x2

1 +
ν2

2
x2

2

Íåêà x å íåðàâíèííà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà S, à S0 å îñêóëà÷íèÿò ïàðàáîëîèä íà
S â òàçè òî÷êà. Èíäèêàòðèñàòà íà Dupin â òî÷êàòà x è ñå÷åíèåòî íà ïîâúðõíèíàòà S
(îñêóëà÷íèÿ ïàðàáîëîèä S0) ñ ðàâíèíà, óñïîðåäíà íà äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà β êúì S
â òî÷êàòà x ∈ S è ëåæàùà äîñòàòú÷íî áëèçêî äî β, ñà ïîäîáíè êðèâè ëèíèè (ñ òî÷íîñò
äî àïðîêñèìàöèÿ îò ïúðâè ðåä).

Çàäà÷à 7.6. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà íà Åíåïåð

S : x1 = u− u3

3
+ uv2, x2 = v − v3

3
+ vu2, x3 = u2 − v2, (u, v) ∈ D.

Äà ñå äîêàæå:

(a) E = G = (1 + u2 + v2)2, F = 0;

(b) L = 2, N = −2, M = 0;

(c) ν1 =
2

(1 + u2 + v2)2
, ν2 =

−2

(1 + u2 + v2)2
;
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(d) ëèíèèòå íà êðèâèíà íà S ñà ïàðàìåòðè÷íèòå ëèíèè;

(e) àñèìïòîòè÷íèòå ëèíèè íà S ñà ëèíèèòå u+ v = const, u− v = const.

Çàäà÷à 7.7. Äàäåí å Ìüîáèóñîâèÿò ëèñò

S : x1 = (2− v sin
u

2
) sinu, x2 = (2− v sin

u

2
) cosu, x3 = v cos

u

2
, (u, v) ∈ D.

Äîêàæåòå, ÷å Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà S å

K =
−1(

1
4
v2 +

(
2− v sin u

2

)2)2 .

Çàäà÷à 7.8. Íåêà c : x = x(s), x′2(s) = 1, s ∈ I å ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà áåç
òî÷êè íà èçïðàâÿíå. Ïîâúðõíèíàòà

S : X(s, v) = x(s) + r (n(s) cos v + b(s) sin v), r = const 6= 0, s ∈ I,

êúäåòî n(s) å âåêòîðúò ïî ãëàâíàòà íîðìàëà, à b(s) å âåêòîðúò ïî áèíîðìàëàòà
íà c, ñå íàðè÷à òóáà ñ ðàäèóñ r îêîëî êðèâàòà c. Äà ñå èçðàçÿò ÷ðåç ñêàëàðíèòå
è âåêòîðíèòå èíâàðèàíòè íà c:

(a) êîåôèöèåíòèòå íà ïúðâàòà îñíîâíà ôîðìà íà S;

(b) åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð êúì S â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò S;

(c) êîåôèöèåíòèòå íà âòîðàòà îñíîâíà ôîðìà íà S;

(d) ãëàâíèòå êðèâèíè â òî÷êà îò S;

(e) ëèíèèòå íà êðèâèíà íà S.

Çàäà÷à 7.9. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìåðèäèàíèòå íà òîðà

S : x1 = (a+ r cosu) cos v, x2 = (a+ r cosu) sin v, x3 = r sinu, 0 < u < 2π, 0 < v < 2π

ñà ëèíèè íà êðèâèíà (a = const).

Çàäà÷à 7.10. Íåêà S : x = x(u, v) å äâóêðàòíî ãëàäêà ïîâúðõíèíà. Ïîä ïàðàëåëíà
ïîâúðõíèíà íà ïîâúðõíèíàòà S ñå ðàçáèðà ïîâúðõíèíàòà

S : y(u, v) = x(u, v) + a l(u, v), a = const.

• Äîêàæåòå, ÷å yu × yv = (1 − 2H a + K a2) (xu × xv), êúäåòî H è K ñà ñúîòâåòíî
ñðåäíàòà è Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà S;

• Äîêàæåòå, ÷å â òî÷êè íà ãëàäêîñò Ãàóñîâàòà è ñðåäíàòà êðèâèíà íà S ñà ñúîòâåòíî

K =
K

1− 2H a+K a2
, H =

H−K a
1− 2H a+K a2

.
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8 Ïðàâîëèíåéíè ïîâúðõíèíè (Ðîåâå ïðàâè)

{α(t) ∈ C2, w(t) ∈ C2} : α(t) ∈ R3, w(t) ∈ R3, w(t) 6= −→
0 , t ∈ I

S : x(t, u) := α(t) + u.w(t), t ∈ I, u ∈ R, |w| = 1 (⇒ ww′ = 0)

Lt ⊂ S : t = const, u ∈ R − ïðàâîëèíåéíè îáðàçóâàùè íà ïîâúðõíèíàòà S

α = α(t) : I → R3 − óïðàâèòåëíà êðèâà íà ïîâúðõíèíàòà S
α(t) ⊂ S : x = x(t, 0), t ∈ I (ò.å. u = const = 0, t ∈ I)

β(t) := α(t)− α′w′

w′2
w(t), t ∈ I − öåíòðàëíà êðèâà (ñòðèêöèîííà ëèíèÿ) íà

ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà S; β′ ⊥ w′ (⇒ β′w′ = 0) ∀ t ∈ I.

λ(t) :=
β′ww′

w′2
, t ∈ I ⇒ λ(t) =

α′ww′

w′2
, t ∈ I

λ(t) − ðàçïðåäåëèòåëåí ïàðàìåòúð çà ïîâúðõíèíàòà S

Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà S å

K =
−λ2

(λ2 + u2)2
≤ 0

Â òî÷êèòå íà ãëàäêîñò K = 0 ⇔ λ = 0, ò.å. K = 0 çà òî÷êèòå îò öåíòðàëíàòà
ëèíèÿ íà ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà S.

Çà òî÷êèòå îò ïîâúðõíèíàòà S, çà êîèòî λ 6= 0 å â ñèëà:

tan ∠(l(t, u), l(t, 0)) =
u

|λ|

Çàäà÷à 8.1. Çà õèïåðáîëè÷íèÿ ïàðàáîëîèä

S : x3 = k x1 x2, k 6= 0

äà ñå íàìåðÿò öåíòðàëíàòà ëèíèÿ è ðàçïðåäåëèòåëíèÿ ïàðàìåòúð.

Çàäà÷à 8.2. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñåìåéñòâîòî îò íîðìàëíèòå âåêòîðè êúì õèïåðáîëè÷íèÿ
ïàðàáîëîèä S â òî÷êèòå íà åäíà ïðàâîëèíåéíà îáðàçóâàùà îïðåäåëÿ ïðàâîëèíåéíà ïîâúðõíèíà.

Çàäà÷à 8.3. Íåêà S1 å åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò x2
1 + x2

2 = 1 â ðàâíèíàòà Oe1e2 è íåêà
S1 : α = α(s), s ∈ I å ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî äúëæèíàòà íà äúãàòà ñè s. Íåêà
∀ s ∈ I w(s) := α′(s) + e3. Äà ñå íàìåðè öåíòðàëíàòà ëèíèÿ è ðàçïðåäåëèòåëíèÿ
ïàðàìåòúð íà ïîâúðõíèíàòà

S : x(s, u) = α(s) + u(α′(s) + e3)
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8.1 Ðàçâèâàåìè ïðàâîëèíåéíè ïîâúðõíèíè

S : x(t, u) := α(t) + u.w(t), t ∈ I, u ∈ R, |w| = 1

Ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà S å ðàçâèâàåìà, àêî α′ww′ ≡ 0, ò.å. ðàçïðåäåëèòåëíèÿò
é ïàðàìåòúð å òúæäåñòâåíî ðàâåí íà 0.

I) w(t) × w′(t) ≡ −→
0 ⇒ w′(t) ≡ −→

0 ⇒ w(t) = const ⇒ S å öèëèíäðè÷íà
ïîâúðõíèíà.

II) w(t) × w′(t) 6= −→
0 , t ∈ I ⇒ w′(t) 6= −→

0 , t ∈ I ⇒ S íå å öèëèíäðè÷íà
ïîâúðõíèíà.

II a) β′(t) 6= 0, t ∈ I ⇒ β′(t) ‖ w(t) ⇒ S å òàíãåíòíàòà ïîâúðõíèíà íà
ñòðèêöèîííàòà ëèíèÿ β(t), ò.å.

S : x(t, u) = β(t) + u.β′(t), (t, u) ∈ I × R.

II b) β′(t) =
−→
0 , t ∈ I ⇒ ñòðèêöèîííàòà ëèíèÿ å òî÷êà è S å êîíè÷íà ïîâúðõíèíà

ñ âðúõ β.

Çàäà÷à 8.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðîÿò îò íîðìàëèòå íà ïðàâèëíàòà ïîâúðõíèíà S â
òî÷êèòå íà ëèíèÿòà c ⊂ S å ðàçâèâàåì òî÷íî êîãàòî c å ëèíèÿ íà êðèâèíà çà S.

Çàäà÷à 8.5. Ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà S å çàäàäåíà ÷ðåç

α(t) = (et cos t−f(t) sin t, et sin t+f(t) cos t, et), w(t) = (
− cos t√

3
,
− sin t√

3
,

√
2√
3
), f ∈ C1, t ∈ I.

Äà ñå îïðåäåëè ôóíêöèÿòà f(t) òàêà, ÷å S äà å ðàçâèâàåìà è äà ñå íàìåðè öåíòðàëíàòà
é ëèíèÿ.

Çàäà÷à 8.6. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D å òðèêðàòíî ãëàäêà
ïîâúðõíèíà, ñúñòàâåíà ñàìî îò ïàðàáîëè÷íè òî÷êè, òî òÿ å ðàçâèâàåìà.

Çàäà÷à 8.7. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà
S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = v + f(u), (u, v) ∈ D, f ∈ C2.

Äà ñå îïðåäåëè f(u) òàêà, ÷å S äà å ðàçâèâàåìà. Äà ñå íàìåðÿò ïðàâîëèíåéíèòå
îáðàçóâàùè íà S.

Çàäà÷à 8.8. Äàäåíà å ïîâúðõíèíàòà
S : x1 = u sin v, x2 = u cos v, x3 = v, (u, v) ∈ D.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ðîÿò îò íîðìàëèòå êúì S â òî÷êèòå íà ëèíèÿòà c : u = sinh v å
ðàçâèâàåì è äà ñå íàìåðè öåíòðàëíàòà ìó ëèíèÿ.

Çàäà÷à 8.9. Íåêà S å ãëàäêà ïîâúðõíèíà è α = α(s) å êðèâà âúðõó S, îòíåñåíà
ñïðÿìî åñòåñòâåíèÿ ñè ïàðàìåòúð s. Äà äîïóñíåì, ÷å α íå ñå äîïèðà äî àñèìïòîòè÷íî
íàïðàâëåíèå íà ïîâúðõíèíàòà. Ðàçãëåæäàìå ïîâúðõíèíàòà

S : x(s, u) = α(s) + u
l(s)× l′(s)

|l′(s)|
,

êúäåòî ñ l(s) å îçíà÷åí åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð íà S, ðàçãëåæäàí â òî÷êèòå íà
êðèâàòà α(s). Äà ñå äîêàæå, ÷å S å ðàçâèâàåìà ïîâúðõíèíà, êîÿòî â îêîëíîñò íà u = 0
å ãëàäêà è ñå äîïèðà äî S â òî÷êèòå íà ëèíèÿòà u = 0.
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Çàäà÷à 8.10. Íåêà å äàäåíà îáèêíîâåíàòà âèòëîâà ëèíèÿ

α = α(cosu, sinu, au), a = const, u ∈ R.

Ïðåç âñÿêà òî÷êà íà α ïðåêàðâàìå ïðàâà, óñïîðåäíà íà ðàâíèíàòà Ox1x2 è ïðåñè÷àùà
îñòà Ox3. Ïîëó÷åíàòà ïðàâîëèíåéíà ïîâúðõíèíà å õåëèêîèä:

x(u, v) = x(v cosu, v sinu, au), u ∈ (0, 2π), vinR.

Äà ñå äîêàæå, ÷å öåíòðàëíàòà ëèíèÿ íà õåëèêîèäà å îñòà Ox3, à ðàçïðåäåëèòåëíèÿò
é ïàðàìåòúð å λ = const.

Çàäà÷à 8.11. Ïîä ïðàâîúãúëåí êîíîèä ñå ðàçáèðà ïðàâîëèíåéíà ïîâúðõíèíà, ÷èèòî
ïðàâîëèíåéíè îáðàçóâàùè Lt ïðåñè÷àò ïîä ïðàâ úãúë ôèêñèðàíà ïðàâà g, êîÿòî íÿìà
îáùè òî÷êè ñ óïðàâèòåëíàòà êðèâà α = α(t), t ∈ I.

Çàäàéòå ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà êîíîèäà è íàìåðåòå óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî
òîé íå å öèëèíäúð.

Íàìåðåòå öåíòðàëíàòà ëèíèÿ è ðàçïðåäåëèòåëíèÿ ïàðàìåòúð íà ïðàâîúãúëíèÿ
êîíîèä.

Çàäà÷à 8.12. Íåêà S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D å ãëàäêà ïîâúðõíèíà áåç ïàðàáîëè÷íè è
îìáèëè÷íè òî÷êè, êîÿòî å îòíåñåíà ñïðÿìî ãëàâíà ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïîâúðõíèíèòå

S1 : y(u, v) = x(u, v) + ρ1 l(u, v), ρ1 :=
1

ν1

, S2 : z(u, v) = x(u, v) + ρ2 l(u, v), ρ2 :=
1

ν2

ñå íàðè÷àò ôîêàëíè ïîâúðõíèíè íà S.

• Íåêà âúâ âñÿêà òî÷êà íà S (ν1)u 6= 0 è (ν2)v 6= 0. Ïîâúðõíèíèòå S1 è S2 ñà ãëàäêè.

• Â òî÷êèòå íà ãëàäêîñò âåêòîðèòå yu è yv ñà ñïðåãíàòè â S1 çà âñè÷êè (u, v) ∈ D.

Åäíà ôîêàëíà ïîâúðõíèíà, íàïðèìåð S1, ìîæå äà ñå êîíñòðóèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Ðàçãëåäàéòå ëèíèÿòà íà êðèâèíà x(u, const) âúðõó S è ïîñòðîéòå ðàçâèâàåìàòà ïîâúðõíèíà,
îïðåäåëåíà îò íîðìàëèòå êúì S â òî÷êèòå íà ëèíèÿòà x(u, const). Öåíòðàëíàòà
ëèíèÿ íà òàçè ïîâúðõíèíà ëåæè âúðõó S1 è êîãàòî ëèíèÿòà x(u, const) ïðîáÿãâà S,
öåíòðàëíàòà ëèíèÿ ïðîáÿãâà S1.

9 Óðàâíåíèÿ çà ïðîèçâîäíèòå. Óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò

íà ïðîèçâîäíèòå.

S : x = x(u1, u2) ∈ C3, (u1, u2) ∈ D
g11 := x2

1 = E, g12 = g21 := x1 x2 = F, g22 := x2
2 = G ⇒

g :=

(
g11 g12

g12 g22

)
, det g = g11 g22 − (g12)

2 = EG− F 2 > 0

g−1 :=

(
g11 g12

g12 g22

)
, g g−1 = g−1 g = I2 ⇒ gis g

sj = δj
i =

{
1, i = j

0, i 6= j
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I(λ1, λ2) = gij λ
i λj, s =

∫ q

q0

√
gij 
u

i 
uj dq

h11 := l xuu = L, h12 = h21 := l xuv = M, h22 := l xvv = N ⇒

h :=

(
h11 h12

h12 h22

)
=

(
L M

M N

)
⇒ II(λ1, λ2) = hij λ

i λj

li = Γs
i xs ⇒ Γj

i = −his g
js = −hj

i

Ñèìâîëèòå íà Êðèñòîôåë Γl
ij:

xij = Γs
ij xs + hij l ⇒ Γl

ij =
1

2
gls(∂i gjs + ∂j gis − ∂s gij)

∂i xjk = ∂j xik ⇒

Rijk
σ := ∂i Γ

σ
jk − ∂j Γσ

ik + Γs
jk Γσ

si − Γs
ik Γσ

sj = hjk h
σ
i − hik h

σ
j

Ôîðìóëè íà Ïåòåðñîí - Ìàéíàðäè - Êîäàöè

∂i hjk − ∂j hik + Γs
jk hsi − Γs

ik hsj = 0

(ijk) 7→ (122) ∧ (ijk) 7→ (211) ⇒

(∗)
Nu −Mv + Γ1

22 L+ Γ2
22 − Γ1

12)M − Γ2
12N = 0,

Lv −Mu − Γ1
12 L+ (Γ1

11 − Γ2
12)M + Γ2

11N = 0

Òåîðåìà 9.1. Òåîðåìà Egregium íà Ãàóñ. Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà ïîâúðõíèíàòà ñå
èçðàçÿâà ñàìî ÷ðåç êîåôèöèåíòèòå íà ïúðâàòà îñíîâíà ôîðìà è òåõíèòå ïðîèçâîäíè.

Rijkl := Rs
ijk gsl = (∂i Γ

σ
jk − ∂j Γσ

ik + Γs
jk Γσ

si − Γs
ik Γσ

sj) gσl = hjk hil − hik hjl

⇒

(∗∗) K =
LN −M2

EG− F 2
=
h11 h22 − (h12)

2

g11 g22 − (g12)2
=
R1221

det g
.

Òåîðåìà 9.2. Òåîðåìà íà Áîíå. Äàäåíè ñà øåñò ôóíêöèè E, F, G; L, M, N , äåôèíèðàíè
â îêîëíîñò U ⊂ R2, êàòî E, F, G ∈ C2; L, M, N ∈ C1. Çà òåçè ôóíêöèè ïðåäïîëàãàìå,
÷å óäîâëåòâîðÿâàò

• íåðàâåíñòâàòà E > 0, EG− F 2 > 0;

• óðàâíåíèÿòà íà Ïåòåðñîí - Ìàéíàðäè - Êîäàöè (∗) è íà Ãàóñ (∗∗).
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Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà (u, v) ∈ U ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò V ⊂ U íà (u, v) è äèôåîìîðôèçúì
x : V → x(V) ⊂ R3 òàêèâà, ÷å ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S = x(V) ⊂ R3, S ∈ C3 å
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî åäíàêâîñò è çà íåÿ ôóíêöèèòå E, F, G; L, M, N ñà êîåôèöèåíòèòå
íà ïúðâàòà, ñúîòâåòíî âòîðàòà îñíîâíà ôîðìà.

Çàäà÷à 9.3. Äà ñå èç÷èñëÿò ñèìâîëèòå íà Êðèñòîôåë ñïðÿìî äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà â îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà.

Çàäà÷à 9.4. Äà ñå èç÷èñëÿò ñèìâîëèòå íà Êðèñòîôåë çà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà

S : x(u, v) = x(f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)), f(v) 6= 0

è â ÷àñòíîñò çà

a) êàòåíîèäà: f(v) = a cosh v, g(v) = av, a = const;

b) ñôåðàòà: f(v) = r cos v, g(v) = r sin v, r = const.

10 Äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà.

Äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêè

ïîâúðõíèíè

Òåîðåìà 10.1. Íåêà P å òî÷êà îò ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S è

X : U ⊂ R2 → S, Y : V ⊂ R2 → S

ñà äâå ïàðàìåòðèçàöèè íà S, òàêà ÷å P ∈ X(U) ∩ Y (V) = W.
Òîãàâà ñìÿíàòà h := X−1 ◦ Y : Y −1(W) → X−1(W) íà "êîîðäèíàòíèòå

ñèñòåìè" å äèôåîìîðôèçúì, ò.å. å äèôåðåíöèðóåìà è èìà äèôåðåíöèðóåìî îáðàòíî
èçîáðàæåíèå h−1.

Äåôèíèöèÿ 10.2. Íåêà f : V ⊂ S → R å äåôèíèðàíà âúðõó îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî
V íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S. Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà
P ∈ V , àêî çà åäíà ïàðàìåòðèçàöèÿ X : U ⊂ R2 → R, çà êîÿòî P ∈ X(U) ⊂ V ,
êîìïîçèöèÿòà f ◦X : U ⊂ R2 → R å äèôåðåíöèðóåìà â X−1(P ).

f å äèôåðåíöèðóåìà âúðõó V , àêî å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñè÷êè òî÷êè íà V .

Îò òåîðåìà 10.1 ñëåäâà íåçàâèñèìîñòòà íà òàçè äåôèíèöèÿ îò ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà
ïîâúðõíèíàòà.

Äåôèíèöèÿ 10.3. Åäíî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå φ : V1 ⊂ S1 → S2 íà åäíî
îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî V1 íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S1 â ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S2 å
äèôåðåíöèðóåìî â òî÷êà P ∈ V1, àêî çà ïàðàìåòðèçàöèèòå

X1 : U1 ⊂ R2 → S1, X2 : U2 ⊂ R2 → S2

ñ P ∈ X1(U1) è φ(X1(U1)) ⊂ X2(U2) èçîáðàæåíèåòî ψ := X−1
2 ◦ φ ◦ X1 : U1 → U2 å

äèôåðåíöèðóåìî â Q = X−1
1 (P ).

27



φ å äèôåîìîðôèçúì ìåæäó S1 è S2, àêî ïðèòåæàâà äèôåðåíöèðóåìî îáðàòíî
èçîáðàæåíèå.

Çàäà÷à 10.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å èçîáðàæåíèåòî

φ : R3 → R3, φ(x1, x2, x3) := (ax1, bx2, cx3), a = const 6= 0, b = const 6= 0, c = const 6= 0

îò ñôåðàòà
S1 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}
â åëèïñîèäà

S2 :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R3 :

x2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
= 1

}
å äèôåîìîðôèçúì.

Çàäà÷à 10.5. Íåêà S ⊂ R3 å ãëàäêà ïîâúðõíèíà è π : S → R2 å îíîâà èçîáðàæåíèå,
êîåòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òî÷êà P ∈ S íåéíàòà îðòîãîíàëíà ïðîåêöèÿ âúðõó R2 =
{(x1, x2, x3) ∈ R3, x3 = 0}. Äèôåðåíöèðóåìî ëè å èçîáðàæåíèåòî π?

Çàäà÷à 10.6. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïàðàáîëîèäúò x3 = x2
1 + x2

2 å äèôåîìîðôåí íà ðàâíèíà.

Çàäà÷à 10.7. Íåêà ñà äàäåíè ïîâúðõíèíèòå S1 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 |x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} è

S2 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 |x2
1+x

2
2−x2

3 = 1}. Äà îçíà÷èì ñ N(0, 0, 1) è S(0, 0,−1) ñúîòâåòíî
ñåâåðíèÿ è þæíèÿ ïîëþñ íà ñôåðàòà S1. Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî

f : S1 \ {N} ∪ {S} → S2

ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Ïðåç âñÿêà òî÷êà P ∈ S1 \ {N} ∪ {S} ïðåêàðâàìå ðàâíèíàòà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà

îñòà Ox3. Ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà òàçè ðàâíèíà ñ îñòà îçíà÷àâàìå ñ Q. Íåêà q å ëú÷úò
ñ íà÷àëî òî÷êàòà Q, êîéòî ñúäúðæà òî÷êàòà P . Íåêà f(P ) = q ∩ S2.

Äà ñå äîêàæå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f å äèôåðåíöèðóåìî.

11 Äèôåðåíöèàë íà èçîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêè

ïîâúðõíèíè

Íåêà S1 è S2 ñà äâå ãëàäêè ïîâúðõíèíè è φ : V ⊂ S1 → S2 å äèôåðåíöèðóåìî
èçîáðàæåíèå íà îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî V îò S1 â S2. Àêî P ∈ V , òî âñåêè äîïèðàòåëåí
âåêòîð w ∈ TPS1 êúì ïîâúðõíèíàòà S1 å äîïèðàòåëåí è êúì äèôåðåíöèðóåìà êðèâà
c = c(q) ⊂ V , q ∈ I, c(0) = P îò ïîâúðõíèíàòà S1. Çà êðèâàòà c = φ ◦ c å â ñèëà
c(0) = φ(P ) è âåêòîðúò c′(0) å äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì S2, ò.å. å îò äîïèðàòåëíàòà
ðàâíèíà Tφ(P )S2.

Òåîðåìà 11.1. Àêî w = c′(0), òî âåêòîðúò c′(0) íå çàâèñè îò èçáîðà íà êðèâàòà c(q).
Èçîáðàæåíèåòî d φP : TPS1 → Tφ(P )S2, d φP (w) = c′(0) å ëèíåéíî.

Ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå d φP ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàë íà èçîáðàæåíèåòî φ â òî÷êàòà
P ∈ S1.

Äèôåðåíöèàë íà (äèôåðåíöèðóåìà) ôóíêöèÿ f : U ⊂ S → R â òî÷êà P ∈ U å
ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå d fP : TPS → R.
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Çàäà÷à 11.2. Íåêà ôóíêöèÿòà f : S → R å äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî f(P ) =
|P − P0|2, êúäåòî P ∈ S, à P0 å ôèêñèðàíà òî÷êà îò R3. Äà ñå äîêàæå, ÷å d fP (w) =
2w(P − P0) çà ïðîèçâîëåí âåêòîð w ∈ TPS.

Çàäà÷à 11.3. Íåêà v ∈ R3 å åäèíè÷åí âåêòîð, à h : S → R, h(P ) = P v, P ∈ S å
äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó ïîâúðõíèíàòà S. Íåêà w ∈ TPS å ïðîèçâîëåí âåêòîð,
äîïèðàòåëåí êúì S. Äà ñå äîêàæå, ÷å d hP (w) = w v.

Çàäà÷à 11.4. Ïîä êðèòè÷íà òî÷êà íà åäíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ f : S → R,
äåôèíèðàíà âúðõó ãëàäêà ïîâúðõíèíà S, ñå ðàçáèðà òî÷êà P ∈ S, çà êîÿòî d fP = 0.

Äà ñå íàìåðÿò êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèèòå îò çàäà÷è 11.2 è 11.3.

Çàäà÷à 11.5. Íåêà φ : S1 → S2 è ψ : S2 → S3 ñà äèôåðåíöèðóåìè èçîáðàæåíèÿ è
íåêà P ∈ S1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

d (ψ ◦ φ)P = dψφ(P ) ◦ d φP .

12 Îðèåíòèðóåìîñò íà ïîâúðõíèíà

Íåêà U 3 P, P ∈ S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D è U 3 P , P ∈ S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D.
Íåêà îñâåí òîâà U ∩ U 6= ∅ ∧ P ∈ U ⇒ u = u(u, v), v = v(u, v).

Áàçèòå {xu, xv} è {xu, xv} îïðåäåëÿò òî÷íî òîãàâà åäíà è ñúùà îðèåíòàöèÿ íà
äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà S â òî÷êà P îò ïîâúðõíèíàòà, êîãàòî

ßêîáèàíúò
D(u, v)

D(u, v)
> 0.

Âñÿêà ïîâúðõíèíà, êîÿòî å ãðàôèêà íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, å îðèåíòèðóåìà.
Ãëàäêà ïîâúðõíèíà, êîÿòî ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ åäíà êîîðäèíàòíà îêîëíîñò, å îðèåíòèðóåìà.
Ãëàäêà ïîâúðõíèíà, êîÿòî ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ äâå êîîðäèíàòíè îêîëíîñòè, ÷èåòî

ñå÷åíèå å åäíîñâúðçàíî ìíîæåñòâî, å îðèåíòèðóåìà.

Òåîðåìà 12.1. Åäíà ãëàäêà ïîâúðõíèíà å îðèåíòèðóåìà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ïðèòåæàâà
äèôåðåíöèðóåì åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð âúâ âñÿêà ñâîÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 12.2. Êàòî ñå èçïîëçóâàò ïàðàìåòðèçàöèèòå

M1 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1(u, v) =

(
2− v sin

u

2

)
sinu,

x2(u, v) =
(
2− v sin

u

2

)
cosu,

x3(u, v) = v cos
u

2
, u ∈ (0, 2π), v ∈ (−1, 1);

M2 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(u, v) =

(
2− v sin

(
π

4
+
u

2

))
cosu,

x2(u, v) = −
(

2− v sin

(
π

4
+
u

2

))
sinu,

x3(u, v) = v cos

(
π

4
+
u

2

)
, u ∈ (0, 2π), v ∈ (−1, 1)

äà ñå äîêàæå, ÷å Ìüîáèóñîâèÿò ëèñò å íåîðèåíòèðóåìà ïîâúðõíèíà.
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13 Ïàðàëåëíî ïðåíàñÿíå ïî ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà

Ïîä âåêòîðíî ïîëå âúðõó îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ R2 ñå ðàçáèðà èçîáðàæåíèå,
êîåòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òî÷êà q ∈ U âåêòîð w(q) ∈ R2. Âåêòîðíîòî ïîëå w(q) å
äèôåðåíöèðóåìî, àêî q = (u1, u2), w(q) = (λ(u1, u2), µ(u1, u2)) è λ(u1, u2), µ(u1, u2) ñà
äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â U .

Òåîðåìà 13.1. Íåêà w å âåêòîðíî ïîëå âúðõó îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ R2. Ïðè
ôèêñèðàíà òî÷êà q ∈ U ñúùåñòâóâà òðàåêòîðèÿ α : I → U íà w (ò.å. α′(t) =
w(α(t)), t ∈ I) ñ α(0) = q. Òàçè òðàåêòîðèÿ å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà â ñëåäíèÿ ñìèñúë:

Âñÿêà äðóãà òðàåêòîðèÿ β : J → U ñ β(0) = q ñúâïàäà ñ α â ñå÷åíèåòî I ∩ J .

Ïðàâèëíàòà êðèâà c(t) ∈ U , t ∈ I ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà ëèíèÿ íà âåêòîðíîòî ïîëå
w(q), q ∈ U , äåôèíèðàíî âúðõó U ⊂ R2, àêî w(q) å äîïèðàòåëåí êúì c(t) çà âñÿêà òî÷êà
q ∈ c(t) ⊂ U .

Ïîä âåêòîðíî ïîëå w âúðõó îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ S íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà
S ñå ðàçáèðà èçîáðàæåíèå, êîåòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òî÷êà P ∈ U âåêòîð w(P ) ∈ TPS.

Âåêòîðíîòî ïîëå w å äèôåðåíöèðóåìî çà P ∈ U , àêî çà ïàðàìåòðèçàöèÿ U : x =
x(u1, u2) îêîëî òî÷êàòà P ôóíêöèèòå λ(u1, u2), µ(u1, u2), çàäàäåíè ÷ðåç w(P ) = λ(u1, u2)x1+
µ(u1, u2))x2, ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â P ∈ U .

13.1 Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ ïî íàïðàâëåíèå

S : x = x(u1, u2), (u1, u2) ∈ D ∧ c ⊂ S : u1 = u1(q), u2 = u2(q), q ∈ I

f(u1, u2) : S → R, f ∈ C1, (u1, u2) ∈ D ⇒ f|c = f(q) = f(u1(q), u2(q)), q ∈ I

c(q) := x(q), 
c (q) :=
∂ui

∂q
xi ⇒

d f

d q
=
∂f

∂ui

∂ui

∂q
, q ∈ I ⇒ ∇
c f :=

∂f

∂ui

∂ui

∂q

X = λi xi ∈ TxS ⇒ ∇X f :=
∂f

∂ui
λi = X(f)

13.2 Ïðîèçâîäíà íà âåêòîðíî ïîëå ïî ãëàäêà ëèíèÿ

S : x = x(u1, u2), Y := µi xi ∈ TS, µi = µi(u1, u2), (u1, u2) ∈ D ⊆ R2

c ⊂ S : u1 = u1(t), u2 = u2(t), t ∈ I ⊂ D ⇒ Y|c = Y (u1(t), u2(t)) = µs(t)xs, t ∈ I

d Y

d t
=
d µs

d t
xs + xsi

d ui

d t
µs =

(
d µs

d t
+ Γs

ij

d ui

d t
µj

)
xs + hij

d ui

d t
µj l

∇
c Y :=
D Y
d t

:=

(
d µs

d t
+ Γs

ij

d ui

d t
µj

)
xs =

(
d µs

d ui
+ Γs

ij µ
j

)
d ui

d t
xs ∈ TcS

∇
c Y å êîâàðèàíòíàòà ïðîèçâîäíà íà âåêòîðíîòî ïîëå Y ïî ëèíèÿòà c.

⇒

d Y

d t
= ∇
c Y + hij

d ui

d t
µj l =

D Y
d t

+ hij
d ui

d t
µj l
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Y := µs xs ∈ TS, X := λk xk ∈ TxS ⇒

∇X Y :=

(
d µs

d ui
λi + Γs

ij λ
i µj

)
xs ∈ TxS

∇X Y å êîâàðèàíòíàòà ïðîèçâîäíà íà âåêòîðíîòî ïîëå Y ïî âåêòîðà X.

Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

u1 := u1(u1, u2), u2 := u2(u1, u2), (u1, u2) ∈ D ⇒ S : x = x(u1(u1, u2), u2(u1, u2))

Γ
γ

α β =

(
∂2 uk

∂uα∂uβ
+ Γk

ij

∂ui

∂uα

∂uj

∂uβ

)
∂uγ

∂uk

Ñâîéñòâà íà êîâàðèàíòíîòî äèôåðåíöèðàíå:

(1) ∇λXf = λ∇Xf ;

(2) ∇X+Y f = ∇Xf +∇Y f ;

(3) ∇X(fg) = (∇Xf)g + f(∇Xg);

(4) ∇λXY = λ∇XY ;

(5) ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ;

(6) ∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f(∇XY );

(7) ∇X(Y Z) = (∇XY )Z + Y (∇XZ).

13.3 Ïàðàëåëíî ïðåíàñÿíå ïî ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà

S : x = x(u1, u2), Y := µi xi ∈ TxS, µi = µi(u1, u2), (u1, u2) ∈ D ⊆ R2

c ⊂ S : u1 = u1(t), u2 = u2(t), t ∈ I ⊂ D

Âåêòîðíîòî ïîëå Y ñå íàðè÷à ïàðàëåëíî ïî ëèíèÿòà c(t), àêî

∇
c Y =
−→
0

(
d µs

d t
+ Γs

ij

d ui

d t
µj = 0, s = 1, 2

)
,

ò.å.
d Y

d t
å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà òàíãåíöèàëíàòà ðàâíèíà êúì ïîâúðõíèíàòà â òî÷êèòå

íà ëèíèÿòà c(t).

Òåîðåìà 13.2. Íåêà âåêòîðíèòå ïîëåòà X è Y ñà ïàðàëåëíè ïî ëèíèÿòà

c : I → S (c = c(t) ⊂ S, t ∈ I).

Òîãàâà å â ñèëà:

X(t)Y (t) = const, |X(t)| = const, |Y (t)| = const, ∠(X(t), Y (t)) = const.
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Íåêà c : I → S å êðèâà è íåêà X0 ∈ Tc(t0)S, t0 ∈ I. Íåêà X å âåêòîðíîòî ïîëå,
ïàðàëåëíî ïî ëèíèÿòà c, ñ íà÷àëíî óñëîâèå X(t0) = X0. Âåêòîðúò X(t1), t1 ∈ I, å
ïàðàëåëíî ïðåíåñåíèÿò íà âåêòîðà X0 ïî ëèíèÿòà c â òî÷êàòà t1.

Íåêà P, Q ∈ S è c : I → S å ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíàòà, çà êîÿòî c(t0) = P, t0 ∈ I,
è c(t1) = Q, t1 ∈ I. Íåêà φ : TPS → TQS å èçîáðàæåíèåòî, êîåòî íà âñåêè âåêòîð
X(t0) ∈ TPS ñúïîñòàâÿ íåãîâèÿ ïàðàëåëíî ïðåíåñåí X(t1) ∈ TQS ïî ëèíèÿòà c â òî÷êàòà
Q. Îò Òåîðåìà 13.2 ñëåäâà, ÷å èçîáðàæåíèåòî φ å èçîìîðôèçúì ìåæäó åâêëèäîâèòå
âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà TPS è TQS.

Òîçè èçîìîðôèçúì ñå íàðè÷à ïàðàëåëíî ïðåíàñÿíå íà TPS â TQS ïî ëèíèÿòà c.

13.4 Ãåîäåçè÷íè ëèíèè íà ïîâúðõíèíà

Äåôèíèöèÿ 13.3. Íåêà w å äèôåðåíöèðóåìî åäèíè÷íî âåêòîðíî ïîëå ïî ãëàäêàòà
êðèâà c : I → S âúðõó îðèåíòèðóåìà ïîâúðõíèíà S. Ïîíåæå w(t), t ∈ I å åäèíè÷åí

âåêòîð, òî

(
dw(t)

d t

)
(t) å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà w(t) è å â ñèëà

Dw
d t

= ∇c′w = λ (l × w(t)).

Ðåàëíîòî ÷èñëî λ = λ(t) ñå íàðè÷à àëãåáðè÷íà ìÿðêà íà êîâàðèàíòíàòà ïðîèçâîäíà
íà w â t.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî w(t) = c′(t), λ(t) å ãåîäåçè÷íàòà êðèâèíà γ(t) íà ëèíèÿòà c ⊂ S
â òî÷êàòà c(t) ∈ S.

Çíàêúò íà λ(t) = l w
dw

d t
= l w∇c′w (íà ãåîäåçè÷íàòà êðèâèíà γ(t)) çàâèñè îò

îðèåíòàöèÿòà íà S .

c : u1 = u1(s), u2 = u2(s), (u1)′2 + (u2)′2 = 1, s ∈ I; c ∈ C2; c ⊂ S

Ëèíèÿòà c ñå íàðè÷à ãåîäåçè÷íà çà ïîâúðõíèíàòà, àêî ∇c′c
′ = 0, ò.å. äîïèðàòåëíîòî

âåêòîðíî ïîëå c′ = t å ïàðàëåëíî ïî c.

∇c′c
′ = 0 ⇔ d2 uk

d s2
+ Γk

ij

d ui

d s

d uj

d s
= 0, k = 1, 2 ⇔ γ(s) = 0, s ∈ I

Òåîðåìà 13.4. Íåêà x å òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà S, à X å åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí
âåêòîð â òî÷êàòà x. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ âúðõó S, êîÿòî ìèíàâà
ïðåç x è ñå äîïèðà äî âåêòîðà X.

Òåîðåìà 13.5. Åäíà äâóêðàòíî ãëàäêà ëèíèÿ c âúðõó ïîâúðõíèíàòà S å ãåîäåçè÷íà
òî÷íî êîãàòî âúâ âñÿêà íåéíà òî÷êà x å èçïúëíåíî íÿêîå îò óñëîâèÿòà:

(a) x′ × x′′ =
−→
0 , ò.å. x å òî÷êà íà èçïðàâÿíå íà c (ò.å. c å ïðàâà ëèíèÿ);

(b) x′×x′′ 6= −→
0 è îñêóëà÷íàòà ðàâíèíà íà c â x å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà òàíãåíöèàëíàòà

ðàâíèíà íà S â x.
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c = c(s) ⊂ S, c′
2
(s) = t2 = 1 ⇒ t′ = γ p + ν l ⇒

κ2
|c = γ2

|c + ν2
|c, ν|c = κ|c cos θ, γ|c = κ|c sin θ, θ := ∠(n|c, l)

Çà êîîðäèíàòíèòå ëèíèè u2 = const, u1 = const èìàìå ñúîòâåòíî:

γ1 =
−Ev

2E
√
G
, γ2 =

Gv

2G
√
E
.

Çàäà÷à 13.6. Äà ñå íàìåðÿò ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè â ðàâíèíàòà

S : x1 = u1, x2 = u2, x3 = 0.

Çàäà÷à 13.7. Äà ñå íàìåðÿò ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè âúðõó ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà

S : x(u, v) = x(f(v) cos u, f(v) sinu, g(v)), f(v) 6= 0.

Çàäà÷à 13.8. Íåêà c(t) ⊂ S, t ∈ I. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

(a) àêî êðèâàòà c å ëèíèÿ íà êðèâèíà è ãåîäåçè÷íà, òî òÿ å ðàâíèííà;

(b) àêî åäíà êðèâà c å ãåîäåçè÷íà, ðàâíèííà, íî íå å ïðàâà ëèíèÿ, òî òÿ å ëèíèÿ íà
êðèâèíà;

(c) åäíà ëèíèÿ c å ãåîäåçè÷íà è àñèìïòîòè÷íà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî å ÷àñò îò
ïðàâà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíàòà.

Çàäà÷à 13.9. Íåêà å äàäåí ðîòàöèîííèÿò òîð, ïîëó÷åí ïðè çàâúðòàíåòî íà îêðúæíîñòòà
(x1 − a)2 + (x3)

2
= r2, x2 = 0, a > r > 0, îêîëî îñòà Ox3. Äà ñå ïðîâåðè êîé îò

ïàðàëåëèòå, ìèíàâàùè ïðåç òî÷êèòå (a+ r, 0), (a− r, 0) è (a, r), å

(a) ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ çà òîðà,

(b) àñèìïòîòè÷íà ëèíèÿ çà òîðà,

(c) ëèíèÿ íà êðèâèíà çà òîðà.

Çàäà÷à 13.10. Äà ñå íàìåðè ãåîäåçè÷íàòà êðèâèíà íà ëèíèÿòà

c : x = x(u), x′
2

= 1, u ∈ I

âúðõó ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà, îáðàçóâàíà îò

(a) áèíîðìàëèòå íà c,

(b) ãëàâíèòå íîðìàëè íà c.

Çàäà÷à 13.11. Äà ñå íàìåðÿò ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè íà ïîâúðõíèíàòà

(x1)
2 + (x2)

2 = (x3)
2.
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Çàäà÷à 13.12. Äà ñå äîêàæå, ÷å óðàâíåíèÿòà íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè íà ïîâúðõíèíàòà
S ñ ïúðâà îñíîâíà ôîðìà

I(u′, v′) = u′
2
+G(u, v) v′

2

ìîãàò äà ñå çàïèøàò âúâ âèäà φv = −∂
√
G

∂ u
, êúäåòî φ å úãúëúò, ïîä êîéòî ãåîäåçè÷íèòå

ëèíèè ïðåñè÷àò ëèíèèòå v = const âúðõó ïîâúðõíèíàòà S.

Çàäà÷à 13.13. Äà ñå íàìåðÿò ÎÄÓ íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè è Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà
ïîâúðõíèíàòà ñ ìåòðèêà

I(u′, v′) = u′
2
+ e2uv′

2
.

13.5 Ïàðàëåëíè ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè âúðõó ãëàäêà ïîâúðõíèíà

S : x = x(u1, u2), (u1, u2) ∈ D, c : u1 = u1(q), u2 = u2(q), |q| < a, a = const

c ⊂ S ⇒ c : x = x(u1(q), u2(q)), |q| < a, (u1(0), u2(0)) ∈ D0 ⊂ D

p(q) ⊥ x′(q), |p(q)| = 1, |q| < a ⇒ ∃ 1 geodesic γq : γq 3 x(q) ∧ γq
′ = p(q) ⇒

γq ⊂ S ∧ γq : u1 = u1(s, q), u2 = u2(s, q), s ∈ Iq,
d2uk

ds2
+ Γk

ij

dui

ds

duj

ds
= 0

D(u1, u2)

D(s, q)
(0, s) =

∣∣∣∣∣ ∂ u
1/∂ s ∂ u1/∂ q

∂ u2/∂ s ∂ u2/∂ q

∣∣∣∣∣ (0, s) = |p× x′| = |x′| > 0

⇒

S : ∃ u1 = s, u2 = q, (u1, u2) ∈ D0| u2 = const → geodesics

⇔

I((u1)′, (u2)′) = (u1)′
2
+G(u1, u2)(u2)′

2

Ëèíèÿòà c : u1 = 0 ñå íàðè÷à áàçèñíà çà ïîâúðõíèíàòà, îòíåñåíà ñïðÿìî ïàðàëåëíè
ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè.

Àêî áàçèñíàòà ëèíèÿ c å ñúùî ãåîäåçè÷íà è å îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåíèÿ ñè
ïàðàìåòúð, òî (u1, u2) ñà êîîðäèíàòè íà Ôåðìè çà ïîâúðõíèíàòà.

Òåîðåìà 13.14. Âñÿêà äâîéêà ëèíèè u1 = c1 = const, u1 = c2 = const îò îðòîãîíàëíèòå
òðàåêòîðèè íà ñåìåéñòâîòî ãåîäåçè÷íè ëèíèè u2 = const îòñè÷à äúãè ñ ðàâíè äúëæèíè
îò ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè.

Òåîðåìà 13.15. Ñïðÿìî ïàðàëåëíè ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè Ãàóñîâàòà êðèâèíà íà
ïîâúðõíèíàòà å

K = −
∂2

11

√
g22√
g22

.
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Çàäà÷à 13.16. Ïîâúðõíèíà S : x = x(u, v), (u, v) ∈ D, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà ëîêàëíà
êîîðäèíàòíà ñèñòåìà (U, V ), ïðè êîÿòî êîåôèöèåíòèòå íà ïúðâàòà îñíîâíà ôîðìà
èìàò âèäà

E = G = U + V, F = 0, U = U(u), V = V (v), (u, v) ∈ D,

ñå íàðè÷à ïîâúðõíèíà íà Ëèóâèë.
Äà ñå äîêàæå, ÷å

(a) ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè íà ïîâúðõíèíàòà íà Ëèóâèë ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò âúâ âèäà∫
du√
U − c

±
∫

dv√
V + c

= c0, c, c0 = const;

(b) àêî θ, 0 ≤ θ ≤ π
2
, å úãúëúò, êîéòî ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ ñêëþ÷âà ñ ëèíèÿ V = const,

òî
U sin2 θ − V cos2 θ = const.

13.5.1 Ìèíèìàëíî ñâîéñòâî íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè

Òåîðåìà 13.17. Íåêà ïîâúðõíèíàòà S å îòíåñåíà ñïðÿìî ïàðàëåëíè ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè
è ãåîäåçè÷íàòà äúãà γ ñúåäèíÿâà òî÷êèòå A è B. Àêî c å ïðîèçâîëíà ãëàäêà äúãà,
ñúåäèíÿâàùà A è B, òî äúëæèíàòà íà γ íå íàäìèíàâà äúëæèíàòà íà c.

14 Ïîâúðõíèíè ñ ïîñòîÿííà Ãàóñîâà êðèâèíà

I. Åäèíñòâåíèòå ïîâúðõíèíè ñ ïîñòîÿííà Ãàóñîâà êðèâèíà K = 0 ñà ïðàâîëèíåéíèòå
ðàçâèâàåìè ïîâúðõíèíè.

K 6= 0 ⇒

Ïîâúðõíèíàòà S å îòíåñåíà ñïðÿìî ïàðàëåëíè ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè è áàçèñíàòà êðèâà
å ñúùî ãåîäåçè÷íà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåíèÿ ñè ïàðàìåòúð. Òîãàâà

K = − 1√
G

∂2
√
G

∂u2
= const 6= 0.

K > 0 ⇒
√
G = cos(

√
Ku); I(u′, v′) = u′

2
+ cos2(

√
Ku)v′2

K < 0 ⇒
√
G = cosh(

√
−Ku); I(u′, v′) = u′

2
+ cosh2(

√
Ku)v′2

Çàäà÷à 14.1. Äà ñå íàìåðÿò ðîòàöèîííèòå ïîâúðõíèíè ñ ïîñòîÿííà Ãàóñîâà êðèâèíà.

15 Èçîìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíà âúðõó ïîâúðõíèíà

φ : S → S, φ : P ∈ S → φ(P ) ∈ S; dφP : TPS → Tφ(P )S,

dφP : w = λ(P )xu + µ(P )xv ∈ TPS → w = λ(φ(P ))xu + µ(φ(P ))xv ∈ Tφ(P )S

E λ2 + 2F λµ+Gµ2 = E λ
2
+ 2F λµ+Gµ2, γ = γ, K = K
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Çàäà÷à 15.1. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî âúðõó åäíà ïîâúðõíèíà èìà ìðåæà ãåîäåçè÷íè
ëèíèè, ñêëþ÷âàùè ïîñòîÿíåí úãúë ïîìåæäó ñè, òî òÿ å èçîìåòðè÷íà íà ðàâíèíà.

Çàäà÷à 15.2. Äà ñå íàìåðè ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà S, èçîìåòðè÷íà íà ðîòàöèîííàòà
ïîâúðõíèíà

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = f(u),

òàêà ÷å ïàðàëåëèòå è ìåðèäèàíèòå íà S è S äà ñà ñúîòâåòíè ïðè èçîìåòðèÿòà.

Çàäà÷à 15.3. Íåêà c : x = x(q) è c : x = x(q) ñà êðèâè áåç òî÷êè íà èçïðàâÿíå,
êàòî κ(q) = κ(q) è s(q) = s(q) çà âñÿêî q ∈ I. Íåêà S å ïðàâîëèíåéíàòà ïîâúðõíèíà
îò òàíãåíòèòå íà c, à S òàçè îò òàíãåíòèòå íà c. Äà ñå äîêàæå, ÷å S è S ñà
èçîìåòðè÷íè.

Çàäà÷à 15.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å êîíóñúò

x3 = k
√
x2

1 + x2
2, (x1, x2) 6= (0, 0)

å ëîêàëíî èçîìåòðè÷åí íà ðàâíèíà.

Çàäà÷à 15.5. Íåêà èçîáðàæåíèåòî φ : U ⊂ R2 → R3 å äåôèíèðàíî ÷ðåç

φ(u, v) = (u sinα cos v, u sinα sin v, u cosα), (u, v) ∈ U = {(u, v) ∈ R2| u > 0}, α = const.

(a) Äà ñå äîêàæå, ÷å φ å ëîêàëåí äèôåîìîðôèçúì íà U âúðõó êîíóñ S ñ âðúõ â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà è úãúë ïðè âúðõà 2α.

(b) Èçîáðàæåíèåòî φ ëîêàëíà èçîìåòðèÿ ëè å?

Çàäà÷à 15.6. Äà ñå äîêàæå, ÷å êàòåíîèäúò

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = a ln(u+ ε
√
u2 − a2), ε = ±1, u+ ε

√
u2 − a2 > 0

è ïðàâèÿò õåëèêîèä

S : x1 = u cos v, x2 = u sin v, x3 = av, a = const

ñà èçîìåòðè÷íè.

16 Êîíôîðìíî èçîáðàæåíèå íà ïîâúðõíèíà

âúðõó ïîâúðõíèíà

φ : S → S, φ : P ∈ S → φ(P ) ∈ S; dφP : TPS → Tφ(P )S,

dφP : w1 = λ1(P )xu + µ1(P )xv ∈ TPS → w1 = λ1(φ(P ))xu + µ1(φ(P ))xv ∈ Tφ(P )S

w2 = λ2(P )xu + µ2(P )xv ∈ TPS → w2 = λ2(φ(P ))xu + µ2(φ(P ))xv ∈ Tφ(P )S

cos(w1, w2) =
E λ1 λ2 + F (λ1 µ2 + µ1 λ2) +Gµ1 µ2√

I(λ1, µ1)
√
I(λ2, µ2)

=
E λ1 λ2 + F (λ1 µ2 + µ1 λ2) +Gµ1 µ2√

I(λ1, µ1)
√
I(λ2, µ2)

= cos(w1w2)
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Çàäà÷à 16.1. Äà ñå äîêàæå, ÷å èçîáðàæåíèåòî

φ : u = ln tan(
u

2
+
π

4
), v = v

èíäóöèðà êîíôîðìíî èçîáðàæåíèå íà ñôåðàòà

S : x1 = a cosu cos v, x2 = a cosu sin v, x3 = a sinu

âúðõó ðàâíèíàòà S : x1 = u, x2 = v, x3 = 0 (êàðòîãðàôñêà èëè Ìåðêàòîðîâà
ïðîåêöèÿ).

Çàäà÷à 16.2.
Äà ñå äîêàæå, ÷å èçîáðàæåíèåòî íà õåëèêîèäà

S : x(u, v) = (u cos v, u sin v, bv), b = const

âúðõó Ãàóñîâàòà ñôåðà ïîñðåäñòâîì íîðìàëèòå íà S å êîíôîðìíî.

Çàäà÷à 16.3. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñòåðåîãðàôñêàòà ïðîåêöèÿ èçîáðàçÿâà êîíôîðìíî ñôåðàòà
âúðõó åâêëèäîâàòà ðàâíèíà.

Çàäà÷à 16.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà êîíôîðìíî èçîáðàæåíèå íà ðîòàöèîííèÿ
ïàðàáîëîèä

S : x2
1 + x2

2 = 2x3

âúðõó îáëàñò îò ðàâíèíàòà Ox1x2.

Çàäà÷à 16.5. Íåêà S1, S2 è S3 ñà ãëàäêè ïîâúðõíèíè. Äà ñå äîêàæå, ÷å

(a) àêî φ : S1 → S2 å èçîìåòðèÿ, òî è îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå φ−1 : S2 → S1 å
èçîìåòðèÿ;

(b) àêî φ : S1 → S2 è ψ : S2 → S3 ñà èçîìåòðèè, òî è ψ ◦ φ : S1 → S3 å
èçîìåòðèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî, èçîìåòðèèòå íà åäíà ãëàäêà ïîâúðõíèíà îáðàçóâàò ïî åñòåñòâåí
íà÷èí ãðóïà îò ïðåîáðàçóâàíèÿ, íàðå÷åíà ãðóïàòà íà èçîìåòðèèòå íà ïîâúðõíèíàòà.

Çàäà÷à 16.6. Íåêà V è W ñà äâå êðàéíîìåðíè âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà ñ äåôèíèðàíî
â òÿõ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå 〈 , 〉. Íåêà φ : V → W å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå. Äà ñå
äîêàæå, ÷å ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

(a) Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà λ 6= 0, òàêà ÷å

〈φ(v1), φ(v2)〉 = λ2 〈v1, v2〉, ∀ v1, v2 ∈ V.

(b) Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà λ > 0, òàêà ÷å

|φ(v)| = λ|v|, ∀ v ∈ V.

(c) Ñúùåñòâóâà îðòîíîðìèðàíà áàçà {v1, v2, ..., vn} íà V , òàêà ÷å {φ(v1), φ(v2), ..., φ(vn)}
å îðòîãîíàëíî ñåìåéñòâî âåêòîðè â W è âåêòîðèòå φ(vj), j = 1, ..., n, èìàò åäíà
è ñúùà (ðàçëè÷íà îò 0) äúëæèíà.

Àêî å èçïúëíåíî íÿêîå îò òåçè óñëîâèÿ, òî φ ñå íàðè÷à ëèíåéíî êîíôîðìíî

èçîáðàæåíèå (ïîäîáíîñò).
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17 Ãëàäêè ìíîãîîáðàçèÿ, ãëàäêè ôóíêöèè è èçîáðàæåíèÿ.

Äîïèðàòåëíè âåêòîðè è äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî

â òî÷êà íà ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå. Äèôåðåíöèàë íà

ãëàäêî èçîáðàæåíèå

Çàäà÷à 17.1. Íåêà S2 å åäèíè÷íàòà ñôåðà. Äà ñå äîêàæå, ÷å S2 å äâóìåðíî äèôåðåíöèðóåìî
ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñ U , ÷èèòî ëîêàëíè êàðòè ñà (Ui, φi), i = 1, ..., 6 , äåôèíèðàíè ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

U1 = {P ∈ S2| z > 0}, U2 = {P ∈ S2| z < 0}, U3 = {P ∈ S2| y > 0},

U4 = {P ∈ S2| y < 0}, U5 = {P ∈ S2| x > 0}, U6 = {P ∈ S2| x < 0},
à φi ñà ñúîòâåòíî îðòîãîíàëíèòå ïðîåêöèè íà Ui âúðõó êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà, êîÿòî
íÿìà îáùè òî÷êè ñ Ui.

Çàäà÷à 17.2. Êàòî ñå èçïîëçóâà ñòåðåîãðàôñêàòà ïðîåêöèÿ äà ñå äîêàæå, ÷å
ñôåðàòà S2(O,R) å 2-ìåðíî äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîáðàçèå â R3.

Çàäà÷à 17.3. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìíîãîîáðàçèÿòà

M = {(R, φ : x→ x)}, N = {(R, ψ : x→ x3)}

ñà äèôåîìîðôíè, íî íå ñúâïàäàò.

Êëàñè÷åñêîòî ïîíÿòèå çà ñâîáîäåí âåêòîð êàòî "ëèíååí åëåìåíò â íàïðàâëåíèå"

X = a e1 + b e2 + c e3 ∈ R3, a, b, c = const

ñå ïðåíàñÿ çà "îïåðàòîð âúðõó ôóíêöèÿ"

X = a
∂

∂ x1
+ b

∂

∂ x2
+ c

∂

∂ x3
∈ (R3, φ),

êàòî: àêî f å ðåàëíî-çíà÷íà C∞-ôóíêöèÿ âúðõó R3, òî Xf å ïðîèçâîäíàòà íà f ïî
íàïðàâëåíèå X , ò.å.

∇Xf = Xf = a
∂ f

∂ x1
+ b

∂ f

∂ x2
+ c

∂ f

∂ x3

f ∈ FM, f : Mm → Nn, P ∈M, f(P ) ∈ N, X ∈ TPM, g ∈ FN ⇒

f∗P : TPM → Tf(P )N, f∗PX ∈ Tf(P )N ∧ (f∗PX)(g) := X(g ◦ f)

M ⊃ (U , φ) : U 3 P, {xi} ∈ φ(U) ∧ N ⊃ (V , ψ) : V 3 f(P ), {yj} ∈ ψ(V)

X =

(
αi ∂

∂ xi

)
P

, αi = X(xi), i = 1, 2, ...,m, Y = f∗PX =

(
βj ∂

∂ yj

)
f(P )

,

βj = (f∗PX)(yj) = X(yj ◦ f) =

(
αi ∂(yj ◦ f ◦ φ−1)

∂ xi

)
φ(P )

, j = 1, 2, ..., n
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Çàäà÷à 17.4. Íåêà M = {(R2, idR2) å äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîáðàçèå è èçîáðàæåíèåòî
f : M → M å äåôèíèðàíî ÷ðåç ðàâåíñòâîòî f(x1, x2) = ((x1)2 − 2(x2), 4(x1)3(x2)2). Äà
ñå íàìåðè ìàòðèöàòà íà èçîáðàæåíèåòî f∗ â òî÷êàòà P (1, 2).

Çàäà÷à 17.5. Äàäåíè ñà äèôåðåíöèðóåìèòå ìíîãîîáðàçèÿ M = {(R2, idR2)} è N =
{(R4, idR4)}, èçîáðàæåíèåòî f : M → N , êàòî

f(x1, x2) = (x1 + cosx2 = y1, (x2)2 = y2, x1 x2 = y3, 3(x1)4(x2) = y4)

è âåêòîðíîòî ïîëå X = x1 ∂

∂ x2
∈ XM . Äà ñå îïðåäåëè ðàíãúò íà èçîáðàæåíèåòî f

âúâ âñÿêà òî÷êà íà M è äà ñå íàìåðè f∗(1,−1)X(1,−1).

18 Ãëàäêè âåêòîðíè ïîëåòà. Êîìóòàòîð

[ . , . ] : XM ×XM → XM :

[αX1 + βX2, Y ] = α[X1, Y ] + β[X2, Y ], [X,αY1 + βY2] = α[X,Y1] + β[X, Y2], α, β ∈ R

[X, Y ] = −[Y,X], [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

[X, Y ]P := XP Y − YP X, [X,Y ]P f = XP (Y f)− YP (Xf), f ∈ FM

Xi :=
∂

∂xi
, X = λiXi, Y = µiXi ⇒

[Xi, Xj] = 0, i, j = 1, ...m, [X, Y ] =
m∑

i,j=1

(
λj ∂µ

i

∂xj
− µj ∂λ

i

∂xj

)
∂

∂xi

[X, f Y ] = f [X, Y ] + (Xf).Y, [fX, Y ] = f [X, Y ]− (Y f).X,

[fX, gY ] = f g [X,Y ] + f (Xg).Y − g (Y f).X

Çàäà÷à 18.1. Íåêà (U , φ), U ⊂M ∧ {xi} ∈ φ(U) å êàðòà âúðõó ãëàäêîòî ìíîãîîáðàçèå
M è íåêà X, Y ∈ XM .

Äà ñå íàìåðè [X, Y ], àêî:

(a) dimM = 2, X = x1 ∂

∂ x1
+ x2 ∂

∂ x2
, Y = −x2 ∂

∂ x1
+ x1 ∂

∂ x2
;

(b) dimM = 2, X = x1 ∂

∂ x1
+ 2x2 ∂

∂ x2
, Y = 3

∂

∂ x1
+ x1 ∂

∂ x2
;

(c) dimM = 3, X = 2x1 ∂

∂ x1
+ x2 ∂

∂ x2
+ 2x3 ∂

∂ x3
,

Y = 2x1 x2 ∂

∂ x1
+ (x2)2 ∂

∂ x2
+ 2x2 x3 ∂

∂ x3
.
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19 Ëèíåéíà ñâúðçàíîñò. Êðèâèíà è òîðçèÿ íà ëèíåéíà

ñâúðçàíîñò. Ñèìåòðè÷íè ëèíåéíè ñâúðçàíîñòè.

ÍåêàM å C∞ äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîáðàçèå è dimM = n.Ñâúðçàíîñò, èëè êîâàðèàíòíî
äèôåðåíöèðàíå, âúðõóM å îïåðàòîð∇, êîéòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà äâîéêà (X, Y ) îò C∞
âåêòîðíè ïîëåòà â îáëàñò U îò M âåêòîðíî ïîëå ∇XY îò U , êàòî: àêî Z å C∞ âåêòîðíî
ïîëå â U è f å C∞ ðåàëíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ âúðõó U , òî ∇ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

(a) ∇x(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

(b) ∇X+YZ = ∇xZ +∇YZ;

(c) ∇fXY = f ∇xY ;

(d) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇xY.

Òåçè ñâîéñòâà ïîêàçâàò, ÷å âåêòîðúò (∇XY )P , P ∈ U çàâèñè ñàìî îòXP è ñòîéíîñòèòå
íà Y ïî êðèâà, äîïèðàùà ñå äî XP .

{ei :=
∂

∂ xi
∈ XU} ⇒ ∇ei

ej = Γk
ij ek ∈ XU , i, j, k = 1, ..., n.

X = λi ei, Y = µj ej ⇒ ∇XY = λi (ei µ
j) ej + λi µj (∇ei

ej)

Ôóíêöèèòå Γk
ij ñå íàðè÷àò êîìïîíåíòè íà ëèíåéíàòà ñâúðçàíîñò ∇ â îáëàñòòà U .

Òåíçîð íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà ∇ å 2f -ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå

T : XU × XU → XU ,

äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

T (X, Y ) := ∇XY −∇YX − [X, Y ], X, Y ∈ XU .

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

(a) T (X, Y ) = −T (Y,X);

(b) T (X + Y, Z) = T (X,Z) + T (Y, Z);

(c) T (fX, Y ) = T (X, fY ) = f T (X,Y ), f ∈ FU , X, Y, Z ∈ XU ;

(d) T (ei, ej) = T k
ij ek, T k

ij = Γk
ij − Γk

ji.

Ñâúðçàíîñòòà ∇ ñå íàðè÷à ñèìåòðè÷íà (èëè ñâúðçàíîñò áåç òîðçèÿ), àêî T ≡ 0.
Òåíçîð íà êðèâèíàòà R íà ëèíåéíàòà ñâúðçàíîñò ∇ å 3f -ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå

R : XU × XU × XU → XU ,

äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

R(X,Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ XU .

R ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà
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(a) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z, X, Y, Z ∈ XU ;

(b) R(fX, Y )Z = R(X, fY )Z = R(X, Y )fZ = fR(X,Y )Z, f ∈ FU ;

(c) R(ei, ej)ek = Rl
ijk el, Rl

ijk =
∂ Γl

jk

∂ xi −
∂ Γl

ik

∂ xj + Γl
is Γs

jk − Γl
js Γs

ik.

Íåêà M è M ′ ñà C∞ äèôåðåíöèðóåìè ìíîãîîáðàçèÿ ñ ëèíåéíè ñâúðçàíîñòè ∇ è ∇′

ñúîòâåòíî. C∞ èçîáðàæåíèåòî f : M → M ′ ñå íàðè÷à çàïàçâàùî ñâúðçàíîñòòà, àêî
çà ïðîèçâîëíè âåêòîðíè ïîëåòà X, Y âúðõó M

f∗(∇XY ) = ∇′
f∗X(f∗Y ).

Çàäà÷à 19.1. Íåêà ñà äàäåíè âåêòîðíèòå ïîëåòà X = (a, b, c) ∈ R3 è

Y = (x1(x2)2 + 4x3 = y1, (x2)2 − x1 = y2, x1 + (x3)3 = y3).

Äà ñå íàìåðè ∇XY .

Çàäà÷à 19.2. Íåêà f å C∞ èçîáðàæåíèå íà äèôåðåíöèðóåìîòî ìíîãîîáðàçèå M âúðõó
äèôåðåíöèðóåìîòî ìíîãîîáðàçèå M ′, çàïàçâàùî ñâúðçàíîñòòà. Äà ñå äîêàæå, ÷å

f∗T (X, Y ) = T ′(f∗X, f∗Y ), f∗R(X, Y )Z = R′(f∗X, f∗Y )f∗Z, X, Y, Z ∈ XM.

20 Äèôåðåíöèàëíà Ãåîìåòðèÿ - êîíñïåêò

1. Ãëàäêè ëèíèè. Åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

2. Ïðàâèëíè ëèíèè. Ïðèäðóæàâàù òðèåäúð.

3. Ôîðìóëè íà Ôðåíå çà ïðàâèëíà ëèíèÿ.

4. Ñêàëàðíè è âåêòîðíè èíâàðèàíòè íà ëèíèÿ. Åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ïðàâèëíà
ëèíèÿ.

5. Ðàâíèííè ëèíèè.

6. Ãëàäêè ïîâúðõíèíè. Òàíãåíöèàëíà ðàâíèíà. Èíâàðèàíòíîñò.

7. Ïúðâà îñíîâíà ôîðìà íà ïîâúðõíèíà.

8. Èçîáðàæåíèå íà Âàéíãàðòåí. Èíâàðèàíòíîñò. Âòîðà îñíîâíà ôîðìà íà ïîâúðõíèíà.
Ãàóñîâî èçîáðàæåíèå íà ïîâúðõíèíà.

9. Ãàóñîâà è ñðåäíà êðèâèíà íà ïîâúðõíèíà. Èíâàðèàíòíîñò.

10. Íîðìàëíà êðèâèíà íà ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà. Òåîðåìà íà Meusnier.

11. Àñèìïòîòè÷íè ëèíèè. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè.

12. Ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ íà ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà. Ãëàâíè ëèíèè íà ïîâúðõíèíà.
Îìáèëè÷íè òî÷êè âúðõó ïîâúðõíèíà.
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13. Ôîðìóëà íà Îéëåð çà íîðìàëíèòå êðèâèíè. Îñêóëà÷åí ïàðàáîëîèä. Èíäèêàòðèñà
íà Dupin.

14. Ïðàâîëèíåéíè ïîâúðõíèíè. Öåíòðàëíà ëèíèÿ íà ïðàâîëèíåéíà ïîâúðõíèíà. Ðàçâèâàåìè
ïîâúðõíèíè.

15. Óðàâíåíèÿ çà ïðîèçâîäíèòå. Óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò íà ïðîèçâîäíèòå.

16. Äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà. Äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå ìåæäó
ãëàäêè ïîâúðõíèíè. Äèôåðåíöèàë íà èçîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêè ïîâúðõíèíè.
Îðèåíòèðóåìîñò íà ïîâúðõíèíà

17. Ïàðàëåëíî ïðåíàñÿíå ïî ãëàäêà ëèíèÿ âúðõó ïîâúðõíèíà

18. Ãåîäåçè÷íè ëèíèè íà ïîâúðõíèíà

19. Ïàðàëåëíè ãåîäåçè÷íè êîîðäèíàòè. Ìèíèìàëíî ñâîéñòâî íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè

20. Èçîìåòðèÿ ìåæäó äâå ïîâúðõíèíè. Ïîâúðõíèíè ñ ïîñòîÿííà Ãàóñîâà êðèâèíà

21. Êîíôîðìíî èçîáðàæåíèå ìåæäó äâå ïîâúðõíèíè

22. Ãëàäêè ìíîãîîáðàçèÿ, ãëàäêè ôóíêöèè è èçîáðàæåíèÿ. Äîïèðàòåëíè âåêòîðè è
äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êà íà ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå. Äèôåðåíöèàë íà ãëàäêî
èçîáðàæåíèå.

23. Ãëàäêè âåêòîðíè ïîëåòà. Êîìóòàòîð

24. Ëèíåéíà ñâúðçàíîñò. Êðèâèíà è òîðçèÿ íà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò. Ñèìåòðè÷íè ëèíåéíè
ñâúðçàíîñòè.
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