EINFUHRUNG IN DIE HOHERE MATHEMATIK
ERSTER TEIL

WESSELKA MIHOVA

Begriffsbildungen, Vorgehensweisen und Erkenntnisse in einer Wissenschaftsdisziplin lassen
sich immer dann prazise und zweifelsfrei darstellen, wenn eine geeignete Fachsprache zur
Verfligung steht, deren “Vokabeln” und deren “Grammatik” vollstandig und eindeutig definiert
sind und bei korrekter Anwendung keiner Interpretationswillkiir unterliegen.

Zu den wichtigsten klassischen Grundbausteinen der mathematischen Fachsprache gehoren
Elemente der Aussagenlogik und der Mengenlehre. Wir wollen diese Elemente im folgenden
so weit darstellen, wie wir sie zur bequemen Anwendung der Mathematik auf ckonomische
Probleme benétigen.

1. GRUNDBEGRIFFE DER AUSSAGENLOGIK

1.1. Aussagen und Aussageformen. Die formale Logik beschaftigt sich mit den Regeln
bei der Bildung von Begriffen, Aussagen und Schliissen und bildet damit nicht nur eine
Grundlage der Mathematik, sondern jeder Wissenschaft.

Wir wollen im folgenden einige Grundbegriffe der zweiwertigen Aussagenlogik kennen-
lernen. Aussagen und ihre logischen Verkniipfungen mit Hilfe einer formalisierten Sprache
dienen dazu, exakte Formulierungen mathemetischer Sachverhalte zu ermoglichen.

Erklarung 1.1. Unter Aussagen versteht man sprachliche Gebilde (Sétze), von dennen man
sinnvoll annehmen kann, sie seien entweder “wahr” (w) oder “falsch” (f).

Die Aussage ist also eine gedankliche Widerspiegelung eines Sachverhaltes. Je nachdem,
ob dieser Sachverhalt der Realitat entspricht oder nicht, ist die Aussage entweder “wahr”
oder “falsch”.

Beispiel 1.2. a) 2 ist eine Primzahl.  (w)
b) V4 =+2. (f)
c) (—4)>=16. (w)
d) —2>2. (f)
e) Berlin ist die Hauptstadt von Deutschland.  (w)
f) Jeder Tisch hat vier Beine. (f)
g) 6 ist eine gerade Zahl.  (w)
h) 0:3=0. (w)
)7:0=0. ()

Jede Aussage kann nur einen der beiden Wahrheitswerte “wahr” oder “falsch” annehmen,
es gibt keine dritte Moglichkeit (Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch) .

Bemerkung 1.3. Der Wahrheitsgehalt der Aussage “Jede gerade Zahl, die grofier als 2 ist,
lafst sich als Summe zweier Primzahlen schreiben” ist (noch) unbekannt (Goldbach’sche Ver-
mutung). Wir zweifeln jedoch nicht daran, dal sie entweder wahr oder falsch sein mufl.

Daher werden auch derartige Sétze als Aussagen betrachtet.
1
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Aufgabe 1.4. Welche der folgenden sprachlichen Gebilde sind Aussagen?

a)22=>5 b) Quadrate schmecken bitter.
c¢) Alle Menschen sind sterblich.  d) Bist Du gesund?
e) Porsche baut die besten Autos. f) Eft mehr Gemiise!

In der Aussagenlogik wird haufig vom konkreten Inhalt der einzelnen Aussagen abgesehen
und ganz allgemein nur von Aussagen gesprochen.

Fiir Uberlegungen allgemeiner Art werden Symbole benutzt, die stellvertretend fiir bes-
timmte Aussagen stehen. Solche Symbole werden Variablen genannt. Dabei wird davon
ausgegangen, daf3 die Objekte, fiir die stellvertretend Variablen eingesetzt werden, einem
(dem jeweiligen Sachverhalt entsprechenden) Grundbereich entnommen werden.

Variablen werden in der Mathematik durch kleine lateinische Buchstaben a, b, ¢, ..., z,y, 2, ...,
oder x1, x9, T3, ... symboliziert.

Aussagevariablen, die mit konkreten Aussagen belegt werden konnen, werden in der for-
malen Logik mit A, B, C, ..., oder p, q,r, ... bezeichnet.

Aussagen werden meist in Form von Aussagesdtzen angegeben. Nicht alle Aussagesatze
sind jedoch Aussagen.

Die Sétze “a ist ein Teiler von 15” und “b ist keine Primzahl” sind zwar Aussageséitze, aber
keine Aussagen; man kann nicht feststellen, ob diese Sitze wahr oder falsch sind. Setzen wir
z.B. die Zahl 2 fiir @ und die Zahl 7 fiir b , so gehen die Sétze in die (falschen) Aussagen “2
ist ein Teiler von 15”7 und “7 ist keine Primzahl” tiber, bei den Einsetzungen 3 und 6 fiir a
und b ergeben sich wahre Aussagen.

Erklarung 1.5. Satze mit einer oder mehreren Variablen heiflen Aussageformen, wenn sie
bei spezieller Wahl der Variablen in eine Aussage iibergehen.

Aussageformen werden meist mit einem Buchstaben H, G, U und nachfolgender geklam-
merter Aufzéhlung der Variablennamen gekennzeichnet: H(z), G(a,b,c),U(x,y) (gelesen: H
von x, G von a,b, c usw.).

Beispiel 1.6. a) H(z) :x+4 =7 mit z € N;
b) G(a,b,c):a+b+c> 3, mit a,b,c € R;
¢) U(z,y) : x/y (gelesen: x ist ein Teiler von y) mit z,y € N;
d) H(z,y) : z < y.

Eine Aussageform H(x) wird quantifiziert, indem ihr die Wendungen “fiir alle x” oder “es
gibt mindestens ein x” vorangestellt werden. Als Abkiirzung fiir die Quantifikatoren “fir

alle” bzw. “es gibt mindestens ein” benutzt man in der formalen Logik die Zeichen V bzw.
3.

Beispiel 1.7.

Aussageform wahre Aussage
(1) z+5=3 mitreN JreN:x+4+5=3;
(2) y—2<3 mitzeR dJyeR:y—2<3;
3) a+2=24a mitaceR  VaeR:a+2=2+a.

Aussageformen der Art (1) und (2) nennt man “erfillbar”, Aussageformen der Art (3) -
“allgemeinguiltig” .

Die Aussage “Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl x mit x +5 = 3” ist falsch, wéhrend
die Aussage “Es gibt mindestens eine ganze Zahl x mit x + 5 = 3” wahr ist.
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Wir erkennen: Ob eine Aussage wahr oder falsch ist, hangt auch vom jeweiligen Grund-
bereich ab. Deshalb mufl dieser stets eindeutig vorgegeben werden.

Ausdriicke wie x + 2, a2, y — 3, 22 4+ y? nennt man Terme. Werden in diesen Ausdriicken
die Variablen durch Objekte eines vorgegebenen Grundbereiches belegt, so entstehen keine
Aussagen, sondern Bezeichnungen fiir Objekte.

Erklarung 1.8. Als Term bezeichnet man jeden mathematischen Ausdruck, der

- eine definierte Zahl darstellt, z.B. v/3.4 + 7 oder
- nach Ersetzen der vorkommenden Variablen durch Zahlen in eine definierte Zahl

iibergeht, z.B. 22 + 3%
Keine Terme sind sinnlose oder nicht definierte Ausdriicke wie z.B.
0 1
0 0
Terme werden oft mit dem Buchstaben 7" bezeichnet, gefolgt von den geklammerten Vari-
ablennamen, z.B.

0°.

Va 2, 2

(z) =1 (z,y) =2 +y
Jede mathematische Gleichung 77 = Ty (Ungleichung 7} < T5), deren Terme eine oder
mehrere Variable enthalten, ist eine Aussageform. Ersetzt man die Variablen der Gleichung
(Ungleichung) durch Elemente der zugehorigen Grundmenge, so geht die Gleichung (Ungle-

ichung) in eine (wahre oder falsche) Aussage tiber.

Erklarung 1.9. Diejenigen Elemente der Grundmenge, die eine Aussageform (Gleichung,
Ungleichung) zu einer wahren Aussage machen, heiflen Ldsungen der Aussageform (Gle-
ichung, Ungleichung). Sie werden zusammengefaft in der Lisungsmenge L der Aussageform
(Gleichung, Ungleichung).

Gelegentlich kann es vorkommen, dafl ein Element aus der Grundmenge beim Einsetzen
einen nicht definierten Ausdruck erzeugt. Daher ist es erforderlich, die Grundmenge zu
reduzieren auf die sogenannte Definitionsmenge.

Erklarung 1.10. Die Definitionsmenge D4 der Aussageform A(x) enthdlt nur diejenigen
Elemente der Grundmenge, bei deren Einsetzen A(z) in eine sinnvolle, definierte Aussage
iibergeht.

Beispiel 1.11. Die Losungsmenge L4 der Gleichung
Alx):(z+1)*=2"+2r+1, z€R

ist Ly = R, denn fiir jede Einsetzung aus der Grundmenge R geht die Gleichung in eine
wahre Aussage tiber.

Erklarung 1.12. Eine Aussageform (Gleichung, Ungleichung) A(z) heifit allgemeingiiltig,
wenn die Losungsmenge L4 von A(z) mit der Definitionsmenge D 4 von A(x) iibereinstimmt.

Erklarung 1.13. Zwei Terme T3(z) und Ty(x) heiflen dquivalent (gleichwertig), wenn bei
jeder Einsetzung von Variablen die beiden Terme 77 und 75 dieselben Zahlenwerte liefern.
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Beispiel 1.14. Folgende Terme sind jeweils aquivalent:
(i) Ti(x)=2"+5bx—14, Ty(z) = (v +7)(z — 2);

(i) Ti(x) =a* =y, Ty(x) = (2* +¢*)(2* — ¢°);
—b
(1ii) Ti(a,b,z) = Z_ T, Ty(a,b,z) = —x, a #b;
, ur — vr u—v
() Ti(u,v,x) =2 Tr(u,v,x) = o x#0,-T7.

Erklarung 1.15. Eine Aussageform (Gleichung, Ungleichung) A heift unerfillbar (oder:
widerspriichlich), wenn keine Zahl aus der Definitionsmenge Losung von A ist.
Die Losungsmenge unerfiillbarer Aussageformen ist leer.

Zusammenfassung: Es gibt Aussageformen (Gleichungen, Ungleichungen), die in R
(i) l6sbar sind, und zwar
- mit genau einer Losung, z.B. + —1=0, L ={1};
- mit mehreren Losungen, z.B. 2?2 =4, L = {-2,2};
- mit unendlich vielen Losungen, z.B.
<49, L={reR| —-T<x<T}
(i) allgemeingiiltig sind, z.B. 22 = 1= (z —1)(z +1), L =R;
(iii) unerfiillbar sind, z.B. 2> +1=0, L = 0.

Aufgabe 1.16. (i) In welchen Féllen handelt es sich um Aussagen, in welchen Fallen
um Aussageformen?

a) ¥* +1=1+ 2% b)A+B=1;, ¢)4+1=0;

d)0<0®=v4—-1;, e)axt+y=4 Hy=a22+1;
1

q) B =0; h) a’® + b2; i) 2 ist Losung von = > 4.

(ii) Man gébe die Losungsmengen folgender Aussageformen an. Welche Aussageformen
sind allgemeingiiltig, welche unerfiillbar? (Grundmenge: R)

a) x? = 49; b) p* > 0; c)0z=5z; d)(y+1)(y+2)=0;
e)0+x=5+x; f)2z24+41=1+2z  g)a?> 36 h) u* < 81.

Von jeder gegebenen Aussage 1483t sich eine neue Aussage, ihre Negation, bilden.

Erklarung 1.17. Die Negation (Verneinung) einer Aussage ist genau dann wahr, wenn die
Aussage falsch ist und umgekehrt.

Die Negation einer Aussage A wird mit A (gelesen: nicht A) bezeichnet.
Die Beziehungen zwischen den Wahrheitswerten von A und Alassen sich in einer Wahrheitswert-
AlA
tabelle zusammenstellen: | w | f
f|w
Auch quantifizierte Aussageformen kénnen negiert werden.
So gilt beispielsweise im Bereich

a) der natiirlichen Zahlen 3z :2 <0 (f) und Jz:z <0 (wW);

Jz:2<0(f) und Jz:2<0 (w).
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b) der ganzen Zahlen Jz <0 (w) und Jr <0 (f);
Jx <0 (w) und Jz <0 (f).

Allgemein ist die Formulierung 3z : H(z) (gelesen: es gibt kein 2 mit H(x)) gleichbedeu-
tend mit ¥V : H(z) (gelesen: fiir alle z gilt die Negation von H(z)).

Eine analoge Beziechung besteht zwischen Va : H(x) und 3z : H(z).

So ist z.B. die Formulierung “Nicht alle Abteilungen des Betriebes arbeiten dreischichtig”
gleichwertig mit der Aussage “Es gibt mindestens eine Abteilung des Betriebes, die nicht

dreischichtig arbeitet”.

1.2. Verkniipfungen von Aussagen und Aussageformen. Aus zwei gegebenen Aus-
sagen A und B lassen sich mit Hilfe von Bindewortern (Junktoren) neue Aussagen gewinnen.
Haufig auftretende Verkniipfungen von Aussagen sind die sogenannten klassischen Aus-

sagenverbindungen:
Name Schreibweise | gelesen
Konjunktion ANB Aund B
Alternative AV B A oder B
Disjunktion A=xB entweder A oder B
Implikation A= B wenn A, so B
Aquivalenz A< B A genau dann, wenn B

Es interessiert uns vor allem der Zusammenhang zwischen dem Wahrheitswert einer Aus-
sagenverbindung und den Wahrheitswerten der verbundenen Einzelaussagen.

Erklarung 1.18. Werden zwei Aussagen durch und verbunden, so heiffit die entstandene
Aussagenverbindung Konjunktion (Junktor: “und”; Quantor: A).

Die Konjunktion A A\ B ist genau dann wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr sind.
A|B|AAB
wlw| w
Die Wahrheitstafel fiir die Konjunktion ist: w | f f
fl|w f
flf f

A N B bedeutet logisch dasselbe wie B A A (Kommutativgesetz).

Beispiel 1.19. Grundbereich: G = {2,3,4,5};
Aussage A : {Hy(x) : x < 4};
Aussage B : {Hy(x) : x ist geradzahlig}.
Streng genommen sind Hy(z) und Hy(z) Aussageformen, die erst bei Belegung der Vari-
ablen z in Aussagen iiberfiihrt werden.
|A|B|AAB
2 <4 und 2 ist geradzahlig | w | w w
3 < 4 und 3 ist geradzahlig | w | f f
4 < 4 und 4 ist geradzahlig | f | w f
5 < 4 und 5 ist geradzahlig | f | f f

Erklarung 1.20. Werden zwei Aussagen durch oder verbunden, so heiffit die entstandene
Aussagenverbindung Alternative (Junktor: “oder”; Quantor: V).
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Die Alternative AV B ist genau dann wahr, wenn wenigstens eine ihrer Aussagen A und
B wabhr ist.

A|B|AVB
w|w w
Die Wahrheitstafel fiir die Alternative ist: w | f w
flw W
f|f f

Das oder in einer Alternative wird als einschlieffendes oder bezeichnet, weil die Wahrheit
der einen Aussage die Wahrheit der anderen nicht ausschlief}t.
AV B bedeutet logisch dasselbe wie B V A (Kommutativgesetz).

Beispiel 1.21. Grundbereich: G = {2,3,4,5};
Aussage A: {Hy(x) : z < 4};
Aussage B: {Hs(x) : x ist geradzahlig}.
|A|B|AVB
2 < 4 oder 2 ist geradzahlig | w | w w
3 < 4 oder 3 ist geradzahlig
4 < 4 oder 4 ist geradzahlig
5 < 4 oder 5 ist geradzahlig

o =
S s
=

Erklarung 1.22. Werden zwei Aussagen durch entweder - oder verbunden, so heifit die
entstandene Aussagenverbindung Disjunktion (Junktor: “entweder - oder”: Quantor: =).

Die Disjunktion A < B ist genau dann wahr, wenn die Aussagen A und B verschiedene
Wahrheitswerte haben.

A|B|Ax<B
w|w f
Die Wahrheitstafel fiir die Disjunktion ist: w | f w
flw w
ff f
A = B bedeutet logisch dasselbe wie B < A (Kommutativgesetz).

Beispiel 1.23. Grundbereich: G = {2, 3,4,5};
Aussage A: {Hy(x) : x < 4};

Aussage B: {Hs(x) : x ist geradzahlig}.

(A|B|A=DB

Entweder ist 2 < 4 oder ist 2 geradzahlig | w | w

Entweder ist 3 < 4 oder ist 3 geradzahlig | w | f

Entweder ist 4 < 4 oder ist 4 geradzahlig | f | w

Entweder ist 5 < 4 oder ist 5 geradzahlig | f | f

Erklarung 1.24. Werden zwei Aussagen durch wenn - so verbunden, so heifit die ent-
standene Aussagenverbindung Implikation (Folgerung) (Junktor: “wenn - so”; Quantor:
=).

Aufler der formulierung “wenn A, so B”, werden fiir eine Implikation auch andere Wen-
dungen benutzt: “aus A folgt B”; “A ist eine hinreichende Bedingung fiir B”; “B ist eine

notwendige Bedingung fiir A”.
A ist die Voraussetzung (Préamisse), B ist die Behauptung (Konklusio).
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Die Implikation A = B ist genau dann falsch, wenn die Voraussetzung wahr und die
Behauptung falsch ist.

A|B|A=B
w | W w
Die Wahrheitstafel fiir die Implikation ist: w | f f
flw w
£t w

Bemerkung 1.25. Jede Implikation, deren Behauptung wahr ist, ist auch wahr, unabhéangig
davon, ob die Voraussetzung wahr ist oder nicht. Ebenso ist jede Implikation wahr, deren
Voraussetzung falsch ist, unabhangig davon, ob die Behauptung wahr ist oder nicht.

Aus der Giiltigkeit der Folgerung A = B 148t sich durch Kontraposition der Schluf3 ziehen:
Immer, wenn B falsch ist, dann ist auch A falsch (denn andernfalls - d.h. wenn A wahr wére
- miifte wegen A = B auch B wahr sein).

A = B bedeutet dasselbe, wie B = A.

Die Implikation ist nicht umkehrbar, d.h die Aussagen A und B diirfen nicht gegenseitig
vertauscht werden.

Beispiel 1.26. Grundbereich: G = {2, 3,4,5};

Aussage A: {Hy(x) : x < 4};

Aussage B: {Hj(x) : x ist geradzahlig}.

|A|B|A=B

Wenn 2 < 4, so ist 2 geradzahlig | w | w w

Wenn 3 < 4, so ist 3 geradzahlig | w | f f

Wenn 4 < 4, so ist 4 geradzahlig | f | w w

Wenn 5 < 4, so ist 5 geradzahlig | f | f w

Es gilt die Folgerung A = B, wenn alle Losungen von H;(z) auch Losungen von Hs(x)
sind.

Aufgabe 1.27. Man untersuche, ob der Folgerungspfeil korrekt verwendet wurde:

a)1?=9=1r=3Vr=-3; ) (x —1)(z—-2)=0=2—-1=0;
c)x=3=2*=9; d)z> =16 =0= z = 4;

e) z =4 =22 =4 Hrx+1)=0=>2+1=0;

g) 7 <16 = z < 4; h)z? <16 =z <4 Az > —4;

i) k%> 16 =k > 4; j)x<3=1*<9;

k) (z—4)(z+5)=0=2=4V z=—5.

Beispiel 1.28. (1) Zu beweisen ist die Irrationalitit von der Zahl v/2.
Beweis. Statt die Aussage p = {1/2 ist irrational} zu beweisen, widerlegt man die
Aussage p = {/2 ist rational}.
Annahme: /2 ist rational. Dann ist /2 darstellbar als Bruch % mit m,n € Z
nicht beide durch 2 teilbar. (Sonst kiirze man den Bruch.) Aus v/2 = = folgt 2 = %2
und damit 2n? = m?2. Also ist m? gerade. Dann ist auch m gerade, m = 2k, k € Z.

(Denn das Quadrat jeder ungeraden Zahl ist ungerade!) Aus 2n? = m? und m = 2k
folgt 2n? = 4k?, d.h. n? = 2k?. Also ist auch n gerade.
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Das ist ein Widerspruch; m, n sollten nicht beide durch 2 teilbar sein.

(2) Fir je zwei positive Zahlen a, b gilt: a* < b* = a < b.

Indirekter Beweis. Es sei a® < b%.

Annahme: a > b. Dann folgt durch Multiplikation mit a, da @? > ab, und durch
Multiplikation mit b, da8 ab > 4%, also a® > b

Das ist ein Widerspruch.

Beweis durch Ubergang zur Kontraposition. Anstelle von a? < b® = a < b beweisen
wir die Kontraposition der Aussage: a > b = a? > b?.
Aus a > b folgt durch Multiplikation mit a, da a? > ab, und mit Multiplikation
mit b, daB ab > b?. Also ist a? > b2
O

Erklarung 1.29. Werden zwei Aussagen durch genau dann, wenn verbunden, so heifit die
entstandene Aussagenverbindung Aquivalenz (Junktor: “genau dann, wenn”; Quantor: <).

Man sagt:

- Genau dann, wenn A(z) gilt, gilt auch B(z).
- Wenn A(z), so B(x) und umgekehrt.
- A(z) ist notwendig und hinreichend fir B(z) bzw.
- B(z) ist notwendig und hinreichend fiir A(z).
- A(x) ist dquivalent zu B(x).
A und B diirfen dabei vertauscht werden.
Die Aquivalenz A < B ist genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert
haben.
Zwei Aussageformen A(z) und B(z) sind dquivalent genau dann, wenn die Losungsmengen
beider Aussageformen tibereinstimmen.
Bei der Umformung von Gleichungen zur Losungsfindung darf man daher nur
Aquivalenzumformungen vornehmen, d.h. Gleichungsumformungen, die die Lésungsmenge
der Ausgangsgleichung nicht verandern.

Aufgabe 1.30. Man untersuche durch Vergleich der Lésungsmengen, ob folgende Aussage-
formen dquivalent sind (d.h. ob der Aquivalenzpfeil zutreffend angewendet wurde):

a) x =7 x* =49; r=1Ver=4< (z—1)(x—4) =0
1
c)x 2:0A337é2(:>x:1; d) x> >0& 1z >0;
x‘_

e) Vr=—4 & x=16; fr*>9&x>3Ve< -3

Bemerkung 1.31. Bei allen Aussagenverbindungen der formalen Logik ist zu beachten, daf3
der Wahrheitswert einer Aussagenverbindung nicht vom Sinn (der Intension) der Einzelaus-
sagen, sondern nur von deren Wahrheitswert abhéngt. Sie werden deshalb extensionale
Aussagenverbindungen genannt.

Erklarung 1.32. Eine aus einzelnen Aussagen mit Hilfe von Junktoren zusammengesetzte
Aussage, die unabhéngig von den Wahrheitswerten der Einzelaussagen wahr ist, nennt man
aussagenlogisch allgemeingiiltig, ein Gesetz der Aussagenlogik oder eine Tautologie.
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Sind A und B zusammengesetzte Aussagen und ist A < B eine Tautologie, so nennt man
A und B aussagenlogisch equivalent.

Ist A = B eine Tautologie, so sagt man: Die Aussage A folgt aussagenlogisch aus B.

Beispiel 1.33. Ist A eine Aussage, so ist die Aussage A V A eine Tautologie.

Aufgabe 1.34. (1) Im Grundbereich der natiirlichen Zahlen sind folgende mathematis-
chen Ausdriicke gegeben:

a)3/18; b) 3z >0;  c¢)(a—b)*=a®— 2ab+ b*;

5 — 4 2 42
Dafy ed+e<s f)2= 9) x: .

Man bestimme die Aussagen, die Aussagenformen und die Terme.

(2) Man quantifiziere die Beispiele b) bis e) in Aufgabe 1 mit Hilfe der Quantoren V oder
d so, daf} stets wahre Aussagen entstehen.

(3) Gegeben sind folgende Aussagenverbindungen:
a) Eine natiirliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade.
b) Eine natiirliche Zahl, die durch 6 teilbar ist, ist auch durch 3 teilbar.
c¢) Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 6 teilbar, wenn sie gerade und durch
3 teilbar ist.
Um welche Aussagenverbindungen handelt es sich?

(4) Mit den Aussagen
A: 5 ist ein Teiler von 15.
B: 7 ist eine ungerade Zahl.
C: 9 ist eine Primzahl.
D: 8 ist durch 2 teilbar.
E: 8 ist eine ungerade Zahl.
F: 2 ist eine Primzahl.
sind nachstehende Aussagenverbindungen aufzubauen und auf ihren Wahrheitswert
zu priifen:
a) ANB b) ANC ¢) AVvD d) E=F
e) EVC f) B&F g)D=F hC<sE

(5) Man negiere folgende Aussagen:
a) Das Papier aller Biicher ist weif3.
b) Es ist nicht wahr, da} 3 42 =5 ist.
c¢) Alle Studenten unserer Seminargruppe erreichen im Fach Mathematik die Note

“Sehr gut’.

(6) Welche Eigenschaft besitzen die Zahlen, fiir die die Konjunktion A A B der folgenden
Aussagen gilt?
Aussage A: Eine gegebene Zahl ist durch 3 teilbar,
Aussage B: Eine gegebene Zahl ist durch 4 teilbar.

(7) Man tberpriife durch Aufstellen von Wahrheitstabellen die folgenden Gesetze der
(zweiwertigen) Aussagenlogik (Aussagenalgebra). Dabei behauptet der Aquivalen-
zpfeil <, dafl die Wahrheitstabellen iibereinstimmen:
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a) AVB< AANB; (AAB) <& AV B;
AV(BAC) 4 (AV B)AC.
b) (AVB)VC < AV (BVC(C);, (AANAB)ANC < AN(BAC).

c) AV(BAC)< (AVB)A(AVCO);
AN(BVC)< (ANB)V(ANC).

d) AVAs A, ANA<S A
e) AV(AANB) < A; AN(AVB) < A
f) AV A immer war; A A A immer falsch.

2. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

2.1. Der Mengenbegriff. In der Umgangssprache bezeichnet das Wort Menge eine unbes-
timmte, nicht naher bekannte Anzahl gleichartiger Objekte. Wir sprechen von der Menge
der Zuschauer bei einem Fuf3ballspiel, der Menge der Neubauten einer Stadt, der Menge der
Teilnehmer an einer Kundgebung.

In der Mathematik ist der Begriff der Menge ein Grundbegriff, der sich nicht auf noch
allgemeinere Begriffe zuriickfiithren 148t, sich nicht definieren 148t (wie der Begriff Punkt in
der Geometrie oder war in der Logik).

Von Georg Kantor (1845 - 1918), dem Begriinder der klassischen Mengenlehre, stammt
die folgende Definition einer Menge:

Erklarung 2.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens - welche die Elemente der Menge genannt
werden - zu einem Ganzen.

Nach dieser Erklarung soll unter einer Menge eine Gesamtheit von wirklichen oder gedachten
Objekten verstanden werden, wenn vor der Zusammenfassung von jedem Objekt einwandfrei
festgestellt bzw. entschieden werden kann, ob es der Gesamtheit angehort oder nicht.

Die grundlegende Beziehung zwischen einer Menge und ihren Elementen, die sogenannte
Element-Mengen-Relation, wird kurz symbolisiert durch x € M (gelesen: x ist ein Element
der Menge M oder x gehort zu M), bzw. © ¢ M (gelesen: x ist nicht Element der Menge
M oder x gehort nicht zu M).

Bei der Bildung von Mengen mufl vorausgesetzt werden, dafl ein Grundbereich, dem die
einzelnen Elemente der Menge entnommen werden, bereits vorgegeben ist.

Zur eindeutigen Festlegung einer Menge formulieren wir das Mengenbildungsprinzip :

Ist H(z) eine Aussageform iiber einem gegebenen Grundbereich G, so gibt es eine eindeutig
bestimmte Menge M, die genau diejenigen Elemente des Grundbereiches enthalt, fiir die
H(x) wahre Aussagen ergibt.

Eine Menge kann demnach folgenderweise beschrieben werden:

(1) durch die Angabe des jeweiligen Grundbereiches und einer die Menge M erzeugenden
Aussageform H(z) (d.h. durch eine die Menge charakterisierende Eigenschaft).
Schreibweise: M = {z| x € G AN H(z)} (gelesen: M gleich Menge aller x, mit x
Element von G und H(z)).
(2) durch die Aufzdhlung aller ihrer Elemente.
Schreibweise: M = {3,4,5,6,7}. Dabei ist die Reihenfolge innerhalb der Mengen-
klammern unerheblich.



EINFUHRUNG IN DIE HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 11

Die vollstédndige Aufzédhlung aller Elemente ist nur bei endlichen Mengen (d.h. bei
Mengen mit endlich vielen Elementen) moglich.
Unendliche Mengen (d.h. Mengen mit mehr als endlich vielen Elementen) miifien
geméf (1) beschrieben werden.
(3) durch graphische Darstellung.

Zur graphischen Veranschaulichung von Mengen benutzt man haufig sogenannte Venn-
Diagramme, d.h. berandete Punktmengen in der Zeichenebene. Die Menge wird veran-
schaulicht durch die Menge aller im berandeten Bereich liegengen Punkte.

Bei der Festlegung einer Menge spielen die Aussageformen H*(x) : x = z und Hy(x) : © #
x eine besondere Rolle.

Die Aussageform H*(x) : x = x wird offensichtlich von jedem Objekt des vorgegebenen
Grundbereiches G erfiillt; deshalb wird die dadurch festgelegte Menge auch als Grundmenge
bezeichnet.

Die Aussageform Hy(z) : = # = wird dagegen, unabhéngig vom betrachteten Grund-
bereich, von keinem Objekt erfiillt; die entsprechende Menge enthalt also kein Element und
wird leere Menge (symbolisch: ()) genannt. Die leere Menge wird in der Literatur auch als
Nullmenge bezeichnet.

Die Menge M = {0} ist eine Einermenge, da sie ein (eiziges) Element, die Zahl 0, enthilt,
wihrend die Nullmenge 0 Elemente (kein Element) besitzt bzw. leer ist.

Beispiel 2.2. (1) 0 = {z e R| 2? < 0};
(2) M ={zeR|2?<0}={0};
B)D={z|zeNA(z2=-3=0)};
(4) L={z|zeRA@2-3=0)}={V3;—V3}.

Bestimmte Zahlenmengen, die haufig in der Mathematik verwendet werden, haben genormte
Symbole:

(1) N:={1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen);
(2) Z:={...—2,-1,0,1,2,...} (Menge der ganzen Zahlen);

3) Q:={x]x= S mit p,q € Z und g # 0} (Menge der rationalen Zahlen);

Fiigt man die sogenannten irrationalen Zahlen (wie z.B. V2, v/10, =, ...) zur Menge
Q der rationalen Zahlen hinzu, so ergibt sich
(4) R :={Menge der reellen Zahlen}.

Bemerkung 2.3. Mit Z*,QT,RT wollen wir die jeweils positiven und mit ZJ, Qf, Ry die
jeweils nichtnegativen ganzen, rationalenn bzw. reellen Zahlen bezeichnen. Analog bedeutet
Ny ={0,1,2,...} die Menge der um die Zahl 0 erweiterten natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 2.4. (1) Geben Sie die folgenden Mengen in aufzidhlender Form an:
a) M ={z|zeNA(2?+2x—15=0)};
b) M={zx|z€ZAN(z*+2xz—-15=0)};
c) M={z|zeRA(z*>+4=0)}.

(2) Beschreiben Sie die folgenden Mengen durch Angabe wenigstens einer Eigenschaft:

a) {1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81};
b) {2; 11; 101; 1001};
c) {1;-1}.
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(3) Welche folgender vier Aussagen ist richtig?
a)3€{3}; b){3}e{3}; o {3}e€3; d)3e3.

2.2. Relationen zwischen Mengen. Zwischen Mengen konnen verschiedene Relationen
(Beziehungen) bestehen. Elementare Mengenrelationen sind Gleichheit und Enthaltensein
(Teilmengeneigenschaft).

Gleichheit zweier Mengen

Erklarung 2.5. Zwei Mengen A und B heiflen gleich, geschrieben A = B, wenn sie nur
dieselben Elemente enthalten.

A=B: Ve ze A x e B.

Eine Menge {a} mit einem Element ist sorgfiltig zu unterscheiden von dem Element a
selbst. Es gilt: x € {a} @z =a.
Gleiche Mengen konnen durch verschiedene Aussageformen erzeugt werden.

Beispiel 2.6. (1) A= {z| 2z € NA22/20}; B = {1;2;5;10}. Beide Mengen enthalten
nur dieselben Elemente; es gilt A = B.
(2) A={z|x e NAz <3}; B={x]|z e NA2 <7} Beide Mengen enthalten nur
dieselben Elemente; es gilt A = B.

Die Mengengleichheit ist eine Aquivalenzrelation, d.h. sie ist sicher
a) reflexiv: A = A;
b) symmetrisch: A =B = B = A;
c) transitiv: A=BAB=C=A=C.

Teilmengenrelation

Erklarung 2.7. Gehoren alle Elemente einer Menge A zugleich einer Menge B an, so heif3t
A Teilmenge von B.
ACB:&aVr:x € A=z € B.

Anstelle von A C B (gelesen: A ist Teilmenge von B oder A ist enthalten in B) ist auch
B D A (gelesen: B ist Obermenge von A oder B umfafit A) gebrauchlich.

Es gilt stets:

M C M Jede Menge ist (unechte) Teilmenge von sich selbst.

() € M Die leere Menge ist in jeder Menge enthalten.

Beim Enthaltensein wird, wenn notwendig, unterschieden zwischen enthalten und echt
enthalten. Die Formulierung “echt enthalten” ist wesentlich strenger als “enthalten”. Sie
fordert, da3 die Menge B aufler den gleichen Elementen wenigstens ein Element mehr enthalt
als die Menge A.

Erklarung 2.8. Eine Menge A heifit echte Teilmenge der Menge B, wenn A Teilmenge von
B ist und aulerdem mindestens ein Element x € B existiert, das nicht zu A gehort.

ACB & (ACB)AN(A#B).
Die Mengenrelation Enthaltensein umfafit den Fall der Gleichheit zweier Mengen.
Im Falle der Gleichheit von A und B gilt:

A=B & (ACB)A(BCA).
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Die Teilmengenrelation ist eine Ordnungsrelation, d.h. sie ist sicher
a) reflexiv: A C A;
b) identitiv: AC BABC A= A= B;
¢) transitiv: ACBABCC=ACC.

Beispiel 2.9. Die Studenten einer Seminargruppe bilden eine Menge im mathematischen
Sinne. Diese Menge soll mit G' bezeichnet werden. Die Menge M der mannlichen Studenten
dieser Seminargruppe ist eine Teilmenge von G. Es existiert noch eine andere Teilmenge von
G, die Menge W der weiblichen Studenten dieser Seminargruppe. Man nennt die Menge W
die Komplementirmenge von M in G und bezeichnet sie mit M (gelesen: M quer).

Erklarung 2.10. Ist H(x) eine Aussageform iiber einer Grundmenge G, dann heiflen die
Mengen M = {z |z € GAH(x)} und M = {z |z € G A H(x)} zueinander komplementdire
Mengen in G.

MCG=Vo:oeMereGAr ¢ M.

Beispiel 2.11. NCZ = N:={..-3,-2 -1,0}, d.h. N enthilt alle negativen ganzen
Zahlen und die Zahl Null.

Die Negation der Teilmengenbeziehung bedeutet: A ist nicht Teilmenge von B (A € B),
wenn nicht alle Elemente von A auch zu B gehoren, wenn es also mindestens ein Element
von A gibt, das nicht zugleich Element von B ist.

Erklarung 2.12. Die Menge P(M) aller Teilmengen einer Menge M heifit die Potenzmenge
der Menge M.
P(M):={X| X C M}.

Die Elemente der Potenzmenge sind selbst Mengen.

Solche Mengen, deren Elemente selbst Mengen sind, werden Mengensysteme genannt.
Beispiel 2.13. A =1{2;3;4} <

PA) = {0: {2} {3} {4} {23} {2:4}: {3141 {2 3; 4} )

Erklarung 2.14. Wenn in einem Satz von einer unbestimmten ganzen Zahl n die Rede
ist, die nur der einen Beschrankung unterworfen ist, nicht unterhalb eines gewissen An-

fangswertes a zu liegen, so kann man die allgemeine Giiltigkeit dieses Satzes haufig dadurch
dartun, dafl man folgendes nachweist:

i) Der Satz ist richtig fiir den Anfangswert a der Zahl n, also kurz fiir n = q;

ii) Der Satz ist, wenn k irgendeine nicht unterhalb a gelegene Zahl bedeutet und seine
Giiltigkeit fiir n = a,n = a + 1, ...,n = k vorausgesetzt wird, auch fiir den nachstfol-
genden Wert n = k + 1 richtig.

Diese Methode ist als Schlufi von n auf n+ 1 oder als die Methode der vollstindigen math-
ematischen Induktion bekannt.

Satz 2.15. Ist M eine endliche Menge und bezeichnet |M| = n die Anzahl ihrer Elemente,
so gilt fiir die Elementenzahl der Potenzmenge |P(M)| = 21Ml = 2,
Beweis. Wir wenden die Methode der vollstandigen mathematischen Induktion an.

- Ist M die leere Menge (), dann hat diese nur sich selbst zur Teilmenge:
M=0= |M|=0= P(M)={0}=|P(M)|=2"=1.
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- Ist M einelementig, d.h. M = {a}, so kann die Potenzmenge nur die leere Menge )
und M selbst als Elemente besitzen:

P({a}) = {0:{a}} = |P({a})| = 2" = 2.

- Fiir M = {a;b} wird die Potenzmenge bereits vierelementig:

P({a;b}) = {0: {a}; {0}: {a; 0}} = [P({a;b})| = 2* = 4.
- Fir M = {a;b;c} ist P({a;b;c}) achtelementig:

P({a;b;c}) = {0; {a}; {b}: {c}; {a; b}; {a; c}; {bs c}; {a; b; ¢}
= |P({a;b;c})| = 2° = 8.
- Wir nehmen nun allgemein die Richtigkeit des Gesetzes fiir ein beliebiges n € N an
und versuchen daraus die Giiltigkeit fiir n 4+ 1 herzuleiten.

Es sei M = {aq; as;...; an; a1} eine Menge mit n + 1 Elementen. Dann gibt es
nach unserer Induktionsannahme genau 2" Teilmengen, die das Element a,, 1 nicht
enthalten. Hinzu kommen noch einmal 2" Teilmengen, die a,,;1 als Element besitzen.
Das sind insgesamt 2" + 2" = 2.2" = 2! Teilmengen.

U
Aufgabe 2.16. (1) Formulieren Sie die Aussage A # B formal in Zeichen.

(2) Auf der Grundmenge G aller Dreiecke seien folgende Mengen erklért:
A = {z| x ist gleichseitiges Dreieck}
B = {x| z ist gleichschenkliges Dreieck}
C = {x| z ist rechtwinkliges Dreieck}
D = {z| x ist Dreieck mit wenigstens einem 45°-Winkel}
Stellen Sie graphisch die Beziehungen zwischen diesen Mengen dar.

(3) Welche Mengen werden durch folgende Aussageformen erzeugt, wenn als Grundbere-
ich die Menge der ganzen Zahlen gewahlt wird?
a) Hi(z) : =3 <2 <3; Hy(z): -3<z<3;

b) H3(x): —3<x+2<3; Hylz): -3<zx+2<3;
c) Hs(x) : —6 <22 <6; Hg(x): —6 < 2x <6.

2.3. Operationen (Verkniipfungen) mit Mengen. Mengen lassen sich durch verschiedene
Mengenoperationen miteinander verkniipfen, so dafl sich stets wieder eine Menge ergibt (so-
genannte innere Verknipfungen).

Die Durchschnittsmenge

Die Menge A N B (gelesen: A geschnitten B) aller Elemente, die sowohl einer Menge A
als auch einer Menge B angehoren, ist der Durchschnitt von A und B.

ANB:={x|x e ANz € B}.

Beispiel 2.17. (1) My ={1;2;3;4;5;6}; My ={2;4;6;8,10} =
M, N My ={2;4;6}.
(2) My ={1;2:3;4}; Mo ={2:4} =
My 0 M, = {2:4} = M.
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(3) My ={-1;-2;-3}; M, ={1;2,3} =
Ml N M2 = @

Sind A und B durch die mengenbildenden Eigenschaften H;(x) bzw. Hy(z) erkléart, d.h.
A={zx|z e GANH(x)}, B={z|xze GANHx)},
so fordert die Durchschnittsmenge die Erfiillung beider Eigenschaften:
ANB={x|z € GANH(x) N Hy(x)}.

Haben beide Mengen keine gemeinsamen Elemente, so ist ihr Durchschnitt leer; die Men-
gen heiflen in diesem Fall elementenfremd oder disjunkt.

Aufgabe 2.18. A, B, C seien Mengen. Es gilt stets:
(1) AnNA=A, INnA=AN0 =70
(2) ANB=A< ACB, ANB=B< BCA;

(3) die Mengendurchschnittsverkniipfung ist kommutativ und assoziativ:
ANB=BNA, (AnB)NnC=An(BNC).

Erst die Assoziativitdat ermoglicht eine Verallgemeinerung der Durchschnittsverkniipfung
auf mehr als zwei Mengen.

Erklarung 2.19. Der Mengenterm

ANAN . NA, = Ai={z|reGAreA,Vi=12 .. n}neN
=1

heiit generalizierter Durchschnitt der Mengen Ay, A,, ..., A,,.

Beispiel 2.20. Hochwertige technische Erzeugnisse werden einer Vielzahl von Kontrollen
unterworfen, bevor sie in den Vertrieb kommen. Interpretieren wir A; als die Menge der
Produkte, welche die i-te Kontrolle fehlerfrei passiert haben, so wird nach n(€ N) Priifungen
gerade die Menge (), A4; fiir den Vertrieb freigegeben, da genau diese Erzeugnisse sdmtliche
Priifungen tiberstehen konnten.

Die Vereinigungsmenge
Die Menge AU B (gelesen: A vereinigt B) der Elemente, die wenigstens einer der Mengen
A und B angehoren, heifit die Vereinigung der Mengen A und B.
AUB:={z|z€ AV € B}.
Fiir ein Element x der Vereinigung AUB ist stets genau ein der folgenden drei Sachverhalte
erfiillt:

I) x gehort nur zu A:x € ANz ¢ B;
II) x gehdrt nur zu B:x ¢ ANz € B;
III) = gehort zu ANB:x € ANz € B.

Zusatz 2.21. Ein Element gehort nicht der Vereinigung AU B an, wenn es weder Element
der einen noch der anderen Menge ist:

r¢ AUBS ¢ ANe ¢ B.
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Erklart man A und B durch die Eigenschaften H;(x) bzw. Hy(z) fiir Elemente = einer
Grundmenge G, so verlangt die Vereinigungsmenge die Erfiillung wenigstens einer der beiden
Eigenschaften:
AUB={x|x € G A (Hi(x)V Hy(x))}.

Beispiel 2.22. (1) My ={1;2;3;4;5;6}, M,={2;4;6;8;,10} =

My, U My ={1;2;3;4;5;6;8;,10};

(2) My ={1;2;3;4}, My ={2;4} =
M1 U MQ == M1~

Aufgabe 2.23. A, B, C seien Mengen. Es gilt stets:

(1) Die Vereinigungsverkniipfung ist kommutativ und assoziativ:
AUB=BUA; (AUB)UC=AU(BUC);

(2) AUA=A4; QUA=AUD=A4

3) AUB=A< BCA, AUB=B< ACB;

(4) AUB=0<A=0AB=0.

Erklarung 2.24. Der Mengenterm Ay U Ay U ... U A, = |J;_, A; heilt generalizierte Vere-
inigung der Mengen Ay, ..., A, (n € N).

relJAiedie,2,..,n):zei
=1

Nun 148t sich jede Menge als generalizierte Vereinigung der Einermengen ihrer Elemente
schreiben:

M ={ai;a9;...;a,; ...} = {a1} U{a} U...U{a,} U...
Aufgabe 2.25. A, B, C seien Mengen. Es gelten folgende Aussagen (die Distributivgesetze):
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Aufgabe 2.26. Beweisen Sie:
AN(AUB)=A; AU(ANB)=A4; AUANB)U[AN(BUCUA)] = A.

Erklarung 2.27. Die Differenz (die Restmenge) A\ B (gelesen: A ohne B) zweier Mengen
A und B ist die Menge aller Elemente, die zu A, nicht aber zu B gehoren.

A\B ={z|ze€ ANac ¢ B} (A\B={z|zec ANz ¢ ANDB}).

Beispiel 2.28. (1) A=1{1;2;3;4;5;6}, B=1{2;4;6;8;,10} =
A\ B={1;3;5}, B\ A={8;10}.
(2) A={1;2;3;4}, B={24} =
A\ B={1;3}, B\A=0.

Aufgabe 2.29. A, B, C' seien Mengen.
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(1) Es gilt stets
ANA=0; O\A=0; A\0=A; 0\0=0.
(2) Die Verkniipfung Differenz ist weder kommutativ, noch assoziativ:

A\NB# B\ A, (A\B)\C# A\ (B\C).

Den Zusammenhang zwischen Enthaltensein, Differenz und Komplementarmenge zeigen
die folgenden Beziehungen (Grundmenge G):

McG = M=G\M,;
M=G = M=G\G=0
M=) = M=G\0=0G.

Aufgabe 2.30. A, B,C seien Mengen. Mit hilfe von Mengenbildern (Venn-Diagrammen)
iiberpriife man, ob die folgenden Gesetze der Mengenlehre giiltig sind:

(1) Satz vom Widerspruch: (A\ B) N B = 0.

(2) Satz vom ausgeschlossenen Dritten: (A\ B)U B = AU B.

(3) Gesetz von de Morgan: A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).

(4) Gesetz von de Morgan: A\ (BUC) = (A\ B)Nn(A\(C).

(5) (ANB)\C =AN(B\C) = (A\C)N(B\C);
(AUB)\C =(A\C)u(B\CO).

(6) Es sei G eine Grundmenge und es sei A C G =
AN(G\A) =0, AU(G\A) =G, G\(G\A) =A.
() ACG, BCG = AUB—ANnB AAB-AUB
8) ACG, BCG = A\B=0&ACB, A\B=ANB, A\B=A\(ANB).

(9) (ANB)U(A\B)=A, A\(A\B)=AnNB.
(10) (A\B)NC=(AnC)\B=(AnC)\(BNCQO).
(11) AcBUC< A\BCcC, AUB=AU(B\(ANB)).

2.4. Paarmengen, Produktmengen, Abbildungen. Zusammenfassungen von Objekten
auf Grund bestimmter Eigenschaften definieren Mengen; Beziechungen zwischen Objekten
fithren zu den Begriffen der Abbildung und der Funktion.

Bisher haben wir Elemente von Mengen nur als vereinzelte Objekte, wie z.B. Zahlen oder
Variable, kennengelernt.

Ausgehend von zwei Mengen A und B und einer vorgegebenen Beziehung zwischen den
Elementen von A und B untersuchen wir je ein z € A und ein y € B darauthin, ob zwischen
diesen die betreffende Beziehung besteht. Ist dies der Fall, so bringen wir diese Eigenschaft
mathematisch dadurch zum Ausdruck, dafl wir diese beiden Elemente zu einem geordneten
Elementenpaar (x,y) zusammenfassen.

Erklarung 2.31. Unter einem geordneten Paar wird eine Zweiermenge verstanden, die erst
durch Angabe der beiden Elemente und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt ist.
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Wir weisen ausdriicklich auf den Unterschied zwischen geordnetem Elementenpaar (x,y)
und zweielementiger Menge {z,y} (Zweiermenge) hin:
Fiir das geordnete Paar (x,y) fordern wir

(a) (z,y) # (y, ) fir  # y;
(b) (z1,51) = (22, 92) & 1 = T2 AN Y1 = ¥,
wahrend fiir eine Menge von zwei Elementen bekanntlich
{a;b} ={b;a}; {a;b} ={c;d} < (a=cAb=d)V(a=dNb=c)
gilt.
Erklarung 2.32. Die Menge A x B (gelesen: A kreuz B) aller geordneten Paare (z,y) mit
x € Aund y € B heifit die Produktmenge (das kartesische Produkt, die Kreuzmenge) der

Mengen A und B
Ax B :={(z,y)|r € ANy € B}.

x und y nennt man Koordinaten des geordneten Paares (x,y) € A x B.
Da es bei der Paarbildung auf die Reihenfolge der Elemente ankommt, ist diese Mengen-
verkniipfung sicher nicht kommutativ:

AXx B+# B x A.
Durch Zuriickfithrung auf den Paarbegriff erklart man rekursiv
(a1, az,a3) == ((a1, az), as)
fiir das Tripel,
(a1, az, a3, a4) == ((a1,az,a3), as)
fiir das Quadrupel, und allgemein fiir jedes n € N
(a1, a2, ... an-1,a,) = ((a1, a2, ..., an_1), ay)

fiir das n-tupel. Ein Tripel ist also ein Paar, dessen erstes Element selbst ein Paar ist,
entsprechend ist ein Quadrupel ein Paar, dessen erstes Element ein Tripel ist usw.
Demnach ist scharf zu trennen zwischen

(Ax B)x C=A{((x,y),2)| (z,y) e Ax BNz € C}

und
Ax (BxC)={(z,(y,2)) |z € AN (y,2) € BxC}.
Als Folge der Negation ((x,y), z) # (z, (y, 2)) gilt das Nichtbestehen der Assoziativitét

(Ax B)x C#Ax(BxC).

Die Mengen A und B in A x B konnen auch iibereinstimmen. Besonders wichtig ist der
Fall A= B = R. Statt R x R schreibt man auch R? (gelesen: R zwei).

Aufgabe 2.33. Bestimmen Sie M; x My bzw. My x My, falls
(1) My ={2;3}, My =1{3;4;5};
(2) My ={2;3}, M>={23}
(3) My ={ase;i}, My ={n;m}.

Aufgabe 2.34. Mit Hilfe der Definitionen zeige man die Giiltigkeit folgender Distributivge-
setze:
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(1) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC);
(2) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);
(3) (ANB)xC=(AxC)N(Bx();
(4) (AUB)x C=(AxC)U (B x ();
(

5) Ax (B\C)=(AxB)\(AxC).

Erklarung 2.35. Sind zwei Mengen A und B gegeben, so heifit jede Teilmenge R der
Produktmenge A x B eine Abbildung aus A in B.

Beispiel 2.36. (1) My ={asb;c;d;e; f}, My=1{5;6;7;8 R ={(a,5);(b,6);(c,7)}.
Es gilt: R C My x M.
(2) My ={a;b;c}, My ={56;7} R ={(a,5);(b,6);(c,7)}.
Es gllt R C M1 X MQ.

Alle an erster Stelle bzw. alle an zweiter Stelle stehenden Elemente der geordneten Paare
der Teilmenge R bilden ihrerseits je eine neue Menge, die als Vorbereich Vi von R bzw. als
Nachbereich Ni von R bezeichnet wird.

Im Beispiel (1) besteht der Vorbereich von R aus den Elementen a,b und ¢; der Nach-
bereich von R aus den Elementen 5, 6, 7. Dabei gilt: Vr C My, Ng C M.

Im Beispiel (2) besteht der Vorbereich von R aus den Elementen a,b und ¢; der Nach-
bereich von R aus den Elementen 5, 6, 7. Dabei gilt: Vg = My, Nr = M.

Ist R C Ax B, sogilt Vg € AA Nir C B. Die Menge A heifit dann Quellmenge, und die
Menge B Zielmenge der Abbildung R. Die Elemente des Vorbereiches werden Urbilder oder
Originale, die Elemente des Nachbereiches Bilder genannt.

In Abhéngigkeit von den Relationen, die zwischen dem Vorbereich von R und der Menge A
einerseits und dem Nachbereich von R und der Menge B andererseits bestehen, unterscheidet
man vier verschiedene Moglichkeiten der Abbildung zweier Mengen aufeinander:

Ve CA N NrpCB Abbildung aus A in B;
VR CA N Nr=B8B Abbildung aus A auf B;
VR=A N Nrp CB Abbildung von A in B;
VR=A AN Np =B Abbildung von A auf B.

Erklarung 2.37. Eine Abbildung R C A X B heifit rechtseindeutig (oder nur eindeutig),
wenn sie keine zwei Paare mit gleicher erster, aber verschiedener zweiter Koordinate enthalt,
d.h. jedes Urbild besitzt genau ein Bild:

Ve e Vg, Vy€ Ng, V2z€ Ng : (z,y) E R N (2,2) ER = y=2z.

Erklarung 2.38. Eine Abbildung R C A x B heifit linkseindeutig, wenn sie keine zwei
Paare mit gleicher zweiter, aber verschiedener erster Koordinate enthélt, d.h. jedes Bild hat
genau ein Urbild:

Ve € Vg, Yy € Ng, V2 € Vg : (z,y) € R A (2,y) ER = x = 2.

Erklarung 2.39. Eine Abbildung R C A x B heifit eineindeutig, wenn jedes Urbild genau
ein Bild (Rechtseindeutigkeit) und auch umgekehrt jedes Bild genau ein Urbild (Linksein-
deutigkeit) besitzt.
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Erklarung 2.40. Wird die einer Abbildung R zugrunde liegende Zuordnung umgekehrt,
wird also die Rolle von Urbild und Bild vertauscht, so entsteht eine neue Abbildung. Sie
wird als Umkehrabbildung oder inverse Abbildung R~! bezeichnet.

(y,[E) S R_l 4 (l’,y) eER A Vfgfl = N'R A N'Rfl = VR
Der Vorbereich einer Abbildung wird auch Definitionsmenge (Urbildmenge, Original-
menge, Definitionsbereich, Argumentenbereich), und der Nachbereich auch Bildmenge genannt.

Ordnet f dem Element x € A das Element (das eindeutigbestimmte Element) y € B zu,
so bringen wir diese (rechtseindeutige) Zuordnung durch y = f(z) (oder f : x — y) zum
Ausdruck.

Bei analytischen Anwendungen heifit y = f(x) die Funktionsgleichung.

Die Zuordnungsvorschrift f ist die Funktion.

Wichtig! f(z) bzw. y ist nicht die Funktion, sondern der Funktionswert an der Stelle x.

Erklarung 2.41. (i) Eine Abbildung f von A in B mit z — f(x) heifit injektiv, wenn
unterschiedlichen Urbildern stets auch unterschiedliche Bilder zugeordnet werden:

Vi, xg € Amit 21 # 12 = f(21) # f(22),
d.h. ein Bild gehort niemals zu zwei verschiedenen Urbildern.
(ii) Eine Abbildung von A auf B mit = — f(x) heiBt surjektiv, wenn jedes Bild min-
destens ein Urbild hat.
(iii) Eine Abbildung f von A auf B, die gleichzeitig injektiv und surjektiv ist, heifit
bijektiv.
Bijektionen von A auf B sind stets eineindeutig (umkehrbareindeutig).

Zum Vergleich zweier Mengen in Bezug auf ihren Reichtum an Elementen dient der Be-
griff der Machtigkeit, der es vor allem gestattet, auch unendliche Mengen miteinander zu
vergleichen.

Erklarung 2.42. Zwei Mengen heiflen gleichmdachtig, wenn es mindestens eine eineindeutige
Abbildung der beiden Mengen aufeinander gibt.

Beim Vergleich endlicher Mengen kann als Kriterium an Stelle des Begriffs der Machtigkeit
auch die Anzahl der Elemente herausgezogen werden. Das ist bei unendlichen Mengen, bei
denen sich keine exakte Anzahlbestimmung durchfithren 1&8t, nicht méglich. Es kann hierbei
sogar passieren, daf§ ein Teil gleichmachtig dem Ganzen ist, denn eine unendliche Menge
kann die gleiche Machtigkeit wie eine ihrer echten Teilmengen haben.

Aufgabe 2.43. (1) Die Menge der natiirlichen Zahlen 148t sich eineindeutig auf die
Menge der geraden (ungeraden) natiirlichen Zahlen abbilden.

Beweis.
2 4 6 8 10 .. 2n
111711 )
1 2 3 4 5 n
11171 1 !
1 3 5 7 9 2n — 1
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(2) Beweisen Sie die Gleichméchtigkeit der Mengen A, B:
a) A = {beiderseits abgeschlossene echte Strecke},
B = {beiderseits abgeschlossene echte Strecke}.
b) A und B sind Kreise.
c) A = {offene echte Strecke},
B = {Halbkreis}.

Erklarung 2.44. Fine Menge, die zur Menge der natiirlichen Zahlen gleichmachtig ist, heift
abzahlbar unendlich.

Unendliche Mengen, die im sinne dieser Definition nicht abzahlbar sind, werden +tibe-
rabzdahlbar genannt.
Eine unendliche iiberabzahlbare Menge ist R.

Aufgabe 2.45. (1) Bilden Sie den Durchschnitt AN B, die Vereinigung A U B und die
Differenz A \ B der Mengen A und B unter der Bedingung, dal A C B gilt.

(2) Bilden Sie Durchschnitt, Vereinigung und Differenz der Mengen:
(a) A={3;4;6;7:8}, B={24;56T};
(b) A={a;b;c}, B=10;
(c) A=0, B={1;3;57}.
(3) Gegeben sind die Mengen
A={zx|zeNA2/z N2z <20}, B={x|xeNA3/zANz <20},

C={z|zeNAb/x ANz <30}
Bilden Sie ANB, AnNC, BNC, AnBNC.
(4) Gegeben sind die Mengen

My ={x|x € NA3z/36}, My={z|xeNAx<8A2/x};
My ={x|zeNAz <12}, My={z|z e NA4x/48}.

Geben Sie an, welche Relationen zwischen den einzelnen Mengen bestehen.
(5) Aus der Produktmenge M; x My mit My = {a;b; c} und My = {1;2; 3} sind folgende
Teilmengen herausgegriffen worden:
Fr={(a;1); (b 1); (s 1)}, Fr=A{
Fy={(a;1); (b:2); (:3)}, Fa=A{
Fs={(a;1); (¢;3)}, Fo = {(a;2); (;2)}.
Untersuchen Sie um welche Abbildung (aus - in, aus - auf, von - in, von - auf) es
sich jeweils handelt und welche der Abbildungen eindeutig bzw. eineindeutig sind.

Es seien f1 : Vy, — Ny, fo: Vs — Ny, zwei Abbildungen mit Ny, N'Vy, = M # (. Es
seien A:={z|z eV Afilz)=ye M}, B:={z|ye MA fo(y) =2z € N}.
Dann gilt A C Vy, und B C Ny,.

Erklarung 2.46. Die Verkniipfung von f; mit f5 (in dieser Reihenfolge) heifit gemafi foo fy :
A — B mit z — (fyo f1)(z) = fo(fi(x)) die Verkettung (Komposition) der Abbildungen f;
und fs.
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Ist f: A — B eine bijektive Abbildung (Funktion) von A auf B und ist f~!: B — A die
Umkehrabbildung zu f, so gilt stets:

VyeB: fof'(y)=y, VeeA:flof(x)=
Bezeichnet ip; : M — M mit x — x Vo € M die identische Abbildung auf M, so ist
foft=igbzw. f7lof =iy,

Erklarung 2.47. Eine Relation R C A x B, welche die Eigenschaft hat unverandert zu
bleiben, falls man die Koordinaten jedes Paares vertauscht, heifit symmetrisch :

Vee ANyeB:(x,y) € R= (y,z) € R.

Genau die symmetrischen Abbildungen sind gleich ihren Umkehrungen.

Aufgabe 2.48. Beweisen Sie, daf} folgende Relationen giiltig sind:

1
(1) 1+2+3+...+n:"<";r ).
- :
) 12 b= D
—
1 1 1 n(n+ 3)
4 - :
Wizt mat  nn et A D)
P S S I B 1
273 45 T 1 m
:n+1?n+2+“1'+%;

3
i — > = > 3 ist;
n+11 n—|—2+1 +2n 5,Wennn_ 1S

1
_+ 5+ +—<1 —, wenn n > 2 ist;
n

(6)
(7)

(8) 2”>n + 2, wenn n > 5 ist;
(9) 2" > 2n, wenn n > 3 ist;
)

) —

1
— <1
223 Ty =

1
2<1+4243+..+n< 2(n+1)2;

(13) > (2k—1) =

(14) ) "2k —1)* = é (4n% — 1)n;

k=1
1 3 2n + 1

15 —_ =

( );/ﬁ—l 4 2n(n+1)’
n n+l D™ 1

(16) Zk’:pk_l:nx (n+ D" + , x# 1

(1—x)
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n . 2
ZCOSQk—l Sm(,—nx),x%mw,mEZ;

— 2sinw
1« 2n +1
(18) 3 —|— > cos(kz) = Sm(Q(sg( oy )z ), xr # 2mm, m € Z;
sin(%) sin(“H z)

sin(kx) = , T #£2mm, m € Z;

M:

p sin()

(20) |sin(nz)| < n|sinz|, n € N.

3. KOMBINATORIK

Die Kombinatorik dient zur Losung einer besonderen Gattung von Aufgaben, deren Eige-
nart sich am leichtesten an Beispielen klarmachen 1a8t.

(1) Zwolf Personen sollen namentlich in eine Liste eingetragen werden. Die Eintragung
kann in sehr verschiedener Reihenfolge vorgenommen werden, etwa nach dem Al-
ter oder der Grofle der Personen, nach der alphabetischen Ordnung ihrer Namen
oder nach andersartigen Gesichtspunkten. Auf wieviel verschiedene Arten ist diese
Einordnung moglich?

(2) Ein Kind hat 10 Perlen, und zwar 2 rote, 3 schwarze und 5 weifle. Die Perlen
gleicher Farbe haben jedesmal auch gleiche Grofie und gleiche Form, so daf sie nicht
voneinander unterschieden werden konnen. Auf wieviel verschiedene Arten kann das
Kind diese 10 Perlen von unten nach oben auf eine lotrecht gehaltene Nadel reihen?

(3) Aus einem Kartenspiel, welches 32 verschiedene Karten enthélt, bekommt ein Spieler
bei jedem Spiele 10 Karten zugeteilt. Wieviel verschiedene Zusammenstellungen
kann der Spieler nach und nach erhalten, wenn er bei jedem neuen Spiel eine neue
Zusammenstellung bekommt und das Spiel hinreichend lange fortsetzt?

(4) Wieviel verschiedene Wérter von je 5 Buchstaben kann man aus den 25 Buchstaben
des Alphabets zusammensetzen, wenn man ein und denselben Buchstaben in das
namliche Wort mehrmals aufnehmen darf und auch solche Zusammenstellungen wie
z.B. pkktk, welche in keiner Sprache vorkommen, ja sich gar nicht aussprechen lassen,
als Worter gelten 1af3t?

(5) Wieviel Steine wiirde ein Dominospiel enthalten, wenn die Nummern nicht wie
gewohnlich von 0 bis 6, sondern von 0 bis 12 gingen?

Bei der Beschéftigung mit diesen und dhnlichen Aufgaben handelt es sich um mehr als
eine Spielerei, weil diejenigen Schlufiweisen und Satze, auf welchen ihre Losung beruht, in
vielen wichtigen Teilen der Mathematik Anwendung finden.

In jedem der angefiihrten Beispiele wird nach der Anzahl der verschiedenen Zusammen-
stellungen gefragt, welche sich aus gewissen gegebenen Dingen unter bestimmten, von Fall zu
Fall verschiedenen Bedingungen bilden lassen. Stets denkt man sich eine wohl abgegrenzte
Mehrheit von Dingen in Betracht gezogen, von denen genau angegeben ist, welche als gleich
und welche als verschieden angesehen werden sollen.

Jedes einzelne der Dinge, welche bei einer Aufgabe der Kombinatorik in Betracht gezogen
werden, heiflt ein Flement.
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Beispielsweise hat man unter “Elementen” bei der 1. Aufgabe die Namen der 12 Personen,
bei der 3. Aufgabe die 32 Karten der Spiels und bei der 5. Aufgabe die Nummern von 0 bis
12 zu verstehen.

Zur Bezeichnung von Elementen benutzt man Ziffern oder auch Buchstaben. Verschiedene
Elemente werden stets durch verschiedene Zeichen, gleiche durch das namliche Zeichen
dargestellt.

Man spricht von Zusammenstellungen ohne Bericksichtigung der Anordnung, oder von
solchen mit Berticksichtigung der Anordnung. Beispielsweise ist es fiir einen Kartenspieler in
der Regel gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge er die ihm zugeteilten Karten erhalt. Dagegen
ist es beim Druck eines verschiedene Buchstaben enthaltenden Wortes nicht einerlei, in
welcher Reihenfolge der Setzer diese Buchstaben zusammenfiigt.

3.1. Permutationen.

Erklarung 3.1. Wenn eine endliche Anzahl von Elementen vorgelegt ist, so nennt man jede
Zusammenstellung, welche dadurch entsteht, dal man die sdmtlichen gegebenen Elemente in
irgendeiner Anordnung nebeneinander setzt, eine Permutation der gegebenen Elemente (von
dem lateinischen Worte permutare = umsetzen; Permutation = Ergebnis einer Umsetzung).

Zwei Permutationen der gleichen Elemente konnen sich tiberhaupt nur durch die Anorg-
nung der Elemente unterscheiden. Sie gelten immer als verschieden, sobald die Reihenfolge
in ihnen nicht genau die namliche ist.

Erste Grundaufgabe: Anzahl der Permutationen voneinander verschiedener Elemente.

Es seien n voneinander verschiedene Elemente gegeben. In wieviel verschiedenen Anord-
nungen kann man dieselben in eine Reihe nebeneinander stellen, oder wenigstens gestellt
denken?

Ist nur ein Element {1} vorhanden, so gibt es nur die eine Anordnung: P = 1.
Sind zwei Elemente {1;2} gegeben, so gibt es zwei Permutationen: P; = 12 und P, = 21.
Sind drei elemente {1;2;3} gegeben, so gibt es 6 Permutationen:

P =123, Py = 231, Py = 312, P, = 132, Ps = 321, Py = 213.
Bei 4 Elementen {1;2;3;4} gibt es 24 Permutationen:

P =1234 Pp=1243 Py =1324 P, = 1342
Py = 1423  Pe=1432 P, =2134 Py =2143
Py =2314  Pyp=2341 Py =2413 Py = 2431
Py =3124 Py =3142 Pps=3214 Pig = 3241
Pir = 3412 Pig = 3421  Prg = 4123 Pyy = 4132
Py = 4213 Pog = 4231 Poy = 4312 Pyy = 4321

Allgemein gilt fiir eine beliebige Anzahl n von Elementen der folgende

Satz 3.2. Die Anzahl der Permutationen von n verschiedemen Elementen ist gleich dem
Produkte 1.2.3...n aller natirlichen Zahlen von 1 bis n.

Beweis. 1. Die Behauptung ist richtig fiir n = 1,2, 3. (Das haben wir direkt gezeigt.)

II. Es 1483t sich nun zeigen: Wenn die Behauptung fiir irgendeine Anzahl von Elementen,
etwa flir n = k Elemente, richtig ist, so ist sie auch fir die nachst groflere Anzahl n =k + 1
von Elementen richtig.
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Sind k£ + 1 verschiedene Elemente gegeben, so kann man ihre Permutationen in k + 1
Arten einteilen, indem man jedesmal die mit dem gleichen Element beginnenden Permuta-
tionen zu einer Art vereinigt. Die Permutationen jeder einzelnen Art werden dann dadurch
erhalten, daff man auf das die Art kennzeichnende Anfangselement alle Permutationen der
k iibrigen Elemente folgen 1af8t. Die Anzahl der Permutationen einer Art ist daher jedesmal
gleich der Anzahl der Permutationen von k verschiedenen Elementen, also nach Annahme
gleich 1.2.3...k. Folglich erhalten die k + 1 verschiedenen Arten zusammen 1.2.3...k.(k + 1)
Permutationen.

Aus I. und II. zusammen folgt, dafl der ausgesprochene Satz fiir jede Anzahl von Ele-
menten giiltig ist.

O

Wichtig! Ein etwas anderes Beweisverfahren ist das folgende: Man bezeichnet mit P,
die (noch unbekannte) Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen. Dann
ist Pri1 = (k+ 1)P,. Da nun direkt festgestellt wurde, dafl P, = 1 ist, so konnen wir die
Gleichungen P, =1, P, =2P, =21, P;,=3P,=321,...P,_1=(n—1)P, 5, P,=nP,
hinschreiben, aus denen sich sofort die zu erweisende Gleichung P, = 1.2.3...n ergibt. Es
gilt namlich:

P.Py.Ps...P, 1.P, =12P.3P....n — 1)P,_onP,—; =

P,=123..(n—1).n,

da Pl-PQ'--Pn—l 7£ 0 ist.
Dieses Verfahren, das in der Formel Py, = (k + 1) Py seine Hauptstiitze hat, nennt man
Rekursionsverfahren, die Formel dann eine Rekursionsformel.

Doch, es ist nicht immer so einfach, aus einer Rekursionsformel das allgemeine Gesetz zu
erschlieffen. Sehr haufig mufl man sich mit der Moglichkeit der rekutsiven Berechnung der
spateren Werte mit Hilfe der Anfangswerte begniigen.

Fiir das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen, oberhalb 1 liegenden,
ganzen Zahl n einschlieBlich hat man wegen seines haufigen Vorkommens ein abkiirzendes
Zeichen n! (gelesen: n-Fakultét) eingefiihrt. Auflerdem gilt als Festsetzung, dafl die Ze-
ichen 0! und 1! beide die Zahl 1 bedeuten sollen. Fiir negative und fiir nicht ganzzahlige
Werte von n hat das Zeichen n! keine Bedeutung.

Man sagt, die Permutationen von mehreren gegebenen Elementen seien lexikographisch
(natiirlich) geordnet, wenn von irgendzwei verschiedenen Permutationen stets diejenige vor-
angeht, deren erstes Element das niedrigere ist; falls jedoch die ersten Elemente gleich sind,
diejenige, deren zweites Element das niedrigere ist; falls auch noch die zweiten Elemente
ibereinstimmen, diejenige, deren drittes Element das niedrigere ist, usf.

In der lexikographischen Anordnung der Permutationen steht an erster Stelle diejenige
Permutation, welche die gegebenen Elemente in der natiirlichen Anordnung enthalt.

3.1.1. Die Inversion.

Erklarung 3.3. Es sei eine endliche Anzahl verschiedener Elemente gegeben, zwischen de-
nen eine von vornherein gegebene Anordnung besteht, und es werde eine bestimmte Permu-
tation dieser Elemente ins Auge gefafit. Wenn irgend zwei Elemente in dieser Permutation
umgekehrte Stellung haben wie in der natiirlichen Rangordnung, so daf§ das héhere Element
dem niedrigeren vorangeht, so sagt man, daf§ diese Elemente in jener Permutation eine In-
version oder einen Fehlstand bilden (Inversion = Umkehrung der natiirlichen Anordnung).
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Satz 3.4. Wenn man aus einer Permutation P von lauter verschiedenen Elementen eine
andere Permutation P’ dadurch ableitet, daf§ man irgend zwei Elemente miteinander ver-
tauscht, aber sonst keine Anderung vornimmt, so dndert sich die Anzahl der vorhandenen
Inversionen um eine ungerade Zahl.

Beweis. Bei Vertauschung von zwei benachbarten Elementen andert sich die Anzahl der
vorhandenen Inversionen stets um eine Einheit:

ay as ... ;... Ay — ayas...a; Ag ... Qp.

Zweitens werde vorausgesetzt, dal die Elemente ¢ und & in P nicht nebeneinander stehen,
sondern durch eine Gruppe von « Elementen eq, es, ..., e, voneinander getrennt seien:

1e1€9...k — kejey...eyt.

Wir fithren den Bestandteil i e; e ... e, k der Permutation P schrittweise in den Bestandteil
kejey...eqt der Permutation P’ iiber, und zwar so, da3 bei jedem einzelnen Schritt immer
nur zwei benachbarte Elemente vertauscht werden:

1e1€g€3...60k > e1ieges...eqk — ejegies...eq kb — ...
Nach « + 1 Schritten ergibt sich e es ... e, k¢, und hieraus entsteht nach o Schritten
e16x...e,ki — ejeqg.. keyi— ... — e key...eql — kejes...eqt

der Bestandteil ke ey ... eq 7 der Permutation P’. Der erwahnte allméhliche Ubergang 1aBt
sich in 2o 4+ 1 Schritten ausfiithren.

Da die Anzahl der vorhandenen Inversionen bei jedem Schritt um eine Einheit zu- oder
abnimmt, so ist, wenn jene Anzahl p-mal um eine Einheit zugenommen und ¢g-mal um eine
Einheit abgenommen hat, die Gesamtanderung gleich p — ¢q. Das ist aber, da p+¢ =2a+1
und p — ¢ = 2o+ 1 — 2qg = 2(av — q) + 1 ist, ebenfalls eine ungerade Zahl.

O

Eine Permutation von lauter verschiedenen Elementen, zwischen denen eine von vornherein
gegebene Anordnung besteht, heiflt gerade oder ungerade, je nachdem sie eine gerade oder
ungerade Anzahl von Inversionen enthélt. (Die Zahl 0 gilt nach allgemein angenommener
Ubereinkunft als gerade Zahl.) Diejenige Permutation, welche die gegebenen Elemente in
der natiirlichen Anordnung enthalt, ist den geraden Permutationen zuzurechnen.

Die Anzahl der geraden Permutationen von n verschiedenen Elementen ist, wenn n > 1
ist, immer ebenso gro wie die der ungeraden, néamlich gleich $(n!).

Zweite Grundaufgabe: Anzahl der Permutationen von Elementen, die nicht alle ver-
schieden sind.

Es seien n Elemente gegeben, welche nicht alle voneinander verschieden sind, sondern so
in p Arten zerfallen, da3 die Elemente jeder einzelnen Art verschieden sind. Die erste dieser
Arten enthalte o, die zweite oy, ..., die letzte o, Elemente, wobei oy + s + ... + ), =1
ist. Wie grof ist unter diesen Voraussetzungen die Anzahl der Permutationen?

Es seien beispielsweise die Elemente a, a;b, b, b;c,c,c,c,c gegeben. Wenn man an den gle-
ichen Elementen irgendwelche unterschiedlichen Merkmale anbringt, so erhalt man 10 ver-
schiedene Elemente, welche beziehentlich durch ay, as; by, be, bs; c1, o, c3, ¢4, ¢5 bezeichnet wer-
den mogen. Diese liefern 10! Permutationen. Nimmt man nun die unterscheidenden Merk-
male, welche man an den beiden Elementen a, der ersten Art angebracht hatte, wieder fort, so
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fallen je zwei der erwahnten Permutationen in eine zusammen, z.B. by c3 a1 by ¢ co bg as ¢y c5
und b2 C3 a9 b1 C1 Co bg Q1 C4 Cs.

Fir die Elemente a,a;by, by, b3;cy,co,c3,c4,c5 ist daher die Anzahl der Permutationen
gleich 12—9' Nimmt man sodann auch die unterscheidenden Merkmale, welche man an den
Elementen b, b, b der zweiten Art angebracht hatte, wieder fort, so fallen je 3! Permutationen
in eine zusammen, namlich jedesmal alle diejenigen, welche dadurch ausenander hervorge-
hen, dal man blol die Elemente by, by, b3 untereinander vertauscht. Fiir die Elemente
a,a;b,b,b;cy,c, 3,4,y ist daher die Anzahl der Permutationen gleich 21,—%',

Nimmt man endlich die an den Elementen der letzten Art angebrachten unterscheidenden
Merkmale auch noch fort, so fallen von den noch iibrigen Permutationen je 5! in eine zusam-

men. Fir die Elemente a,a;b,b, b; ¢, c, ¢, c,c wird daher die Anzahl der Permutationen gleich
10!
213150

Ergebnis: Wenn n Elemente so in p Arten zerfallen, da3 die Elemente jeder einzelnen Art
einander gleich, Elemente verschiedener Arten jedoch verschieden sind, und die erste dieser

Arten a4, die zweite ay, ..., die p-te oy, Elemente enthélt, so ist die Anzahl der Permutationen
stets gleich einer ganzen positiven Zahl:
(1 +ag+ ... +ap)! n!
aplasgl ! aplagl. !

Aufgabe 3.5. (1) Ein Stadtteil von der Form eines Rechtecks ist auf seinen 4 Seiten von
a Straflen durchzogen, welche dem einen und von 3 Stralen, welche dem anderen Paar
von Gegenseiten des begrenzenden Rechtecks parallel laufen. Auf wieviel verschiede-
nen Wegen kann man, ohne Umwege zu machen, von einer der vier &uflersten Ecken
des Stadtteils zu der diagonal gegentiberliegenden duflersten Ecke gelangen?

. a+-[+2
Antwort. m

(2) Wieviel verschiedene 6-stellige Zahlen kann man aus den Ziffern 0, 1,2, 3, 4,5 zusam-

menstellen?
Antwort: 5(5!)

(3) Welche ist die Anzahl der 5-stelligen ungeraden Zahlen, die man aus den Ziffern
2,3,4,6,8 zusammenstellen kann?

(4) Aus wieviel Elementen kann man 6 (bzw. 120) Permutationen zusammenstellen?
nt ol (n+1)
(n—1" (n+1)!" (n—1)"

(6) Welche Zahl ist grofer: 2(n!) oder (2n)!; 1(2n)! oder n! ?

(5) Rechnen Sie aus:

3.2. Kombinationen.

Erklarung 3.6. Wenn mehrere Elemente gegeben sind und k eine positive ganze Zahl beze-
ichnet, welche jedoch die Anzahl der Elemente nicht tibersteigt, so nennt man jede Zusam-
menstellung, die man erhalt, indem man irgend k& der gegebenen Elemente herausgreift und
in irgendeiner Anordnung nebeneinander stellt (oder sich dies wenigstens ausgefiihrt denkt),
eine Kombination k-ter Ordnung (oder auch k-ter Klasse) der gegebenen Elemente.

Unter den Kombinationen erster Klasse von irgendwelchen gegebenen Elementen sind
natiirlich diese Elemente selbst zu verstehen.
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Man spricht von Kombinationen mit Beriicksichtigung der Anordnung und von Kombina-
tionen ohne Beriicksichtigung der Anordnung.

Dritte Grundaufgabe: Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung.

Man soll, unter der Voraussetzung, dafl % eine ganze positive, nicht oberhalb n gele-
gene Zahl bezeichnet, die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen
Elementen erhalten, und zwar

- mit Berticksichtigung der Anordnung;
- ohne Beriicksichtigung der Anordnung.

I. Die Anordnung wird beriicksichtigt.

Die Kombinationen zur ersten Klasse von n verschiedenen Elementen 1,2, 3, ..., n stimmen
mit diesen Elementen tiberein. Thre Anzahl ist gleich n.

Die Kombinationen derselben n Elemente zur zweiten Klasse mit Berticksichtigung der
Anordnung sind

12 13 14 1(n—1) In
21 23 24 2(n — 1) on
nl n2 n3 n(n —2) n(n—1)

Thre Anzahl ist gleich n(n — 1).
Ist n > 2, so lassen sich Kombinationen der namlichen Elemente zu dreien bilden. Die
Kombinationen lauten:

123 124 12n

132 134 13n

1n2 1n3 In(n—1)

213 214 21n

n(n—1)1 n(n —1)2 n(n—1)(n —2)

Die Anzahl der Zeilen ist gleich n(n— 1), und jede von ihnen enthélt n —2 Kombinationen.
Die Gesamtzahl aller Kombinationen dritter Ordnung ist n(n — 1)(n — 2).
Allgemein gilt folgender

Satz 3.7. Die Anzahl der Kombinationen zu je k wvon n wverschiedenen FElementen mit
Bericksichtigung der Anordnung wird durch das Produkt n(n — 1)(n — 2)...(n — k + 1) der
Zahl n und der k — 1 ndchst kleineren ganzen Zahlen dargestellt.

Beweis durch die Methode der vollstandigen mathematischen Induktion.

Die Behauptung ist richtig fiir £k = 1, 2, 3.

Wenn unter der Voraussetzung, dafl n oberhalb 1 liegt, k£ eine bestimmte der Zahlen
1,2,...,(n — 1) bezeichnet und die Behauptung fiir die Kombinationen k-ter Ordnung als
richtig angenommen wird, so ergibt sich daraus auch ihre Richtigkeit fiir die Kombinationen
(k + 1)-ter Ordnung.

Denn hat man eine Kombination k-ter Ordnung, so gibt es jedesmal n — k Elemente,
welche in dieser Kombination noch nicht vorkommen. Fiigt man von diesen Elementen je
eines am Ende der betrachteten Kombination hinzu, so erhilt man n — & Kombinationen
(k 4+ 1)-ter Ordnung. Und wenn man so mit allen Kombinationen k-ter Ordnung verfahrt,
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so erhdlt man nach und nach alle Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung, und zwar jede nur
einmal. Also ist die Anzahl der Kombinationen (k4 1)-ter Ordnung (n — k)-mal so gro} wie
die der Kombinationen k-ter Ordnung, d.h. n(n —1)(n —2)...(n — k + 1)(n — k).

O

II. Die Anordnung wird nicht beriicksichtigt.

Wird auf die Anordnung keine Riicksicht genommen, so fallen von den Kombinationen, die
im vorigen Fall zu untersuchen waren, jedesmal alle dijenigen in eine zusammen, welche die
gleichen Elemente in verschiedener Anordnung enthalten. Da aber k verschiedene Elemente
auf k! verschiedene Arten in eine Reihe nebeneinander gestellt werden kénnen, so ergibt sich
der folgende

Satz 3.8. Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen Elementen
(n—1)(n—-k+1) 19k

ohne Beriicksichtigung der Anordnung wird durch den Ausdruck r

gegeben.

Beispiel 3.9. Die Anzahl aller verschiedenen Zusammenstellungen von je 10 Karten, welche
ein Spieler aus einem Spiel von 32 verschiedenen Karten erhalten kann, ist

32.31...24.23

= 64512 240.
1.2...9.10 645 0

Unter der Voraussetzung, dal « eine beliebige, £ dagegen eine natiirliche Zahl bedeutet,
setzt man

ala — 1)12(ak— k+1) (2)

(gelesen: « iiber k) und nennt diesen Ausdruck einen Binomialkoeffizienten.

Allgemein bedeutet (Z‘) einen Bruch, dessen Nenner das Produkt der k ersten ganzen
positiven Zahlen und dessen Zahler ebenfalls ein Produkt von k& Faktoren ist, von denen der
erste gleich a und jeder folgende um eine Einheit kleiner als der vorangehende ist.

Hiernach bedeutet das Zeichen (?) stets die Zahl «; ferner gilt als Festsetzung, dafl

das Zeichen (3) stets die Zahl 1 bedeuten soll, so da3 speziell auch (8) =1 zu setzen

ist.

Beispiel 3.10. (1) <_2> (=2)(=3)(=4) = —4.

3 1.2.3
3 GEDEDED) 5
2) (4) - 1.2.3.4 TR

(3) Wenn n und k nicht negative ganze Zahlen sind und k nicht groler als n ist, so gilt
die folgende Symmetriecigenschaft:

(&) = mm = ()
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Beweis.
<n) _ nn—1)..n—k+1) _ nn—1)..n—k+D[n—-Fkmn-~kF-1)..21]
k 1.2...k E'(n —k)(n —k—1)..2.1]
B n! _nn—1)..(k+1) [ n
Ckl(n—k) (n —k)! \n—k

(4) Es gilt ausnahmslos die folgende Summeneigenschaft:
« « a+1
- = .
(1)« ()= ()
Beweis.

Fiir k = 0 geht die Gleichung iiber in () + () = (“/!), dh. 1+ a =a+1, und
ist also richtig.

Ist aber k eine positive ganze Zahl, so ist

R e =

und folglich

1)+ (30) = () 0 557) = ()i

_(a+Da(a—1)..(a—k+1) <a + 1)‘

123 k.(k+1) k41
O
(5) Es ist ausnahmslos
« a+1 a+n a+n+1
+ + ...+ = .
0 1 n n
Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir n = 0.
Nehmen wir nun ihre Richtigkeit fiir n = k schon als bewiesen an, so daf§ also
)+ +..+ (O‘Zk) = (a+;:+1) ist, so folgt, dafl
a a+1 a+k a+k+1\ _ (at+k+1 a+k+1\ _ (a+k+2\
(©) + (7)) + -+ () +( k1 )= (") +( k+1 ) =( k+1) 1st.
Unsere Behauptung ist also auch fiir n = k£ + 1 richtig; sie gilt infolgedessen allge-
mein.
OJ

Bemerkung 3.11. Das Symbol (Z) wurde vom Schweizer Mathematiker Leonard Euler

eingefithrt und tragt auch seinen Namen: das Eulersche Symbol.
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3.3. Der binomische Lehrsatz. Ein Binom ist eine zweigliedrige Summe a + b.
Der binomische Lehrsatz gibt an, wie n Faktoren eines Binoms in eine Summe entwickelt
werden konnen.

Es gilt:
(a+b)" = 1
(a+b)t = a + b
(a+b)* = a? + 2ab + b?
(a+b)* = @@ 4+ 3a* o+ 3w o+ D
(a+b)t= at + 4d®b  +  6a** 4+ dab® + B!
(a+b)°= da® + bald + 10a*0* +  10a%® + Bab® + b

Es ist sofort ersichtlich, daf die Anzahl der Summanden stets um 1 grofler ist als der
Exponent. Schlieflich ist die Summe der Exponenten von a und b in jedem Teilprodukt
gleich dem Exponenten des Binoms. Auch die Berechnung der Koeffizienten unterliegt einer
Gesetzmafihkeit.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Jeder Koeffizient ist aus der Summe der beiden dariiberstehenden berechnet. Diese
dreieckformige Anordnung heiflt Pascalsches Zahlendreieck: .

Unter Verwendung der Fulerschen Symbole nimmt das Pascalsche Zahlendreieck folgende
Gestalt an:

Satz 3.12. (Der binomische Lehrsatz)
Fir jede natirliche Zahl n gilt

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0b) —(O)a —|—<1>a b—l—(2)a b +...+(n_1)ab +<n>b.

Beweis mit Hilfe der vollstandigen mathematischen Induktion.
Die Gleichung ist richtig fiir n = 1,2, 3.
Wenn der binomische Lehrsatz fiir n = k richtig ist,

k k k k k
k __ k k—1 k—2712 k—1 k
(a+ D) —<0)a +(1>a b+(2)a b +...+(k_1>ab +<k)b,



32 WESSELKA MIHOVA

so ist er es fiir n = k 4 1 ebenfalls. Wir multiplizieren beiderseits mit (a + b) und erhalten

k k k k
k1 k k—1,2 21 k-1 k
a —i—(l)a b+(2>a b —l—...—i—(k_l)ab —i—(k)ab
LAY E\ 51,0 k 27 k—1 k k LA
+(0)ab+(1>a b* + ...+ k9 a“b" + b1 ab® + I b

kE+1 k41 k41
:a“4+( T )Jb+< ; )&*E+<“+< Z )mk+MH

— (CL + b)k-i-l.

Anwendungen des binomischen Lehrsatzes

(1) Setzt man im binomischen Lehrsatz a = b = 1, so erhélt man (Vn € N) die Gleichung

(o)« () e () =

(2) Setzt man im binomischen Lehrsatz a = 1 und b = —1, so erhélt man (Vn € N) die

-0 ()- () )

(3) Aus (1) und (2) folgt durch Addition (Vn € N) die Gleichung

(o)« (5) «(5) 7o

(4) Aus (1) und (2) folgt durch Subtraktion (Vn € N) die Gleichung

() () () e

(5) Vn € N gilt die Gleichung

(o) < () =) == () - ()
Beweis. (1+2)™ = (7) + (e + (3) 2% + .+ (2™ + .+ (o)™,

(I+z)"(1+z)"={()+ Do+ ...+ ()a"HE) + Dz + .+ (7)a"}.
Wir vergleichen die Koeffizienten vor den gleichen Potenzen von z in diesen Gle-
ichungen. Die Koeffizienten vor z" sind:

) =G+ 00+ + 06 =G0+ G0+ + 00

Vierte Grundaufgabe: Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung.
Man soll die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen, unbeschrankt
oft wiederholbaren Elementen ermitteln, und zwar

- mit Beriicksichtigung der Anordnung;
- ohne Beriicksichtigung der Anordnung.
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I. Die Anordnung wird beriicksichtigt.

Aus n Elementen 1,2, ...,n lassen sich genau n Kombinationen zur ersten Klasse bilden.

Zur zweiten Klasse lassen sich bei Zulassung von Wiederholungen und bei Berticksichti-
gung der Anordnung die folgenden n? Kombinationen bilden:

11 12 13 1n
21 22 23 2n
31 32 33 3n
nl n2 n3 nn

Satz 3.13. Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen, unbeschrdankt
oft wiederholbaren Elementen mit Beriicksichtigung der Anordnung ist gleich n*.

Beweis durch die vollstandige mathematische Induktion.

Die Behauptung ist richtig fiir n = 1, 2.

Unter der Annahme, dafl die Behauptung fiir irgendein k schon bewiesen ist, 143t sich
zeigen, dafl die Anzahl der Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung gleich n**! ist. Beachten
Sie, dafl sich der Induktionsschlufi hier auf den Buchstaben k£ bezieht und dafl die Anzahl
n der verschiedenen Elemente fest bleibt!

Man erhalt in der Tat diese letzteren samtlich und jede von ihnen nur einmal, wenn man zu
jeder der nach Voraussetzung vorhandenen n* Kombinationen k-ter Ordnung nach und nach
ein jedes der gegebenen n Elemente am Ende hinzusetzt. Die Anzahl der Kombinationen
(k + 1)-ter Ordnung ist somit n*.n = n**+t

OJ

II. Die Anordnung wird nicht beriicksichtigt.

Man denke sich zwischen den gegebenen Elementen eine bestimmte Anordnung festgesetzt
und in jeder Kombination die darin vorkommenden Elemente so nebeneinander gestellt, wie
sie in der natiirlichen Anordnung aufeinander folgen. Dann gibt es folgende Kombinationen
zu zweien mit unbeschrankter Wiederholung und ohne Beriticksichtigung der Anordnung;:

11 12 13 1n
22 23 2n

33 an

nn

1 1
IhreAnzahlistn+(n—1)+(n—2)—|—...+1:%: (n—2|- )

Satz 3.14. Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen, unbeschrinkt

kE—1
oft wiederholbaren Elementen ohne Bertcksichtigung der Anordnung ist gleich (n + I ) .
Beweis. Der Satz ist fiir n = 1 und n = 2 richtig.
Unter der Annahme, da3 die Behauptung fiir irgendein k£ schon bewiesen ist, erhélt man
(”Jrk_l) Kombinationen (k4 1)-ter Ordnung, welche mit 1 anfangen, (”+k_2) Kombinationen,

k k
welche mit 2 anfangen (und sich aus den n — 1 Elementen 2, 3, ...,n bilden lassen), ("J’:_?’)
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n+k—n

) = (k) = 1 Kombination, welche mit n

Kombinationen, welche mit 3 anfangen, ..., ( '

anfangt.
Die Anzahl aller Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung ist somit

() () ) e () - G)

Aufgabe 3.15. (1) In Einer Ebene seien n Geraden gegeben, von denen keine zwei par-
allel sind und keine drei durch ein und denselben Punkt laufen. Wie grof§ ist
a) die Anzahl ihrer Schnittpunkte;
b) die Anzahl der geraden Verbindungslinien, welche sich auBler den gegebenen
Geraden selbst zwischen diesen Schnittpunkten ziehen lassen, wenn niemals zwei

dieser Verbindungslinien in eine zusammenfallen? Antwort: a) (5); b)3(})

O

(2) In einer Ebene seien n verschiedene Punkte gegeben, von denen keine drei auf der-
selben Geraden liegen.
a) Wie grofl ist die Anzahl ihrer geraden Verbindungslinien?
b) Wie grof kann die Anzahl derjenigen Schnittpunkte dieser Verbindungslinien,
welche, aufler den urspriinglich gegebenen Punkten, selbst noch vorhanden sind,

hochstens sein? Antwort: a) (3); b)3(})
(3) Wieviel Steine wiirde ein Dominospiel enthalten, wenn die Nummern nicht wie gew6hn-
lich von 0 bis 6, sondern von 0 bis n gingen? Antwort:

Gy
(4) In einer Ebene seien n Punkte gegeben. Es sei n > 4 und es werde vorausgesetzt, dafl
keine 3 dieser Punkte auf ein und derselben Geraden und keine 4 auf ein und dem-

selben Kreise liegen. Dann bestimmen je 3 Punkte einen Kreis. Wieviel verschiedene

Kreise werden so erhalten? Antwort: (g)

4. ARITHMETIK IM BEREICH DER REELLEN ZAHLEN

In seiner Tatigkeit mufl der Mensch haufig mit Zahlen umgehen. Dabei mufl er ihre
Struktur und die ihnen innewohnenden Gesetzméafigkeiten kennen.

Der folgende Abschnitt stellt die Grundregeln und Rechengesetze fiir rationale Zahlen
zusammen, ohne deren Kenntnis keine mathematische Anwendung moglich ist. Es handelt
sich dabei um elementares mathematisches Grundwissen, das in der Mittelstufe einer jeden
allgemeinbildenden Schulform behandelt wird.

4.1. Grundregeln (Axiome) und elementare Rechenregeln. Das Rechnen im Bereich
der rationalen (bzw. der reellen) Zahlen stiitzt sich auf ein vollstindiges und in sich wider-
spruchsfreies System elementarer Grundregeln (Aziome genannt), deren Giiltigkeit nicht
bewiesen wird, sondern als unmittelbar einleuchtend unterstellt wird.

Bemerkung 4.1. Um Axiome “beweisen” zu konnen, miifite man noch einfachere Grundge-
setze kennen, deren “Beweis” noch einfachere Grundregeln fordert usw.

Die im folgenden vorgestellten sechs Gruppen von Grundgesetzen gehoren bereits der
elementarsten Kategorie an.
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Es sei M = {a, b, c, ...} eine unendliche Menge, dessen Elemente Zahlen genannt werden.

I. Grundgesetze der Gleichheit und der Anordnung

(1) Die Zahlen bilden eine geordnete Menge, d.h. zwischen je zweien von ihnen, etwa
a € M und b € M, besteht stets eine und nur eine der drei Beziehungen

a<b a=> a > b.
Diese Anordnung gehorcht den folgenden Gesetzen:
2) Es ist stets a =a V a € M (reflexive Beziehung);

(2)

(3) Ausa =bfolgt b=a Va,b€ M (symmetrische Beziehung);

(4) Ausa =bund b= cfolgt a =c V a,b,c €M (transitive Bezichung);
(5)

5) Ausa <bund b< coder ausa <bund b < cfolgt a <c Va,b,cée M.

Man schreibt a # b (gelesen: a ungleich b), wenn a nicht gleich b ist; a > b (gelesen: a groBer
oder gleich b, mindestens gleich b, nicht kleiner als b), wenn a nicht kleiner als b ist; a < b
(gelesen: a kleiner oder gleich b, héchstens gleich b, nicht grofler als b), wenn a nicht grofier
als b ist. Jede dieser Angaben schliefit also genau eine der drei Anordnungsbeziehungen aus
und 148t es unentschieden, welche der beiden anderen giiltig ist.

Zusatz 4.2. Aus a = b zusammen mit a = a' und b =1V folgt o’ =V'.

Beweis. a =ad = o =a (Axiom 1.3); a =a ANa=b= d =b (Axiom 1.4);
ad=bANb=0b = d ="V (Axiom 1.4).
0

Die Beziehung des Kleiner-Seins ist transitiv. Sie ist aber offenbar weder reflexiv noch
symmetrisch.

In der Menge M fiithren wir nun die Operationen Summe und Produkt zweier Elemente
ein.
I1. Grundgesetze der Addition

(1) Zu je zwei Zahlen a € M und b € M gibt es stets genau eine dritte Zahl ¢ € M,
die die Summe von @ und b genannt und mit a + b bezeichnet wird (Existenz der
Summe).

Die Addition gehorcht den folgenden Gesetzen:

(2) dem Gesetz der Eindeutigkeit der Addition:
Aus a = d' und b =V folgt stets a+b=da" + .

(3) dem Kommutativgesetz der Addition:
Es ist stets a +b = b+ a.

(4) dem Assoziativgesetz der Addition:
Es ist stets (a+b) +c=a+ (b+c).

(5) dem Monotoniegesetz der Addition:
Aus a < b folgt stets a + ¢ < b+ c.

ITI. Grundgesetz der Subtraktion
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(1) Zu je zwei Zahlen a € M und b € M gibt es stets eine dritte Zahl ¢ € M, fiir die
a+ c = b ist (Existenz der Differenz).

Satz 4.3. Aus a+c=a+ folgt rickwirts ¢ =¢.

Beweis. Aus c < ¢ folgt a+c<a+d,dh. a+c#a+/.
Aus ¢ < ¢ folgt,dal a+c <a+c ist,dh. a+cd #a+c.
Fiir eine von ¢ verschiedene Zahl ¢ kann also die Summe a+ ¢ nicht denselben Wert haben

wie a + c.
O

Man nennt ¢ die Differenz von b und a (¢ := b — a).

Satz 4.4. (Die Existenz der Zahl Null) Es gibt in Ml eine ganz bestimmite Zahl, die, bei der
Addition als Summand verwendet, keine Anderung hervorruft:

a+0=04+a=a Vae&M.

Diese Zahl wird darum auch die beziglich der Addition neutrale Zahl genannt und mit 0
bezeichnet.

Beweis. Es sei a # a’. Es gibt eine (eindeutig bestimmte) Zahl z, fiir die a4z = a ist und
eine (eindeutig bestimmte) Zahl 2/, fiir die @’ 4+ 2’ = @’ ist. Es folgt nach dem Assoziations-
und dem Kommutationsgesetz, dafl

atd =(a+z)+d =a+@x+d)=a+(d+2)=(a+d)+z
und
at+d =a+(d+2")=(a+d)+ 2
ist. Nun folgt aus (a +a') +z = (a + ') + 2/, dal = =2’ ist.
U

Nun endlich kann man die Zahlen in positive und negative teilen:
Eine Zahl heifit positiv, wenn sie grofler als Null ist, und negativ, wenn sie kleiner als Null
ist.

Fiir 0 — a schreibt man kiirzer —a und nennt diese Zahl die zu a entgegengesetzte Zahl.
Zu jeder Zahl a € M gibt es genau eine Gegenzahl namlich —a € M, so daf}
a+(—a)=(—a)+a=0.
Satz 4.5. Ista > 0, so ist —a < 0; ist a <0, so ist —a > 0.

Beweis. Da nach der Definition von —a némlich a 4+ (—a) = 0 ist, so kann —a, wenn
a > 0 ist, weder = 0 noch > 0 sein. Es mufl also —a < 0 sein:

a>0=a+(—a) >0+ (—a) = 0> (—a).
Ganz entsprechend schlieft man, dafl a < 0= —a > 0.

IV.Grundgesetze der Multiplikation

(1) Zu je zwei Zahlen a € M und b € M gibt es etets eine dritte Zahl ¢ € M, die das
Produkt von a und b genannt wird (Existenz des Produktes).

Die Multiplikation gehorcht den folgenden Gesetzen:
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(2) dem Eindeutigkeitsgesetz der Multiplikation:
Aus a=d und b =10 folgt stets ab = a'l’.

(3) dem Kommutativgesetz der Multiplikation:
Es ist stets ab = ba.

(4) dem Assoziativgesetz der Multiplikation:
Es ist stets (ab)c = a(bc).

(5) dem Distributivgesetz:
Es ist stets (a + b)c = ac + be.

(6) dem Monotoniegesetz der Multiplikation:
Aus a < b folgt, wenn ¢ positiv ist, stets ac < be.

Satz 4.6. Fir jede Zahl a € M gilt a.0 = 0.a = 0.

Beweis. Da b+ 0 = b ist, gilt
a(b+0)=ab = ab+a0=ab = a.0=0.
O

Satz 4.7. Das Produkt zweier positiver Zahlen ist positiv, dasjenige einer positiven und einer
negativen Zahl ist negativ, und dasjenige zweier negativer Zahlen ist positiv.

Beweis. Ist b > 0Ac¢ >0, soist bc > 0.c = 0.
Ista<O0OAc>0,so0ist ac <0.c=0.
Ist a < 0ADb<O0, so folgt zunéchst, dal [a + (—a)].b = 0.b = 0, also ab+ (—a)b = 0 oder
ab = —(—a)b ist.
Da a < 0 ist, so ist —a > 0 und (—a)b < 0. Es folgt, da} —(—a)b > 0 und ab > 0 ist.
U

Satz 4.8. Ein Produkt zweier Zahlen ist dann und nur dann gleich 0, wenn wenigstens einer
der beiden Faktoren gleich 0 ist.

Der Beweis folgt aus den Séatzen 4.6 und 4.7.
V. Grundgesetz der Division

(1) Zu je zwei Zahlen a € M und b € M, deren erste nicht gleich 0 ist, gibt es stets eine
dritte Zahl ¢ € M, fiir die ac = b ist (Existenz des Quotienten).

Satz 4.9. Aus ac = ac folgt rickwdrts, falls nur a # 0 ist, daff auch ¢ = ist.

Beweis. Ware ¢ # ¢, so ware die durch ¢ = ¢+ ¢’ eindeutig bestimmte Zahl ¢’ # 0, und es
ware daher ad = a(c+ ") = ac+ ac’, also acd # ac, da ja ac” # 0 ist (Satz 4.8).
]

Es ist also auch die Division stets und mit eindeutigem Ergebnis ausfiihrbar, falls nur der
Nenner nicht gleich Null ist.

Die Division durch Null bleibt, wie man sagt, eine sinnlose oder nicht definierte Oper-
ation.

Sie ist unter allen Umstanden auszuschlieflen!

Man nennt ¢ denQuotienten von b und a und bezeichnet ihn mit g oder b : a.
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Satz 4.10. ( Die Existenz der Eins )_‘Es gibt eine ganz bestimmte Zahl, die, ber der Multip-
likation als Faktor verwendet, keine Anderung hervorruft :

la=a.l=aVa & M.

Diese Zahl wird darum die beziglich der Muktiplikation neutrale Zahl genannt und mit 1
bezeichnet.

1
Zu jeder Zahl a € M\ {0} gibt es genau eine reziproke Zahl ndmlich — € M, so da8
a

1 1
a.—=—a=1.
a a

Jede Zahl der Art 1+ 1+ 1+ ... + 1 wird eine natirliche Zahl genannt.

Die Differenz zweier natiirlichen Zahlen ist eine ganze Zahl.

Jede rationale Zahl kann als Quotient zweier ganzen Zahlen, dessen Nenner # 0 ist,
dargestellt werden.

VI. Die Grundgesetze der ganzen Zahlen

(1) Archimedisches Grundgesetz:
Sind a und b zwei positive Zahlen, so ist stets a +a+ ... +a > b, wenn die Summe
linkerhand eine geeignete Anzahl von Summanden enthalt.

(2) Hat eine Menge von ganzen Zahlen die Eigenschaft, daf§ alle ihre Elemente grofier
als eine Zahl sind, so enthalt sie eine kleinste Zahl.

(3) Hat eine Menge von ganzen Zahlen die Eigenschaft, daf3 alle ihre Elemente kleiner
als eine Zahl sind, so enthalt sie eine grofite Zahl.

Durch die Zusammenstellung dieser Grundgesetze pflegt man auch den Zahlenbegriff selbst
als definiert anzusehen:

Gehorchen die Elemente einer Menge M den vorstehenden Grundgesetzen I bis VI, so
nennt man sie Zahlen, die Menge M selbst ein Zahlensystem .

4.2. Graphische Darstellung. Absoluter Betrag. Rationale Zahlen konnen in die
Punktmenge einer Geraden abgebildet werden.

Da ein Punkt auf einer Geraden in zwei entgegengesetzten Laufrichtungen fortschreiten
kann, so empfielt es sich zunachst, diese beiden Richtungen dadurch voneinander zu unter-
scheiden, dal man die eine als positive und die andere als negative Richtung bezeichnet.
Dabei ist es meifit gleichgiiltig, welche der beiden Richtungen man als positive Richtung
wahlt.

Man wahlt auf der zu orientierenden Geraden g zwei verschiedene Punkte O und E und
vereinbart, dafl die Richtung von O nach E als die positive angesehen werden soll. Wahlt
man nun die Strecke (OF) als Langeneinheit und trigt diese von O aus nach beiden Seiten
wiederholt ab, so erhalt man eine Schar von Punkten, die wir als die Bilder der ganzen Zahlen
ansehen wollen, und zwar O als Bild der Zahl Null, E als Bild von 1, die weiteren (“nach
rechts”) folgenden Punkte als Bilder der natiirlichen Zahlen 2, 3,4, 5, ... und die “nach links”
folgenden Punkte als Bilder der Zahlen —1,—-2, -3, —4,—5,.... Den Punkt O nennt man
den Nullpunkt und den Punkt £ den Einheitspunkt.

Es sei nun r = — eine beliebige rationale Zahl, wobei a eine ganze und b eine natiirliche

Zahl ist. Teilen wir dann die Strecke zwischen dem Nullpunkt und dem Punkte a elementar-
geometrisch in b gleiche Teile, so sehen wir den (vom Nullpunkt aus) ersten der Teilpunkte
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als Bild der Zahl r» an. Durch diese Festsetzung wird jeder rationalen Zahl genau ein Punkt
der Geraden g zugeordnet.

Die Bildpunkte der rationalen Zahlen bezeichnen wir als die rationalen Punkte der
Geraden.

Zu zwei beliebigen, voneinander verschiedenen, rationalen Zahlen gibt es stets eine dritte
rationale Zahl, die zwischen denen liegt (z.B. das arithmetische Mittel dieser Zahlen). Dieser
Vorgang, beliebig fortgesetzt, fithrt zu der Schlufifolgerung, dafi zwischen zwei voneinander
verschiedenen rationalen Zahlen unendlich viele weitere Zahlen liegen.

Der Bereich der rationalen Zahlen bildet eine dichte Menge; die rationalen Punkte sind
iiberall dicht auf der Zahlengerade gelegen.

Ausdriicklich sei hervorgehoben, dal keineswegs umgekehrt jeder Punkt der Zahlenger-
ade Bild einer gewissen rationalen Zahl ist! Man stellte bereits vor mehr als 2000 Jahren mit
Erstaunen fest, daf§ es neben den rationalen Zahlen beliebig viele weitere Zahlen gibt, die
nicht als Bruch darstellbar, also ¢rrational sind, z.B. die Zahl v/2. Der Bereich der rationalen
Zahlen hat also noch Liicken.

Um einen “liickenlosen” Zahlenbereich zu erhalten, wird eine Erweiterung vorgenommen.
Man erhalt dann den Bereich der reellen Zahlen. Dieser Bereich bildet eine stetige
Menge.

Sind irgend zwei rationale Zahlen gegeben, so sind insbesondere die vier elementare
Grundoperationen der Arithmetik Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division mit ih-
nen immer ausfithrbar, und das Ergebnis der Rechnung ist immer eine rationale Zahl. In
dieser Beziehung bildet die Menge der rationalen Zahlen ein abgeschlossenes Ganzes,
einen Rationalitatsbereich .

Eine Menge, die den Axiomen I — VI geniigt, heifit Korper. Sowohl die rationalen Zahlen
als auch die reellen Zahlen bilden bzgl. der Operationen “+ 7 und “.” einen Korper.

Die Aufgabe des Wurzelauszichens (und viele andere Aufgaben) ist im Korper der ratio-
nalen Zahlen im allgemeinen nicht losbar. Geometrisch zeigt sich diese Unvollkommenheit
darin, dafl , wenn man eine bestimmte Strecke als Mafleinheit wahlt und mit ihr eine zweite
Strecke messen will, im Korper der rationalen Zahlen keine Zahl zu existieren braucht, durch
die diese Lange angegeben werden kann - etwa die Seite und die Diagonale eines Quadrates.

Das System der reellen Zahlen ist eine wohlbestimmte Menge, zu deren Elementen ins-
besondere die rationalen Zahlen gehoren und mit deren Elementen nach genau denselben
Regeln gerechnet werden darf wie mit diesen der rationalen Zahlen.

Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen und ist a < b, so bezeichnet man natiirlich die
Gesamtheit aller reellen Zahlen x, die der Bedingung a < x < b geniigen, als das Intervall
[a, b]. Die Intervalle lassen sich als liickenlose Teilstrecken der Zahlengeraden (mit oder ohne
Endpunkte) darstellen.

Oft benutzt man offene Intervalle, die symmetrisch um eine Stelle zq liegen, also links und
rechts von der Stelle xy ein gleiches Stiick der Zahlengeraden miteinschlieBen. Man nennt
ein solches Intervall eine e-Umgebung von o und schreibt dafiir U.(xg). Es gilt also

U.(xg) = (g — &,29 + €), € > 0. Eine e-Umgebung hat die Lange 2.

Durch eine reelle Zahl a wird die Zahlengerade in zwei Halbgeraden (Strahlen) geteilt:

{z: z>a}lgr=a,0); {x: x<a}r=(—00,a|

Bemerkung 4.11. Das System der reellen Zahlen kann auf keine Weise durch Hinzufiigung
neuer Elemente so erweitert werden, dal auch fiir die Elemente des erweiterten Systems die
samtlichen Grundgesetze der Arithmetik giiltig bleiben.
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Will man doch vom System der reellen Zahlen zu noch umfassenderen und darum vielleicht
noch leistungsfahigeren Systemen aufsteigen, so kann dies nur durch den Verzicht auf die
Giiltigkeit einiger der Grundgesetze erkauft werden.

Ein solches erweitertes Zahlensystem ist das System der complexen Zahlen.

Der (absolute) Betrag einer reellen Zahl

Erklarung 4.12. Der (absolute) Betrag | a| einer reellen Zahl a ist diejenige nichtnegative
reelle Zahl, fiir die gilt
a, wenn a > 0;
la| = 0, wenn a=0;
—a, wenn a < 0.

Satz 4.13. Fir beliebige reelle Zahlen a,b gilt stets

(a) lal =0; (b) Fa <[al;
() lal=]-al; (d) [abl=|allb];
1 1 b | b
(6) —:—,CL%O; (f) —‘:—,CI,;AO.
al  |adl |l
Unter dem absoluten Abstand zweier Zahlen a, b versteht man den Betrag ihrer Differenz
|a — b| bzw. | b — al. Insbesondere ist |a — b| = |b — a.

| a| ist also der Abstand von a bzw. —a zum Nullpunkt.
Geometrisch ist | a — b| die positiv gerechnete Lénge des Intervalles zwischen a und b auf
der Zahlengeraden (oder die absolute Abweichung voneinander).

Satz 4.14. Fir je zwet Zahlen a und b gelten die Dreiecksungleichungen
lal = [b]] < [a+0] <|a] +[b].
Aufgabe 4.15. (1) Es seien ay, as, ..., a, reelle Zahlen. Es gilt stets
lar 4+ as + ... + a,| <|ar| +|as| + ... + | anl-
2) Firn =0,1,2, ... ist stets 2" > n.

3) Fiir die natiirlichen Zahlen n > 5 ist 2" > n?2.

5) Wenn % < c_cl ist und die Nenner b und d positiv sind, so ist % < Zi;

6) Es sei n > 2 und die Zahlen aq, as, ..., a, seien samtlich positiv, dann ist
(1+a1)(1+4ag)...(14+a,) > 1+ (a1 + as + ... + ay,).

(7) Es sei n > 2 und die Zahlen ay, as, ..., a,, seien samtlich positiv, aber < 1, dann ist
(1 —a1)(1—asg)...(1 —a,) >1— (a1 +as+ ...+ ay).

(8) Ist 0 < a < 1 und n eine beliebige natiirliche Zahl, so ist stets

1
l4+a+a’+...+a” < ——.
1—a

(9) Ist n > 2 und a > 0 oder 0 > a > —1, so ist
(1+a)”>1+mna (Bernoullische Ungleichung).

(2)
(3)
(4) Fiir nichtnegative Zahlen a und b und jedes natiirliche n ist a™ + 0" < (a + b)™.
c
< -.
6 ‘
(6)
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(10) Fiir n = 2,3, ... ist stets

1 n—1 1 n
1+ <|14- < 3.
n—1 n

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist gleichbedeutend mit jeder der folgenden

Aussagen:
n"1 (n+1) n—1_n" (n+1)"
(n—1)n—1 < n" = n (n—1)" < nn A
n—1 _ (n*-1)" 1\" 1
< s (1-L5)">1-1.

Dafl diese letzte Ungleichung richtig ist, folgt aus der Bernoullischen Ungleichung
fir a = —=.

Weiter ist nun fir n = 2,3, ...

T+ =1+Mi++(O)E+.+ ()&
Daaberfir2 <k <n

() = Mol (1) (1 2) (1K) < < gt

k k! nk n n

gilt, so ist fiir n > 2

I+ <141+l + 4+ <1+ =3

2n 1-1
O
(11) Fiir n = 2,3, ... ist stets
1 n 1 n+1
14 > 14— .
n—1 n
. +-1)" n n
Beweis. <(J1:fj32 = <n?}i1> =1+ 7)) >1+Fs>1+%=1+1
' 0

5. DIE ZAHLENFOLGEN

5.1. Grundbegriffe.

Erklarung 5.1. Wenn sich auf Grund irgendeiner wohlbestimmter Vorschrift nacheinander
eine erste Zahl xy, eine zweite Zahl x4, eine dritte Zahl x3, ... bilden lafit, so sagt man, dafl
diese Zahlen x1, x5, x3, ... in dieser den natiirlichen Zahlen entsprechenden Anordnung eine
Zahlenfolge bilden.

Bricht die Bildung dieser Zahlen nach einer bestimmten Anzahl von Schritten ab, so spricht
man von einer endlichen Zahlenfolge; wenn jeder natiirlichen Zahl n eine wohlbestimmte Zahl
x, entspricht, redet man von einer unendlichen Zahlenfolge.

Man spricht von der Folge {x,} mit den Gliedern x,,.

Die einfachste und haufigste Rechenvorschrift ist diese, wenn eine fertige Formel gegeben
ist, in der aufler bekannten Zahlen nur der Buchstabe n auftritt (man bezeichnet n als den
laufenden Buchstaben) und die die Glieder der Folge liefert, wenn man fiir n nacheinander
die nattirlichen Zahlen 1,2, 3, ... einsetzt.
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Beispiel 5.2.

1 11 1
1 n= - 1a_7_7' y Ty
) @ n 2°3 n
2) @, =2" 2.4,8,..9" .
(—1) 11 1
— 1 - - _=
3) xn n ) 273’ 4’ b
n+1 345
4 n — 27_7_7_7‘7
) @ n 231
1\" 9 64 625
5 n — 1 - : 2a_a_7_7
) @ ( +n) 1727 256

In diesen Fallen kann jedes geforderte Glied der Folge sofort angegeben werden.

Nicht so, wenn die Bildungsvorschrift so gefafit ist, dafl ein bestimmtes Glied der Folge erst
dann berechnet werden kann, wenn die vorangehenden Glieder schon samtlich oder teilweise
bekannt sind.

Ein Beispiel fiir die rekursive Bildungsweise bietet die Vorschrift:

(1) zy=1,29=1,..., 2y =21+ Tp_2, n>3.
Die Folge ist: 1,1,2,3,5,8,....

(2) I = Oa Ty = 17 veey Iy = %(ajn—l +xn—2)7 n 2 3.

13511
Die Folge ist: 0,1, =, —, =, —, ...
le Folge ist: 0, STV
Erklarung 5.3. - Eine Zahlenfolge {z,,} soll beschrinkt genannt werden, wenn es eine

positive Zahl K gibt, so dal stets | z,| < K oder —K <z, < K gilt. K heifit dann
eine Schranke fiir die Glieder der Folge.

- Eine Zahlenfolge {z,,} soll nach links oder nach unten beschrankt heifflen, wenn sich
eine Zahl K; angeben lafit, so da} stets x, > K; ist. K; heiflit dann eine linke
Schranke fir die Glieder der Folge.

- Die Zahlenfolge {x,} soll nach rechts oder nach oben beschrénkt heiflen, wenn es eine
Zahl K, gibt, so daf} stets x,, < K, ist. K5 heiflit dann eine rechte Schranke fiir die
Glieder der Folge.

Erklarung 5.4. - Eine Zahlenfolge {z,} soll monoton wachsend oder zunehmend heiflen,
wenn stets x, < x,.1 ist, dagegen monoton fallend oder abnehmend, wenn stets
ZTp 2> Tpeq ist. Beide Arten werden auch kurz als monotone Folgen bezeichnet.

- Eine Zahlenfolge heifit konstant oder identisch konstant, wenn alle ihre Glieder ein
und denselben Wert haben. Ist dieser gleich ¢, so sagt man auch, die Folge sei
identisch gleich c.

Veranschaulicht man die Glieder einer Zahlenfolge {x,} als Punkte auf der Zahlengeraden,
so sagt man von den Bildern der Elemente x,,, da} sie eine Punktfolge bilden. Dabei kann es
eintreten, da3 ein und derselbe Punkt Bild mehrerer Glieder der Folge ist, namlich immer
dann, wenn verschiedene Glieder der Folge denselben Wert haben.
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Die Beschranktheit einer Folge driickt sich dann dadurch aus, daf§ alle Punkte z,, zwischen
den Punkten —K und K liegen; das monotone Anwachsen dadurch, dafl ein Punkt x,
niemals links von einem solchen mit kleinerer Nummer liegt.

Erklarung 5.5. Eine Zahlenfolge {x,} soll arithmetisch genannt werden, wenn man durch
Subtraktion eines vorangehenden Gliedes von dem néchstfolgenden stets die gleiche, aber von
0 verschiedene Differenz erhélt, wenn also die Folge mit den Gliedern {x,.; — x,} identisch
konstant, aber nicht gleich Null ist.

Eine arithmetische Folge {x,} ist hierhach durch das Anfangsglied zy und die konstante
Differenz d = x,,.1 — x,, vollstandig bestimmt: xq, o + d, xg + 2d, ..., 2o + nd, ....

Es ist also stets x, = zo +nd, n=20,1,2, ....

Die Summe der ersten n 4+ 1 Glieder der arithmetischen Folge ist gleich

n+1 n+1
To+T1+ ...+, = 5 (o + x,) = T(Qa:o + nd).

Erklirung 5.6. Eine Zahlenfolge {x,}, deren Glieder sémtlich von Null verschieden sind,
soll geometrisch genannt werden, wenn man durch Division eines spateren Gliedes durch
das nachstvorangehende immer den gleichen Quotienten erhélt, wenn also die Folge mit den

T
Gliedern =" jdentisch konstant ist.
Tn

Eine geometrische Folge {x,} ist hiernach ebenfalls durch das Anfangsglied zo und den

x
konstanten Quotienten g = “ntl vollstandig bestimmt: xq, 20q, T0¢>, ..., Toq", ... .
T

Es ist also stets x,, = xq¢q", n = 0,1,2,3,....
_ n+l
Die Summe der ersten n + 1 Glieder der geometrischen Folge ist gleich o X, wenn
q

q # 1 ist, und gleich (n 4 1)zg, wenn ¢ = 1 ist.

5.2. Nullfolgen. Es stellen sich als wichtig solche Eigenschaften der Zahlenfolgen heraus,
die wesentlich durch die Glieder mit hohen Stellenzahlen - die fernen oder weit rechts
gelegenen Glieder - bedingt werden und die also nur bei unendlichen Zahlenfolgen auftreten
konnen.

So ist z.B. die Eigenschaft einer Folge beschréankt zu sein ganz unabhangig davon, welche
Werte etwa die ersten 1000 oder 10000 Glieder haben.

Solche Figenschaften bezeichnet man als infinitare Figenschaften einer Zahlenfolge.

Die Wichtigste infinitare Eigenschaft einer Folge ist diejenige, eine Nullfolge zu sein.

1
Beispiel 5.7. (1) Die Zahlenfolge {z,} = § — ¢ ist monoton fallend. Die Glieder erre-
n

ichen jeden nur irgend denkbaren Grad von Kleinigkeit, wenn n grof§ genug genom-
men wird. Sie werden beliebig klein.

Man wahle irgendeine Zahl, die man fiir sehr klein halt, etwa %o oder ﬁ, oder
1071, oder 1071%° und frage, ob es moglich ist, ein Glied der Folge anzugeben, das
noch kleiner ist als die gewahlte Zahl und dessen nachfolgende Glieder auch samtlich
kleiner sind als diese Zahl.

Wihlt man etwa 1071, so ist das Glied mit der Nummer n = 10'! schon kleiner
als diese Zahl, und ebenso sind es alle nachfolgenden Glieder.

Haben die Glieder einer Folge diese Eigenschaft, so nennt man die Folge eine Null-

folge.
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(-1

(2) Beider Folge {x,} = haben die Betrige der Glieder dieselbe Eigenschaft.

Auch diese Folge nennt man eine Nullfolge.

1 -1 n—1
(3) Die Folge {z,} = {2—} oder die Folge {z,} = {%} hat gleichfalls die
n n

beschriebene Eigenschaft. Denn da 2" > n + 1, also — <
2 T n41

1
Folge {z,} = { —— ¢ eine Nullfolge ist, so ist die betrachtete Folge auch so eine.
n+1

ist, und da die

Erklarung 5.8. Eine Zahlenfolge {x,} heifit eine Nullfolge, wenn nach Wahl einer jeden
beliebig kleinen positiven Zahl € sich immer eine Nummer ng so angeben 1a8t, daf |z,| < e
ist fur alle n > ny.

Bemerkung 5.9. Wie klein man auch € > 0 wahlt, es a3t sich doch stets ny so angeben, daf3
alle Punkte x,, mit n > ny zwischen den Punkten —e und ¢ liegen.

Da der absolute Betrag einer Zahl x den Abstand des Punktes x vom Nullpunkt der
Zahlengeraden angibt, so kann die Erklarung der Nullfolge auch so gefafit werden:

Eine Folge {z,} ist eine Nullfolge, falls bei gegebenem ¢ > 0 sich eine Nummer ng so
angeben 1afit, daf3 fiir n > ny die Abstande der Punkte x,, vom Nullpunkt immer kleiner
e sind (oder dafi fiir n > ny die Punkte z,, simtlich in der e-Umgebung des Nullpunktes
liegen).

5.3. Die Intervallschachtelung.

Erklarung 5.10. Zwei Zahlenfolgen {a,} und {b,} bilden eine Intervallschachtelung (in
Zeichen (a,/b,)) genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Zahlenfolge {a,} ist monoton wachsend.
(ii) Die Zahlenfolge {b,} ist monoton fallend.
(iii) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt a, < b,.
(iv) Die Zahlenfolge {b, — a,} ist eine Nullfolge.

Von den Intervallen I,,, die sich auf der Zahlengeraden vom Punkte a,, bis zum Punkte b,
erstrecken (n = 0,1,2,...), gehort jedes folgende dem vorangehenden an, und ihre Léngen
l, = b, — a, bilden eine Nullfolge.

Die geometrische Anschauung scheint gebieterisch zu verlangen, dafl bei gegebener In-
tervallschachtelung stets ein Punkt miisse aufgezeigt werden konnen, der allen Intervallen
angehort.

Cantor - Dedekindsches Azxiom. Ist auf einer Geraden eine Intervallschachtelung gegeben,
so gibt es stets einen Punkt, der allen Intervallen der Schachtelung angehort.

Man sagt, dal dieser Punkt von der Schachtelung erfafit wird.

Satz 5.11. Ist (a,/b,) eine Intervallschachtelung, so gibt es genau eine reelle Zahl & mit der
FEigenschaft a, < & < b, fiir alle natirlichen Zahlen n.

Beweis. Gabe es neben £ noch eine davon verschiedene Zahl £, fiir die ebenfalls bei
jedem n € N a, <& < b, ist, so setze man |’ — &| = . Es wére dann ¢ > 0, aber aus
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a, <& <b, und —b, < —¢ < —a, folge, da} fiir jedesn € N a, — b, <& —& < b, — a,,
d.h. =1, <& - ¢ <1, oder e = | —¢| <, wire - entgegen der Voraussetzung, daB8 {l,}
eine Nullfolge sein sollte. 0

Es ist demnach &, falls vorhanden, eindeutig bestimmt.

Gibt es keine rationale Zahl, die allen Intervallen einer gegebenen Schachtelung (a,/b,)
angehort, so sagt man, diese Schachtelung definiere oder erfasse eine irrationale Zahl. Als
ihr Bild sieht man denjenigen Punkt P an, der auf der Zahlengeraden nach dem Cantor -
Dedekindschen Axiom durch die Schachtelung (a, /b,) erfasst wird.

Zusammengefaf3t: In der Angabe der Intervallschachtelung soll die Angabe oder Festle-
gung der durch sie erfassten (rationalen oder irrationalen) Zahl gesehen werden.

Eine Irrationale Zahl kann man tatsachlich ziffernmaBig iiberhaupt nicht vollstandig angeben!

Die rationalen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen das System der reellen Zahlen.

n—1 /n +1
2n 2n
reelle Zahl wird durch diese Intervallschachtelung erfafit?

Aufgabe 5.12. Beweisen Sie, dafl

eine Intervallschachtelung ist. Welche

5.4. Beispiele von Nullfolgen. Es sollen die nachstehenden Zahlenfolgen {z,} daraufhin
untersucht werden, ob sie Nullfolgen sind oder nicht.

(="

1) z, = .
Lésung. Fir jedes n = 0,1,2,... ist |z,| = m < nLH Wahlt man € > 0, so
ist sicher |z,| < e sobald —5 < € ist. Das letztere bedeutet, daB n 41 > 2 ist.

Es geniigt, fiir ng eine natiirliche Zahl zu nehmen, die > % ist, um zu erreichen, dafl
| ,,| < e ausféllt fir jedes n > ngy. {x,} is eine Nullfolge.

5n? +3n + 4
2) v, = ——.
(2) & nd+1
Losung. Es ist fiir jedes n = 0,1,2,... |z,| = 5”1@%. Fiir n > 4 gilt
| z,| < 5n2$73r-’11+" < T;’fl < Z‘—; = I 'Wihlt man nun wieder ganz beliebig ein
e >0, soist |x,| < e, falls n > 4 und weiterhin n so groff genommen wird, daf
% < e, dh. n> g ist. Nimmt man also fiir ny irgendeine natiirliche Zahl, die > 4
und > I ist, so ist man sicher, daB |x,| < ¢ ausfallt fiir jedes n > ng. {x,} ist eine
Nullfolge.
(3) x, =a".
Lésung. Hier ist |z,| = |a|™

Ist |a| > 1, so sind alle Glieder der Folge > 1. Diese ist dann sicher keine Nullfolge,
denn wahlt man etwa ¢ = 1—10, so ist der Betrag keines Gliedes der Folge < e.

Ist a = 0, so ist die Folge identisch gleich Null und also sicher eine Nullfolge. Dann
ist der Betrag jedes Gliedes < ¢, wie auch ¢ > 0 gewahlt wird.

Ist 0 < |a| < 1, so ist die Entscheidung nicht ganz so einfach. In diesem Fall ist

1

L > 1, so daB , wenn Ta] = 1 + p gesetzt wird, p > 0 ist. Daher ist

al
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1 1 1

= < ,
1+p 14+np+()p2+...+p» np
2

| 2| =

wenigstens fiir jedes n > 1. Es wird also | x,| kleiner als ein irgendwie gewéhltes,
positives ¢ ausfallen, sobald nur nip < ¢ ist. Da dies fiir jedes n > pis der Fall ist, so

braucht man fiir ny eine natiirliche Zahl > pie zu wahlen, um | z,| < € zu sein fiir
jedes n > nyg.

Die Zahlenfolge {z,,} = {a"} ist also eine Nullfolge, wenn |a| < 1 ist; sie ist keine
Nullfolge, wenn |a| > 1 ist.

Eine ganz andere Frage ist diese, wie schnell die Glieder der Folge {a"} klein
werden.

(4) z, = na™.

Lésung. Auch hier 18t sich zeigen, daf3 die Folge fiir |a| < 1 eine Nullfolge ist.
Denn setzt man wieder (fiir a # 0) |a| = zﬁ’ p >0, so ist fir n > 2

n n n 2

(I+p)m 14+np+ G)p2+..+p*  (G)p*  (n—1)p?

| 25| =

Daher wird |z,| kleiner als ein irgendwie gewéhltes, positives £ ausfallen, wenn

ﬁ<a,d.h. n>gp%+1ist.

(5) x, = n%a".

Lésung. Ist |a|] = ﬁ und p > 0, so ist fir n > 3 |xz,| < #ﬁbﬂ)pg. Man

bemerke, dafl fiir n > 3 sicher 1 < & und also n —1 > 7 ist, so daf} fir n > 3
erst recht |z,| < ﬁ sein wird. Bei gegebenem e > 0 gentigt es also, fiir ng eine
natiirliche Zahl > % + 2 zu wahlen, damit | z,,| < € ausféllt fiir n > ny.

Auch {n%a™} ist eine Nullfolge, falls | a| < 1 ist.

14+

-

Losung. Diese Folge ist offenbar keine Nullfolge, denn zq = %, 1 =020 =1,23 =
0,24 = 1,...,295+1 = 0,295,420 = 1,... und von keiner Stelle an sind die | z,| sdmtlich
< ¢, falls man sich das ¢ < 1 gewahlt denkt.

o= ()

Lésung. Wir wissen schon, daf3 fiir n = 2,3, ... stets 4 > (1 + ﬁ)n > (1 + %)nﬂ
ist (vgl. Kapitel 4, Aufgabe (11)). Daher ist fir n = 1,2,3, ... (1 + %)RH < 4 und

(nLH)n—&-l > %. Waéhlt man also etwa ¢ = %, so ist aufler zy kein Glied der Folge

seinem Betrag nach < ¢. Sie ist daher keine Nullfolge.

(8) 20 = (nil)nm'

(6) @,
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Lésung. Da die Folge mit den Gliedern (1 + %)n ,n=1,2,3,... in Kapitel 4, Auf-
gabe (10), als monoton wachsend erkannt war, so ist jedes ihrer Glieder mindestens

gleich dem ersten, also (niﬂ)n < % (& (1 + %)n > 2). Daher ist fir n > 1

n n2+1 n n? n
ol = ()" < (GH)" ()"
Die Folge {5~} ist aber eine Nullfolge. Bei beliebig gewdhltem e > 0 148t sich eine

Stelle ng so angeben, dafl 2% < e ausfallt fiir jedes n > ny. Fiir denselben n ist auch
| z,,| < . Die Folge ist also eine Nullfolge.

5.5. Satze iiber Nullfolgen.
Satz 5.13. Ist {z,} eine Nullfolge, so ist auch {|z,|} eine Nullfolge und umgekehrt.

Beweis. Sowohl die Folge {z,} wie die Folge {| z,|} ist dann und nur dann eine Nullfolge,
wenn nach Wahl eines € > 0 sich ng so angeben 1a8t, dafi fiir n > ng stets | x,| < ¢ ausfillt.

O
Satz 5.14. Jede Nullfolge ist eine beschrankte Zahlenfolge.

Beweis. Ist {z,} eine Nullfolge, so entspricht etwa der Wahl € = 1 eine Stelle ng, so da8
| 2| < 1 ausféllt fiir jedes n > ng. Ist dann ¢ der grofite der Werte | xq], | zal, ..., | Tng—1/, SO
ist, wenn ¢ + 1 = K gesetzt wird, dies K eine Schranke der Zahlenfolge {z,}, da |z,| < K
ist fur jedes n.

U

Satz 5.15. Ist {x,} eine Nullfolge und {c,} irgendeine beschrdinkte Zahlenfolge, so ist auch
die Folge mit den Gliedern z!, = c,x,, n =0,1,2,..., eine Nullfolge.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein K > 0, so da8 stets | ¢,| < K ist. Wird dann
ein € > 0 beliebig gewahlt, so ist auch % > 0. Wahlt man diese Zahl als Kleinheitsgrad fiir
die x,,, so entspricht ihr eine Stelle ng, von der ab | x,| < & ausfillt. Dan ist fiir n > ng
€
K

Also ist auch {z/ } eine Nullfolge. Hiernach bilden mit {z, } zugleich auch die Zahlenfolgen
{(=1)"z,}, {1+ (=1)™)xp}, {cxn}, {a"z,} (mit |a| <1) Nullfolgen.

2] | = | enl| xn] < K—= =e.

O

Satz 5.16. Von der Folge {x,} sei schon bekannt, dafi sie eine Nullfolge ist, und es sei {z] }
eine zu untersuchende Zahlenfolge. Ist dann eine Ungleichung der Form |zl| < K|z,|, in

der K eine feste positive Zahl bedeutet, stets oder wenigstens fir alle n > m erfillt, so ist
auch {z,} eine Nullfolge.

Beweis. Wird € > 0 beliebig gewéhlt, so 1afit sich nach Voraussetzung ein ny so angeben,
daB |z,| < & ausféllt fiir n > ng. Wir diirfen annehmen, dafi dies ng > m ist. Dann ist
aber fiir n > ng stets |z),| < K& = ¢, also {z],} eine Nullfolge.

0

Satz 5.17. Sind {x,} und {z],} zwei Nullfolgen, so sind auch die Folgen {yn}, {v,}, {zn}
mit den Gliedern y, = x, + x,, Y, = Tp — T}, 2n = Tpxl, n=0,1,2,... Nullfolgen.

n’
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Beweis. Es ist stets |y,| < |z,| + [2;,]. Wahlt man nun ein € > 0, so ist auch § > 0.
Dieser Zahl entspricht nach Voraussetzung je eine Stelle n; bzw. n}, von der ab |z,| < §
bzw. | x| < § ausfallt. Wird dann ng beliebig oberhalb n; und n} gewahlt, so ist fiir jedes
n>ng |yn| <5+ 5 =c¢,also {y,} eine Nullfolge.

Fir {y/,} verlauft der Beweis wortlich ebenso, und fiir {z,} ergibt sich die Behauptung
sofort aus Satz 5.11., da die Faktoren 2/, nach Satz 5.10. eine jedenfalls beschriankte Zahlen-
folge bilden.

UJ

Bemerkung 5.18. Zwei Nullfolgen diirfen im allgemeinen nicht gliedweise durcheinander
dividiert werden. (Etwa z, = &, 2], = 57 da 2 = 2" keine Nullfolge ist!)

an

Satz 5.19. Sind {x] } und {z!'} zwei gegebene Nullfolgen und ist {x,} eine zu untersuchende
Zahlenfolge, deren Glieder fiir jedes n die Bedingung x!, < x, < x! erfillen, so ist {x,}
auch eine Nullfolge.

Beweis. Wird ein € > 0 beliebig gewahlt, so 1a8t sich nach Voraussetzung je eine Stelle n/
und n” so angeben, daf§ |x)| < e ist fiir n > n/ und | 2| < e fiir n > n”. Ist dann ng eine
beliebige oberhalb n' und n” gelegene Stelle, so ist fiir n > ng —e < 2/, und 2! < e, also
wegen z, < x, < 2! auch —e < z2) <z, <zl <¢e, dh |z, <e.

Auch die Folge {x,} ist eine Nullfolge.

O

Ist kyi, ko, ..., Ky, ... irgend eine Folge von natiirlichen Zahlen, in der jede natiirliche Zahl
genau einmal auftritt, so nennt man die Folge {k, } eine Umordnung der Folge der natiirlichen
Zahlen. Ist dann {z,} eine beliebige Zahlenfolge, so nennt man die Folge {y,}, fir die
Yn = Ty, ist, eine Umordnung der Folge {x,}.

Ist p1,po,...,Pn, ... €ine im engeren Sinn monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen,
so sagt man, {p,} sei eine Teilfolge der Folge der natiirlichen Zahlen. Ist dann {z,} eine
Zahlenfolge, so nennt man die Folge {y,}, fiir die y,, = x,,, ist, eine Teilfolge der Folge {z,}.

Treten in der Teilfolge {p,, } unendlich viele natiirliche Zahlen nicht auf und sind ¢, g2, ..., ¢n, ...
diese nicht in der Folge {p,} auftretenden positiven ganzen Zahlen, so sagt man, man habe
die Folge {n} in die beiden Teilfolgen {p,} und {q,} zerlegt. Z.B. p, = 2n, ¢, = 2n — 1.

Setzt man, wenn {x,} eine beliebige Zahlenfolge ist, neben y,, = x,, noch z, = z,,, so
sagt man, man habe die Folge {x,} in die beiden Teilfolgen {y,} und {z,} zerlegt.

Satz 5.20. (i) Jede Umordnung einer Nullfolge ist wieder eine Nullfolge.
(ii) Jede Teilfolge einer Nullfolge ist wieder eine Nullfolge.

Beweis. (i) Ist € > 0 gegeben, so gibt es ein ng, so daf | z,| < ¢ ist fiir alle n > ng. Unter
den Nummern, die die (endlich vielen) Glieder xy, 3, ..., z,, in der Folge y, = zj,, die eine
Umordnung der Folge {z,} ist, tragen, sei n’ die grofite. Dann ist fiir n > n’ stets | y,| < ¢,
also {y,} eine Nullfolge.

(77) Ist € > 0 gegeben und ny wieder so bestimmt, daf3 fiir n > ng stets | z,| < € ist, so
ist fiir denselben n auch |y,| < ¢, da y,, = z,, und p, > n > ny ist.

U

Satz 5.21. Fine beliebige Zahlenfolge {x,} sei in die beiden Teilfolgen {y,} und {z,} zerlegt.
Sind dann diese beiden Folgen Nullfolgen, so ist auch {x,} selbst eine Nullfolge.

Beweis. Wird ¢ > 0 beliebig gewéhlt, so 18t sich nach Voraussetzung je eine Stelle n’
und n” so angeben, da8 fiir n > n' |y,| < € baw. fir n > n” |z,| < ¢ ausféllt. Ist nun
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{yn} mit der Teilfolge {z,,} und {z,} mit der Teilfolge {z,, } von {z,} identisch und wird
ng oberhalb der beiden Zahlen p,, und ¢, gewahlt, so ist fiir n > ng stets | z,| < €. Also ist
{z,} eine Nullfolge.

O

5.6. Anwendungsbeispiele der geometrischen Folge.

(1)

(2)

In einem Betrieb soll innerhalb eines Planjahres durch Steigerung der Arbeitsproduk-
tivitdt eine monatliche Produktionserhohung um 1,5% erreicht werden. Im Monat
Januar betrug die Produktion 1400 Stiick.
Wie hoch ist die Jahresproduktion? (18 257,7)
Welche Produktion wird im Monat Dezember erreicht? (1649,13)

Durchschnittliches Wachstumstempo. Aus der Definition geht hervor, daf§ die
prozentuale Anderung der Glieder einer geometrischen Folge konstant ist. Die ge-
ometrische Folge kann daher als mathematisches Modell fiir 6konomische Vorgénge
dienen, denen eine gleichbleibende prozentuale Entwicklung zugrunde liegt.

Wir bezeichnen die jéhrlich erzielten Umsétze eines Handelsbetriebes mit a; (i =
1,2,3,...,n). Bei den einzelnen statistischen Werten treten nun mit Sicherheit Ab-
weichungen gegeniiber einer gleichméafligen prozentualen Entwicklung auf.

Der Quotient ¢ = n-i/¢= entspricht daher dem durchschnittlichen Wachstum-

stempo im betrachteten Zeitraum.
Die Berechnung des durchschnittlichen jahrlichen Wachstumstempos WT' erfolgt

nach WT = »3/22.100% oder WT = ¢.100%, q = /%

ay’
Bezeichnen wir als Anfangswert einer zeitlichen Entwicklung den direkt vor der
Planperiode liegenden Wert mit ay, dann ergibt sich fir WT bei n Wachstum-

szeitraumen WT = ,"/‘;—71”.100%.

Der Einzelhandelsumsatz entwickelte sich im Zeitraum von 1973 bis 1977 wie in
der Tabelle angegeben. Wie gro3 waren das durchschnittliche jahrliche Wachstum-
stempo und die Zuwachsrate? Mit welchem Umsatz konnte bei gleichbleibendem
Wachstumstempo im Jahre 1980 gerechnet werden?

Jahr 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977
Einzelhandelsumsatz in Mill. DM | 74619 | 79150 | 81905 | 85675 | 89434

Losung. Mit den Umsatzen der Jahre 1973 und 1977 erhalten wir

WT = ,4/%.100% = 1,0463.100% = 104, 63%.

Der 1980 erwartete Umsatz ergab sich mit dem im Basisjahr 1977 erreichten Betrag
(a1 = 89434) und g = 1,0463 zu ay = 89434.(1,0463)> = 102440, 4.

Das durchschnittliche jahrliche Wachstumstempo des Einzelhandelsumsatzes be-
trug im Zeitraum von 1973 bis 1977 104, 63%, die Zuwachsrate 4,63%. Im Jahre
1980 konnte bei gleichbleibender Entwicklung mit einem Umsatz von 102,44 Milliar-
den DM gerechnet werden.

Zinseszinsrechnung. Bankkreditzinsen sind fiir eine effektive Ausnutzung von
Produktions- und Zirkulationsfonds von grofiler Bedeutung.

Zur Herleitung der Grundformel der Zinseszinsrechnung nehmen wir an, dafl ein
Guthaben by zu einem Zinssatz p verzinst wird. Die Jahreszinsen z = by5; werden
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diesem Grundbetrag oder Barwert by zugeschrieben und im folgenden Jahr ebenfalls
verzinst. In Fortsetzung dieser Uberlegung erhalten wir die Guthaben nach dem

ersten, zweiten, ..., n-ten Jahr 01,09, ...,b,:
b1 = bo + bglg;o = ( %) = boq,
bg = bl + blll(.];O = ( L) = bo.qz;

bn = bn—l + bn—l'l%o = bn—l (]_ + ﬁ) boqn

Wir erkennen, daf3 die Betrage by, bs, ..., b, eine geometrische Folge mit dem An-
fangsglied by und dem konstanten Quotienten g bilden. Mit den Bezeichnungen b,
- Endbetrag, p - Zinssatz, 55 - Zinsrate, (1 + $55) = ¢ - Aufzinsungsfaktor, n -
Verzinsungsdauer in Jahren, erhalten wir die Grundformel der Zinseszinsrechnung

bn = boqn

Die Berechnung des Endbetrages b,, bei bekanntem Grundbetrag by, Zinssatz p und
Anzahl der Jahre n heifit Aufzinsen.

Zur Bestimmung des Grundbetrages by bei gegebenen Endbetrag b,, Zinssatz p
und Anzahl der Jahre n stellen wir b, = byg"™ um und erhalten by = b,q~". Mit
dem Abzinsungs- oder Diskontierungsfaktor v = % wird by = b,v™. Dieser Berech-
nungsvorgang heifit Diskontierung.

Ein nach n Jahren falliger Betrag b,, wird zu p Prozent Zinseszins auf die Gegenwart
diskontiert.

(i) Auf welchen Endbetrag wachsen 10000 DM an, die bei 31 % fiinf Jahre auf

Zinseszins stehen? (11734,11)
(ii) Diskontieren Sie einen nach 10 Jahren falligen Betrag von 20000 DM bei 5%
Zinseszins auf Gegenwart. (12278,26)

6. GRENZWERTE VON ZAHLENFOLGEN

6.1. Der Begriff des Grenzwertes.

Erklarung 6.1. Wenn eine Zahlenfolge {z,} zu einer bestimmten Zahl £ in der Beziehung
steht, daB die Folge {z,, — £} eine Nullfolge ist, so sagt man, die Folge {x,} konvergiere oder
sie sei konvergent; die Zahl £ nennt man den Grenzwert oder den Limes dieser Folge und
sagt auch, die Folge strebe gegen £ oder ihre Glieder naherten sich dem Werte &.

Eine solche Tatsache driickt man durch die Symbole z, — £ (genauer: =z, — £ fur
n — 00) oder limz, = ¢ (genauer: lim, .. x, = &) aus.

Da nun die Forderungen ¢ — ¢ < z, < £ + € und |z, — £| < € fiir beliebige Zahlen € > 0
gleichbedeutend sind, kann man sagen:

Es strebt {x,} gegen &, falls nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl ¢ sich eine Nummer
ng so angeben lafit, daBl alle z, mit n > ng in der e- Umgebung der Stelle ¢ liegen.

Beispiel 6.2. (1) Ist {x,} eine beliebige Nullfolge, deren Glieder sdmtlich > 0 sind, und
ist «v eine beliebige positive Zahl, so bilden auch die Zahlen y,, = (x,,)* eine Nullfolge.

Lésung. Wird e > 0 beliebig gewdhlt, so ist auch e« > 0, und da {z,} eine
Nullfolge ist, mufl sich ny so bestimmen lassen, dafl fiir n > ng stets | z,| < £a
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ausféllt. Dann ist aber fiir denselben n auch |y,| = y, = 22 < e. Also ist {y,} eine
Nullfolge.

log, n
n

Ist a > 1 eine beliebige Grundzahl der Logarithmen, so bilden die Zahlen x,, =

eine Nullfolge.

Lésung. Es sei € > 0. Die Forderung, da8 |z,| = bgT“” < ¢ sein soll, bedeutet
dasselbe wie diejenige, dal log,n < en oder n < a", oder n(a=¢)" < 1 sein soll.
Setzt man b := a~¢, so ist 0 < b < 1, und es 14t sich ng so bestimmen, dafl fiir
n > ng stets nb™ < 1 ausfillt (vgl. mit Kapitel 5, Beispiel fiir Nullfolgen Nr.4). Fiir
dieselben n ist dann auch | z,| < e. Also ist {z,,} eine Nullfolge.

Die Zahlen x,, = {/n — 1, n = 1,2, ..., bilden eine Nullfolge.
Lésung. Fir die Zahlen x,, ist (1 + z,)" = n. Denkt man sich fiir n > 2 die linke
Seite dieser Gleichung nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt, so erkennt man,

da z,, > 0 ist, dafl 1+nxn—|—"(" l)m 4. nln 2)?5" 2)xfl+...+xz = n, oder @xi <n,
2

oder | z,| < /-5 ist. Ist also ein € > 0 beliebig gegeben, so wird hiernach | z,| < e

ausfallen, sobald n so gro8 genommen wird, dafl 1/% < ¢ ist. Es reicht hierzu

aus, n > E% + 1 zu nehmen. Ist ng eine spezielle natiirliche Zahl, die dieser Forderung
gentiigt, so ist fiir n > ng stets | x,| < e. Also ist {x,} eine Nullfolge.
lim =1
n—oo n
Losung. limnaoo{”T+1 -1} = limn_m% =0.

3n+5 3

5) 1 6) lim 2.
<)n5§on+1 ()n—>oo4n+3 1
4n 4n? +1 4

7)1 —9. 8) lim -
(7) Jim o (8) im o505 = 3

(9)

nli_)I{)lo(\/n +1—+/n) =0.

Losung. ‘/”+1_\/ﬁ:\/nf++\/ﬁ<ﬁﬁ<\/% AVe>0 —S=<e & n>g

. 1
(10) hm Vn(vn+1—+/n) = 5
Losung vn(v¥n+1—4/n)= \/th =
I
Vi(Vn+1=vn) =3l = sy < zmvme = & <
n
11) lim ———=1.
(1) Jim
Losung. - —1= A 1=V _ -
osung. 75— C1+E - V1+1 _\/1+%(1+\/1+%)
_n _ n o1 _1
= |\/n2+n - ll - \/1+%(1+\/1+%) < 1+ 7 ntl <
(12) lim a=1, a > 0.

Losung. I Fall. a>1 = Ya>1 =3\, >0: Ja=1+ )\,
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= a=(1+X\,)" = a>1+n)\, (Bernoullische Ungleichung)
= A<l s 0< N\, ={a—-1<<h
Laut Satz 5.19. ist {\,} eine Nullfolge.
ILFall. 0<a<1l= 3b>1:a=1 =
{L/E:%B A lim,_o Vb= 1.

2
— Da,
(13) Es sei lim a, = a. Man bestimme lim an = (a+ Dan + ¢
n—00 n—00 ap, —a

T+a,—vi—a,
(14) Es sei lim a,, = 0. Man bestimme lim Vita —vl-a .

n—oo n—oo aTL

(15) Die Eulersche Zahl e .
Die Folge a,, = (1+ 1)" ist monoton wachsend (vgl. Kapitel 4, Aufgabe 4.15 (10)),

die Folge b,, = (1 + %)nﬂ ist dagegen monoton fallend (vgl. Kapitel 4, Aufgabe 4.15

(11)). Da ersichtlich stets a; < a,, = (1 + %)n < (1 + %)nﬂ = b, < b; ist und da
b, —a, = %an < %bl = % ist und diese Differenzen somit eine Nullfolge bilden,
so ist (a,/b,) eine Intervallschachtelung. Die durch sie erfaite Zahl pflegt man mit
e zu bezeichnen. Man hat nun lim,,_ (1 + %)n = e. Fur n = 6 lehrt dies, daf
2,92 < e < 2,95 ist.

Man nennt die Zahl e = 2, 7182818... die Eulersche Zahl.

Bemerkung 6.3. Ist {x,} irgendeine Nullfolge, deren Glieder sdmtlich > 0 sind,

so ist jedesmal die Folge der Zahlen (1 + xn)ﬁ konvergent und hat jedesmal den
Grenzwert e.

(16) Ist v # 0 eine beliebige reelle Zahl, so strebt die Folge <1 - g>n gegen e,
n

Beweis. Es ist ndmlich {2} eine Nullfolge, so daf fiir n — oo
(L4 2)" =[(1+ 2)a]* gegen e* strebt .

Die praktische Bedeutung der Eulerschen Zahl e wird durch das folgende Beispiel deutlich.

Kontinuierliche Verzinsung. Eine Grofle werde mit dem nominellen Zinssatz ¢ > 0 un-
terjahrig mit n Perioden verzinst. Der Aufzinsungsfaktor betriagt x,, = (14 £)". Wenn wir
kontinuierliche Verzinsung mit dem nominellen Zinssatz ¢ vornehmen wollen, miilen wir die
Anzahl n der Perioden gegen Unendlich wachsen lassen. Was passiert dabei mit der Folge
{z,} der Aufzinsungsfaktoren?

Antwort. Wird ein Kapital mit dem nominellen Zinssatz c eine Periode lang kontinuierlich
verzinst, dann betragt der Aufzinsungsfaktor ¢ = lim, .o(1+ £)" = e°.

Es gilt auch lim,, (1 — £)" =¢e7¢, ¢ > 0.

Jede Zahlenfolge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Erklarung 6.4. Wenn eine Folge {z,} die Eigenschaft hat, dal nach Wahl einer beliebigen
(grofien) positiven Zahl G sich immer eine Nummer ng so angeben 1a8t, daf fir alle n > ny
stets x,, > G ist, so sagt man, die Folge {x,} divergiere oder strebe gegen +oo, oder sie
sei bestimmt divergent mit dem Grenzwert 400, und bezeichnet dies durch die Symbolik
r, — oo oder lim,,_,., x,, = oc.
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Ganz entsprechend erklart man lim,, .. x, = —o0.
Wenn eine Folge {z,} nicht konvergiert, aber auch nicht gegen +o0o oder —oo divergiert,
so sagt man von ihr, sie sei unbestimmt divergent.

Beispiel 6.5. (1) Ist o > 0, so strebt n® — 0.
Denn ist G > 0 beliebig gewihlt und ng > G, soist firn > ny n® > (Ga)* = G.

(2) Es strebt, wie auch die Grundzahl a > 1 gewé&hlt sein mag, log, n — oo, dalog,n > G
sobald n > a% ist.

(3) Ist a > 1, so strebt a™ — oc.
Denn setzt man a = 1+ p, soist p > 0und " = (1 +p)” > 1+ np > np. Es ist
also, wie auch G > 0 gewahlt werden mag, a™ > G, sobald n > % ist.

(4) Ist {z,} eine Folge, die gegen +oco divergiert, und wird y,, = —z,, gesetzt, so strebt
Yn gegen —oo

1
(5) Strebt x,, gegen 0 und sind alle z,, > 0, so strebt — gegen +oc.

n

1
Sind dagegen alle x,, < 0, so strebt — gegen —oo.

(6) Die Folge (—1)", n=1,2,3,..., ist unbestimmt divergent, ebenso die Folge
1,0,1,0,1,...,1,0, ...
Denn die Konvergenz einer Folge bedeutet, dal nach Wahl eines positiven ¢ von
einer passenden Nummer ab alle Glieder der Folge in einem gewissen Intervall der
Lange 2¢ liegen.

Satz 6.6. Eine Zahlenfolge kann nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte konvergieren.
Eine konvergente Zahlenfolge bestimmt also ihren Grenzwert vollig eindeutig.

Satz 6.7. Fine konvergente Zahlenfolge {x,} ist notwendig beschrankt. Ist stets |x,| <
K, K >0, so gilt auch fir den Grenzwert & die Ungleichung | ¢| < K.

Beweis. Da jede Nullfolge beschrénkt ist, so ist die Folge {x,, — {} beschrénkt. Ist etwa
stets |z, — & < K, so ist wegen z, = (x, — &) + & und |z, | < |z, — & + |&| auch stets
| z,| < Ko + | &|. Die Folge {z,} ist also beschrankt.

Ist nun K irgendeine Schranke der Folge, also stets | x,,| < K, so kann nicht | | > K sein.
Denn unter dieser Annahme wire |¢| — K > 0, und es miifite fiir ein hinreichend grofies
n |z, —¢| <|& — K sein. Hieraus wiirde aber folgen, daf§ |&|—|x,| < |z, —¢| <|&|—
oder | z,| > K wére, was der Bedeutung von K widerspricht.

0

6.2. Das Rechnen mit Grenzwerten.

Satz 6.8. Sind {z,} und {y,} zwei konvergente Folgen und strebt x,, — & sowie y, — 1, s0
15t auch die Folge der Zahlen

a) {z, + yn} konvergent, und x, + vy, — &+ n;
b) {z, — yn} konvergent, und x,, — y, — & —n;
¢) {znyn} konvergent, und x,y, — £n;
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d) {ﬁ} konvergent, und In ¢ falls alle y,, # 0 und n # 0 sind.
Yn

Yn n
Beweis. Zum Beweis benutze man die Nullfolgen {z,, — ¢} und {y, — n} und die Sétze
iiber Nullfolgen.
Beweis von ¢). Es ist namlich z, vy, — &1 = (v, — §)yn + (yn — n)&. Der Ausdruck rechter
Hand entsteht nun aus den Nullfolgen {z,, — ¢} und {y, — n}, indem diese gliedweis mit
beschrankten Faktoren multipliziert und nachher addiert werden, und ist also selbst Glied

einer Nullfolge.
OJ

Satz 6.9. Sind {y,} und {z,} zwei konvergente Zahlenfolgen, die beide denselben Grenzwert
& haben, ist {x,} eine zu untersuchende Zahlenfolge und erfillen die Glieder dieser Folge
fur jedes n die Bedingung y, < x, < z,, so strebt x, — &.

n

Beispiel 6.10. (1) Die Zahlenfolge {f(n)} mit f(n) = Z i 1)1(22. 1)

1=

konvergiert

1
gegen .
Lésung. Die Zahlenfolge f(1); f(2); f(3);..., ausgeschrieben
B . I S
1.3 1.3 35 1.3 35 5777

kann auf Grund der Zerlegung

1 101 1
(20 —1)(2i+1) 2\2i—1 2i+1

auch in der Form

O A N A N A YA AN YA AN AN Y
2 3) 2 3) "2\3 5)2 3) "2\3 5) " 2\5 7))

oder, nach Zusammenfassen der Glieder, in der Gestalt

1 1 1 1 1 1
_1__;—]_——;—1—— Y een
()2 ()2 ()

dargestellt werden. Allgemein gilt also fiir das n-te Glied

n

1 1 1
aan(n):E; (2i—1)(2i+1):§<1_2n+1)

1=

und deshalb lim, . f(n) = 3.
(2) Ist {z,,} eine beliebige Nullfolge, so dal ihre Glieder sémtlich # 0 sind, so strebt

w1
¢ — Ogba:lna, aeRY beR"\ {1}.

T log, e

Losung. Die Zahl e bildet die Basis der naturlichen Logarithmen..
Da die Behauptung fiir a = 1 offenbar richtig ist, diirfen wir weiterhin a 2 1
annehmen. Da die Zahlen y, = a™ — 1 wieder eine Nullfolge bilden (Die Folge
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T, = 2&Unl ot eine Nullfolge!), deren Glieder samtlich > —1 und # 0 sind (da

logy, a

a® > 0 Aa™ # 1 gilt), strebt also
a® — 1 Yn log, a log, a

= logya = ——>—— — =Ina.

Tn log, Yn+1 logy (Ynt1) log e

Bemerkung 6.11. Strebt x, — & und sind alle Glieder z, sowie der Grenzwert &
positiv, so strebt log, x,, — log, £, zu welcher Grundzahl b > 1 auch die Logarithmen
genommen werden, da:

xn_g

log, x,, — log, & = log, % = log, (1 + ) — log, 1 = 0.

Eine konvergente Folge mit positiven Gliedern und positivem Grenzwert “dart”
also auch logarithmiert werden.

1 e —1
(3) 2 = — = — = n({/a—1) — lna.
n T,
1 o —1 Va—1
(4)xn:ﬂAa:e:>a :n(\/a >—>1.
n T Inn

Bemerkung 6.12. Exponentialfunktionen mit der Basis e dienen in der Okonomie zur Mod-
ellierung von Wachstumsvorgangen:

- Exponentielles Wachstum f(t) = a.e*, t € RY, a, k = konst.

- Beschranktes exponentielles Wachstum
f(t) =G —ae™ t € RT, G =limy_ f(t), a, k = konst.

- Beschrankte exponentielle Abnahme
f(t) =G +ae ™™ t € RY, G = limy_o f(t), a, k = konst.

- Logistisches Wachstum
e G
0= eam oder JU = 1w

teRY G =lim_ f(t), a, b, k =konst, k > 0.

Logarithmusfunktionen zur Basis e treten beim Logarithmieren der Wachstumsfunktionen
auf und dienen zum Beispiel als statistische Elastizitatsfunktionen zur Gewinnung 6konomis-
cher Analysen.

6.3. Die beiden Konvergenzprobleme. Ein erheblicher Teil aller Untersuchungen der
héheren Analysis beruht auf Grenzwertbetrachtungen, die ihrerseits wieder auf die Unter-
suchung von Zahlenfolgen gestiitzt werden kénnen. Hierbei siecht man sich vor allem zwei
Fragen gegeniiber, namlich

- erstens der Frage, ob eine irgendwie vorgelegte Zahlenfolge konvergiert oder ob sie
(bestimmt oder unbestimmt) divergiert; und

- zweitens der Frage, welchem Grenzwert eine als konvergent erkannte Zahlenfolge
zustrebt.
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Zwei Fragen, die man kurz als die Frage nach dem Konvergenzverhalten einer beliebigen
bzw. als die Frage nach dem Grenzwert einer als konvergent erkannten Zahlenfolge bezeich-
net.

Jeder Satz, der ein Mittel an die Hand gibt, iiber das Konvergenzverhalten vorgelegter
Zahlenfolgen zu entscheiden, heifit ein Konvergenzkriterium bzw. Divergenzkriterium .

Satz 6.13. Das erste Hauptkriterium (fiir monotone Folgen) : Eine monotone und
beschrankte Zahlenfolge ist stets konvergent. Eine monotone und nicht beschrdankte Zahlen-
folge ist stets bestimmt divergent, und zwar divergiert sie gegen +oo oder gegen —oo, je
nachdem die Folge wdchst oder fallt.

Beweis. 1. Ist die Folge {x,} monoton wachsend, so ist stets z,, < x,.1, die Folge also
sicher nach links beschrankt.

Ist nun die Folge nicht beschrankt, so kann sie keine rechte Schranke besitzen. Wahlt man
also eine beliebige positive Zahl GG, so gibt es stets ein Glied, etwa das Glied z,,, fiir das
Tn, > G ist. Wegen des monotonen Anwachsens der Glieder ist dann erst recht auch fiir alle
n>nyg x, > G. Die Folge divergiert gegen +oo.

Ganz entsprechend erkennt man, dafl eine monoton fallende und nicht beschrankte Folge
gegen —oo divergiert.

I1. Ist die Folge {x,} monoton wachsend und beschrénkt, etwa stets z; < z,, A |z, <
K, K > 0, so liegen alle Glieder der Folge in dem Intervall J,, das sich von —K bis +K
erstreckt. Auf dieses Intervall wenden wir die Halbierungsmethode an.

Wir bezeichnen mit J; die Halfte von Jy, in der unendlich viele glieder der Folge liegen,
mit J, die Hélfte von Ji, in der unendlich viele Glieder von {z,} liegen, usw.

Die Intervalle der so entstandenen Schachtelung haben alle die Eigenschaft, dafl : liegt in
Ji z.B. der Punkt z,, , so liegen auch alle Punkte z,, mit n > n;, in Jj, denn sie liegen nach
Voraussetzung rechts von z,,, aber nach der Konstruktion von Jj nicht rechts vom rechten
Endpunkt dieses Intervalls.

Durch passende Wahl der Zahlen ni,no, ns, ..., ng, ... kann man demnach erreichen, dafl
fir k=1,2,3,...,n, ... die folgende Aussage gilt:

In J; liegen alle x,, mit n > ny, aber rechts von J; ist kein x,, mehr gelegen.

Ist nun ¢ durch diese Intervallschachtelung bestimmt, so 1a3t sich zeigen, dafl x, — &
strebt. Wird namlich die positive Zahl € beliebig gewahlt, so bestimme man die Nummer p
so, dafl die Lange von J, kleiner als ¢ ist. Neben ¢ liegen dann auch alle z,, mit n > n, in
Jp, so daB also fiir alle n > n, |z, —&| < ¢ ausféllt und z,, gegen & strebt.

Ist {z,} eine monoton fallende und beschrankte Zahlenfolge, so ist die Folge {y,} der
Zahlen y,, = —z, monoton wachsend und beschrankt und also konvergent. Dann ist auch
die Folge der Zahlen —y,, = x,, konvergent.

OJ
Beispiel 6.14. Die folgenden Zahlenfolgen sind auf Konvergenz (Divergenz) zu untersuchen.
1
(1) Es sei z, = ﬂ, n=123, ...
n
Wegen Tp+1 — Tn = lng—fil) - IHTTL = n(n1+1) ln[(z—:i)l ] = n(nl—&—l) ln[%(]‘ + %)n] und
lim, oo(1+2)" = e =2,718... < 3 ist die Folge monoton fallend, da
Tyl — Tp < ﬁln% < 0 ist, wenn n > 3 ist.

Es gilt also Oga:n:mT”<th3, n > 3.
Die Folge ist auch begrenzt, also konvergent.
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1 1
(2) Es sei x,, = — +..+ , n=123 ...
n+1l n+2 n+n
Wegen z,.1 —x, = ﬁ + 2n1+2 — n+r1 = m > (0 ist die Folge monoton
wachsend.
1 o .
Wegen n— <.qg k=L2..n istz, <25 <L
Wegen#,cznin,k:12 1stxn2’;:% undalso—<:vn<1 d.h.

{z,} ist beschrankt.
Also sie ist konvergent.

1-2 -4+ .. —1)nt
(3) Die Folge x, = 3 ot ()

ist divergent.

n
I. Essei n =2k = x, = (;}f)k = —% = limy o Top = _%.
II. Essei n=2k—1=x, = ST 1 =% 1= 31 = limg oo Top—1 = 5.

Die Zahlenfolge {z,} “konvergiert” also gegen zwei verschiedene Grenzwerte. Sie
ist also divergent.

Erklarung 6.15. Eine reelle Zahl ¢ heifit Haufungswert oder Hdaufungspunkt einer Menge
von reellen Zahlen, wenn in jeder (noch so kleinen) Umgebung der Stelle £ unendlich viele
Elemente der Menge liegen, wenn es also nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl € immer
noch unendlich viele Elemente x der Menge gibt, die der Bedingung £ —e < x < £ +¢ oder
|z — &| < € geniigen.

Satz 6.16. Jede beschrankte unendliche Punktmenge besitzt mindestens einen Haufungspunkt
(Satz von Bolzano - Weierstrafs ).

Aufgabe 6.17. (1) le Vn+1=1.
Losung. Man getzoe b, = ¥/n ein. Es gilt lim,, ., b, = 1.
Man setze ¢, = Von ein. Es folgt
=2n A1<V2<2 = 2=1+MAN>0 =
2=(14+X)">14+n\, = X\, <L — 0 =
lim, .cpn=1 = b, <z, =n+1<c, = lim, .z, = 1.

(2) {zn} = {V2, V2+ V2 \/ +v2 .} = lim o, =2
Lisung. o1 = V2, 2o = V2 +V2 = \/m,..., =2+, 1,..

= 12 =241, .
I. {z,} ist eine beschrinkte Zahlenfolge.
Man nutze die Methode der volstandigen mathematischen Induktion:
)z =vV2 = 1<z, <2
(ii) Man setze voraus, da 1 < xj < 2 ist;
(i) Zpp1 = V2 F 2 < V2F+2=2 A Zpp1 =2+ 25 > V2> 1.

= VneN 1<z, <2

II. {,} ist eine monoton wachsende Folge.
Man nutze die Methode der vollstandigen Induktion:
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iZL‘Q—ZL’l VvV 2+ —\/_—\/—f>0:$2>$1;

(ii) Man setze voraus, da} zj > xp_1 ist;
(iil) 27 =24a, AN 2 =244 = 2h 4 —TF = — Tp—q > 0
= (Trp1 + o) (Thp1 —2x) >0 = Tpy > T
= VneN x,.1 >z,
III. lim =z, = 2.

n—oo

Da {x,} monoton wachsend und beschrénkt ist, konvergiert sie gegen einen Gren-
zwert &, d.h.  lim, .o T, = lim, .z, = &£ Es gilt

1%4_1:2'}_-7% = §2:2—|—§ = 51:—1 /\52:2
Daaber 1 <x,<2, n=1,2,..., ist,soist auch 1<¢<2 = £=2.

1 n
Losung. x, = (1— L) =1 -1+ L) — “le=1.
(4) Tim (n+2)! +n! _
Losung. (n+2)!+n!=n{(n+2)(n+ 1)+ 1} = n!{n® + 3n + 3};
(n+2)! =nl=n{(n+2)(n+1) — 1} =nl{n* + 3n + 1}.

1
5) 71113)10;\/”2:%:1
Losung.
=gt sttt e A VRPEL< V2 H2< <Vl +n =
m“‘n Vs iing \/11+1 <$”<#%)2 "
lim,, oo —/—— \/ﬁ lim,, o \/_
(6) nhj{)lo 51n£n!) _o

Losung. —1 <sin(n!) <1 = |z,| = %|sin(n!)| < % — 0.
(7) lim cos(n® +n+1)

11 1
8) lm d 14— 4 — b —9
<)n520{ Ti2Ta3 " +(n—1)n}

=0.

0 >k
k k—1
(9) e ) U e LT QU S R Y
n—o0 bonl +bont=t .+ by bo
oo I <k.

Satz 6.18. Das zweite Hauptkriterium (fiir beliebige Zahlenfolgen) : Eine beliebige
Zahlenfolge {x,} ist jedesmal dann, aber auch nur dann konvergent, wenn sich nach Wahl
einer jeden positiven Zahl ¢ immer eine Stelle ng = no(g) so angeben laft, daff |x, —x,| < e
ausfdllt, sobald n und n' beide > ny sind (Satz von Cauchy).
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1
Beispiel 6.19. Ty = 0 Ty = 1, Tnt1 = §(l'n + $n,1).
Die Folge 0,1, ;, i, 35 -+ Ist beschrankt, 0 < z,, < 1, aber nicht monoton. Es ist namlich
|IE1 —Io‘ = 1, ‘132 —$1‘ = %, ...,’$n+1 —I‘n| = %|.§L’n — $n71| =...= 2%,

und es ist sofort klar, daf3 der Abstand je zweier aufeinander folgender Glieder eine Nullfolge
bildet. Auflerdem

1
Ve>0 dng: (5)”°<5 A |x, —xp| <e VYn>ng AVn' > ng,

da zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern alle weiterhin folgenden liegen.

Aufgabe 6.20. (1) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folgen {z,}?°:

1 n
= (D" 1= ) n= T2
Rl G R et
2\" 2\"
el
n n
1 n . 1
Vn n+l /n
n 4+ /n
(2) Sind die Folgen {a,}$° beschrénkt?
L (_1)7171005"7”' _ (n+2)?
n 2 ) n n+1 .

(3) Sind die Folgen {a,};° monoton?
(n+2)!+ (n+1)! 1 1 1
R P T o T L e AT )
(4) Bestimmen Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen {z,}:
n? —4n + 3 n? —5n+6\>" n+2\"
n2+3n+2 ’ n? +5n+ 6 n+1
n+3 n+5\" n—3\"
Tn = ; Tn )
n+4 n+2
n?—1 \" 2n% +n—1\" n?+5n+6\ 2
Sl G v el Bl el
n2—2n— 2n2 + 6n n?+3n+2

1 nk
1+ ) k€ Z; xn:(l—i-—) ke
n

8

7. UNENDLICHE ZAHLENREIHEN

Es sei {a,} eine unendliche Zahlenfolge.



60 WESSELKA MIHOVA

Eine unendliche Zahlenrethe ist ein Ausdruck der Gestalt

o0
al—i—ag—l—ag—i—...—i—an—i—...::Zan, a, € R.

Die (endlichen) Summen S = a1, So = a1 + ag, ..., S, = a1 + ag + ... + a,, heiflen die
Partial- oder Teilsummen der Reihe.

Besitzt die Folge der Teilsummen Sy,Ss,...,S,,... einen Grenzwert S, so nennt man
o0

die Reihe konvergent und S ihre Summe, d.h. S := lim S, = Zan. Existiert dieser
n=1
Grenzwert nicht, so heifit die Reihe divergent.
Es ist klar, daf3 eine unendliche Reihe dann und nur dann konvergiert, wenn eine Zahl S
so gefunden werden kann, dafl die Differenz R, ; := S — 5, eine Nullfolge bildet. Nennt
man R, den Rest der Reihe, so ist also die Reihe genau dann konvergent, wenn ihr Rest

gegen Null strebt.

Beispiel 7.1. Man untersuche die unendliche Reihe

Lyt by ! i
13735 57 T @n-Dent 2n — 1)/ 2n+1)

n=1

auf Konvergenz und ermittle gegebenfalls ihre Summe.

1 _1(1

-1 o +1) Wir bilden die Teilsummen

Losung. a, :=

(2n—1)(2n+1)
Sematortocban =} (1= L+ h= D= F b g ) = § (- ) =
. . 1 1 1 1
limy, oo Sy = limy, o 5 (1— 2n+1) =5 = S=3.

Aufgabe 7.2. Bestimmen Sie Konvergenz und Summe der Reihen:

0 SN R S S=1
1.2 23 34 n.(n+1)

(2)3%+4—15 ;7+"'+(n+2)1(n+3)+"" g=1

<3)4_17+%+T113+"'+(3n+1)1(3n+4)+ S=1

<4)%+$+%+ +(n-|—1)1(n—|—5)+”” S=%&

<E))ian—l S:%
n=2

Erklarung 7.3. Die geometrischen Reihen: Eine unendliche Reihe der Gestalt

oo

atag+ad®+ ... +aq"+ ... = Zaq”_l

n=1
heiit eine geometrische Reihe mit dem Anfangsglied a und dem Quotienten g;
a€R\ {0}, g€ R\ {0,1}.
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Fiir das n-te, (n + 1)-te und (n + 2)-te Glied einer geometrischen Reihe gilt:
ap = aq""t, Gpi1 = aq”, Apio = ag"t = 0410 = A*¢*" = al .

Fiir die Teilsumme S5, einer geometrischen Reihe ergibt sich
Sp,=a+aq+..+aqg"t = ¢S, =aq+aq®+ ..+ aq" =

1 — g™
Sp—q¢Sp=a—aq"=a(l1—q") = S,=a 1 g )
—q
Diese Formel heifit oft auch Summe der endlichen geometrischen Reihe.

Beriihmtheit hat die Schachbrettaufgabe erlangt, nach welcher sich der Erfinder des
Schachspieles, Sessa, von dem indischen Konig Scheram als Belohnung diejenige Summe von
Weizenkornern erbeten haben soll, die sich ergibt, wenn man aufs erste der 64 Felder ein
Korn und auf jedes weitere Feld die jeweils doppelte Zahl von Kornern legt. Es ergibt sich
die Teilsumme S, einer geometrischen Reihe mit a =1, ¢ =2, n =64: S, = 2% -1 ~ 10,
also eine in Groflenordnung von 10 Trillionen liegende Zahl.

Satz 7.4. Eine geometrische Reihe Z aq"! konvergiert genau dann, wenn |q| < 1 ist und

n=1
hat dann zur Summe
Beweis. S, = a% = lim, . S, = 1% -5 4 lim, o0 ™.
Da lim,, ., ¢" genau dann vorhanden ist, wenn \q! <1 1st und lim,,_., ¢" = 0 ist, so

bekommen wir fiir den gesuchten Grenzwert lim,, .., S, i
O

Fiir das Restglied der geometrischen Reihe ergibt sich

Rop1=8—-85, =% - al_qq :f’%q und

lim R, 1 = 1thmnﬂmq =0 & J¢l <1

Beispiel 7.5. (Achilles und die Schildkréte) In der Antike wurde von Philosophen das
folgende Problem diskutiert: Achilles und eine Schildkrote laufen um die Wette. Achilles
legt in einer Sekunde 10m zuriick, wihrend die (fiir ihresgleichen sehr flinke) Schildkrote
in einer Sekunde nur 1m bewaltigt. Dafiir hat sie 10m Vorsprung. Wann holt Achilles die
Schildkrote ein?

Die antiken Philosophen haben das Problem auf eine unendliche Reihe zuriickgefiihrt.

- Zunachst durchlauft Achiles die 10m lange Strecke, die die Schildkrote Vorsprung
hat, und benotigt dazu 1 Sekunde.
In dieser Zeit legt die Schildkrote 1m zurtick. Sie hat jetzt 1m Vorsprung. Es ist
eine Sekunde verstrichen.
- Dann durchlauft Achilles den 1m-Vorsprung der Schildkrote und bendétigt dazu %
Sekunde.
In dieser Zeit legt die Schildkrote 0, 1m zuriick. Sie hat jetzt 0, 1m Vorsprung. Es
sind 1+ 15 1 Sekunde verstrichen.
- Dann durchlauft Achilles den 0, 1m-Vorsprung der Schildkréte und benétigt dazu —— 10
Sekunde.
In dieser Zeit legt die Schildkrote 0,01m zuriick. Sie hat jetzt 0,01m Vorsprung.

Es sind 1 + 5+ m Sekunde verstrichen...

0
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Diese Zerlegung des Aufholvorgangs in einzelne Perioden kann man beliebig lang fort-
setzen. Nach der Periode n hat die Schildkréte immer noch 0,17 'm Vorsprung und es
sind S, = 1+ 1—10 + ﬁ + ...+ 10”%1 Sekunden vergangen. Daraus schlossen die antiken
Philosophen, dafl Achiles die Schildkréte niemals einholen kann, weil “bis dahin unendlich
viele Zeitperioden mit einer positiven Dauer verstreichen miifiten”.

Nattirlich hat Achilles die Schildkréte schliefflich doch erwischt. Worin besteht aber der
Fehler in der Schluifolgerung der Antike? Die Antwort lautet: Es ist nicht richtig, dafl
unendlich viele Zeitperioden mit einer positiven Dauer notwendig als Summe eine unendlich
lange Zeitperiode ergeben miissen!

Sehen wir uns an, wann Achilles die Schildkrote erwischt. Nach n Perioden sind S, =

11_061; = E(1 —0,1") < 10 Sekunden verstrichen. Die verstrichene Zeit iibersteigt nie das

Ausmafl von 3 9 Sekunden gleichgiiltig wie viele Perioden man auch durchlauft. Schliellich,
nach unendlich vielen durchlaufenen Perioden erwischt Achilles seine Schildkrote und es sind

lim,, o0 Sy, = lim,, oo 130(1 —0,1") = % Sekunden verstrichen.

1 1 1 =1
Aufeabe 7.6. D1+ —d—+.. = =2
ufgabe 7.6 (1) tototgt ;2” S
1 1 1 > 1 2
Nl =S — S ==
(2) 2+4 8+ ;(—2)"—1 3

(3) Jeder periodische unendliche Dezimalbruch kann als konvergente geometrische Reihe
geschrieben werden:

a)0,666...:1%+1%0 er Z610”z>a—160 q:%;s

B

-1 3
b) 0,131313... %+%+ 213100”;s5_93
c) 3,2777...:3,2+1(7)O+ﬁ+ _3,2+Z;7.10—" = S:%.
Die Summe ist stets eine rationale Zahl. -
(4) Folgende geometrische Reihen sind divergent:

a) 1+34+94+27+ ... g=3>1.
b) 1—14+1—1+.. g=—1.
¢) 0,5+ 0,55+ 0,605 + 0, 6655 + ... g=1,1>1.

(5) Wie grofl ist der Fehler gegeniiber der Summe folgender Reihe, wenn man diese nach
5 Gliedern abbricht?

1
27— 9+3 1+~

Losung. a =27, ¢ = —% = R6:S—S5:f—ﬁq:—i.

+ ..

QO =
ot



EINFUHRUNG IN DIE HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 63

(6) Barwert einer ewigen Rente: Um eine vorschiissige Rente von a GE n-mal auszahlen
n

zu konnen, benotigen wir ein Kapital in der Hohe des Barwerts B,, = a , wobei

v den Abzinsungsfaktor bezeichnet.
Wir stellen uns nun die Frage, welches Kapital B, wir benotigen, um die Rente
ewig auszahlen zu konnen.
Die Folge {B,} ist die Folge der Partialsummen einer geometrischen Reihe. Da
0 < v < 1 ist, handelt es sich um eine konvergente geometrische Reihe und
By = lim B, = —

n—oo 1—w

(7) Ewige Rente: Welches Kapital ist notig, um beim Zinssatz von 8% eine ewige Rente
(vorschiissige!) in Hohe von 1000 GE finanzieren zu konnen?
Esist v = LS = 0,925 und daher K, = 1000 = 13500 GE.

7.1. Konvergenzkriterien.
7.1.1. A. Reihen mit lauter positiven Gliedern.

Satz 7.7. Notwendiges Konvergenzkriterium. Notwendig (aber nicht hinreichend)

fur die Konvergenz einer Reihe Zan ist, dafy a, — 0 firn — oo bzw. lim a, =0, d.h.

die Glieder der Reihe miissen eme Nullfolge bilden.
Bemerkung 7.8. Konvergiert eine Reihe, so ist das Kriterium stets erfiillt.
Aber aus dem Bestehen der Bedingung lim a, = 0 kann nicht auf die Konvergenz der

Reihe geschlossen werden.
Ist die Bedingung lim a,, = 0 nicht erfiillt, so ist die Reihe sicher divergent.

Satz 7.9. Majorantenkriterium . FEs seien Zan, Zb zwet unendliche Reihen, bei

n=1
denen von einer Stelle n = k ab jedes Glied der a- Rezhe grofier oder gleich dem entsprechen-

den Glied der b-Rethe ist, d.h. b, < a,, Vn > k. Dann gilt:

(i) aus Konvergenz von Z a, folgt Konvergenz von Z by;

n=1 n=1
(ii) aus Divergenz von Z b, folgt Divergenz von Z (.
n=1 n=1

Im Falle (7) heifit die a-Reihe eine konvergente Majorante fiir die b-Reihe; im Falle (i7) die
b-Reihe ist eine divergente Minorante fiir die a-Reihe.
Die Schliisse sind nicht umkehrbar!

Beispiel 7.10. Es soll die harmonische Rethe

11 1
1 —
totgt et + E

auf Konvergenz bzw. Divergenz untersucht werden.
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Losung. 1. Beweismethode. Wir schreiben die Reihe in der Form
1 1,1 1,01, 1,1 1,1 1,1 1 1 1
(1+§)+<§+Z>+<5+6+7+§)+(§+E+ﬁ+ﬁ+“'+ﬁ>+(1_7+"'+3_2)+"'
und vergleichen sie klammernweise mit der Reihe
G+3)+G+)+GE s+t (E+s+s+mttm)+(E+tx5)+..
Die n-te Klammer (n > 1) der letzten Reihe hat 27! gleiche Summanden 27". Diese
Reihe 148t sich auch in der Form
1,1 1 1 1 1
Tt @) +E+E)+E) +-
schreiben. Sie ist also sicher divergent, da die Glieder keine Nullfolge bilden (notwendiges
Konvergenzkriterium!). AuBerdem ist jedes Glied der harmonischen Reihe grofler als das
entsprechende Glied der Vergleichsreihe:
1 1,1 1.1 11 101,11 1,111
(I+3)>G+3), G+1)>G+1), GHs+i+s)>GE+ststs)
Also ist die letztere eine divergente Minorante fiir die hatmonische Reihe und folglich
auch diese divergent !
IL. Beweismethode. Wir bilden die Teilsummen S, = 14+3+3+...4++. Ist die Folge {S,,}
konvergent, so soll auch ihre Teilfolge {55, } konvergent sein und gegen denselben Grenzwert
streben. Demnach soll lim,, ., (S2, — S,,) = 0 sein. Es ist aber

— n 1 1
S Su= gt T tam 2 ittt Ty = o =g dh S =S >3

und die Folge {52, — S,.} ist keine Nullfolge.
Die harmonische Reihe ist divergent!

3,4 .5 1 —n+1
Aufgabe 7.11. (1) Die Reithe 2+ -4+ -+ —+ ... + n + ... :Zn+ ist diver-
n n

2 3 4 —
gent.
11 1 1 = 1
(2) Die Reihe 1+ 2 - 2 + 5+ —|— — + - Z — ist konvergent.
n=1
Losung. Wir nehmen die Relhe Zn 95 L in Betracht. Da @ jl)Q < n(nlJrl) ist, so
ist die Reihe ﬁ —|— st n(n T . eine konvergente Majorante der Reihe Y7, n12
und diese auch konvergent.
(3) Die Reih S S + ... ist di t
ie Rethe — + -+ -+ ... ... ist divergent.
17375 on — 1 &
Losung. a, = 2n2_1 = n_% > %, und die harmonische Reihe ist divergent.
2

Satz 7.12. Quotientenkriterium (Kriterium von D’Alembert).

a “ <1 = Konvergenz von )~ a
ntl (bzw. lim n+1> =1 = keine Aussage
Gn nmee On >1 = Divergenzvon » ~ a

Das Kriterium ist hinreichend.

Aufgabe 7.13. Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz.

4 7 10 3n— 3n—
() 1+ tg g+t —Z
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Losung. an, = 2“2, apiq = (?;ZTS, = = (n+?1)§l(§i—2) — e 0 < 1.
Die Reihe ist konvergent.
1 1 1
(@) g Tyttt ;H'
5 25 125 5n — 5"
3) —+ =+ — = .
3) 12+48+108+ +12n * ;12712
5n+1

. _ 5774 o
Losung. an = 5=, Gny1 =

an _ 5 2
BerE = e = oaDE n—ee 0> L
Die Reihe ist divergent.

Satz 7.14. Wurzelkriterium.

<1 = Konvergenz von Y~ a
Vay, (bzw. lim {L/an> =1 = keine Aussage
e >1 = Divergenzvon » - a

Das Kriterium ist hinreichend.

Beispiel 7.15. (1) Die Reihe

3\* /4\* /5\" n+1\" = /n+1\"
1 - — — =
(5 6+ () e (o) - ()
konvergiert.
Lésung. ,n/an:”Q—fll — oo %< 1.

(2) Die Reihe
3 3\ /3\° 3\ "™ > 3\
(5) + <§> + (5) + ...+ (5) +..= Z (5)
divergiert.

Losung. /a, = (%)n — oo Q.

o0

n

2
(3) Die Reihe Z— konvergiert.
nn

Losung. .“/an % n—oo 0 < 1.

Aufgabe 7.16. (1) Untersuchen Sie folgende Reihen mit dem notwendigen Konver-
genzkriterium auf Divergenz.

1 1 2 4 6 8

— b) =+ -+ =-+-+ ..
>3+6+9+12+ )3+5+7+9+
1 1 1
c) 511124— gln3—|— Zlnél—l— gln5—|—
(2) Priifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz oder Divergenz mit dem Quotientenkri-
terium.
T 2 3 4 3 8 13 18
a) -+ =+=+=>+. b) = +——|——+—+

2 22 23 2 7 17
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= n! N
C);ﬁ’ Zw/ n+1 6);n+1'
(3) Wenden Sie auf die folgenden Reihen das Wurzelkriterium an.
e () () () () (1) ()
9 12 15 3 6 9 12
SE IS T T T
V3 V232 V333 «434
1 Y4n=3

Lésung. ¢) a, = 23 = wa,
g. c) Vnan \/— V3 NETA
lim, oo /N =1 A lim,oo V4n —3 =1 = lim,_.o a, = 75 < 1.
1o/2\" 3\ /4" 3\*  [5)° 74
d) - - = = 1 = = -
() <6+ G) 0 G) ) +(4) :
(4) Entscheiden Sie das Konvergenz- bzw. Divergenzverhalten folgender Reihen durch

Vergleich mit bekannten Reihen.

1 1 1
a) 1 o5+ o5+ g7t -
Hinweis. n" > 2" Vn22:>n%§2in.
1 1 1
b) +2—2+§+E+...
Hinweis. nn>n.(n—1) Vn>1 = #<ﬁ
=1
c) —, a€R
n:lna
Hinweis . 1)0§a§1:>na§n:>n%2%
2)0422:>n0‘2n2:>n%§n—12.
- 1
d T
>;\/n2—|—n
1

Anleitung. n*+n<(n+1)* = nLH< T

7.1.2. Alternierende Reihen. Eine unendliche Reihe heifit alternierend, wenn ihre Glieder

abwechselnd verschiedenes Vorzeichen haben:
S (=) ta, =a; —ay +az—ag+ ...+ (=1)"a, + ...,

n=1
wobei a, >0 VnéeN.
Das notwendige Konvergenzkriterium gilt auch hier.
Satz 7.17. Leibnizsches Konvergenzkriterium: Hinreichend fir die Konvergenz einer
alternierenden Reihe ist, dafi die Gliedfolge eine monotone Nullfolge bildet.

Bemerkung 7.18. Es sei > > (—1)""'a,, eine alternierende Reihe.
- Ist die Gliedfolge {a,} eine monotone Nullfolge, so ist die Reihe konvergent.

- Ist die Gliedfolge {a,} keine Nullfolge, so ist die Reihe divergent.
- Ist die Gliedfolge eine nicht-monotone Nullfolge, d.h. die Glieder streben nicht mono-
ton gegen Null, so ist keine Aussage iiber Konvergenz / Divergenz der Reihe moglich.
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In vielen Féllen fiihrt eine Betrachtung der zugehodrigen Reihe der absoluten Betréage
> a, zum Ziel. Sollte sich >  a, als konvergent erweisen, so konvergiert auch die
vorgelegte alternierende Reihe Y > (—1)""'a, und heiBt dann absolut konvergent.

Die absolute Konvergenz schlieft also die einfache Konvergenz stets ein, nicht aber umgekehrt!

Konvergiert eine alternierende Reihe ohne absolut konvergent zu sein, so sagt man, dafl
sie nicht-absolut konvergiert.

Es gilt stets

Satz 7.19. Satz von Riemann: FEine nicht-absolut konvergente alternierende Reihe kann
stets so umgeformt werden, daf$ die neue Reihe einen beliebig vorgegebenen Summenwert
besitzt.

Alternierende Reihen, deren Summe von der Anordnung ihrer Glieder abhéangt, nennt man
bedingt konvergent.

Ergibt sich bei jeder Anordnung der Glieder der gleiche Summenwert, so heifit die Reihe
unbedingt konvergent.

Jede unbedingt konvergente Reihe ist zugleich absolut konvergent und umgekehrt.

o0

1
Aufgabe 7.20. (1) Die Reihe Z(—l)”_l— ist bedingt konvergent.
n
n=1
- on + 1
2) Die Reih 1) ist di t.
(2) Die Reihe ;( ) 5, ist divergen

C 1
3) Die Reih —1)""'= ist absolut k t.
(3) Die Reihe ;( ) — ist absolut konvergen

o0

1
(4) Die Reihe E (—1)"_12n_1 ist absolut konvergent.
n=1
(5) Beweisen Sie nach dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz der Reihe
- sin nx
-1 nfl—'
j£:< ) 2n
n=1
6) Die Rethe S (1) 0" i absolut & £
(6) Die Reihe n:1( ) > ist absolut konvergen
- 1
(7) Die Reihe n§:1:(_1)n1 2n—1)(2n+ 1) ist konvergent.
(8) Untersuchen Sie folgende Reihen mit dem Leibnizschen Kriterium.
- 1 - 1
n—1 . n—1 .
DS E IS W S

n=1 n=

o0

O Y

n=1 n=1
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o0

1
(9) Die Reihe E (=)t ist konvergent.
— Bn+1)Bn+4)(3n+7)
TR 1 1 1 1
Anleitung: Gnil)(Bntd)(3nt7) 6 {(3n+1)(3n+4) ~ Bt (@Bt }

(10) Die Rethe 1 —1+1—1+1—..4+41—1+... ist divergent.
(11) Die Reihe » (—1)"""

n=1

Anleitung: S, > /n.

ist divergent.

-

[e.9]

(12) Die Reihe ;(—1)”HHLle ist divergent.

8. KOMPLEXE ZAHLEN

Im Bereich der reellen Zahlen sind die vier Grundoperationen bis auf die Division durch
Null stets ausfiithrbar und liefern ein eindeutig bestimmtes Ergebnis. Beim Radizieren beste-
hen jedoch noch Einschrankungen. So ist z.B. die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl
nicht definiert. Dies fiihrt zum Aufbau des Bereichs der komplezen Zahlen C.

Auf die Gleichung 22 — 10z + 40 = 0 kam Geronimo Cardano (ein italienischer Math-
ematiker des 16. Jahrhunderts) bei der Aufgabe, die Zahl 10 so in zwei Summanden
zu zerlegen, daf§ deren Produkt 40 ergibt. G. Cardano loste die Gleichung nach dem
iiblichen, damals schon bekannten Verfahren und gab als Losung an: x1 =5 + /=15, x5 =
5—+/—15. Diese fiir z; bzw. x5 angegebenen “Werte” haben eigentlich keinen Sinn, denn die
Quadratwurzel aus negativen Zahlen ist nicht erklart. Wenn man aber so rechnet, als ware
v/ —15 eine ganz “normale” Zahl, dann findet man bei der Probe mit Hilfe des Satzes von
Vieta : x1 +x3 =10 A 2125 = (5 + v/—15)(5 — v/—15) = 52 — (v/—15)? = 25 — (—15) = 40.
Das heif3t, z; und z, “erfiillen” die in der Aufgabe gestellten Bedingungen.

Man nannte diese Zahlen (Quadratwurzel aus negativen Zahlen) imagindr, d.h. “einge-
bildet”, “unwirklich”.

Besondere Verdienste um das Klaren des Wesens der imaginaren Zahlen erwarben sich L.
Fulerim 18., W. R. Hamilton (ein irrischer Mathematiker) und C. F. Gauf$ im 19. Jahrhun-
dert. Das Ergebnis war schliellich ein neuer Zahlenbereich, der Bereich der komplexen
Zahlen. Diese als rein innermathematisch entstandene Theorie fand vielseitige Anwendun-
gen: bei der Beschreibung von Wechselstromkreisen; bei Problemen des Stromungsverhaltens
in Fliissigkeiten und Gasen; in der Quantentheorie und der Theorie der Elementarteilchen.

Aus unserem Wissen iiber die reellen Zahlen und tiber Teilbereiche derselben (z.B. Q, Z, N)
konnen bereits einige grofie Vorstellungen von dem neu zu schaffenden Zahlenbereich gewon-
nen werden:

a) Die Elemente des neuen Bereichs werden im allgemeinen aus zwei “Komponenten”
bestehen - einer reellen Zahl und einem bf imaginaren Teil.

b) Da beim “tblichen Rechnen” mit den Elementen des neuen Bereichs auch reelle Zahlen
als Ergebnisse auftreten konnen, werden diese im neuen Bereich vermutlich als Teilbereich
enthalten sein.
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c) Wenn die reellen Zahlen im neuen Bereich als Teilbereich enthalten sein kénnen, dann
miissen die von den reellen Zahlen her bekannten Rechengesetze auch im neuen Bereich
gelten.

Die “imaginiren” Zahlen lieSen sich dann alle als “Produkte” der Form /—1b, b € R™,
schreiben; dann koénnten die Elemente des neuen Bereiches alle in der Form a + /—1b
geschrieben werden, wobei a € R, b € RY ist.

d) Die Frage nach einer geometrischen Darstellbarkeit der neuen Zahlen legt folgende
Uberlegung nahe:

Wenn jede dieser Zahlen in der Form a + by/~1 (a — by/—1), geschrieben werden kann,
dann ist sie durch das geordnete Paar (a,b) von reellen Zahlen eindeutig festgesetzt. Man
kann (a, b) als Koordinaten eines Punktes in einem kartesischen Koordinatensystem auffassen
und der Zahl a + by/—1 somit den Punkt mit den Koordinaten (a,b) zuordnen. So gehort
zu jeder Zahl a + by/—1 genau ein Punkt und umgekehrt.

8.1. Konstruktion des Bereiches der komplexen Zahlen. Wir betrachten alle geord-
neten Paare reeller Zahlen (a,b) und wollen jedes solche Paar als eine komplexe Zahl
auffassen. Wir miissen zeigen, wie man mit diesen Zahlen so rechnen kann, dafl im Prinzip
die gleichen Rechengesetze gelten wie fiir die reellen Zahlen.

Erklarung 8.1. Addition komplexer Zahlen:
(a,b) + (¢,d) =: (a +¢,b+d).

Die so definierte Addition ist kommutativ und assoziativ.
Die Subtraktion komplexer Zahlen wird als Umkehroperation zur Addition erklart. Es
ergibt sich
(a,b) — (¢,d) =: (a — ¢,b—d).

Erklarung 8.2. Multiplikatiom komplexer Zahlen:
(a,b)(c,d) =: (ac — bd, ad + bc).

Die so erklarte Multiplikation ist kommutativ und assoziativ.

Die Addition und Multiplikation sind durch das Distributivgesetz miteinander verbunden.

Die Division komplexer Zahlen wird als Umkehroperation zur Multiplikation erklart. Sie
ist stets eindeutig ausfithrbar, sofern der Divisor nicht (0, 0) ist.

Die Paare der Form (a,0) entsprechen den reellen Zahlen. Die reellen Zahlen bilden somit
einen Teilbereich der komplexen Zahlen: R C C.

Eine andere Teilmenge der komplexen Zahlen bilden die Paare der Form (0,b). Man kann
sie alle als Produkt einer reellen Zahl mit dem Paar (0,1) darstellen:

(b,0).(0,1) = (b.0 — 0.1,b.1 + 0.0) = (0,b).

Dies rechtfertigt, fiir das Paar (0, 1) ein spezielles Symbol zu benutzen. Man verwendet dafiir
den Buchstaben ¢ - die imaginare Einheit.
Rechnen wir die Zahl i? =i.i aus:

i =(0,1)(0,1) = (0.0 = 1.1,0.1 + 1.0) = (=1,0) = -1 = *=—1.

Wir stellen fest: Im Bereich der komplexen Zahlen gibt es Elemente, deren Quadrat
eine negative reelle Zahl ist (z.B. die Zahl i).

Nun konnen wir jedes Paar (a,b) in der Form (a,0) + (0,b) oder a + i b darstellen. Man
bezeichnet dabei a als Realteil, b als Imaginarteil der komplexen Zahl.
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Es seien 21 = a; +1b1, 29 = as + 1 by zwei komplexe Zahlen.
Addition: z; + 2z := (a1 + as) + i (by + by).
Subtraktion: Z1 — RZg = (a1 — ag) +1 (bl — bg)
Multiplikation: Z1 %9 ‘= (al +1 bl)(CLQ +1 bz) = (0,1 Qa9 — bl bQ) +1 (0,1 bQ + as bl)
Division: 2z, # 0, 2 z & Zyz=Z.
zZ2

Es sei z =x + iy die gesuchte komplexe Zahl 2 Es gilt:
22

a1 +iby = (ag+iby)(x+iy) = (agx—boy)+i(azy + byx)
&S ap=ayx —byy AN by =ay+bux
a1a2+blbg agbl—albg
© r=—"m" N Y= 5
as + b2 as + bQ
Erklarung 8.3. Zwei komplexe Zahlen, z =a+17b und Z=a—1ib, a,b € R, die sich nur
im Vorzeichen des Imaginarteils unterscheiden, heiflen konjugiert-komplexe Zahlen.
Die rationalen Verkniipfungen von zwei konjugiert-komplexen Zahlen liefern:

(i) 24z =2a € R;

)
(il) z—z =210
(ii) 2.z=a?+b* = |z|* €R.
z a+ib a®—b 2ab
- — ' 0:
<1V)Z a—1ib a2+b2+za2+b2’z#’
(v) izl,z#O.

Erklarung 8.4. Unter dem Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib versteht man den
nichtnegativen Ausdruck |z|:=+v/a?+ b2

Satz 8.5.

nEtn=2m1x%, Zin=uz2 2,2ncC

Beweis. Es seien z; = a; + i1 by, 2o = as + i by zwei komplexe Zahlen. Es gilt:
21:]:22:(&1:]:@2)+i(b1:tb2) = ZliZQZ(aliag)—i(blibg)zz_liz_g;

2122:(a1a2—61b2)+i(a1b2+a2b1) = m:(alag—blbg)—i(a1b2+a2b1):zl 2.
0J

8.2. Geometrische Darstellung komplexer Zahlen. Es sei £ eine gegebene Ebene und
Oxy ein festgelegtes kartesisches Koordinatensystem in £. Bei der Zuordnung

z=a+1beC & P(a,b) €€,
d.h.
{komplexe Zahl} +— {Punkt der Ebene £}
und umgekehrt
{Punkt der Ebene £} +—  {komplexe Zahl}

spricht man von der komplexen Zahlenebene £, auch Gaufische Fbene genannt. Die Koordi-
natenachsen des kartesischen Koordinatensystems in der Ebene £ bezeichnet man als reelle
(Abszissen-) bzw. imagindre (Ordinaten-) Achse.
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Zuweilen werden komplexe Zahlen auch als Pfeile dargestellt, deren Anfangspunkt der
Nullpunkt O des Koordinatensystems ist.

Die Addition zweier komplexer Zahlen kann dann geometrisch wie die Addition zweier
durch die Pfeile dargestellter Vektoren realiziert werden.

Der Betrag der komplexen Zahl z = a + i b ist der Abstand von z vom Nullpunkt O des
Koordinatensystems. Nach dem Satz von Pythagoras gilt |z | = |a+ib| = Va? + b2

Bemerkung 8.6. Da die komplexen Zahlen den Punkten einer Ebene zugeordnet sind, un-
terliegen sie keiner Ordnung!

8.3. Trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen. Aus der geometrischen Darstel-
lung der komplexen Zahl z = a + ¢ b ist unmittelbar ersichtlich, dal folgendes gilt:

a=|zlcosp, b=|z|sinp, ¢:=2L1",0M).
Die komplexe Zahl z a8t sich in der trigonometrischen Form
z=|z|(cosp +isingp)

darstellen, d.h. die komplexe Zahl z ist durch ihren Betrag | z| sowie durch den Winkel ¢,

den der Pfeil OM mit der positiven Richtung der reellen Achse einschliefit, bestimmt. Man
bezeichnet ¢ als das Argument von z. Dabei wird 0 < ¢ < 27 vorausgesetzt.
Die Zahl z = 0 besitzt den Betrag 0. Ihr ist kein Argument zugeordnet.

Beispiel 8.7. (1) Gegeben ist z = 3 4 4i. Gesucht ist die trigonometrische Darstellung
von z.
Lésung. |z| = V3% +4%2 =5. Aus a = |z| cosp und b = |z| sin ¢ folgt
cos = %, sin g = % und ¢ ~ 0,927 = z = 5(cos 0,927 + i sin 0, 927).
(2) Gegeben ist z = 3(cos § + i sin §). Gesucht ist die algebraische Darstellung von z.

Losung. a:3cos%:3‘/7§, szsin%:?)% = z:%g—kig.

Aufgabe 8.8. Wandeln Sie in die jeweils andere Darstellung um:

1 3 3
Z:—3+§i; z:2(cos§+isin§).
Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung ergibt

sich entsprechend der Definition dieser Rechenoperation folgendes:

21 =ri(cospr +ising;), 23 =ra(cosps +1isingpy) =
21 25 = 1r172(C08 1 COS g — SN 7 SiN Yg) + @ 171 1'2(COS 1 SiN Yy + sin Y1 cos o)
=11 79(cos (@1 + w2) + 7 sin (v1 + ¥2)).

Satz 8.9. Bei der Multiplikation komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden
thre Betrage multipliziert und ithre Argumente addiert.

Aufgabe 8.10. Berechnen Sie z = 3(cos  + isin 7).
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8.3.1. Die geometrische Deutung der Multiplikation. Wir haben folgende geometrische Kon-
struktion zur Ermittlung vom Produkt z; zs:

(1) Man markiert die zu den Zahlen z; bzw. 2y gehorigen Punkte in der komplexen
Zahlenebene und bezeichnet sie entsprechend mit Z; bzw. Z,. Der zur Zahl z =1
gehorende Punkt werde mit E bezeichnet.

(2) Man dreht den Punkt Z im positiven Drehsinn um O mit dem Drehwinkel ¢;. Das
Bild von Z, sei Z5'.

(3) Man zeichnet den Strahl OZy' .

(4) Man trigt im Punkt Zy den Winkel OEZ; so an die Strecke (OZ;) an, da8 seine
Orientierung erhalten bleibt. Der freie Schenkel des angetragenen Winkels schneidet
den Strahl OZ,"~ im Punkt Z.

Behauptung: Fir die zu Z gehorende Zahl z gilt 2z = 21 2.
Hinweise zum Beweis:

a) Vergleichen Sie AOEZ; und AOZyZ.
b) Wie grof} ist das zu z gehdrende Argument?

Wird beim Multiplizieren das Argument ¢ des Produktes gleich 27 oder grofler, so dafl
man es in der Form ¢ = ¢g + k.27 (mit 0 < ¢y < 27) schreiben kann (k € N), dann
verwendet man im Ergebnis in der Regel nur den Wert g, da sin (¢q + k.27) = sin ¢ und
cos (o + k.2m) = cos ¢q gilt.

Satz 8.11. Fir die Division zweier komplexer Zahlen in trigonometrischer Darstellung gilt

z T .
. —1(cos (p1 — @2) + i sin (g1 — ¢2)), 22 # 0.
<2 T2

Falls o1 — o < 0 ist, kann man diesen Winkel als durch Linksdrehung (mathema-
tisch negativer Drehsinn) entstanden interpretieren oder ihn durch Addition von 27 in einen
positiven Winkel mit gleichen Kosinus- bzw. Sinuswerten iiberfithren.

Aufgabe 8.12. Gegeben sind z; = 3(cos 5 + 4 sin %), 2o = £(cos & + 4 sin ).

z
Gesucht ist L.
22

Antwort: 2 = 6(cosm +i sinm) = —6.
Ausgehend von der Multiplikation zweier komplexer Zahlen erhalten wir fiir das Produkt
von n komplexen Zahlen z; = r(cos ps + i sinp;), s =1,2,...,n,
212920 = T172...7 (€08 (1 + Yo + ... + ) + 7 8in (1 + Y2 + ... + ).
Ist 21 =20=...=2,,dh. py =y = ... =p,, 11 =1y = ... =1y, so gilt
2" =7r"(cosp + 1 sinp)" = r"(cos (ny) + i sin (ny)).

Satz 8.13. Satz von Moivre. Das Potenzieren der komplexen Zahl cos p + i sin @ mit dem
Exponenten n € Q kann durch ein Multiplizieren des Winkels ¢ mit dem Faktor n ausgefihrt
werden.

Erklarung 8.14. Unter der Wurzel {/z (n € N, z € C) verstehen wir im Korper C der
komplexen Zahlen jede komplexe Zahl, deren n-te Potenz gleich z ist.
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8.3.2. Rechnerische Ermittlung der Werte /z. Die zu radizierende komplexe Zahl z wird
zunachst in der trigonometrischen Form dargestellt, wobei man die Periodizitat der Sinus-
und Kosinusfunktion berticksichtigt:

z =r(cos(p + k.2m) +i sin(¢ + k.27)), k € Z.

Nach dem Satz von Moivre ist dann

k.27 k.27

V7= = %(COSL +1 sinL).

n n
Dabei werde unter r» = {/r der eindeutig bestimmte positive Wurzelwert verstanden. Setzt
man fiir £ nacheinander die Zahlen 0, 1,2, ...,n—1 ein, so ist fiir jeden der Werte von k einen
Wurzelwert von /2 zu erhalten, da k%” < 27 ausfillt. Setzt man dagegen k > n, etwa
kE=n+kK, K =0,1,2,..., so wird wegen

cos (£ + (n+K)2E) = cos (£ + K'25 + 27) = cos (£ + k'3,
sin (£ + (n+ &)%) =sin (£ + k25 + 27) = sin (£ + £/2)
fiir jedes K’ sich der gleiche Wurzelwert ergeben wie vorher fiir £k =0,1,...,n — 1.

Satz 8.15. Fir die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl z = r(cos ¢ + i siny) findet man
mat
k.2 k.2
V2= r%(cosu +1 Sinu), k=0,1,...,n—1,
n n
genau n verschiedene komplexe Werte.

Fir k£ = 0 erhdlt man den Hauptwert von {/z, ndmlich

2= r%(cosf +1 sin E).
n n

Aufgabe 8.16. (1) Beweisen Sie:
z=1 z=cos0+1sin0; z=1 & z:cosng'sing.

(2) Beweisen Sie:

a) z=1—1i/3 z = 2(cos 3 + isin 2);

b) z=3i & z=3(cos§ +isinf);

c) z=—1 & z=cosm+isinm;

d) z=1—cosa+isina < z=2sin §{cos 5% +isin 5 };
e) z = (cos%) +ising < z:%—i-i%.

3+i 1 2—-3 140 (1+2)@2-49) (1+3)°
144 1—4 1+i’ 1—47 (1-i)(2-3i) (1—1i)
(4) Radizieren Sie aus: V1, V=1, V1, ¥—=1, VY1, /L

(5) Radizieren Sie aus: z = +i; 2= /32(—1); z=+V1-iV3; z= Vi

z=+/1—1.

(3) Dividieren Sie aus:

(6) Wann und nur wann (d.h. fiir welche Werte von n € N) gilt die Gleichung (1+14)" =
(1—1d)"?
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(7) Welche trigonometrische Darstellung haben folgende Zahlen

(1+4)" (1+iv3)* Ty (1 +iV3)"
=a—y T g 2 VAP s (1—i)®
(8) Lésen Sie folgende Gleichungen:
—4+(y—1
a)x ;Lj(y ):2—51'; b) 2° +2x + 3 = 0;
i

c)x? = (3—=2i)x+5(1—14)=0; d)(3—1i)z*+ (1+i)x+6i=0;

e) xt —i=0; f) x* +16 = 0;

g) xt —1=0; h) z° —1=0.

Aufgabe 8.17. Gegeben ist das Gleichungssystem

r+y=a+2,
922 + y* = ba — 2.

Bestimmen Sie a € R so, dal das Produkt zy fiir reelle Losungspaare (z,y) des Gle-
ichungssystems einen minimalen Wert annimt.

9. EINFUHRUNG IN DIE LINEARE ALGEBRA

9.1. Grundbegriffe. Vorgelegt sei das System aus zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei
Variablen (das (2 x 2)-lineare Gleichungssystem)

a1121 + a12x2 = by,
2171 + 22%2 = bo,

(9.1)

wobei die Koeffizienten a;, und die Absolutglieder by, i,k = 1,2, reelle Zahlen sind. Wir
fordern noch (by,by) # (0,0) (das sogenannte inhomogene lineare Gleichungssystem,).

Nach dem Additionsverfahren konnen wir leicht die allgemeine Losung des Systems
gewinnen. Zur Elimination von zs multiplizieren wir die erste Gleichung mit ags, die zweite
mit —ay9, addieren die neuerhaltenen Gleichungen und erhalten:

((I11G22 - a21a12)931 = biagy — baays.

Entsprechend multiplizieren wir zur Elimination von z; die erste Gleichung mit —ay;, die
zweite mit a7 und erhalten dann bei Addition

(a11a22 - CL216L12)$2 = byay; — brag;.

Falls wir ajja9e — as1aq5 # 0 voraussetzen, bekommen wir

biage — baays baair — brag
I = s To = .
A11Q22 — A214712 a11G22 — A21G712
" . | 11 a2 . .
Erklarung 9.1. Die Termdarstellung ai1a2 —asia12 =: o a heit Determinante
21 Q22

zweiten Grades (zweireihige Determinante).
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Die Elemente a1, ass bilden die Hauptdiagonale, as;, a;5 - die Nebendiagonale der
Determinante.

Die Doppelindizes sind einzeln zu lesen (eins - eins, eins - zwei usw.) und sind so gewéhlt,
da der erste Index die Zeilennummer, der zweite die Spaltennummer angibt. Zeilen und
Spalten heiflen gemeinsam Reihen der Determinante.

Damit lassen sich die Variablen x; und x2 des linearen Gleichungssystems fiir

aix a2 7&
a21 A2

0 als Quotient zweier Determinanten zweiten Grades darstellen:

by a2 a1 by

by ag asz bo
(92) T = s To =

ai; Qaig ai; a2

ag1  A22 a21 A2

Die im Nenner stehende Determinante heifit Koeffizientendeterminante des linearen Gle-
ichungssystems.
Nun untersuche man inwieweit drei Unbekannte x1, x5, x3 durch die Forderung bestimmt
sind, daf} sie drei Gleichungen ersten Grades
a11T1 + a12T2 + a13r3 = by,
(9.3) a21T1 + A22%2 + G373 = by,
az1®1 + a3z + azzrs = by
geniigen, in denen aiy, ajs, ..., ass, by, be, bg bekannte Zahlen sind und (by, b, b3) # (0,0, 0).

Durch Multiplikation der drei Gleichungen mit geeigneten Faktoren und nachfolgende
Addition, gewinnt man je eine Gleichung, die nur noch eine einzige Unbekannte enthélt:

Q22 Q23 Q12 Q13 a2 a3
aii — a1 + a3z X
a3z A33 32 Aa33 Ag22 A23
Q2 A2 a2 a2 Qi
- b1 3 - bg 3 + bg 3
a32 33 a32 33 Q22 A23
Q21 A23 ai; a3 11 a3
—a12 + Q99 — Q32 T
31 A3z az1 ass Q21 Q23
Q21 Q23 a1 ais @11 Q13
=—-b + by — b
31 Aass 31 Aass Q21 A23
Q21 Q22 11 Qa2 ailz a2
a3 — Q23 + ass T3
a31 Q32 az1 as2 a21 A2
a21 Q22 11 12 a11 a2
= bl - b2 + b
a31 32 a3 32 21 Q22

Erklarung 9.2. Die Termdarstellung

aix aiz A3
a21 Ag2 A3
a31 dazz G33

= Q11022033 + Q12023031 + 13021032
—a130220a31 — A12021A33 — A11A23432.

hei3t Determinante dritten Grades.
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Die Determinante dritten Grades ist eine algebraische Summe von 3! = 6 Produkten von je
3 Faktoren, die jedesmal in lauter verschiedenen Zeilen und Spalten liegen. Die Gesamtheit
aller dieser Produkte kann man sehr einfach dadurch bilden, dal man im Produkt ai;assas3
derjenigen Elemente, welche in der Hauptdiagonale liegen, die zweiten Indizes auf allen
moglichen Weisen permutiert. Es haben diejenigen Produkte das Vorzeichen “4”, in welchen
die Permutation der zweiten Indizes gerade ist, die andern haben das Vorzeichen “—".
Man kann leicht nachweisen, daf:

a11 a2 i3
Q22 A23 Q12 a3 Q12 Aa13
o1 G2 Q23 = a1 — a1 + a3y
431 sy Gss a3z Q33 a32 33 Q22 Q23
— —ay a1 @23 + s air a3 | a3 ail a3
31 Aass a31 ass Q21 A23
Q21 A2 a1 a2 11 a2
= a13 — Qo3 + agss
a31 a3z a3y asz Q21 A22

Damit lassen sich die Variablen 1, 9,23 des linearen Gleichungssystems (9.3) fiir

@11 Q12 Q13
a9 Gz agz | # 0 als Quotient zweier Determinanten dritten Grades darstellen:

az1 aszz 33

bi a2 a3 ain by aps ain aiz b

by az a3 as by ags as az by

(9 4) - by asy as3 ro — asz; bz ass e — asy asp b3
' a11 Qa2 Aas ’ ’ a11 a1z ais ’ ’ ajp a2 Aas

21 G22 (23 G21 Q22 (23 21 G22 (23

az1 a3z 0ags Ga31 a3z 0ass az1 a3z a33

Die im Nenner stehende Determinante heifit Koeffizientendeterminante des linearen Gle-
ichungssystems.

Man erhélt die hoherreihige Determinante n-ter Ordnung (n € N\ {1})

ai;pr a2 ... QAip

a21 A292 ... Q9pn
An = . . . . 9

An1 Gp2 ... Gpp

indem man in dem Produkt aijass...a,, der in der Hauptdiagonale stehenden Elemente die
zweiten Indizes auf alle moglichen Weisen permutiert und jedem der so entstehenden Pro-
dukte das Vorzeichen “+” oder “—" gibt, je nachdem die in ihm vorkommende Permutation
der zweiten Indizes gerade oder ungerade ist.

Streicht man in einer Determinante n-ter Ordnung die Elemente der i-ten Zeile und der
k-ten Spalte, so bildet das verbleibende quadratische Zahlenschema die Unterdeterminante
Ug (n — 1)-ter Ordnung; weiter heit Ay, := (—1)""*Uy, die zum Element ag, gehérende
Adjunkte.

Satz 9.3. Wenn man die Elemente irgendeiner Reihe (Zeile oder Spalte) mit ihren eigenen
Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhdlt man die Determinante selbst:
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(1) An = aﬂAil + aiQAz‘g + ...+ amAm = ZZ:l aikAik, 1 S 1 S n (Entwicklung von
A,, nach der i-ten Zeile);
An = alkAlk + agkAgk + ...+ ankAnk = 22:1 askASk, 1 S k S n (El’ltWiCkllll’lg von
A, nach der k-ten Spalte).
Fiir das Rechnen mit Determinanten gelten eine Reihe von Satzen, die wir fiir zweirei-

hige (bzw. dreireihige) Determinanten beweisen. Sie bleiben sémtlich sinngemafl auch fiir
hoherreihige Determinanten bestehen.

(i)

Satz 9.4. Stiirzen einer Determinante. Der Wert einer Determinante bleibt erhalten,
wenn man die Elemente an der Hauptdiagonale spiegelt.

Man beachte, da8 bei dieser Spiegelung jede Zeile in die nummerngleiche Spalte (und
umgekehrt) tibergeht:

11 a2 ai a11 Aag1 asi
11 Ai2 | | 11 Q21 3 . 3
= Q21 Q22 QAg23 | = | Q12 A22 A32

Q21 A22 Q12 Q22
31 Aazz a33 @13 dg3 (33

Satz 9.5. Faktorregel. FEine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, indem
man die Elemente (irgend)einer Zeile oder Spalte mit ihm multipliziert. Umgekehrt kann ein
Faktor, der allen Elementen einer Zeile oder Spalte gemeinsam ist, vor die Determinante
gezogen werden.

a1 Qa2 kajr  kaio

Q21 A22

Beweis. k
21 22

= k(anam - a21a12) = (lmn)aQQ - a21(k?a12) = ‘
0J
Satz 9.6. Linearkombinations-Regel. Der Wert einer Determinante bleibt ungeandert,

wenn man zu einer Zeile (Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte) ad-
diert.

a1y —+ ka21 a12 -+ ka22
a21 22

11 Q12

= (a11 + kagy)agy — as(are + kags) = a
21 A22

Beweis.

O

Zusatz 9.7. Sind alle Elemente einer Zeile (Spalte) ein Vielfaches der entsprechenden Ele-
mente einer anderen Zeile (Spalte), so ist der Wert der Determinante gleich Null.

a1 a2

kay, kap | ar1(kaiz) — (kai1)arz = 0.

Beweis. ’
O

Satz 9.8. Vertauschungssatz. Vertauscht man in einer Determinante zwei Zeilen (Spal-
ten) miteinander, so dndert sich das Vorzeichen der Determinante.

Beweis. Vor dem Vertauschen:

11 Qai12 Q13
21 Ag2 A3
a31 azz 33

= Q11022033 + Q12023031 + A13021032
—a130220a31 — A12021033 — A11A23432.

Nach dem Vertauschen:

@13 diz2 a1
Q23 d22 G21
a33 dzz G31

= Q13022031 + Q12021033 + A11023032
—a110G220a33 — (12023031 — A13A21432-
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0

Satz 9.9. Zerlegungssatz. Besteht eine Zeile (Spalte) aus einer Summe von Elementen,
so kann man die Determinante wie folgt in zwei Determinanten zerlegen:

a;n +p1 a2 G13 a1; aiz2 Aais P1 a2 ais
Qo1 + P2 Qo2 Q93 | = | Qo1 Qo2 G23 |+ | P2 Qo2 G923
asy +ps Qg2 ass a31 Q32 ass P3 aszz2 a33

Aufgabe 9.10. (1) Beweisen Sie, daf}:

| cosz siny
cos(z +y) = sinx cosy ' '
(2) Beweisen Sie, daf}:
1 T 1'2 l’nil = (.772—1'1)(33'3—.771)(.1'4—33'1)...(37”—1'1).
1 Lo ZL‘% mrlz—l (LU3 — .112)(374 — LCQ)(LEn — .CCQ).
2o (x4 — 3)...(Tp — x3).
2 n-11 e
1z, x; ... x, (&n — Zn_1).
Wenden Sie fiir den Beweis die Methode der vollstandigen mathematischen Induk-
tion an:
. . . 1 X1 o .
(i) Essei n=2 = ‘ | gy | =TT
(i) Essei n=3 =
1 = x% 1 = 0 1 0 0
1 2 22 |=|1 29 (mo—x)32 |=|1 29 —21 (12— 71)T2
1 z3 23 1 z3 (z3— 2173 1 z3—x1 (3 —21)73
—| T ($2 B xl)@ = (iU2 - $1)(I3 - 1‘1) Lo = (xz - xl)(l‘:a - $1)($3 - 1‘2)
T3 — T (IL‘3 — Il)l'g 1 T3 ’

(3) Beweisen Sie, daf:

1 1
§($1 + x9) 5(91 +12) 1 .
a) | 1 1 =—(r1yo — T :
) 5(1,1 B x2) §(y1 ) 1 2( 1Y2 21)
X1 U1 1
1 1 1
b) x Yy z =0;

y+z z+2x x+y

2 2

1 (cosa)
c) | (sinB)? 1 (cosfB)? | =0.
(siny)? 1 (cos~)?

(sin «v)
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9.2. Lineare Gleichungssysteme (LGS). Losungsmengen.

(9.5)

(9.6)

e Liegt zur Bestimmung einer Unbekannten = eine Gleichung ersten Grades

ar =b

vor, in der @ und b bekannte Zahlen sind ((1 x 1)-LGS), so sind zwei Félle zu unter-
scheiden.

b
I. Der Fall a # 0. Die Gleichung hat genau eine Losung z = —.
a

II. Der Fall a = 0. Die linke Seite der Gleichung ist stets = 0, welchen Wert wir
auch fiir x einsetzen. Es sind weiter zwei Falle zu untersuchen:

II. 1) b # 0 = Die Gleichung enthélt eine unmogliche Forderung und besitzt
keine Losung.

II. 2) b=0 = Die Gleichung wird durch jeden beliebigen Wert von z erfiillt. Sie
besitzt eine einfache Schar von Losungen.

Wenn zur Bestimmung von zwei Unbekannten z1, x5 eine Gleichung ersten Grades
gegeben ist

a1y + asxy = b,

wobei sowohl ay, as, als auch b bekannte Zahlen bedeuten ((1 x 2)-LGS), so sind
wieder zwel Félle zu unterscheiden.

I. Der Fall (ay,as) # (0,0), z.B. a; # 0 = Die Gleichung ist dann und nur dann

erfiillt, wenn man x, ganz beliebig wahlt und z; = — (b — agxs) setzt. Man sagt, es
a1
gabe in diesem Falle eine einfache Schar von Losungen, oder einfach-unendlich viele

Losungen, da man die eine der Unbekannten (im Fall a; # 0 ist dies x5) ganz beliebig
wahlen kann und sich dann fiir die andere genau ein Wert ergibt.

II. Der Fall (ay,a2) = (0,0) = Die linke Seite der Gleichung ist stets gleich
0, welchen Wert wir auch fiir 1 und x, einsetzen. Es sind weiter zwei Félle zu
unterscheiden:

I1. 1) b # 0 = Die Gleichung enthélt eine unmdgliche Forderung und besitzt
keine Losung.

II. 2) b = 0 = Die Gleichung ist stets erfiillt, wenn man fiir z; und z, ganz
beliebige Werte einsetzt. Man sagt, dal die Gleichung eine zweifache Schar von
Losungen, oder zweifach-unendlich viele Losungen, besitzt.

Wenn zur Bestimmung von zwei Unbekannten x,zs die Gleichungen (9.1) ersten
Grades

a1171 + a12T2 = by,

A91T1 + Qa2 = by

gegeben sind, wobei a1, ajg, ao1, ase, b1, by bekannte Zahlen bedeuten ((2 x 2)-LGS),
so haben wir das Gleichungssystem

ap; by
az  bo

a11 a2
Q21 Q22

@11 Qa2

To =
Q21 A22

by ag

_‘ by ai
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(9.8)
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a; by
as  bo

by a
by ag

a1 a2
Q21 A22
drei Falle zu unterscheiden.

I. Der Fall A #0 = Das System hat genau eine Losung (vgl. (9.2))

A Ay
I‘l—A, _A

zu losen. Es seien A := NVACRES . Es sind

,A11:’

X2

II. Der Fall A =0, aber wenigstens ein ihrer Elemente ist # 0. Wir unterschei-
den die Falle:

II. 1) (A1, Az) # (0,0) = Das Gleichungssystem (9.7) hat keine Losung,.
Z.B. 2z + 3z9 = 10; 421 + 629 = 3.

II. 2) (A1, Ag) = (0,0). Die Gleichungen (9.7) sind fiir beliebige Werte von xy, 2
erfiillt. Nicht so die Gleichungen (9.1).
Es sei etwa a;; #0 =

21
A = ajaxp — apan =0 = axp = — ay;
a216l11
AQ = a11b2 — a21b1 = 0 = b2 = a— bl, Al = b1a22 — b2a12 = 0
11

a
Da a9 = -2 ay; ist, erkennt man sofort, dafi die zweite der Gleichungen (9.1) aus
a11

a

der ersten durch Multiplikation mit dem Faktor =t folgt. Die zweite Gleichung
an

erweist sich als linear abhdngig von der ersten. Nur diese erste Gleichung braucht

daher erfiillt zu werden, die zweite ist es dann ganz von selbst. Dies ist ein bekannter
Fall (Gleichung (9.6)).

III. Der Fall a; = ajs = asy = ase =0; A =0. Wenn dann

III. 1) (by,be) # (0,0) ist, enthalten die Gleichungen (9.1) eine unmogliche
Forderung. Das Gleichungssystem (9.1) hat keine Losung.

III. 2) by = by = 0 ist, so sind die Gleichungen (9.1) stets erfiillt. Das Gle-
ichungssystem (9.1) hat zweifach-unendlich viele Losungen.

Wenn zur Bestimmung von drei Unbekannten 1, x5, x3 eine Gleichung ersten Grades
vorliegt ((1 x 3)-LGS), so kann diese stets in der Form

a1T1 + asxs + asxs = b

gegeben werden, in der aq, as, az, b bekannte Zahlen sind.
Ist zB. a; # 0, so hat die Gleichung (9.8) zweifach-unendlich viele Losungen
T = _&2 To — s r3 + —, da die Variablen x4, x3 beliebig gewahlt werden konnen.
aq aq a1
Sind a; = as = a3 = 0 und b # 0, so hat die Gleichung (9.8) keine Losung.
Sind a; = ay = ag = b = 0, so hat die Gleichung (9.8) eine dreifache Schar von
Losungen.

Erklarung 9.11. Wenn es aus irgendeinem Grunde zwackmafBig ist, gewisse Zahlen
¢;j in rechteckiger Anordnung, etwa in m Zeilen, d.h. 1 <7 <m, und n Spalten,



(9.9)

(9.10)
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d.h. 1 < j <n, aufzuschreiben, so daf§ ein System von der Form

€11 Ci2 Cin

C21  Co22 Con
C= .

Cmi Cm2 ... Cmn

entsteht, so bezeichnet man dieses Zahlenschema als die (m x n)-Matriz (gelesen:
m-mal-n Matrix) C (geschrieben: C € (m x n)), die Zahlen ¢;; selbst - als die
Elemente der Matrix. Die beiden Indizes kennzeichnen die Position des Elementes
cij. Der Zeilenindex ¢ wird stets vor dem Spaltenindex j angegeben.

Wir untersuchen inwieweit drei Unbekannte x, x9, x3 durch die Forderung bestimmt
sind, daf sie zwei Gleichungen ersten Grades ((2 x 3)-LGS) geniigen sollen

a1171 + @122 + a13T3 = by,
a9171 + Q992 + G933 = bo.

apl Qa2 Qi3
Q21 Q22 (23
Von entscheidender Bedeutung fiir die Losung des Systems sind die Determinanten

Es sei nun die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungssystems.

@11 a3
Q21 A23

aiz a
(23 A2

Q12 A13
Q22 A23

aix a2
Q21 Q22

53 = s 51 = s 52 =

I. Der Fall (01, 05, 03) # (0,0,0). Es sei etwa d3 # 0, Wir schreiben die Gleichungen
(9.9) in der Form

a1171 + a12T2 = by — a3xs,
2121 + A29%2 = by — ag3Ts.

Man darf x3 ganz beliebig wahlen und die beiden Unbekannten xq,x, werden ein-
deutig bestimmt (vgl. mit (9.1)).

Ergebnis. Ist wenigstens eine der drei Determinanten 47, ds,03 von Null ver-
schieden, so hat das Gleichungssystem eine einfache Schar von Losungen.

I1. Der Fall (41, 02,05) = (0,0,0), aber wenigstens einer der 6 Koeffizienten , etwa
a1, ist von Null verschieden. Daraus folgt:

_ a2
Q21 = — a1,
ai
a21
0y = a13a21 — Gp3a11 = 0 = a3 = — ai3,
a11
21
03 = 11022 — A21012 = 0 = a2 = — aq9,
a11
= 51 =0.
Die linken Seiten der beiden Gleichungen (9.9) sind proportional mit dem Propor-
. - 21
tionalitatsfaktor —.
11

Ist by # a2 b1, so hat das Gleichungssystem keine Losung.
an
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Ist by = a2 b1, so sind die beiden Gleichungen (9.9) linear abhéngig. Dies ist ein

ail
bekannter Fall (Gleichung (9.8)).

III. Der Fall §; = 95 = 03 = 0 und alle Koeffizienten der Koeffizientenmatrix sind
samtlich gleich Null.

Ist (by,b2) # (0,0), so hat das System keine Losung.
Ist (b1, b2) = (0,0), so hat das System eine dreifache Schar von Losungen.

e Liegen zur Bestimmung von drei Unbekannten die drei Gleichungen (9.3) ersten
Grades ((3 x 3)-LGS) vor

a1171 + @122 + a13T3 = by,
2171 + Q22T + A23T3 = b,
a31%1 + a2 + azzxrs = bs,

so sind vier Falle zu unterscheiden. Es seien

11 Q12 413
A= ay ap 23
a3; Aazz ass

by aia a3 a1 b1 ags a; a2 b
A= by ax as |, Ay =1 az by ags |, As:=| as ax b
bs asy ass asz; bz ass asz; asy b
A A A
I. Der Fall A #0 = 1y = Kl’ Ty = f, T3 = K3 (val. (9.4)).
II. Der Fall A =0, aber wenigstens eine der Adjunkten A;,, 1 <i <3, 1 <k <
3, etwa A3z = @i iz , ist von Null verschieden.
21 Q22

II. 1) (A1, A2,A3) #(0,0,0) = Das Gleichungssystem (9.3) hat keine Losung.
II. 2) (A1, A5,A3) = (0,0,0). Die Gleichungen Azy = Ay, Az = Ay, Axz = A3
sind fiir beliebige Werte von x1, o, z3 erfiillt. Nicht so die Gleichungen (9.3).
Da Asz # 0 angenommen wurde, lassen sich die ersten beiden Gleichungen (9.3)
in der Form
anTy + a12ry = by — aizxs,
a2121 + A222 = by — ag3x3

schreiben. Die dritte Gleichung ist von den ersten beiden linear abhangig! Dies zeigt,
daB man x3 ganz beliebig wahlen kann und dann z; und x5 nur auf eine Weise so
bestimmen kann, da8 die Gleichungen (9.3) befriedigt werden.

Das System (9.3) hat eine einfache Schar von Losungen.

III. Der Fall A =0, A =0, ¢,k = 1,2,3, aber wenigstens eins der Elemente
a;, der Determinante A, etwa a1, ist von Null verschieden.

Durch Multiplikation mit P21 Yiefert die erste Gleichung in (9.3)
ai

Q21 b
21T1 + A22T9 + A23T3 = o
11
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a
und durch Multiplikation mit -1
an

a31
a3121 + azeTo + aszzrz = — by,
11
a1 a21 as1 asi .
da, wegen A;, =0, ag = —aip und ags = —a13, aszx = —ai, a3z = —aj3 ist.
ai a11 a11 a11

III. 1) (bo,b3) # (%bl, @bl) = Das System (9.3) hat keine Losung.
a1 an

I1I. 2) by 0, by 0 = Die zweite und die dritte Gleichung
az by az; bs
sind von der ersten linear abhangig. Man hat dann nur die Gleichung
by aiz ais
T =—— —Xy— —23
ai; a1 ail

zu losen.
Das System (9.3) hat zweifach-unendlich viele Losungen.

IV. Der Fall a;;, =0, i,k=1,2,3 .
IV. 1) (b1,bq,b3) # (0,0,0) = Das System (9.3) hat keine Losung.

IV. 2) (by1,b9,b3) = (0,0,0) = Das System (9.3) hat dreifach-unendlich viele
Losungen.

9.2.1. Auflosung eines Systems von m Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten. Es
sei das (m x n)-LGS

a11°1 + a1 + ... + a1,T, = by,
211 + A92T9 + ... + A9y, T, = bg,

(9.11)
Am1T1 + QmaXo + ... + Ty, = by
gegeben.
Die Koeffizientenmatrix
a1 a12 e A1y
21 929 e A9y,
Am1 Am2 ... Omn

des Systems hat, im Gegensatz zu einer Determinante, keinen Zahlenwert; sie ist als eine
in bestimmter Weise geordnete Zusammenstellung jener m-mal-n Zahlen anzusehen.

Ist m = n, so spricht man von einer quadratischen Matriz, sonst von einer rechteckigen
Matriz.

Streicht man aus einer Martix so viele Zeilen und Spalten, dafl eine quadratische Matrix,
etwa von k Zeilen und Spalten, iibrig bleibt, so bezeichnet man die Determinante, deren El-
emente diese Matrix bilden, als eine Unterdeterminante k-ten Grades der gegebenen Matrix.

Der Grad k kann natiirlich nicht grofler als m und auch nicht grofier als n sein.

Wenn nun alle Unterdeterminanten k-ten Grades einer Matrix gleich Null sind, so ist
klar, da8 auch alle ihre Unterdeterminanten héheren Grades (wofern solche vorhanden sind)
gleich 0 sein miissen: Denn entwickelt man etwa eine Unterdeterminante (k + 1)-ten Grades
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nach den Elementen einer ihrer Reihen, so ergibt sich, da die Adjunkten dieser Elemente als
Unterdeterminanten k-ten Grades gleich 0 sind, auch fiir sie der Wert 0.

Erklarung 9.12. Als Rang einer Matrix bezeichnet man den hochsten Grad, den eine
von Null verschiedene unter ihren Unterdeterminanten haben kann.

Die Aufgabe, eine Matrix A habe den Rang r (€ N), bedeutet hiernach also, dafl A eine
Unterdeterminante r-ten Grades besitzt, die von 0 verschieden ist, dal aber alle Unterde-
terminanten (r + 1)-ten und also auch héheren Grades, falls solche vorhanden sind, gleich 0
sind.

Sind alle Elemente der Matrix einzeln 0, so sagt man, daf3 auch ihr Rang gleich 0 sei, da
schon alle ihre Unterdeterminanten ersten Grades gleich 0 sind.

Satz 9.13. Das Gleichungssystem (9.11) besitzt dann und nur dann eine Lésung, wenn der

a1y a2 ... Qip
. ) a921 o2 ... Q9pn
Rang der beiden Matrizen A = ] ] ) ] und
Am1 Am2 ... Omn
a1 a19 N AT bl
_ a1 a29 ... QA9pn bg ) . . . . .
A= derselbe ist. (A heifit erweiterte Matriz des Gleichungssys-
m1 AQm2 ... Gmp bm
tems.)

Ist r der gemeinsame Rang beider Matrizen, so hat, wenn r = n ist, das System genau
eine Losung, wenn aber r < n ist, (n —r)-fach-unendlich viele Lésungen, indem n —r unter
den Unbekannten ganz willkurlich gewdahit werden konnen, die anderen r dann aber vollig
eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 9.14. Da jede Unterdeterminante von A auch eine Unterdeterminante von A ist,
so hat A mindestens denselben Rang wie A.

Im Fall m = n und

ai;r a1 ... Qip b1 a1 ... QAip
21 Q29 ... Q9 bg Q29 ... QA2pn
A= . . . . 7’é 0, Ay = )
Gnl Qp2 ... Qpn b, Qna ... Gun
a1 b1 ... Qi a1 a2 ... bl
a9 bg ... Qop as1 A2 ... bg
Ay = - A= .
ani bn oo QApp Ap1 Apo ... bn

ist der Rang der Matrix A gleich n und das System hat nur die Losung

X1 = , Lo =

K K7 e

Dies ist die sogenannte Cramersche Regel zur Losung solcher Gleichungssysteme.
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9.3. Der Gauf3-Algorithmus zur Losung von LGS. Das Verfahren zur Umformung
eines linearen Gleichungssystems in dreieckige Form geht zuriick auf Carl Friedrich Gauf
(1777-1855) und wird daher als der Gaufs-Algorithmus bezeichnet. Die Idee des Verfahrens
lautet grob:

Man addiert geschickt gewéhlte Vielfache einzelner Gleichungen zu anderen und erzeugt
so schrittweise die “dreieckige Form”, die die leichte Berechnung der Variablen erlaubt.

Addition und Multiplikation der Zeilen des LGS werden meistens so durchgefiihrt, dafl
zunéchst die erste Variable (x;) aus der zweiten und allen weiteren Gleichungen eliminiert
wird.

Entsprechend arbeitet man mit der zweiten und den folgenden Gleichungen weiter und
erhalt Zeilen im LGS, die schon zwei Variablen nicht enthalten, dann Zeilen, die drei Vari-
ablen nicht enthalten, usw. bis die “dreieckige Form” erreicht ist.

Beispiel 9.15. Zu losen ist das LGS:

$1+7$2+3l’3+$4:4 I
2x1 4+ 519+ 8x3 + 14 =3 17
4I1+5I2+3$3+Z’4:2 117

101‘1 + 25%2 + 351’3 + 51‘4 =15 IV

Lésung. Die folgenden Umformungen zeigen die Rechenschritte fiir das Beispiel. Die
Gleichungen werden dabei mit rémischen Zahlen numeriert, um sie leichter benennen zu
konnen.

Die vierte Gleichung wird durch 5 dividiert.

Die Variable x; soll nur in der ersten Gleichung stehen. Zur zweiten, dritten und vierten
Gleichung werden daher passende Vielfache der ersten Gleichung addiert. Die erste Gleichung
selbst bleibt unverandert.

Rechts von den Gleichungen sind die geplanten Umformungen aufzuschreiben:

T +7ZE2 —|—3l’3 +r4 = 1
4xy +bxy +3r3 +x4 = 11T+ (—4)I

2, +bwe +Tx3 414 =3 IV + (=2)I

Die Rechnungen sind auszufiithren. Es ergibt sich die erste umgeformte Version des LGS mit
nur noch drei Variablen in den letzten drei Gleichungen:

T +7$2 +31’3 +I4 =4 1
—91’2 +2£L’3 —XTy = -5 17

Die veranderten Gleichungen numerieren wir wieder mit I, 1,11, und IV, um die Pla-
nung fiir die nachsten Rechnungen ohne neue Bezeichnungen notieren zu kénnen. Die zweite,
dritte und vierte Gleichung enthalten jetzt nur noch drei Variablen. Die drei Gleichungen
werden analog behandelt wie das Ausgangssystem mit dem Ziel, in den letzten beiden Gle-
ichungen nur noch zwei Variable zu haben.
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Nach der Rechnung ergibt sich das System:

T +73§2 +35L‘3 + x4 =4 I
—92ry 4223—1x4 =-5 II
—32x9 —8x3—4xry = —19 (DI + (=32)11 + (—136)1V
—XI3 = O [V
Das Ziel der Rechnung ist damit fast erreicht:
T +7LE2 +3563 +I4 =4 I
—9I2 +2(L’3 — X4 =-5 17
—4x, = —11 177
—X3 = v

Nun verandern wir die Reihenfolge der Gleichungen, schreiben die vierte als dritte und
die dritte als vierte auf und erhalten ein “dreieckiges” LGS:

T, +Txy +3x3 +x4 =4 I
—9xy +223 —x4 =-5 II
—x3 =0 111
—4z, = -—11 v
Die Losung fiir x1, z9, x3 und x4 kann jetzt schrittweise berechnet werden:
11 —0 1 1
$4—4,x3—,x2—4,x1— 2

Die Bezeichnungen der Variablen sind ohne Bedeutung bei der Losung von LGS. Ob es
x1,To, X3, T4 oder a,b,c,d oder r,s,t,u sind, hat auf den Rechengang keinen Einflul. Die
Umformungen werden nur mit den Koeffizienten bei den Variablen und den Koeffizienten
rechts vom Gleichheitszeichen durchgefiihrt.

Man kann also mit der erweiterten Koeffizientenmatrix des LGS atbeiten:

1 73 1|4 17 3 1 4 1 7 3 1 4
2 58 1|3 . o -9 2 -1 -5 . 0 -9 2 -—-1| -5
4 5 3 1|2 0 =23 -9 -3|-14 0 =32 -8 —41|-19
25 7 1|3 0 -9 1 -—-1| -5 0 0 -1 0 0
1 7 3 1 4 1 7 3 1 4
. 0 -9 2 —-1| -5 . 0 -9 2 —-1| =5
0O 0 0 —4]-11 0 -1 0 0
0 0 -1 0 0 0O 0 0 —-4|-11

Aus dem letzten (“dreieckigen”) Schema kann die Losung berechnet werden, da ry = r4 =
4 ist.

Beim Gauf-Algorithmus ist es zweckméaflig, nur mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
und nicht mit den einzelnen Gleichungen und den Variablen zu arbeiten.

Bei den Umformungen des Gauf-Algorithmus wurde an keiner Stelle vorausgesetzt, dafl
die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen iibereinstimmt.

Die Frage, warum die Losung des nach dem Gauf-Algoruthmus umgeformten LGS mit
der des Ausgangssystems tibereinstimmt, ist noch zu klaren.

Aufgabe 9.16. Losen Sie die Gleichungssysteme:
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$1+2JI2—J}3+31‘4:3,
a) | 2xqy — bro+4ws — x4 =1,
4171 — T2 + 25(]3 + 51’4 =4.
Antwort: 74 =2, r5 =3 = keine Losung

333'1 — 2%2 — 2:173 = 2,
T+ 3.%'2 + 41’3 = 11,
21‘1 - 4%2 — I3 = 5,
61’1 - 7.%‘2 - 6(133 =1.
Antwort: ry =r7=3; 23 =3, za=—1, 1 =2

2$1+$2—4ZE3:5,
C) 31’1+2[L’2+l’3 :7,
{L‘1+l’2+5l’3:2.
Antwort: ry =rz=2<3; 3=\, 2o =—1—14\, 1 =34+9\, A eR

Erklarung 9.17. (m x n)-LGS, deren rechten Seiten nur aus Nullen bestehen, werden als
homogene lineare Gleichungssysteme bezeichnet.

Satz 9.18. Jedes homogene LGS ist losbar. FEs existiert mindestens die triviale Ldsung,
d.h. die Lésung x1 = x5 = ... = x, = 0. FEs gibt homogene LGS, die nur diese Losung haben.

Nun untersuchen wir das homogene (n x n)-LGS

a11T1 + a129 + ... + ATy = O,
2171 + a22%o + ... + a9y, = 0,

Ap1T1 + ApaZo + ... + Qpny, = 0.
Es ist wichtig zu wissen, daf folgendes gilt:

(i) Es ist stets r4 = r4. Das System hat immer eine triviale Losung z, = 25 = ... =
z, = 0.

(ii) Ist A # 0, so hat das System aufler der trivialen Losung keine andere Losung.
Dann ist auch r = n.

Ist dagegen A = 0, so hat das System unendlich ((n — r)-fach) viele verschiedene

Losungen (z1, x2, ..., z,) # (0,0, ...,0).

(iii) Wenn das System wenn auch nur eine nicht triviale Losung besitzt, so ist A = 0.

Aufgabe 9.19. Losen Sie das LGS:

21’1 +3JI2+ZL‘3 = 0,
T —|—2$2 —|—21’3 = 0,
3x1 + x5+ 4x3 = 0.

Aufgabe 9.20. Losen Sie das Gleichungssystem:

r1— To — 223+ 14 =0,

2I1 + To + 5.733 - 31’4 = O,
4271 — 2[L’2 + 3+ 41’4 = 0,
21’1 + 55(]2 + 141‘3 - 131‘4 = 0.
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2. . 16 _ _ _10 .
Antwort: 7= 3; x; = o, 12 =050, 13 =—F0, 14 =0; 0 ER

Begrindung des Gauf$-Algorithmus.

Im GauB-Algorithmus wurde stets davon ausgegangen, da3 durch die Umformungen zwar
die Gestalt des LGS, nicht aber seine Losungsmenge verdndert wird, dafl es sich also um
Aquivalenzumformungen handelt.

Wir haben drei Arten von Umformungen durchgefiihrt:

(1) Anderung der Reihenfolge von Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0.
(3) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Es kommt darauf an, fiir jeden dieser Rechenschritte zu priifen, ob es sich um eine Aquiv-
alenzumformung handelt.

Die Anderung der Reihenfolge der Zeilen ist natiirlich ohne Bedeutung fiir die Losung
eines LGS, da ohnehin alle Gleichungen erfiillt werden miissen. Diese Umformung ist also
ohne EinfluB auf die Losungsmenge.

Die Multiplikation einer der drei Gleichungen mit einer Zahl A\ # 0 &ndert nichts daran,
dal die z; eine Losung bilden. Jede Losung des Ausgangssystems ist auch eine Losung
des veranderten LGS und umgekehrt sind alle Losungen des neuen LGS auch Losungen
der Ausgangsaufgabe, denn die Umformung kann durch eine weitere Multiplikation wieder
riickgangig gemacht werden.

Als letztes bleibt die dritte Art Umformung zu priifen. Diese kann zerlegt werden in die
Multiplikation und die Addition. Die Multiplikation ist geklart. Es ist also nur noch die
Addition zweier Gleichungen zu untersuchen. Da die Losung des LGS je eine Losung der
beiden Gleichungen ist, so ist sie auch Losung ihrer Summe.

Damit ist gezeigt:

Satz 9.21. Die Rechenoperationen des Gauf-Algorithmus dndern die Losungsmenge eines
LGS nicht. Es sind Aquivalenzumformungen.

9.4. Matrixverkniipfungen.

Erkldrung 9.22. Gleichheit von Matrizen. Zwei Matrizen A = (a;;) vom Typ (m X
n), 1<i<m, 1<j7<n und B = (bys) vom Typ (px¢q), 1 <k <p, 1<s<yq,
heiflen gleich, wenn sie vom gleichen Typ sind, d.h. m = p und n = ¢, und in allen
positionsgleichen Elementen iibereinstimmen, d.h. a;z = b, 1 <i<m; 1 <k < n.
Erklarung 9.23. Addition von Matrizen. Zwei typengleiche Matrizen A = (a;) und
B = (bx), 1 <i<m, 1 <k < n, werden addiert, indem man die positionsgleichen
Elemente addiert, d.h. (¢;) =: C = A+ B ist vom selben Typ (mxn) und cy, := ax+ by

Satz 9.24. Die Matrizenaddition ist kommutativ und assoziativ:
A+B=B+4+ A, (A+B)+C=A+(B+C), AB,C€(mxn).
Die Addition von Matrizen wird auf die Addition ihrer Elemente (Zahlen), zuriickgefiihrt.

Erklarung 9.25. Multiplikation mit einem Skalar. Eine Matrix A = (a;) € (mxn) wird
mit einem Faktor (Skalar) X € R (oder A € C) multipliziert, indem man jedes Element
der Matrix mit der Zahl A multipliziert:

AA = (Nai) € (m x n).
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Bemerkung 9.26. Bei den Determinanten werden die Elemente nur einer Reihe (bzw.
Spalte), bei den Matrizen hingegen wird jedes Element der Matrix mit A multipliziert!

Satz 9.27. Fir die duflere Verknipfung “Skalar mal Matriz” gelten folgende Regeln:
(i) A=A, Ae(mxn);
(i) A+ A=XA+pA, \NpeR(C), Ae (mxn);
(ii) v(A+ B)=vA+vB, veR(C), A,B € (mxn);
(iv) A(pd) = (M)A, \NpueR(C), Aec (mxn).

Erklarung 9.28. Matrizenmultiplikation. Als Produkt AB zweier Matrizen A € (m xn)
und B € (n x p) erkldren wir die Matrix

n
C = (Cik)a Cik, -= E @igbok,
o=1

d.h. die Elemente ¢;; der Produktmatrix C' sind jeweils eine Summe der skalaren Produkte
der Elemente der i-ten Zeile von A mit den Elementen der k-ten Spalte von B, wobei
i€ (1,2,...,m), ke (1,2,...,p) gilt. Die Produktmatrix wird damit vom Typ (m X p).

Beachten Sie! Das Produkt BA existiert nicht, wenn m # p ist.

a a b

. - _(a b c d I |l b oc
Belsp1e19.29.A—(abcd),D—(b ¢ d a)’B_ . , C= cdl =

d d a

AB = (a®*+V*+2+d?) € (1x1); AC = (a*+0*+*+d*> ab+bc+cd+da) € (1x2);

A+ + A+ d® ab+be+cd+da ‘
DC_(ab-f—bc-i—Cd—i—da B4+ d?+ a2 €(2x2);

a? ab ac ad

AP+ + A+ ‘ | ba B be bd
bh= (ab+bc+cd+da €(2x1); BA= ca cb  cd € (4x4).
da db dec d?

Das lineare Gleichungssystem
a;1r1 + apxs + ... + a1ty = bl,
A21T1 + A22%9 + ... + A2nTy = bg,
Am1T1 + ApmaZ2 + oo + QppTn = bm

1488t sich als Matrizengleichung AX = B schreiben, wenn man A = (ay) fir die Koef-
fizientenmatrix, X fiir die Spaltenmatrix der Variablen und B fiir die Spaltenmatrix der
Absolutglieder setzt.

Satz 9.30. Die Matrizenmultiplikation ist associativ, jedoch nicht kommutativ:

A(BC) = (AB)C; AB # BA.
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Satz 9.31. 1. Die Matrizenmultiplikation ist beiderseitig distributiv uber die Matrizenad-
dition: A(B+ C)=AB+ AC; (A+ B)C = AC + BC.

2. Die FEinheitsmatrizc E = (0;) € (n x n), 6y = { (1) ;;]]z , ist Neutralelement

beziiglich der Multiplikation fir alle Matrizen A € (n xn): FA=AE = A.

Erklarung 9.32. 1. Ist A € (n xn) eine quadratische Matrix und ist det A ihre
Determinante, so heif3t
A requlir < det A # 0,
A singular < det A= 0.

2. Ist A€ (nxmn) eine reguldre quadratische Matrix, so heifit die Matrix

Ay Ay ... An

o 1 A Ay ... Ap
" det A : : : :

Ay, Agn .. Ann

die zu A inverse Matriz (Kehrmatrix). Dabei sind die A; die Adjunkten der
Elemente a;, der Matrix A = (ag).

Zusatz 9.33. Fir alle A€ (nxn) mit det A#0 gilt
AAT ' =ATA=FE.

Erklarung 9.34. Vertauscht man in einer Matrix A € (m x n) alle Zeilen mit den num-
merngleichen Spalten, so heifit das entstandene Zahlenschema A’ € (n x m) die zu A
transponierte Matrix:

a1 192 N AT aijxr a1 ... Ami
921 929 P Aop, a1 Q22 ... QA2
t
A= (ag) = . S s A= .
AQm1 Am2 ... AOmn A1p A2, ... Amn

Satz 9.35. (A+ B)t = A' + B, (AB)' = B'A!, (A1)t = (AN~

Erklarung 9.36. Bleibt eine quadratische Matrix A € (n x n) beim transponieren un-
verandert, so heiflt sie symmetrisch; andert sie beim Transponieren nur ihr Vorzeichen, so
nennt man sie schiefsymmetrisch.

A=A & apy=ag Vi,k=1,2,..n & A ist symmetrisch,

Al=—-A & a=—ap Vi,k=1,2,...,n (= a; =0) < A ist schiefsymmetrisch.

Satz 9.37. Jede quadratische Matriz A € (nxn) lafst sich als Summe einer Symmetrischen
Matriz Ay und einer schiefsymmetrischen Matriz As darstellen.

Beweis.
1

A= (A+ AY, AQ::%(A_At) = A=A+ A,

\)

da Al =A; und AL = —A, ist.
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Beispiel 9.38. Bestimmen Sie den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Anteil der
gegebenen Matrix A:

4 0 =5 4 2 1
A= 2 1 3 = Al = 0o 1 =7
1 -7 -1 -5 3 -1
- 1723
= A= 1 1 -2 , Ay = 1 0 5)
-2 -2 1 3 =5 0

Satz 9.39. Sind A€ (nxn) und B € (nxn) zwei requldre quadratische Matrizen, so ist
det (AB) = det A. det B.
Zusatz 9.40. Ist A€ (n xn) eine requlire quadratische Matriz, so gilt
det (A™') = (det A) 7.

Erklarung 9.41. Ist das Produkt einer Matrix A € (n x n) mit ihrer Transponierten gleich
der Einheitsmatrix E € (n xn) (AA"=FE), so heiit A orthogonal.

Beispiel 9.42. Bestimmen Sie die Kehrmatrix der gegebenen Matrix A:

A:( CoS ¢ smcp) N A_1:<cgsg0 —smgo):At'
—sing cosy singp  cosp

Zusatz 9.43. FEs sei A eine orthogonale Matrixz. Fs gilt:
1. (AAY = AAY
2. AA' = F = det (AA") =det A.det A® = (det A)? A det (AA") =det B =1
= (det A)* = 1.

3. AA' = F = A Y(AA!) = (A 1A)At = EA = At A A~1(AAY) = A"'E = A

= Al=A4"1
Aufgabe 9.44. Losen Sie die Matrizengleichung AX = B, wobei
1 -2 4 T 3
A - 2 ]. 7 y X = To , B — 1
3 —4 2 T3 3

ist.
Aufgabe 9.45. (1) Rechnen Sie aus:
31
A= (LY p_[21] = ap—
3 01 10

1
b) A=(241), B=| 2 = AB=? BA=?
3
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1 3 2 1
) A= 1 0], B=|11 2 = AB =7 BA=?
1 1 2 3
2 11
JA=[ 3 1 0 = A?=?
01 2
2 1 -
e) 1 3) =  A° =7

(2) Welchen Rang haben folgende Matrizen?
1 -1 2 3 4

2 1 -1 2 0 1 A -1 2
A= -1 2 1 1 3 |, B=[2 -1 ) 5
1 5 -8 —5 —12 1 10 —6 1

3 -7 8 9 13

(3) Bestimmen Sie je die Kehrmatrix:

- 1 1 1 2 2 -1
A:(21>, B=|2 -2 1|, c=(2 -1 2
1 1 -3 3.0 1

(4) Losen Sie die Gleichungen:
e(12)-(20).
b) (g i)'X:(—lzL _02 —31)
o (5 2)%(75)=(5 n)
0(23)x-(3 )

(5) Losen Sie folgende Gleichungssysteme:

T+ 2y + 3z =2,
r—y+z=0,

r+3y —z=—2,
3r 4+ 4y + 32 = 0;

20 —y+2=3, 3r + 2y 4+ z = 10,
3r+y—z2=2, 20 + 3y + z = 2,
T+ 2y+z2=—4; 20 +y + 3z = 22;

20+ 2y —z+t =4, 3r+y+2+1t=0, 3r 4+ oy + 22 =0,
20 +y—z+4+t=23, r4+3y+z2+t=0, |4dr+Ty+52=0,
8xr + by — 3z + 4t = 12, r+y+32+t=0, r+y—4z=0,

3x + 3y — 2z + 2t = 6; r+y+z2z+3t=0; 22 + 9y + 62 = 0;

(6) Fiir welche Werte des Parameters A € R haben folgende Gleichungssysteme genau
eine Losung, unendlich viele Losungen oder keine Losung?
Geben sie jeweils die Losungsmenge an.
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x4+ Ay +4z =0, A+ y+ 2z =3, Ar+y+z=1,

22+ 3y + 52 =0, T—y—32=A, T+ Ay +z=1,

A+Dz+by+(Ar+1)z=0; |z+y+2z=0; r+y+ Az =1;
A+ 1Dz +y+ 2= A+ 3\, Ax+ 3y + 2 =0, 2z + 3y + N2 =0,
T+ A+ 1Dy+2=X+3)\2 | A+1)z—2=0, r—y+Az=0,

rHy+ A+ Dz=X+3)\ | A-Dz+2y+42=0; |4do+y=0.

Aufgabe 9.46. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem
r+2y—8z=1
20+ 3y — 152 =3
—r+ay+a*z=>5
(a) Losen sie das LGS fiir a = 1.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a das LGS eindeutig 16sbar ist,
unendlich viele Losungen oder keine Losung hat.

Aufgabe 9.47. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem
x—3y+azx=+4
3z 4 (a—10)y + 32z = =5
—4x 4+ 16y + az = ba + 16
(a) Losen sie das LGS fiir a = —1.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a das LGS eindeutig 16sbar ist,
unendlich viele Losungen oder keine Losung hat.

Aufgabe 9.48. Fiir welche Werte des Parameters t € R hat A7 = 7 mit

1 t —2 T . -2
A= 2 -1 t—-1], Z=( 2], b= 1
-1 t+1 3 ZIs3 -3

genau eine Losung, unendlich viele Losungen oder keine Losung?

10. GRUNDLAGEN DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE

Der Grundgedanke der Analytischen Geometrie besteht darin, dal geometrische Unter-
suchungen mit rechnerischen Mitteln gefiihrt werden. Geometrische Objekte werden dabei
durch Gleichungen beschrieben und mit algebraischen Methoden untersucht.

Der franzosische Philosoph und Mathematiker René Descartes (1596-1650) ist Mitbegriinder
der Analytischen Geometrie. Durch Einfithrung eines Koordinatensystems gelang es ihm,
Punkte in der Ebene durch Zahlenpaare, Punkte im dreidimensionalen Raum durch Zahlen-
tripel darzustellen. Geometrische Aussagen werden dann durch Ubergang zu den Koordi-
naten in algebraische Aussagen iibersetzt. Aus diesen werden durch Rechnungen Resultate
gewonnen, die wieder in geometrische Aussagen riickiibersetzt werden.

Unser Ziel ist es, geometrische Gebilde im zwei- bzw. dreidimensionalen Raum, wie z.B.
Pfeile, Geraden, Ebenen, algebraisch zu beschreiben.



94 WESSELKA MIHOVA

10.1. Koordinatenfreie Geometrie - Grundbegriffe. Eine Hauptaufgabe der Geome-
trie ist es, die Eigenschaften von Figuren festzustellen. Alle Figuren fassen wir als Mengen
von Punkten auf. Alle Strecken sind Teilmengen von Geraden. Alle quadratischen, rechteck-
igen, dreieckigen Flachen sind Teilmengen von Ebenen. Man sagt daher: Punkte, Geraden
und Ebenen sind Grundelemente der Geometrie.

Manche Eigenschaften der Figuren sind anschaulich deutlich. Eine Reihe solcher Eigen-
schaften begriindet man nicht weiter, sondern driickt sie in Grundsatzen aus und legt diese
dem Aufbau der Geometrie zugrunde.

Erklarung 10.1. Wird auf einer Gerade g ein Durchlaufsinn festgelegt, so wird aus ¢ eine
gerichtete Gerade, der Speer g™.

Erklarung 10.2. Ist A € g, so wird g durch A in zwei Teilgeraden g, und g, zerlegt. Man
nennt diese die Halbgeraden g, und gs.

Der Punkt A soll selbst zu beiden Halbgeraden gehoren.
Gibt man der Halbgerade ¢; einen Durchlaufsinn, so erhalt man den Strahl g;".

Erklarung 10.3. Sind A und B zwei Punkte, so versteht man unter der Strecke (AB) die
Punktmenge, die A und B enthéalt und auflerdem alle Punkte der Gerade AB, die zwischen
A und B liegen. A und B heilen Endpunkte, die tibrigen Punkte innere Punkte der Strecke
(AB).

Zwei Punkte, die libereinstimmen, definieren eine Nullstrecke. Sie besitzt keine innere
Punkte.

Erklarung 10.4. Ist auf der Strecke (AB) der Durchlaufsinn so gewéhlt, dafl A vor B liegt,
—
so heifit die Strecke (AB) samt Durchlaufsinn der Pfeil AB. A ist der Anfangspunkt, B der
—
Endpunkt oder die Spitze des Pfeiles AB.

Man sagt auch: Ist (A, B) ein geordnetes Punktepaar, so bestimmt es den Pfeil AB.

Erklarung 10.5. Ist g eine Gerade der Ebene F, so wird F durch g in zwei Teilmengen FE;
und Fs zerlegt. Man nennt diese die Halbebenen E; und Fj.

Die Gerade g soll zu F; und zu Fy gehoren.
Die Punkte von g nennt man Randpunkte von E; und auch von F,. Alle tibrigen Punkte
von F, bzw. E, heilen innere Punkte von E; bzw. Es.

Grundsatz 10.6. Gehoren die nicht auf g liegenden Punkte P und () zu verschiedenen
Halbebenen, so liegt auf der Strecke (PQ) genau ein Punkt S von g.

Gehoren die nicht auf g liegenden Punkte T und U zu derselben Halbebene, so liegt kein
Punkt der Strecke (TU) auf g.

Um die Lénge einer Strecke angeben zu kénnen, wihlt man eine beliebige Strecke e (e =
(OFE) # 0) als Einheitsstrecke, tragt sie dann auf dem Strahl OE~ wiederholt ab und schreibt
die Marken 0,1,2,3,... an. So erhdlt man einen Zahlenstrahl (einen Mafistab). Tragt man
nun die gewiinschte Strecke (AB) von O aus auf dem Zahlenstrahl ab bis P, so nennt man
die zu P gehorige Zahl p des Zahlenstrahls den Zahlenwert der Lénge von (OP) und also
auch von (AB). Es ist stets p > 0. Zu (OF) gehort der Zahlenwert 1; man nennt daher die
Léange von (OF) die Langeneinheit. Die Nullstrecke hat dann die Lénge 0.
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10.1.1. Gleichsinnig und gegensinnig parallele Speere. Man darf die Durchlaufrichtungen
von zwei Geraden nur dann vergleichen, wenn die Geraden zueinander parallel sind oder
tibereinstimmen!

Es sei der Speer g zum Speer bt parallel und es seien A, B bzw. C, D je zwei verschiedene
Punkte auf gt bzw. h*, so da A vor B und C vor D liegt. Da zwei parallele Geraden
genau eine Ebene bestimmen, so liegt die Gerade AC' in dieser Ebene und zerlegt sie in zwei
Halbebenen. Liegen dann die Strahlen AB™ und C'D™ in ein und derselben Halbebene,
so sind die Speere g™ und h* gleichgerichtet, oder auch gleichsinnig parallel (g% 17 h™)
(Fig. 10.1); liegen AB~ und C'D™ in zueinander komplementéren Halbebenen, so heiflen
die Speere g™ und h't entgegengesetzt gerichtet, oder auch gegensinnig parallel (gt T h™)
(Fig.10.2).

Liegen die Speere ¢g* und hA™ auf ein und derselben Gerade und sind A, B bzw. C, D je
zwei verschiedene Punkte auf ¢g* bzw. h', so dal A vor B und C vor D liegt, so wahlen wir
einen Speer [*, der zum gt (also auch zum k') parallel ist, und zwei Punkte K, L auf I, so
dal K vor L liegt. Nun konnen wir die Laufrichtungen von g+ und {* bzw. von h™ und [,
wie schon oben beschrieben, vergleichen (Fig. 10.3.). Es sind folgende Falle moglich:

g A REITEE = gt T gt LI A BT T 5 gt TT R
grI I A RETL > gt ILRY gt LI A RIS gt L

10.1.2. Die Vektoren.

Erklarung 10.7. Pfeile, die gleichsinnig parallel und gleichlang sind, bilden eine Klasse, die
man Vektor nennt.

Jeder Pfeil einer Klasse legt schon die Klasse fest, er ist ein Element (Reprisentant,
Vertreter) des betreffenden Vektors.

Ein Vektor 1a8t sich im Raum (und auch in der Ebene) durch zwei Bestimmungsstiicke
festlegen: durch seinen Betrag (Lénge) - die Lénge eines beliebigen seiner Elemente, und
durch seine Laufrichtung (Richtung samt Durchlaufsinn) - die Laufrichtung eines beliebigen
seiner Elemente.

Beachten Sie! Ein Pfeil als Element eines Vektors ist durch die Lange, die Laufrichtung
und den Anfangspunkt bestimmt.

Vektoren kann man nicht zeichnen, sondern nur die zugehdrigen Pfeile.

Da man den Pfeil in jedem Punkt des Raumes antragen kann, kann man sich immer einen
passenden Reprasentanten des Vektors auswahlen.

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, unterscheiden wir in der Schreib- und Sprech-
weise nicht immer zwischen dem Vektor @ und dem diesen Vektor reprisentierenden Pfeil

AB. Wir sprechen also auch vom Vektor AB. Wenn wir sagen, “zeichnen Sie einen Vektor”,
so meinen wir, “zeichnen Sie einen passenden Repréasentanten des Vektors”.
Ein Pfeil bzw. ein Vektor von der Lange Null heifit Nullpfeil bzw. Nullvektor (Bezeich-
ﬁ
nung: 0).
— —
Jede echte Strecke (AB) “tragt” genau zwei Pfeile - AB und BA, die gleichlang, aber

entgegengesetzt orientiert sind. Den Pfeil BA nennt man Gegenpfeil des Pfeiles AB.

Beachten Sie! Fiir eine Strecke und eine Gerade gibt es je zwei Moglichkeiten, eine
Laufrichtung festzulegen. Ein Pfeil, ein Vektor, ein Strahl, ein Speer hat nur eine Laufrich-
tung.
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10.1.3. Der Begriff des elementar-geometrischen Winkels. Es seien g und h zwei einander
schneidende Geraden in der Ebene E, es sei S € gNh und ¢4 C g, hy C h seien zwei
Halbgeraden, welche von S ausgehen. Es seien E; bzw. F5 die Halbebenen mit Randgeraden
g bzw. h, fiir welche gilt: hy € E1 A ¢1 € Es.

Die Halbgeraden ¢g; und h; bilden zwei Winkel ¢ und ¢ (Fig. 10.4). S heiit der Scheitel
dieser Winkel, g; und h; nennt man deren Schenkel.

Die zum Scheitel S und den Schenkeln g; und h; gehorigen zwei Winkel unterscheiden
sich durch ihre Winkelfelder.

Es seien Wi = E; N Ey bzw. Wy = E; N Ey = E\ W; die Winkelfelder der Winkel ¢
bzw. 1.

I. Fall: g # h. Bei W; spricht man von einem stumpfen, geraden oder von einem spitzen
Winkel ¢, bei W5 spricht man von einem dberstumpfen Winkel ).

II. Fall: g = h. In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Die beiden Schenkel fallen zusammen, d.h. g; = h;. Das Winkelfeld W, besteht nur
aus ¢ (h1). (Fig. 10.5) Man hat einen Nullwinkel ¢. Das andere Winkelfeld W,
umfafit die ganze Ebene E. Der zugehorige Winkel ¢ heif3t Vollwinkel.

b) Die beiden Schenkel geben zusammen eine Gerade, d.h. h; = g7 (und auch g; = hy).
Dann ist W, = E; und Wy, = Ey. (Fig. 10.6) Die zugehérigen Winkel ¢ und 1 heifien
gestreckte Winkel.

Erklarung 10.8. Unter einem elementar-geometrischen Winkel versteht man den Winkel
mit dem Scheitel S, mit den Schenkeln g; und h; und mit dem Winkelfeld ;.

Ein solcher Winkel ist stets grofler als oder gleich dem Nullwinkel und kleiner als oder
gleich dem gestreckten Winkel.

Die Punkte des Winkelfeldes W7 nennt man Innenpunkte des elementar-geometrischen
Winkels, und alle Punkte der Ebene F, die nicht zu W; gehoren, d.h. die Punkte des
Winkelfeldes £\ W, = W5, nennt man Auflenpunkte dieses elementar-geometrischen Winkels.

Bemerkung 10.9. Unter Winkel werden wir in Zukunft einen elementar-geometrischen Winkel
verstehen.

Zwei Geraden, die sich schneiden, erzeugen vier Winkel, je zwei benachbarte heilen Neben-
winkel, je zwei gegeniiberliegende Scheitelwinkel.
Ein rechter Winkel (Rechter) ist so gro wie sein Nebenwinkel.

Erklarung 10.10. Es sei O ein beliebiger Punkt im Raum, @ # 0 und b 7é 0 selen
—
zwei Vektoren, OA bzw. OB seien ihre Reprisentanten. Unter Winkel zwischen @ und v

verstehen wir den elementar-geometrischen Winkel 9 = /(@ ?) mit Scheitel O und mit
Schenkeln die Strahlen OA™ und OB~

Es gilt stets
Nullwinkel <9 < gestreckter Winkel.

Der Winkel zwischen einem beliebigen Vektor @ # 0 und dem Nullvektor ist eine unbes-
timmte Grofle.

10.1.4. Orientierte Lange eines Pfeiles beziglich eines Speeres.

Erklirung 10.11. Sind A und B irgend zwei Punkte eines Speeres ¢*, so bedeutet AB
immer diejenige positive oder negative Zahl, deren absoluter Betrag die Lange der Strecke
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(AB) angibt, und deren Vorzeichen “+ 7 oder “ — 7 ist, je nachdem die Durchlaufrichtung
von A zu B mit der Durchlaufrichtung des Speeres tibereinstimmt oder nicht:

+|AB| AB 11 g*,

Acgt, Begt = AB =
g g {-4AB|Z§T¢¢.

Die reelle Zahl AB nennt man orientierte Léinge (algebraische Linge) des Pfeiles AB
beziiglich des Speeres g™ .

Bei dieser Festsetzung gelten folgende Regeln:
(1) Sind A und B irgend zwei Punkte eines Speeres, so gilt stets

AB = —BA.

(2) Sind A, B, C irgend drei Punkte eines Speeres, so ist ausnahmslos

AB + BC = AC

oder

AB+ BC + CA = 0.

Beweis. Auf dem Speer g%, z.B. mit der positiven Laufrichtung von B zu A, sind
6 Permutationen der Punkte A, B, C' moglich, namlich:

(A, B,C), (B,C,A), (C,A,B), (A,C,B), (C,B,A), (B,A,C).

Man soll zeigen, daB8 jedesmal AB + BC' + CA =0 gilt.
Wir beweisen die Giiltigkeit der Gleichung im ersten Fall:
— . N -
AB1]l gt = AB=—|AB|, BC 1] g¢" = BC=—|B(C|,
— _
CAMgt = CA=|CA|l=|AC| =
AB + BC = —{|AB| + |BC|} = —|AC| = —C4 = 4C.

Andert man die Laufrichtung von g, so gelten die Gleichungen AB + BC = AC
und AB+ BC' 4+ CA =0 genauso gut.

(3) Werden zwei gleichsinnig parallele Speere g und ht von zwei anderen parallelen
Geraden oder von zwei parallelen Ebenen geschnitten, und zwar von der einen in den
Punkten A, A’ und von der anderen in den Punkten B, B’, so ist immer AB = A’'B’.

Aufgabe 10.12. Sind P, P, ..., P,, n € N, n Punkte eines Speeres g*, so ist immer

PP, +PPs + ... + P, P, + PP, = 0.
Beweis. Wir wenden die Methode der vollstandigen Induktion an:
n=1: PP, =0 wahr
n=2: PP+ PP, =0 wahr
n=3: PP+ PoPs+ P3P, =0 wahr (bewiesen)
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Nun nehmen wir an, daf§ flr n=%F PP+ PoPs+ ...+ P,_1P. + P.P, =0 gilt.
Es sei Py, ein Punkt des Speeres g*. Wir rechnen aus:

PP+ PoPs+ ...+ B 1 By + PrPeyy + P P =
{P\Py + PyPs+ ... + P P} + { Py Poyr + Poy P} =
—Pkpl + {Pkpk+1 + Pk+1P1} = —Pkpl + Pkpl =0.

O

Erklarung 10.13. Sind auf einem Speer ¢ in bestimmter Reihenfolge zwei voneinander

verschiedene Punkte A, B gegeben und ist C' ein dritter, von B verschiedener Punkt des
CA

Speeres g*, so nennt man den Quotienten — = \ das Abstandsverhdltnis (Teilverhéltnis)

des Punktes C' in Bezug auf die Grundpunkte A und B.

Man sagt noch “der Punkt C' teile die Strecke (AB) im Teilverhéltnis \”, wobei
A<0 & Ce(4AB) < A>0 < C ¢ (AB).

Je nachdem C' innerhalb oder auBerhalb der Strecke (AB) liegt, ist C' ein innerer oder
auflerer Teilpunkt von (AB).

Dieses Abstandsverhiltnis erfahrt keine Anderung, wenn die Laufrichtung des Speeres g+
umgekehrt wird, weil hierbei Zahler und Nenner des Abstandsverhaltnisses gleichzeitig das
Vorzeichen wechseln.

Der Mittelpunkt einer Strecke hat in Bezug auf deren Endpunkte als Grundpunkte immer
das Abstandsverhaltnis A = —1.

Satz 10.14. Sind A und B irgend zwei verschiedene Punkte eines Speeres g* und ist X # 1
eine reelle Zahl, so gibt es genau einen Punkt M auf g*, so daff MA = A MDB ist.

Beweis. Eindeutigkeit. Es sei M € ¢g* und M A = AM B. Wir haben:
AB,M € g" = MA+AB = MB,

und
MA=)MMB = (1-)A\)MA=)AB = MA:%E.
Es sei nun
Negt N NA=)NB = NAzﬁAB = NA=MA = N=M.

Existenz. Es sei

Megt A mzﬁﬁ = (1-ANMA=XAB = MA=\XMA+ AB) = \MB.

A — — — —
HNA<0 = ——<0= MAT| AB = AM 11 AB = M € (AB);

1—A
2) A>0:
A — — — —
a)1_>\<0:>MATlA = AM 11 AB = M € AB~ AN M ¢ (AB);
— — — — I
b) —— >0 = MA1TAB = AM 1| AB = M € AB—;
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) A=0& MA=0 & M=A.
0J

Zusatz 10.15. Ist irgend eine Gerade AB gegeben, so gibt es stets zwei Punkte M und M’

MA
auf AB, welche die Strecke (AB) in einem vorgegebenen Abstandsverhdltnis ;MB|| =A>0

teilen, sofern A # 1 ist. Davon ist der eine innerer, der andere duferer Teilpunkt von (AB).
Man sagt, die beiden Teilpunkte M und M’ teilen (AB) harmonisch.

Satz 10.16. Sind irgend zwei Speere g* und h™ gegeben und auf g zwei voneinander ver-
schiedene Grundpunkte A, B und irgend ein dritter von B wverschiedener Punkt C nach
Belieben angenommen, und sind A', B',C" die senkrechten oder schiefen Projektionen der
Punkte A, B,C" auf den Speer h', so ist, falls die projizierenden Geraden oder Ebenen zu
keinem der gegebenen Speere parallel sind, das Abstandsverhdltnis der Projektionen immer
ebenso grofi wie das Abstandsverhdltnis der urspringlich gegebenen Punkte.

(Fig)
Aufgabe 10.17. Es sei ABC' ein Dreieck und CL (L € (AB)) die Winkelhalbierende des

Innenwinkels AC'B des Dreiecks. Beweisen Sie, daf3 ﬁ = —M
LB |CB|

Aufgabe 10.18. Sind M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und P ein beliebiger Punkt der
Geraden AB, so gilt stets

gilt.

PAPB=PM -~ MA",
Aufgabe 10.19. Es seien M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und C, D zwei Punkte der

CA DA
Geraden AB, so daf % = BT gilt. Beweisen Sie, dafl MB’ = MC MD gilt.

Aufgabe 10.20. Es seien A, B, C, D vier Punkte eines Speeres g*. Es gilt ausnahmslos:
DA BC+ DBCA+ DC AB =0,

DA°BC+DB CA+DC° AB+ BC CAAB = 0.

10.2. Die Vektorrechnung. Man nennt zwei Vektoren gleich, wenn sie gleichsinnig par-
allele und gleichlange Reprasentanten haben. Zwei gleiche Vektoren haben also dieselben
Reprasentanten.

Erklarung 10.21. Ist A € R eine beliebige reelle Zahl und ist @ ein beliebiger Vektor, so

— - . - — .
versteht man unter A'a’ den Vektor b mit dem Betrag | b | = |A||'@’| und der Laufrichtung
von

(a) @, falls A\ > 0 ist (d.h. 0 11 @),
—

(b) =@, falls A < 0 ist (d.h. b 1] @).

1
Erklirung 10.22. Ist @ # 0 ein Vektor, dann heifit ag = ﬁ @ der FEinheitsvektor in
a

der Richtung von @.

Bemerkung 10.23. Die den Betrachtungen zugrundeliegende Léngeneinheit ist festgelegt.
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Bemerkung 10.24. Sehr viele physikalische Groflen, wie Krafte, Geschwindigkeiten, Beschle-
unigungen, Momente, Feldstérken usw. lassen sich durch gerichtete Strecken (Pfeile) veran-
schaulichen.

Man sagt darum kurz, sie seien Vektoren, wenn der Anfangspunkt keine oder nur eine
untergeordnete Rolle spielt, dagegen Ortsvektoren, wenn auch auf den Anfangspunkt zu
achten ist.

H
Erklirung 10.25. Es seien @ und b zwei Vektoren, O sei ein beliebiger Punkt im Raum,
— — —
OA sei ein Repriisentant von @, und AB ein Reprisentant von b . Den Vektor ¢, dessen
Représentant OB ist, nennt man Summe von @ und b (Bezeichnung: ¢ ="a + b ).

_>
Diese Verkniipfung von @ und b nennt man eine Vektoraddition oder eine geometrische
Addition.

Dieser Name findet seine Berechtigung darin, dafl diese Addition von Vektoren den
Grundgesetzen II (1 bis 4) in §4 gehorcht, also, von dem hier nicht in Betracht kommenden
Monotoniegesetz abgesehen, siamtlichen Grundgesetzen der Addition von Zahlen.

ﬁ
Diese Konstruktion ist nicht die einzigste, die den Vektor @ = @ + b eindeutig bestimmt.

. — — . _ - . . -2
Es seien OM bzw. ON Reprasentanten von a bzw. b . Die Diagonale OP des Parallel-
ograms OM PN ist dann ein Reprisentant desselben Vektors ¢ .

10.2.1. Linearer Raum (Vektorraum). Es sei V = {a,b,c,...} eine nicht-leere Menge. Fiir
die Elemente von V seien die Operationen Summe von je zwei Elementen

aeV, belV — (a+b) eV
und Produkt eines beliebigen Elementes mit einer reellen Zahl
aeV, NeR — (Aa) €V

definiert.
Wenn diese Operationen den folgenden Gesetzen geniigen, so wird die Menge V' linearer
Raum (Vektorraum) genannt

(1) a+b=b+a YabeV;

(2) a+(b+c)=(a+b)+c Ya,bceV;
(3) doeV:a+o=a Vael,
(4)VaeV F(—a)eV: a+(—a)=g;
(5) la=a Ya€eV;

(6) Mpa)=Ap)a VaeV, VA uceR;
(1) A+ pa=Xa+pa YaeV, VAueR;
(8)

8) Ma+b)=Xa+Ab YabeV, VIER.

Diese Gesetze nennt man Vektorraum-Aziome.
Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren.

Bemerkung 10.26. Fiir einen Vektorraum sind immer zwei Verkniipfungen anzugeben, eine
innere (die Summe) und eine duflere (das Produkt mit einer reellen Zahl).
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e Die Menge der geometrischen Vektoren (der Klassen gleichlangen und gleichsinnig

parallelen Pfeilen) ist ein linearer Raum.
e Die Menge aller geordneten n-tupel (n € N)

R™ :={(a1,az,...,a,), axr €R, k=1,2,...,n}
mit den Operationen
(1) (CLl, ag, ..., an) + (bl, bg, ceey bn) = (a1 + bl, as + bg, vy Ay + bn),
(i) A(ay,az,...,a,) = (Aag, Aag, ..., Aa,), A € R

ist ein linearer Raum (ein Vektorraum).

e Die Menge aller Nullfolgen bildet mit der Addition als innerer Verkniipfung einen
Vektorraum. Hier sind die Elemente des Vektorraums, also die Vektoren, Nullfolgen.

e Bildet die Menge aller Pfeile im Raum mit dem Anfangspunkt O einen Vektorraum?

Es gibt Teilmengen von Vektorraumen, die ihrerseits wieder Vektorraume sind. Man nennt
sie Untervektorraume. )

Der folgende Satz stellt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur Uberpriifung
auf Untervektorraumeigenschaft bereit.

Satz 10.27. Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V ist genau dann Untervektorraum von
Y, wenn gilt:

(a) U #0;
(b)Vez,yeld = z+yel;
(c)VeelU NVIER = Axeld.

Aufgabe 10.28. Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraums V. Untersuchen Sie, ob
V \ U ein Untervektorraum von V ist.

10.2.2. Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit von Vektoren. Ist {ai, as,..., a,} eine
endliche Teilmenge eines Vektorraums V und sind A;, Ao, ..., A, beliebige reelle Zahlen, so
heifit der Vektor

W= Mot + At + o+ Anlly
Linearkombination von ay, as, ..., a, mit Koeffizienten i, g, ..., Ap.

Satz 10.29. Sei V ein Vektorraum und M eine endliche, nichtleere Teilmenge von V. Dann
ist die Menge L(M) aller Linearkombinationen von M ein Untervektorraum von V.

Die Menge L(M) nennt man auch lineare Hille von M.
Elemente des Beweises. Es sei

Man beweise:
(a) L(M)#0 ANM C L(M).

(b) Seien @' = A\aj +Aoas +... 4 Anay € L(M) und Y = pnai +412as +...+ oy, € L(M)
(A, i €ER, i =1,2,....n), so ergibt sich =" + 7y € L(M).

(c) Aus @ = M\ag + Aoy + ... + A\ua, € L(M) und k € R ergibt sich k@ € L(M).
Aus (a), (b) und (c) folgt, dal L(M) Untervektorraum von V ist.



102 WESSELKA MIHOVA

Erklarung 10.30. Sei V ein Vektorraum und aj, as,...,a, seien Elemente aus V. Wenn
die Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren gleich V ist, dann nennt man {a_f,
a_g,...,a_)n} ein Erzeugendensystem von V.

Gilt also L({ai, as,...,a}) = V, so nennt man {ay, as,...,a,} ein Erzeugendensystem
von V.

Erklirung 10.31. Man sagt, die Vektoren aj,as,...,a, seien linear abhingig, wenn sich
ein n-tupel reeller Zahlen (A, Ag,...,\,) # (0,0,...,0) so angeben lafit, dal die lineare
Kombination @ von aj, as,...,a, mit Koeffizienten A1, Ao, ..., A\, dem Nullvektor gleich
ist.

Falls dagegen die lineare Kombination U = M\a; +Noas + ...+ \a, dem Nullvektor nur
dann gleich ist, wenn die Zahlen A, Ao, ..., A, alle einzeln gleich Null sind, so sagt man,
die Vektoren a1, as, ..., a,, seien linear unabhingig.

Ganz dhnlich sagt man, daB ein Vektor @ von den Vektoren ay, as, ..., a, linear abhdingig
sei, wenn sich die Zahlen A1, Ag, ..., A, so angeben lassen, daB @ = \1aj +\aa3 + ... + MA@y,
gilt.

Dagegen wird @ linear unabhingig von ay, as,...,a, genannt, wenn eine solche Darstel-
lung von @ nicht moglich ist.

Man sagt, zwei Vektoren seien kollinear, wenn sie zueinander parallele Repréasentanten
haben.

Der Nullvektor ist zu jedem Vektor kollinear.

Man sagt, drei Vektoren seien komplanar, wenn sie Reprasentanten haben, die in ein und
derselben Ebene liegen.

Satz 10.32. Ein Vektor ist dann und nur dann linear abhdngig, wenn er der Nullvektor
selbst ist.
ﬁ

B’eweis.EI)x;«éO:)\?:B> s ad=0.
O

Satz 10.33. Zwei Vektoren sind dann und nur dann linear abhdngig, wenn sie kollinear
sind.

Beweis.
ﬁ
1) @ und b sind linear abhingig = 3 (\,u) # (0,0), z.B. u#0, so daf
A
AT +pub=0 = b=-"7T = T|b =
—_ e . . M
a und b sind kollinear.
é
2) E)H? A ?7&6) = 7:8%?,W0b61
b
c=tl e T b =c=-1o a1 0b
= [5]@ —<[@| b =T A (5],—<T) # 0.0 =
a und b sind linear abhangig.

O

Satz 10.34. Drei Vektoren sind dann und nur dann linear abhdangig, wenn sie komplanar
sind.
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Beweis.

D3I N peR: @ = )\3> +uc = a, ?, ¢ sind komplanar (laut der
Summenregel). (Fig. 10.7)

2) @, ?, ¢ sind komplanar = die Repriisentanten O—1>4,O—B>,O—C>’ von @, ?, <
liegen in einer Ebene. Es sei U die scllege Proje_k’)cion von A auf OC und V die schiefe
Projektion von A auf OB. Es seien OV und OU die Reprisentanten von v und o
= JAER: T=Ab AJueR: T=py? = T=T+T=Xb+uC =
7,?,? sind linear abhéngig. (Fig. 10.8)

O

Satz 10.35. Jede vier Vektoren im Raum sind linear abhdngig.

— — —
Beweis. Es seien @, b, ¢, d vier Vektoren im Raum und OAg, OBy, OCy, OD ihre
Représentanten. Es sei M die schiefe Projektion von D auf die Ebene (OAB), A bzw. B
seien die schiefen Projektionen von M auf OAy bzw. OBy, und C' sei die schiefe Projektion
von D auf OCy. Es gilt dann (Fig. 10.9):
— —_— = —

—_ = — —_— = —
OM =0A+0OB N OD=0OM+0C = 0OD=0A+0B+0C.

— — — —

Da OA und OAp bzw. OB und OB kollinear sind, so
— P —_— — — N —
dXNeR: OA=XOAy) bzw. du€eR: OB=uOBy = OM=Xa +ub.
— —

Da auch OC' und OCj kollinear sind, so

JuveR: OC =v0Cy, dh. OC=v? = d =AT +ub +v7 =

@, ?, <, E) sind linear abhangig.
OJ
Wir kénnen nun Erzeugendensysteme auszeichnen, die nicht nur den Aufbau eines Vek-
torraumes gestatten, sondern auch noch moglichst wenige Vektoren enthalten. Der letzte
Satz zeigt, dafl z.B. fiir den Vektorraum R3 Erzeugendensysteme mit 4 oder 5 Vektoren
angegeben werden konnen, daf§ aber auch 3 Vektoren dafiir ausreichen. Von Interesse sind
also minimale Erzeugendensysteme. Im Zusammenhang mit diesen Untersuchungen spielt
die lineare Unabhangigkeit eine wesentliche Rolle.

Erklarung 10.36. Ein Erzeugendensystem eines Vektorraums, das aus linear unabhangigen
Vektoren besteht, heifit Basis des Vektorraums.

Aus den obigen Satzen folgt:

e Jeder Vektorraum V mit einem endlichen Erzeugendensystem besitzt eine Basis,
sofern V nicht nur aus dem Nullvektor besteht.

e Jedes Element eines Vektorraums )V mit endlichem FErzeugendensystem lafit sich
beziiglich einer Basis eindeutig darstellen.

e Sei V ein Vektorraum mit der Basis B = {b_l), b_;, ,b_;} Dann sind mehr als n
Vektoren aus V stets linear abhangig.

e Alle Basen eines Vektorraums V mit endlichem Erzeugendensystem haben gleich viele
Elemente.

Erklarung 10.37. Die Anzahl der Elemente einer Basis eines Vektorraums } nennt man
die Dimension des Vektorraums (Bezeichnung: dimV).
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Bemerkung 10.38. Wir Ordnen dem Vektorraum {6)}, welcher Untervektorraum jedes Vek-
torraums ist, die Dimension 0 zu.

Aufgabe 10.39. (1) Sei V ein Vektorraum mit dimV =p (p € N). Zeigen Sie:

)

2)

Jede linear unabhangige Teilmenge von V mit genau p Elementen ist eine Basis
von V.
Jede Teilmenge von V mit mehr als p Elementen ist linear abhangig.

(2) Es seien A und B zwei verschiedene Punkte und O ein beliebiger Punkt im Raum.
Der Punkt M liegt auf der Geraden AB dann und nur dann, wenn es zwei reelle
— — —
Zahlen «, 8 derart gibt, dafl o+ =1 und OM = aOA + OB gilt.
Beweis.

a)

— — — —
MeAB = AM |AB = 3keR: AM = kAB.
— — — — — — — — — —
AM =OM —OA N AB=0B—-0A = OM - 0OA=k(OB—-0A) =
— — —
OM = (1-k)OA+ kOB.
Wir bezeichnen o := 1 —k, § := k und erhalten
o — —
a+pB=1AN OM=aOA+ SOB.

a und 3 sind eindeutig bestimmt und héngen nicht von der Wahl des Punktes
O ab.

— — — — —_— — —
a+B=1AOM=a0A+B0B = f=1—a AOM =a(OA-OB)+0B =

_— = = ——

— — — —
OM — OB = a(0OA — OB) = BM =aBA = BM | BA = M € AB.

@

O

(3) Esseien A, B, C' drei nicht kollineare Punkte und O sei ein beliebiger Punkt im Raum.
Der Punkt M liegt in der Ebene E{> A,> B,> C'} dann und nur dann, wenn es drei
reelle Zahlen «, (3,~ derart gibt, da} die Gleichungen

—

— — —
a+pB+v=1 AN OM = a0OA + OB +~0C

erfullt sind.
Beweis.

a)

—

— — —
ABYAC N MeE = FkleR: AM =kAB+1AC =
_— — —_— — —_— — — — —_—
OM—-0OA =k(OB—0OA)+1(OC—-0A) = OM = (1-k—-1)OA+kOB+I10C.
Wir bezeichnen v :=1—-k -1, B:=k, v:=1 =
— — — —
a+08+y=1 AN OM=a0OA+ OB +~0C.

«, 3,7 sind eindeutig bestimmt und hangen nicht von der Wahl des Punktes
O ab.

— — — —
a+08+y=1 AN OM =aOA+ OB +~0OC =

— — — —
y=1—a—-08 N OM =a0OA+ OB+ (1 —-a—-p)0C =
—_— = —_— - —_— = — — —
OM — OC =a(OA—-0C)+ p(OB-0C) = CM =aCA+BCB =
m, CTZl,C—B) sind komplanar, CTZHJ( CB = McE.
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0

Erklirung 10.40. Ein Massenpunkt A(m) wird als mathematischer Punkt A angesehen,
welcher eine endliche Masse m besitzt.
Essei Aj(my), A2(ma), ..., Ag(my) eine Menge Massenpunkte. Man nennt den Punkt G(m)
mit der Eigenschaft
5 s RN —
mlGAl + mgGAQ + ...+ mkGAk =0

Schwerpunkt dieser Menge.
Besitzen die Massenpunkte gleiche Massen, so wird der Schwerpunkt G des Systems auch
Zentroide (Mittelpunkt) genannt. In diesem Fall gilt

GA, +GAy+ .. +GA, = 0.

Aufgabe 10.41. (1) Es soll bewiesen werden, da} der Massenpunkt G(m) dann und
nur dann ein Schwerpunkt der Menge A;(mq), Aa(mas), ..., Ag(my) aus Massenpunkten
ist, wenn fiir jeden beliebig gewahlten Punkt O im Raum

— —— — —
(m1 +me + ... + mk)OG = m10A1 -+ mQOAQ + ...+ kaAk
gilt. Dabei ist m = mq + mo + ... + my.
(2) Es sei M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und O sei ein beliebiger Punkt. Es gilt

stets
— 1] — —
OM = é(OA + OB).
M ist die Zentroide der Strecke (AB).
(3) Es soll bewiesen werden, da8 sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC
in einem Punkt S schneiden, dafl S jede Seitenhalbierende im Verhaltnis 2 : 1 teilt,
—_— = — —
und dafl SA+ SB+ SC = 0 gilt.
S ist der Mittelpunkt (auch die Zentroide) des Dreiecks (ABC).
(4) Liegen die vier Punkte A, B,C und D in einer Ebene F, dann sind sie Eckpunkte

—_— = = = —
eines Vierecks. Es gibt genau einen Punkt S in E, so dafl SA+SB+SC+SD = 0
gilt.

S ist bekanntlich die Zentroide des Vierecks (ABCD).

Welche geometrische Eigenschaften hat der Punkt S7

(5) Liegen die vier Punkte A, B, C, D nicht in einer Ebene, dann sind sie Eckpunkte einer
Pyramide. Eine Gerade durch eine Ecke und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite nennt man eine Schwerlinie der Pyramide.

a) Sp,Sa,Sp und S¢ seien die Mittelpunkte der Seiten ABC BCD,CDA bzw.

DAB. Stellen Sie die Vektoren AS4, BS B, CSC und DS D ¢ als Llnearkombma—

tionen der linear unabhangigen Vektoren a = DA, b = DB DC’ dar.
é
b)) Begriinden Sie: Der Punkt S mit DS = (@ + b 477 liegt aufJeder der vier
Schwerlinien.

S ist der Mittelpunkt (die Zentroide) der Pyramide.
¢) Begriinden Sie: S teilt die Strecke von einem Eckpunkt zum Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seite im Verhaltnis 3 : 1.
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d) Ist @) eln beheblg gewahlter Punkt, dann seien W, v, w, 7 die Vektoren OA
OB, OC bzw. OD. Begriinden Sie: 0S = W +7T+d+ 7).

(6) Es seien ABCD (AB || CD) ein Trapez, AB = \D C )\ e R, \#1, CA =
—_— — —

@, DB = b. Stellen Sie die Pfeile AB , AD, CB bzw. CD als lineare Kombina-
—
tionen von @ und b dar.

10.3. Koordinatensysteme und Koordinaten. Das Wort Koordinatensystem bezeichnet
eine Zusammenstellung von Verabredungen, die man trifft, um die Lage eines Punktes gegen
eine Grundfigur, die man sich in verschiedenen Fallen in verschiedener Weise gegeben denkt,
durch die Angabe von zwei oder (im Raum) drei in bestimmter Reihenfolge geordneten
Zahlen, den sogenannten Koordinaten des Punktes, kennzeichnen zu kénnen.

10.3.1. Koordinatensysteme auf einer geraden Linie. Es werden nur die Punkte einer bes-
timmten Geraden ¢ ins Auge gefafit.

Man wéhlt einen Punkt O als Anfangspunkt und nennt ihn Ursprung des Koordinaten-
systems; die eine der beiden Laufrichtungen von ¢ wird als positiv festgelegt und der soent-
standene Speer g* wird Koordinatenachse genannt; eine Strecke e wird als Langeneinheit
(MafBistab) bestimmt. (Fig. 10.10)

Es sei £ € g* ein solcher Punkt, da OFE = 1 ist.

Ist @ ein Vektor, der zu g kollinear ist, dann ist @ := |@’| bzw. @ := —|a| je nachdem
— + — + - P =
a 1T g™ bzw. @ 1] ¢g" gilt. Esist @ =a.0OF.

Die eindeutig bestimmte Zahl @ (die algebraische Linge des Vektors @ beziiglich g7)
nennt man Koordinate von @ beziiglich des gewihlten Koordinatensystems.

Ist M € g ein beliebiger Punkt, so ist O—]\/[ = O_MO—E> Die eindeutig bestimmte Zahl
x := OM (die algebraische Linge der Strecke (OM) beziiglich ¢g*) nennt man Koordinate
von M beziiglich des Koordinatensystems.

Die Gerade ist ein eindimensionaler Vektorraum.

10.3.2. Ebene Koordinatensysteme. In einer Ebene denke man sich zwei einander schnei-
dende Speere g7 und At gegeben und zwischen ihnen eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt,
so dafl der eine als erster (die Abszissenachse, die z-Achse) und der andere als zweiter (die
Ordinatenachse, die y-Achse) gilt. Den Schnittpunkt von ¢g* und h* bezeichne man mit O
und nennt ihn Ursprung des Koordinatensystems.

Ferner denke man sich, nach Annahme einer bestimmten Strecke e; auf ¢g* bzw. ey auf h™
als Langeneinheit (MaBstab), einen Punkt F; auf g7 und einen Punkt Ey auf At so bestimmt,
daB OFE, = 1 (beziiglich des MaBstabes e;) und OF, = 1 (beziiglich des MaBstabes e;) gilt.

(Fig. 10.11)
Nun kann man jedem Punkt P der betrachteten Ebene zwei in bestimmter Reihenfolge
stehende Zahlen zuordnen, indem man die Geraden PP, || OFE, und PP, | OE; in

Betracht nimmt, ihre Schnittpunkte mit OFE; bzw. OFE, mit P, bzw. P, bezelchnet und die
Zahlen z := OP,, y := OP als Abszisse bzw. Ordinate von P annimmt. Der Punkt P hat
also Koordinaten (z,y) bezughch des eingefiithrten Koordinatensystems Oxy und

— — —

Bei diesen Einsetzungen entspricht nicht nur jedem Punkt der betrachteten Ebene ein
bestimmtes geordnetes Paar (z,y) reeller Zahlen, sondern es gehdrt auch umgekehrt zu
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jedem geordneten Zahlenpaar (z,y) ein und nur ein Punkt der Ebene, fiir welchen z die
Abszisse und y die Ordinate ist.
Denkt man sich einen Vektor @, der zu der geg%nen Ebene komplanar ist, und nimmt

man seinen eindeutig bestimmten Reprasentanten OP in Betracht, so nennt man die Koor-
dinaten (ay,a;) des Punktes P Koordinaten des Vektors @ beziiglich des gegebenen Koor-
dinatensystems. Es gilt dann

N — —
a = CL10E1 + (ZQOEQ,

d.h. @ ist lineare Kombination von OFE; und OF, mit Koeffizienten a; und as.
Es sei A eine beliebige reelle Zahl und es seien (aj,as) die Koordinaten des Vektors @
beziiglich Oxy. Der Vektor A'a’ hat die Koordinaten (Aa;, Aag) beziiglich Oxy.

Es seien @ (a1, az) und ?(bl, by) zwei Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziiglich Ozy

bestimmt sind. Der Vektor @ + ? hat dann die Koordinaten (a; + by, as + bs).

Sind die Speere g* und A" senkrecht bzw. nicht senkrecht zueinander, so nennt man das
Koordinatensystem rechtwinklig bzw. schiefwinklig.

Sind die gewahlten Langeneinheiten eq, es auf den beiden Koordinatenachsen gleich, so
nennt man das rechtwinklige Koordinatensystem kartesisch.

“Kartesisch” kommt von Cartesius, dem latainischen Namen des franzosischen Philosophen
und Mathematikers René Descartes.

Die Ebene ist ein zweidimensionaler Vektorraum.

Satz 10.42. Es sei Oxy ein schiefwinkliges ebenes Koordinatensystem und ay (i, p1), a3(Ma, ita),
H

oy U (A, 1n) seien n (n € N) Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziiglich Oxy bestimmt
sind. Ist (aq, o, ..., ap) ein n-tupel reelle Zahlen, so ist

— — — =
oa1al + asag + ...+ apa, = 0
dann und nur dann, wenn gilt

041)\1 + 042)\2 + ...+ an/\n = O,
Qpiy + Qafty + ... + Qppty, = 0.

Beweis. Der Vektor ay, k = 1,2,...,n, hat die Koordinaten (A, i), d.h.
N — —
Qp = )\kOEl + ,uk,OEg
Es gilt dann

Q1@ + azay + ... + anay,
— — — — — —
= 041{)\10E1 + IU/IOEQ} -+ CYQ{)\QOEl -+ ILLQOE2} + ...+ Oén{AnOEl + unOEg}
—_— —_—
= {Oél/\l + 0[2/\2 + ...+ Oén)\n}OEl + {ozl,ul + [05Y %) + ...+ Oén/,Ln}OEQ

Da die Vektoren ey, e5, dessen Reprasentanten O Ey bzw. OFE, sind, linear unabhangig sind,
so gilt

ala_f—l—aga_ﬁ—l— ...—1—0471@ = ﬁ

— e —
~ {Oél)\l + Oég)\g + ...+ Cl{n/\n}OEl + {O[ll,bl + oopig + ...+ Oén,LLn}OEQ =0
S A Fas e+ o+ aph, =0 A aqpy + aspls + ..o+ iy, = 0.



108 WESSELKA MIHOVA

—

ar (M, 1), @3(Ag, f2), oy Gn(An, i) seien n (n € N) Vektoren, die durch ihre Koordinaten
beziiglich Ozy bestimmt sind. Der Vektor

ﬂ) = ozla_f —+ OCQG—Q) + ...+ ana_>n
hat beziiglich Ozy die Koordinaten
(@1 A] + apdg + oo 4 Ay, aqfin + Qofly + o+ Q).

Aufgabe 10.43. (1) Sind die Punkte A(5,—-2), B(—1,3), C(1,2) kollinear?
(2) Gegeben sind der Vektor @ (—3,4) und der Punkt A(—1,1). Bestimmen Sie den
—
Punkt M(z,y) so, daB AM € @.

(3) Fiir welche Werte von A € R sind die Vektoren @ (4, \) und 7(—8, 2) nicht kollinear?

(4) A(1,3), B(4,7), C(2,8) sind Eckpunkte des Parallelogramms ABCD. Bestimmen
Sie:
a) die Koordinaten des Eckpunktes D;
b) die Koordinaten des Diagonalenschnittpunktes von ABCD.

(5) Gegeben sind die Punkte A(2,6) und M(6,2). Bestimmen Sie so den Punkt B, daf
M der Mittelpunkt der Strecke (AB) sei.

(6) Gegeben sind die Punkte A(2,6), B(0,3), M(2,—1). Bestimmen Sie so den Punkt
C, da M der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC' sei.

10.3.3. Raumliche Koordinatensysteme. Im Raum denke man sich in bestimmter Reihen-
folge drei Speere fT, ¢g© und h* gegeben, welche den gemeinsamen Punkt O haben und
nicht in ein-und-derselben Ebene liegen. Nach Annahme bestimmter Strecken eq,es, e3 als
Langeneinheiten, bestimmt man den Punkt E; auf der Abszissenachse (z-Achse) f*, so
daB OFE, = |e;| = 1 ist, den Punkt E; auf der Ordinatenachse (y-Achse) ¢g*, so da8
OFE, = |ep] = 1 ist, und den Punkt Ej3 auf der Applikatenachse (z-Achse) h*, so daf
O_EE), = ’63‘ =1 ist.

Die Vektoren e; > OF;, e © OF5 und e3 > OFj3 sind linear unabhangig und werden
Koordinatenvektoren genannt.

Man kann jedem Punkt P des Raums ein geordnetes Tripel reeller Zahlen zuordnen, indem
man den Punkt P parallel zu der {g*, h*}-Ebene auf f*, parallel zu der {h", f*}-Ebene auf
g" und parallel zu der {f*, g*}-Ebene auf h*™ projektiert. Die entsprechenden Projektionen
werden mit Py, P,, P, bezeichnet. Es gilt dann (Fig. 10.12):

— —

IAN=0P,, u=0P,,v=0P,: OP,=0P, ¢/, OP,=O0P,e;, OP,=O0P,e¢e3;
D 7 — — —
OP =0OFP,+ 0P, +0OP, = OP = Xey + pes +ves.

Die drei, dem Punkt P eindeutig zugeordnete , reelle Zahlen (\, y, v) nennt man Koordi-
naten des Punktes P beziiglich Oxyz.

Als raumliche Koordinaten eines Vektors gelten die Koordinaten des Endpunktes seines
Repréasentanten mit dem Anfangspunkt O.

Stehen die Koordinatenachsen samtlich senkrecht zueinander, so nennt man das Koordi-
natensystem rechtwinklig, sonst - schiefwinklig.

Sind die gewahlten Langeneinheiten e, eq, e3 auf den drei Koordinatenachsen gleich, so
heifit das rechtwinklige Koordinatensystem kartesisch.
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Der Raum ist ein dreidimensionaler Vektorraum.

10.3.4. Drehungsrichtungen in der Ebene und im Raum. I. Drehungsrichtungen in der

— —
Ebene. Es seien €7, e; und f1, fo zwei Paare Koordinatenvektoren (jedes Paar besteht aus
linear unabhéngigen Vektoren), d.h. zwei Vektorbasen, in der Ebene. Da je drei Vektoren

— —
in der Ebene linear abhéngig sind, kann man f; und f; eindeutig als lineare Kombination
von e; und ey darstellen:

s — —
J1 = anel +apes,
- — —
J2 = as1e1 + axes,
. . .. . . H _> .
wobei, wegen der linearen Unabhéngigkeit von f; und fs, gilt

a11 a2
21 A22

A= £ 0.

Man sagt, die Vektorpaare ey, e; und Z, E seien gleichsinnig bzw. gegensinnig orien-
tiert, falls A > 0 bzw. A < 0 ist.

Da es fiir die reelle Zahl A # 0 nur diese beiden Moglichkeiten gibt, so ist es klar, daf§ in
der Ebene zwei Vektorpaare entweder gleichsinnig oder gegensinnig orientiert sind.

Die Vektorpaare e, e; und es, e; sind gegensinnig orientiert:

fi=a=0e+1e iA_‘o 1‘_ o0
— = = — :
fo=¢ =1% +07e 10

Jedes dritte Vektorpaar in der Ebene ist entweder mit e;, e; oder mit e, e; gleichsinnig
orientiert.

In der Ebene gibt es demnach genau zwei Klassen von Vektorpaaren beziiglich ihrer
Orientierung. Zur ersten Klasse gehoren alle Vektorpaare, die mit ey, e, gleichsinnig ori-
entiert sind; zur zweiten - die mit e5, e; gleichsinnig orientierten Vektorpaare. Jede dieser
Klassen bestimmt eine Drehungsrichtung in der Ebene.

Die Drehungsrichtung “im Uhrzeigersinn” pflegt man negativ zu nennen, diese “gegen den
Uhrzeigersinn” dann positiv.

II. Drehungsrichtungen im Raum. Ahnlicherweise stellt man fest, daB es im Raum
nur zwei Drehungsrichtungen gibt, da die linear unabhéngigen Vektortripel (Vektorbasen)
e1, es, ez und es, e, eg gegensinnig orientiert sind:

fh=e=0e+1e+0e 010

é

fh=ei=1e+0e+0e = A=|100|=-1<0.
i 00 1

fs=¢e =02 +0.e5 + 1.3

Zur Unterscheidung der beiden Richtungen dient die sogenannte Rechte-Hand-Regel:

Werden Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand so gespreizt, dafi sie der
Reihenfolge nach in die Richtungen von ey, €5, und e; zeigen, so pflegt man diese Vektoren
positiv (rechts-) orientiert zu nennen. Sie bestimmen die positive Drehungsrichtung (positive
Orientierung) des Raums.

Wiirde man in gleicher Weise mit der linken Hand verfahren, bekdme man ein negativ
(links-) orientiertes Vektortripel ej, €5, €s. Dieses bestimmt die negative Drehungsrichtung
des Raums.
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10.3.5. Polarkoordinatensystem der Ebene. Ein Polarkoordinatensystem der Ebene ist bes-
timmt durch einen festen Punkt, den Pol O, und einer von ihm ausgehenden fest gewalten
Achse, der Polarachse, auf der wie bei einem Zahlenstrahl eine Orientiering und ein Mafistab
festgelegt sind.

Ein beliebiger Punkt P # O der Ebene 1afit sich dann durch seine Polarkoordinaten
beschreiben:

P(o, ), wobei o der Abstand des Punktes P vom Pol O ist und ¢ der Winkel, den der
Strahl vom Pol O durch den Punkt P mit der Polarachse bildet.

Dabei wird der Winkel ¢ in mathematisch positiver Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn)
gemessen. Dieser Winkel ¢ ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt. Man nennt
¢ auch Polarwinkel des Punktes P. (Fig. 10.13)

Es ist stets o > 0, falls P # O ist.

Fiir den Pol O selbst ist ¢ = 0 zu setzen, wahrend ¢ vollig unbestimmt ist, kann also
beliebig gewahlt werden.

Ein beliebiges geometrisches Objekt kann in verschiedenen Koordinatensystemen beschrieben
werden, z.B. in einem kartesischen und in einem Polarkoordinatensystem. Fiir dieselben ge-
ometrischen Eigenschaften findet man dann zwei Gleichungen f(z,y) = 0 und f5(0, ) = 0.
Durch Transformation (Uberfithrung) des einen Koordinatensystems in das andere geht die
eine Gleichung des geometrischen Objekts in die andere iiber.

Die Transformationsgleichungen fiir den Ubergang von Polarkoordinaten zu kartesischen
Koordinaten und umgekehrt ergeben sich mit Hilfe der trigonometrischen und der Arkus-
funktionen. Zur Vereinfachung wird dabei vorausgesetzt, dafi der Pol des Polarkoordi-
natensystems mit dem Koordinatenursprung des kartesischen Koordinatensystems und die
Polarachse mit der z-Achse (Abszisse) zusammenfallen und beide Koordinatensysteme diesel-
ben Langenmafeinheit und Drehungsrichtung haben.

Zwischen den kartesischen (z,y) und den Polarkoordinaten (g, ) ein und desselben Punk-
tes P # O in der Ebene bestehen ausnahmslos die Gleichungen:

T = 0Cosp, y = 0siny;

% \/ X y=, COsS \/m, Sin @ \/m

10.3.6. Zylinderkoordinatensystem des Raums. Jede Ebene teilt den Raum in zwei
Halbraume.

In der Ebene E wird ein (ebenes) Polarkoordinatensystem mit dem Pol O vorgegeben.
h sei die zu E senkrechte Gerade durch den Pol O. Auf h sei eine positive Laufrichtung
festgesetzt.

Ein beliebiger Punkt P des Raums kann dann durch seine Zylinderkoordinaten beschrieben
werden: P(p,p, z) mit den Koordinaten p und ¢ als ebene Polarkoordinaten des Punktes
P’ ((OF'") ist die senkrechte Projektion der Strecke (OP) auf die Ebene E) und z als mit
Vorzeichen versehenem Abstand des Punktes P von der Ebene E. Die Koordinate z ist
positiv, wenn P im positiven Halbraum beziiglich h™ liegt, ansonsten negativ (Fig).

Ist ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Koordunatenursprung O gegeben, so dafl
die z- und die y-Achse in der Ebene E liegen, die positive z-Achse im positiven Halbraum
liegt und auflerdem die Polarachse des ebenen Polarkoordinatensystems mit der z-Achse
zusammenfallt, dann gelten die folgenden Umrechnungsformeln zwischen den Koordinaten
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eines Punktes P im kartesischen Koordinatensystem und im Zylinderkoordinatensystem:

T =0cCoSyp, y=psinyp, z =z,

0= VI + P, cosp = ———, silp = ———, 2= 2.
$2+y2 $2+y2

10.3.7. Geometrische Abbildungen. 1. Verschiebungen. Vektoren sind ein geeignetes Hil-
fsmittel zur Beschreibung von Verschiebungen. Man kann von einem beliebigen ebenen
oder raumlichen Koordinatensystem zu jedem andern derartigen System tibergehen, dessen
Achsenkreuz aus dem des urspriinglichen Systems durch eine Parallelverschiebung in der
Richtung eines Vektors v # 0 erhalten wird.

Ist K = Oxyz das urspriingliche bzw. K’ = O'x'y’z’ das verschobene Koordinatensystem,
SO ist

—
o0 =7, Ox 11 O2; Oy 11 Oy: 0Oz 17 07,
Ist ¥'(a,b,c) beziiglich K gegeben, so bestehen zwischen den Koordinaten (z,y, 2) bzw.
(2',y', 2’) eines beliebigen Punktes M beziiglich K bzw. K’ folgende Gleichungen:
=YY Yy / — / / / /
OM=00"40M=v+0M = x=a+2,y=b+y, z=c+ 7.
Es sind drei verschiedene Falle moglich.

(1) Parallelverschiebung in der Richtung der z-Achse (Fig. 10.14).
aZ0ANb=c=0:z=a+2,y=19, 2=2".

(2) Parallelverschiebung in der Richting der y-Achse (Fig. 10.15).
b#A0ANa=c=0: =2, y=b+y, z2=7"

(3) Parallelverschiebung in der Richtung der z-Achse (Fig. 10.16).
c#E0Na=b=0:z=2",y=y, 2=c+7.

II. Drehungen in der Ebene. In der Ebene E seien zwei rechtwinklige Koordinatensys-
teme K = Oxy und K’ = Ox'y’ mit dem selben Ursprung und der gleichen Léngeneinheit so
angenommen, daf3 ihre positiven Drehungsrichtungen iibereinstimmen. Der Drehungswinkel
(positiv oder negativ) sei mit ¢ bezeichnet.

Satz 10.44. Zwischen den Koordinaten (x,y) bzw. (z',y') beziglich K bzw. K' eines be-
liebigen Punktes P der Ebene E bestehen ausnahmslos die Gleichungen

x =12’ cos — 3/ sind, x' = xcost + ysind,
/

y = a2’ sind + 1y cos ¥, Yy = —xsind + ycos .

Beweis. Sind Py, P| die senkrechten Projektionen des Punktes P auf die Achsen Oz bzw.
Ox’ und P,, Pj auf die Achsen Oy bzw. Oy’ (Fig. 10.17), so gilt

r=0P AN 2 =0P]; y=0P, Ny =O0P;.
Ist « = Z(OP~,Ox), so folgt aus dem Dreieck OP,P: = = |OP|cosca, y = |OP|sina.
Aus dem Dreieck OP[P entnehmen wir 2’ = |OP|cos (o — ), y = |OP|sin (o — 0).

Aus den Formeln fiir die trigonometrischen Funktionen von Winkelsummen und Winkeld-
ifferenzen folgt der Beweis des Satzes.

0
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Im Fall ¥ = 7 haben wir eine Punktspiegelung des Koordinatensystems am Punkt O.

Dann ist
r=-1, y=-y.

Die Komposition einer Drehung des Koordinatenkreuzes um den Winkel ¥ und einer Par-
allelverschiebung in der Richtung des Vektors ¥ lifit sich in der Form

DX)=AX +7
darstellen. Dabei sind

- x cosv  sind — (a = [ 2
X:<y>’A:<—sim9 cosﬁ)’v_<b)’D(X)_(y’>'

Eine Achsenspiegelung S an der x-Achse lafit sich in der Form S ()_5) - BX + 7
darstellen. Dabei ist B eine Matrix vom Typ

cost¥ sind
b= ( sint —cosd )

10.4. Skalarprodukt von Vektoren. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist kein Vektor,
sondern eine reelle Zahl, also ein Skalar.
ﬁ

Es seien @ und b zwei gegebene Vektoren, (@', b) der von @ und b bestimmte
H
elementar-geometrische Winkel, |@| und | b| die Betriige der beiden Vektoren beziiglich
einer festgelegten Langeneinheit.
Unter Pry b = | b|cos(a’, b) versteht man die algebraische Lénge beziiglich @ der
—_
senkrechten Projektion des Vektors b auf @ (Fig. 10.18).

Erklarung 10.45. Unter %:)alares oder inneres Produkt von @ und b versteht man die
— —
Zahl Null, falls @ = 0 V b = 0 ist, und die Zahl

—

H
H
ab

— | Q|| B cos(T, D) = |@| Pra b = B Pro @,

falls 77&6) A ?7&6) ist.

10.4.1. FEigenschaften des Skalarproduktes.
(1) Falls @ # 0AD # 0 gilt, so ist
7 i

)=1.

70 =0 & (a, >

Erkléirugg 10.46. Zwei Vektoren @ und b heiBen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt @ b gleich Null ist.
Der Nullvektor ist demnach zu jedem Vektor orthogonal.
(2) @b = ba fir beliebige Vektoren @ und b (das Kommutativgesetz).

(3) (@ + ?)? — 7T+ b fir beliebige Vektoren @, ?, ¢ (das Distributivgesetz).
I — - S s
Beweis. Es sei OBy = Prw=(ad + b), OAy = Preza, AyBy = Pr-b (Fig.
10.19)
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Da (a+ b)¢ =7 (a + ?) gilt, haben wir

(@+6)C=[C|Pra(T+0)=|C|(PrsT+Pr=0)=Ca+7Cb.
(4) ()\7)3> = /\(7?) = 7()\7) fiir beliebege Vektoren @, D und A € R.
(5) @a =a’=|7d|’, dh. |d|=Vda fir jeden Vektor @ =

T =0 o [@|=0.

(6) Falls @ # 0 AD =+ 0 zwei beliebige Vektoren sind, so ist

—272 —7
b (T D)2
sin(?,?):\/l—COSQ(E),?): ¢ — _Ea )
@l b
Hieraus folgt
sin(@,b)=0e @ || b & @20 =(aTb)? < |alb|=]TD|

Satz 10.47. Ist K = Oxyz ein kartesisches Koordinatensystem im Raum und sind @ (ay, as, as),
H

b (b1, b, b3) zwei beliebige Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziglich K gegeben sind,
50 15t

7? = a1b1 + Clgbg + a3b3

die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes dieser Vektoren.
Beweis. Es seien €7, es, e3 die Koordinatenvektoren von K. Dann gilt
H
@ =aje] +ages +agez A b =bie] +baes +byez =

SN
@b = (arby)(e1?) + (azbe)(€2?) + (asbs)(es?)
+(a1b2 -+ ale)(e_fe_ﬁ) + ((lgbg -+ agbg)(e_g)e_g) —+ (a3b1 —+ a1b3)<€_3>6_1))
= a1b1 + agbz + Clgbg,

— —— —— —— .
e12=re32=¢e32=1 und ejes = ese3 = ese; =0 ist.

O

Bemerkung 10.48. In der Physik unterscheidet man bei Groflen Skalare und Vektoren. Ein
Skalar ist durch die Angabe von Mafizahl und Einheit vollstdndig bestimmt (z.B. Lénge,
Masse, Temperatur, Ladungsmenge), wahrend bei einem Vektor zusétzlich die Angabe einer
Richtung erforderlich ist (z.B. Kraft, Geschwindigkeit, Feldstarke).

Entsprechend verwendet man in der Mathematik gelegentlich die Bezeichnung Skalar fiir
eine reelle Zahl, wenn die Unterscheidung gegeniiber Vektoren deutlich werden soll.

Mit Skalarprodukt wird hier ausgedriickt, dafl bei dieser Verkniipfung zweier Vektoren das
Ergebnis eine reelle Zahl, also ein Skalar ist.
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Der Wert des Skalarproduktes zweier Vektoren ist von der Wahl des Koordinaten-
systems unabhangig.
Sind M (21,91, 21) und My(x2, Yo, 22) zwei verschiedene Punkte, so ist

e
My My (2 — 1, Y2 — Y1, 22 — 21)
ein Pfeil, dessen Lange beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K folgende Zahl ist:

| My Mo| = \/(x2 — 1)2 + (y2 — 1) + (22 — 21)2

Ist fiir einen Vektorraum V ein Skalarprodukt definiert, so heift V euklidischer Vektorraum.
Aufgabe 10.49. Die Vektoren @, ?, <: 7, q, T sind folgendermaBen definiert:
@ =1, (V] =2 [T =VZ (@, ) =3 (b,¢) =% (3. 0) = §

b -7, eR.

]

Sl

T=a+b-7, 7T=2d-3 =T+ A

Bestimmen Sie:

— =
c, r

+

(a) die Lingen von p und ¢;
_)

(b) das Skalarprodukt von p und ¢’;
(c) den Winkel (7', ¢);

(d) NER so,daB (P, 7) = 7 ist;
(e) A€R so, daB |7| = /5 ist.

Aufgabe 10.50. Es sei K = Oxyz ein kartesisches Koordinatensystem in R? und es seien
é

@, b, ¢ drei Vektoren, welche durch ihre Koordinaten beziiglich K bestimmt sind.
(1) Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren des R®, die zu @ (1,2, 3) orthogonal sind.

(2) Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren des R?, die zu @’ (1,1, —1) und zu ?(2, 1,0)
orthogonal sind.

(3) Gegeben sind die Vektoren @ (1,1,1), ?(1, 0,—1), (1,1, -2) des R3.
(a) Begriinden Sie die drei folgenden Aussagen:
1) b und ¢ sind zu @ orthogonal.

—_
2) Jede Linearkombination von b und ¢ ist zu @ orthogonal.
3) Ist ein Vektor zu @ orthogonal, dann 148t er sich als Linearkombination

.
von b und ¢ darstellen.

(b) Es sei d = rb + s¢. Bestimmen Sie 7 € R und s € R so, dal d zu b
orthogonal ist.

(4) K = Ozy ist ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene E,
A(0,2), B(1,0), C(—4,2)

sind die Ecken eines Dreiecks, welche durch ihre Koordinaten beziiglich K gegeben
sind.
Bestimmen Sie:

(a) den Umfang des Dreiecks ABC;
(b) den Winkel ZACB;
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(c) die Koordinaten der senkrechten Projektion H des Punktes C' auf die Gerade
AB.

(5) Sei V ein euklidischer Vektorraum und @ € V, mit @ # 0. Beweisen Sie: Die
Menge aller Vektoren, die zu @ orthogonal sind, ist ein Untervektorraum von V.

(6) Gegeben sind a;(3,0,4), a3(1,—1,2), as(1,2,1).
a) Begriinden Sie: B = {ay, a3, a3 } ist eine Basis des R®.
b) Stellen Sie die folgenden Vektoren als Linearkombinationen von B dar.
a1(1,0,0), a3(0,1,0), a3(0,0,1).
c¢) Stellen Sie mit Hilfe Threr Losung aus b) die folgenden Vektoren als Linearkom-
binationen von Vektoren aus B dar.

— — —
bl<1a273)7 b2(47576)7 bg(.ﬁE,y,Z), x, Y,z € R.

10.4.2. Flacheninhalt eines Dreiecks.

Satz 10.51. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems K sind drei nicht kollineare

Punkte A(z1,vy1), B(za,v2), C(z3,y3) in bestimmter Reihenfolge durch ihre Koordinaten
gegeben. Der Flicheninhalt (Inhalt) S des Dreiecks ABC' ist

1 1 U1 1
S = —| T2 Y2 1 |
2
r3 Y3 1
. . . - —_ - - .
Beweis. Wir bezeichnen AC'="d, AB= b (Fig. 10.20).
— - :
Da @ (x5 —x1, y3 —vy1), b (xe— 21, Y2 —y1), so gilt

a? = (3 —21)%+ (y3 — 1)
(T D)2 = {(w5 — 21) (@2 — 21) + (5 — y1) (32 — y1)}

Dann ist
1
1 1 1 r1 W
Supe = ST T sin(T.T) = /@202 — (T D) =2 | 22 1 1]
2 2 2
r3 ys 1
O
T oy 1
Die Zahl oapc = 3 To Yo 1 | wird orientierter Dreieckinhalt genannt.
r3 ys 1

Dabei ist o4pc positiv oder

negativ, je nachdem die Laufrichtung A — B — C —

A mit der positiven bzw. negativen Drehungsrichtung des ebenen Koordinatensystems K

ubereinstimmt.

Aufgabe 10.52. A(—1,-2), B(—4,2), C(5,6) sind die Eckpunkte eines Dreiecks beziiglich
des kartesischen Koordinatensystems K. Berechnen Sie:

(a) den Inhalt des Dreiecks ABC
(b) die Lénge der Seitenhalbierenden (C'M), M € (AB) durch die Ecke C;
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(c) die Lénge der Lote (CH), H € AB durch die Ecke C;

(d) die Lange der Winkelhalbierenden (AL), L € (BC) des Winkels BAC.
Hinweis. (Fig. 10.21)

— ] — — e — —_— —

CM = 5(CA+CB), CH=CA+)AB, xeR A CHAB =0,
LB |AB| 1 — 1— 10 16
—=—-———=——- = LB=—LC = L|(-1,— ) = |AL| = —.
IC  |AC| T 2 2 < ’ 3) AL =3

10.5. Vektorprodukt von Vektoren. Einige geometrische Aufgabenstellungen wie z.B.
die Abstandsbestimmung im dreidimensionalen Raum fiihren zu dem Problem, zu zwei
gegebenen Vektoren einen orthogonalen Vektor zu bestimmen. Dieses Problem soll nun
unabhangig von einer konkreten Aufgabe allgemein gelost werden, d.h.: Es soll zu zwei be-
liebigen Vektoren @ und b des Raums R? ein Vektor 7 bestimmt werden, fiir den gilt

T =0A b =0.

Erklirung 10.53. Das dufere Produkt oder Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b st
der Vektor 77, fiir den gilt:

(i) T=0fllsT=0 V ?:6);
(i) Sind @# 0 A b # 0, soist
W[ =@ ] sin (@, D);

(iii) Sind auflerdem @ und D nicht kollinear, d.h. sin (@, ?) # 0, so steht 7 senkrecht

auf @ und auf . Dabei ist die Richtung von 7 so bestimmt, dal das geordnete

H
Vektortripel (@, b, ) zu der positiven Drehungsrichtung des Raums gehort, d.h.
ein positives Vektortripel laut der Rechte-Hand-Regel ist.

_>_>

Das Vektorprodukt wird symbolisch so dargestellt: W = @ x b .

10.5.1. Figenschaften des Vektorproduktes. Es seien 7,?,? drei beliebige Vektoren des
Raums.

(1) Falls @ # 0AD F# 0 gilt, so ist

(2) @ x b= -7 x ?, d.h. kehrt man die Reihenfolge der beiden gegebenen Vektoren
um, so tritt an der Stelle ihres Vektorproduktes der gleichlange, aber gegensinnig
gerichtete Vektor auf.

B)(T+D)xC=ax7¢
4) ZT) x (ub) =) (@ x b), A pueR.

(5) Ist @ x b # 6), so ist |@ x ?| gleich dem Inhalt des Parallelogramms, dessen
H

benachbarten Seiten Reprisentanten von @ und b sind.

_)_>

+ b x .
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(6) Falls @ # 0AD # 0 gilt, so ist

T
sin(?,?) = |a_>>< |
[all o]

(7) Ist der positive Windungssinn im Raum durch die Annahme eines rdumlichen karte-
sischen Koordinatensystems festgelegt, und sind in diesem System (c«,,7) und
ﬁ
(o, 3',7') die Koordinaten der Vektoren @ bzw. b, so erhiilt man die Koordinaten
(o, 3",~") ihres Vektorproduktes durch die Gleichungen:

a f
a/ B/

7

/ /

v o«

Y

//:"Y «

Das Vektorprodukt von zwei Vektoren ist von der Wahl des Koordinatensystems
unabhangig. Die Koordinaten dieses Produktes hangen dagegen vom Koordinatensystem
ab.

Aufgabe 10.54. Beweisen Sie, da} folgendes stets gilt:

(@x b)2=ab2— (T b

2.

Beweis. Falls @ = 0 V b = 6), so ist die Gleichung erfiillt.
. — - - — .

Sind @ # 0 A b # 0, sogilt

(@ x 5)2=[@ x b2={@||b|sin(T, b)}?

— TP D21 —cos? (T, b)) =22 — (T b)>

O
Aufgabe 10.55. Beweisen Sie:
(T-)x(@+b)=2ax b

Es seien @ }f ?, AB und AD Repriisentanten von @ bzw. ? und ABC'D der von
ﬁ
b €

A, B, D eindeutig bestimmte Parallelogram. Dann ist DB c(a —
Die geometrische Deutung der obigen Gleichung ist (Fig. 10.22):

(@ — D) x (@ + b)|=2Sapep =2/ x b

Satz 10.56. Es gilt stets:

D) (Txb)xa=(aTa)b - (ba)a;
() (Tx b)xb=(ab)b—(bb)a;
(i) (T x 0)xC=(a)b — (027
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10.6. Spatprodukt von Vektoren. Rauminhalt eines Tetraeders.

Erklirung 10.57. Sind @, ?, ¢ drei Vektoren, so heifit der Skalar
(@ x b)¢
Spatprodukt dieser Vektoren.

Aus der geometrischen Interpretation des Skalarprodukts folgt, dafl (@ x 7)7 gleich
—
dem Produkt aus der Liange von (@ x b ) und der algebraischen Linge der Projektion von
—

¢ auf (@ x ?) ist. Da |d@ x ?] gleich dem Flicheninhalt des von @ und b gespannten

Parallelogramms ist, stellt |(‘@ x ?)7| das Volumen des von den Vektoren @, ?, <

aufgespannten Spates dar (Fig. 10.23).

Spat ist ein anderer Name fiir Parallelepiped oder Parallelfach.

Das Spatprodukt dreier Vektoren, eine Kombination von Kreuzprodukt und Skalarpro-
dukt, ist die Grofle des orientierten Volumens des Spats, der durch die drei Vektoren aufges-
pannt wird. Unter orientiertem Rauminhalt versteht man dabei das Volumen multipliziert
mit dem Faktor +1, falls die Vektoren ein rechtshéndiges Tripel bilden, und multipliziert
mit —1, falls sie ein linkshéndiges Tripel bilden.

Satz 10.58. Das Spatprodukt ergibt genau dann Null, wenn die Vektoren in einer Ebene
liegen, also komplanar beziehungsweise linear abhangig sind. In diesem Fall hat auch der
Volumeninhalt des aufgespannten Spates den Wert Null.

Das Spatprodukt von drei Vektoren ist vom Koordinatensystem unabhangig.

Ein Tetraeder (v. griech.: tetraedron = Vierflichner) ist ein Korper mit vier Seitenflachen,
eine dreiseitige Pyramide.

Wéhrend man in der elementaren Sterecometrie den Rauminhalt (das Volumen) eines
Tetraeders als eine stets positive Grofle ansieht, empfielt es sich in der analytischen Ge-
ometrie vielfach Tetraeder von positivem und negativem Rauminhalt zu unterscheiden.

Man legt zunachst den positiven Windungssinn im Raum fest und trifft folgende Festset-
zungen:

(1) Ein Tetraeder soll erst dann als vollig bestimmt gelten, wenn nicht nur seine Ecken
selbst gegeben sind, sondern zwischen ihnen auch eine bestimmte Reihenfolge
vorgeschrieben ist.

(2) Sind A, B,C, D der Reihe nach die Ecken eines vollig bestimmten Tetraeders, so soll
als orientierter Rauminhalt dieses Tetraeders diejenige positive oder negative Zahl
bezeichnet werden, deren absoluter Wert den Rauminhalt im Sinne der elementaren
Stereometrie (d.h. V = $S4pc.h) angibt und deren Vorzeichen “+7 oder “—7 ist,

—_— - —
je nachdem die drei Richtungen AB, AC, AD im positiven oder negativen Sinne
aufeinander folgen.

Andert man die Reihenfolge der Ecken des Tetraeders, so bleibt der Inhalt ungeéindert
oder verwandelt sich in den entgegengesetzten Wert, je nachdem die neue Anord-
nung der Ecken eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen beziiglich der
urspriinglichen Anordnung darbietet.

Fir den orientierten Rauminhalt des Tetraeders DABC mit
= SN —_—  — —_—
DAead, DBe b, DCec
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gilt die Formel
1

1 1

Ve (@x0)T==(b xE)a =-(Fxa)b.
6 6 6

Satz 10.59. Der orientierte Rauminhalt des Tetraeders DABC, dessen Ecken D(xg, yo, 20),

A(x1,11,21), Bl(xa,y2,22), C(x3,ys,23) im kartesischen Koordinatensystem K = Oxyz

gegeben sind, wird durch die folgenden Determinanten gegeben:

N
b

To Yo 20 1
1 —To Y1—Y 21— 20 1 1
% o . T Y1 oz
DABC = Z | T2 —%o0 Y2 — Yo <2 — R0 | = = 1
6 T To Y Yo =2 Z 6|22 Y2 2
3— %o Y3 — Yo 23— 20
T3 Y3 z3 1

Aufgabe 10.60. (1) Beweisen Sie die Gleichung

1

S@+ Db+ ) x (T+ @)= (b

(2) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,0,0), B(0,1,0),
C(0,0,1), D(1,1,1) gegeben. Welche Léange hat das Lot des Tetraeders, welches
durch die Ecke D lauft?

(3) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,0,1), B(0,1,1),
C(1,1,0), D(1,1,1) gegeben. Liegen sie in einer Ebene?

(4) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,1,0), B(1,0,1),
C(0,1,1) gegeben. Welchen Fliacheninhalt hat das Dreieck ABC?

(5) Beweisen sie folgende Gleichungen:

X C).

(@) Y@+ D) x (D +)HT+T)=(T x b)7:
D) (Tx D)X CH(bxO)XxTH(TxT)x b =0;
(€ T{E x(Txd)}=(TE)Nbd)—(Td)b7).
(6) Die Vektoren @ und b sind folgendermafen erklért:
m
@l=[b]=1 (a.b) 5

Es seien
— — —

OA=7, OB=axb, OC=10 x(@xDb).
Beweisen Sie, daf3 O—/)l, OB, OC h_n)ear ﬂ)&bﬁngig sind.
Rechnen Sie das Spatprodukt (OA x OB)OC' aus.

11. GERADEN

Jede Gerade ist ein geometrisches Grundobjekt.

Je zwei verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade.

Die Gerade AB, welche durch zwei verschiedene Punkte A und B eindeutig bestimmt
ist, ist die Menge aller Punkte M mit AM = )\1@, A € R. Die geometrische Bedeutung
der Zahl X ist

(11.1) A=

IE
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Es sind folgende Félle moglich:
(a) Liegt M zwischen A und B, so ist A € (0,1) (Fig. 11.1).
(b) Liegt B zwischen A und M, so ist A > 1 (Fig. 11.2).
(c) Liegt A zwischen M und B, so ist A < 0 (Fig. 11.3).
Es sei O ein beliebiger Punkt im Raum. Wir betrachten die Gerade ¢ = AB durch die

verschiedenen Punkte A und B und stellen die Frage: Wie kann man zu einem beliebigen
Punkt M der Geraden ¢ den Ortsvektor beziiglich O bestimmen?

Es gilt:
—_— e
e AM =0M —0OA — Vektoraddition
und
—_—  — — — —
e OM =0OA+)XAB — Gerade g, gegeben durch AM = MAB, X € R.

Bezeichnet man mit 7 = @\? , Ta = O—1>4 und 7, = O—B) die Ortsvektoren des beliebigen
Punktes M und der verschiedenen Punkte A und B, dann hat die Gerade AB die Gleichung

(11.2) T =T+ AT —Tq) = (1= N7, +AT5, AER.

Diese Parameterdarstellung heifit Zwei- Punkt-Form der Geradengleichung.
17 = A4 = B = .
Setzt man OM =71, OA=1ry; und AB = v # 0, so erhélt man

(11.3) g: T =Tg+A\T, T£0, IeR

Den zum Punkt A fithrenden Ortsvektor 7; nennt man auch Stitzvektor der Geraden g.
Der Ortsvektor jedes Punktes der Geraden g kann als Stiitzvektor dienen.

Durch v # 0 wird die Richtung der Geraden g bestimmt. @ heit daher Richtungsvektor
der Geraden. Jeder von 0 verschiedene und zu g kollineare Vektor kann als Richtungsvektor
gewahlt werden.

Man nennt die reelle Zahl A in (11.2) bzw. (11.3) Parameter. Die Darstellung (11.3) heifit
Parameterdarstellung der Geraden oder Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung.

Wenn A alle reellen Zahlen durchlauft, dann erhéalt man alle Punkte der Geraden mit
den Ortsvektoren 7 = 7 + A7. Zu jedem Wert von A € R gehort genau ein Punkt M
der Geraden, und umgekehrt gehort zu jedem Punkt M der Geraden genau eine reelle Zahl
A eR

Es gibt also eine ein-eindeutige Abbildung von der Menge aller Punkte einer Geraden
auf der Zahlengerade.

Die Gerade ist eine einparametrige Punktmenge.

Sind die Richtungsvektoren von zwei Geraden kollinear, so sind die Geraden entweder
parallel oder gleich.

Ist in der Gleichung (11.3) der Stiitzvektor 7 der Nullvektor, so erhalten wir die Gleichung
einer Geraden durch den festgelegten Punkt O.

Die Menge aller Punkte M, deren Ortsvektoren der Gleichung 7 = A0, A € R geniigen,
ist die Gerade durch O und B mit OB = ¥ # 0.

Ist O speziell der Ursprung eines Koordinatensystems, so beschreibt diese Gleichung die
Ursprungsgerade durch B.
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11.1. Geraden in einer Koordinatenebene. Fiir diesen Abschnitt sei ein fiir allemal
vereinbart, dafl bei allen Betrachtungen, die sich auf die in einer bestimmten Ebene F
liegenden Punkte und Geraden beziehen, in dieser Ebene ein System K = Oxy von Par-
allelkoordinaten eingefiihrt sei. Dieses System darf im allgemeinen schiefwinklig sein; nur
wenn es ausdriicklich hervorgehoben wird, mufy es rechtwinklig, sogar kartesisch, sein.

Es sei in der Ebene E die Gerade g durch die Gleichung (11.3) gegeben, und es seien
(z,v), (20,10) bzw. (a, 3) die Koordinaten von 7, 75 bzw. v beziiglich K. Die Vektorgle-
ichung (11.3) ist gleichbedeutend mit dem System der Koordinatengleichungen

T =10+ A,
?JZ?JO‘F)\@ /\E]R7 (O‘7B) 7é (070)

Durch Multiplikation mit den Faktoren  bzw. —a und nachfolgende Addition kann man
aus diesen Gleichungen eine Gleichung

(11.5) fr—ay—(fxyg—ay) =0

gewinnen, welche nur noch die Koordinaten (z,y) eines beweglichen (laufenden) Punktes
der Geraden g, aber nicht mehr den Parameter A enthalt.
Bezeichnet man

(11.4)

B=1a, «a=:-=b, [xg—ay)=:—c,

so schreibt man die Gleichung (11.5) in der Form
(11.6) ax + by + ¢ =0, a = const, b= const, ¢ = const, (a,b) # (0,0).

Satz 11.1. Wenn in einer Ebene eine Gerade g gegeben ist, so ist es immer maoglich, eine
lineare Gleichung (11.6) zwischen x und y von solcher Beschaffenheit anzugeben, daff die Ko-
ordinaten eines jeden auf g liegenden Punktes diese Gleichung erfillen, und auch umgekehrt,
jeder Punkt, dessen Koordinaten (z,y) die lineare Gleichung (11.6) befriedigen, liegt auf g.

Beweis. Ist g durch den Punkt My(xo,10) und den Vektor P’ (a, 3) # 0 bestimmt, so
gelten fiir die Koordinaten (z,y) eines beliebigen Punktes auf g die Gleichungen (11.4).
Daraus gewinnt man die Gleichung (11.5), und also (11.6).

Ist jetzt die lineare Gleichung (11.6) gegeben und ist z.B. b # 0, so nehmen wir den Punkt

p (O, —g) und den Vektor v’ (—b, a) in Betracht. Die Koordinaten von P sind eine konkrete
Lésung von (11.6). Die Gerade h, die eindeutig mittels P und T bestimmt ist, hat die
Gleichung (11.6). Da aber v = p'(a, 3) ist und P € g (falls A = _To ist), so ist h = g.

a

O
Wir fassen zusammen:

(1) Jede in einer Ebene liegende Gerade 1a8it sich durch eine Gleichung ersten Grades
zwischen den Koordinaten eines beweglichen Punktes auf dieser Geraden darstellen.

(2) Jede Gleichung ersten Grades zwischen den Koordinaten (x,y) eines in einer Ebene
liegenden Punktes stellt eine gerade Linie dar.

Die Geradengleichung (11.6) heifit allgemeine Geradengleichung oder parameterfreie Ger-
adengleichung.

Satz 11.2. Hat man ein und dieselbe in einer Ebene E liegende Gerade g durch zwei ver-
schiedene Gleichungen ersten Grades zwischen den Koordinaten (x,y) eines beweglichen
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Punktes dargestellt
(i) ax+by+c=0 A (it) de+by+ =0,

so geht jede dieser Gleichungen aus der anderen durch Multiplikation mit einem konstanten,
von Null verschiedenen Faktor hervor.

Beweis. Da (a,b) # (0,0) ist, so sei etwa a # 0. Man kann die Gleichung (i) nach z

auflosen:
b ¢

(i) =y
d.h. zu jedem beliebigen Wert von y gehort ein auf g liegender Punkt M (—gy —£,y), dessen
Abszisse durch die Gleichung (iii) gegeben wird.

Da (ii) ebengfalls die Gerade g darstellen soll, so mufl sie befriedigt werden, wenn man
fiir  und y die Koordinaten von M einsetzt. Es mufl also

b c

!/
a (—— —_ =
( ay a

J+by+d =0

oder
! !

a a
¥ — b 20 =0
(W =~y + (¢ = —c)

!/
sein fir jeden beliebigen Wert von y. Dies ist aber nur dann moglich, wenn b’ = % und
a
!/ /
d = a—c gilt. Reiht man noch die selbstverstandliche Gleichung a’ = Za dazu an, so sieht
a a
/
man, daf§ die Gleichung (ii) aus der Gleichung (z) durch Multiplikation mit « hervorgeht.
a

al

— #£ 0, da sonst @’ =V = ¢ = 0 gilt, was der Voraussetzung widersprache.
¢ O
Die Koeffizienten a,b,c ((a,b) # (0,0)) in der allgemeinen Geradengleichung legen die
Gerade fest.
11.2. Arten von Geradengleichungen. Fiir eine Gerade gibt es verschiedene Gleichungs-
formen.
(1) Fiir a = 0 ist die Gerade mit der allgemeinen Gleichung by +c¢ =0 (y+g =0) eine
Parallele zur x-Achse.
(2) Fiir b = 0 ist die Gerade mit der allgemeinen Gleichung azx +c¢ =0 (z+ 2 = 0)
eine Parallele zur y-Achse.

(3) Fiir ¢ = 0 verlauft die Gerade mit der allgemeinen Gleichung ax+ by = 0 durch den
Koordinatenursprung (Nullpunkt).

(4) Die z- bzw. y-Achse hat die Gleichung y =0 bzw. x =0.

(5) Die Halbierungslinie des Winkels zwischen den positiven Laufrichtungen der Koordi-
natenachsen ( und seines Scheitelwinkels) hat die Gleichung x —y = 0.

(6) Es sei g eine in einer Ebene F liegende Gerade, die zur y-Achse nicht parallel ist und
es sei ax+by+c =0 ihre allgemeine Gleichung. Da b # 0 ist (g }f Oy), so kann man
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die Geradengleichung durch b dividieren und es ergibt sich mit k£ = —% AN m = —g

die Hauptform
(11.7) y=kxr+m

der Geradengleichung beziiglich des schiefwinkligen Koordinatensystems K.

Die Strecke m in (11.7) wird von der Geraden g auf der y-Achse abgeschnitten,
deshalb heifit m auch Achsenabschnitt oder genauer y-Achsenabschnitt.

Geraden, die Parallelen zur y-Achse sind, besitzen also keine Hauptform.

(7) Ist K ein kartesisches Koordinatensystem, so ist der Koeffizient % in (11.7) der
Richtungskoeffizient oder die Steigung der Geraden g.

Es gilt (Fig. 11.4):

— Ist S =gNO0y,sohat S die Koordinaten (0,m).

— Die Gerade go {3 5, || Oz} hat die Gleichung y —m = 0.

— Sind P(xg, kxg + m) ein beliebiger Punkt auf g, P,(z(,0) die senkrechte Pro-
jektion von P auf Oz, und Q(z¢,m) = go N PP,, so entzicht man aus dem
rechtwinkligen Dreieck SPQ

tan = g = kzo =
SQ Zo
Die Steigung k ist also gleich dem Tangens des Winkels 1), den die Gerade mit
der positiven Richtung der z-Achse einschlief}t.
Der Achsenabschnitt kann ebenso wie die Steigung je nach Lage unterschiedliches

Vorzeichen besitzen.
Die Gleichung

(11.8) y =tand.x +m

ist als kartesische Hauptform der Geradengleichung beziiglich des kartesischen
Koordinatensystems K bekannt.

(8) Hat eine Gerade den Achsenabschnitt xy auf der z-Achse und den Achsenabschnitt
yo auf der y-Achse, d.h. die Gerade geht durch die Punkte A(xg,0) und B(0, yo) mit
xog #0 A yo # 0, dann lautet die Achsenabschnittform der Geradengleichung (Fig.

11.5)
(11.9) 2i¥on
Lo Yo

Aus der allgemeinen Geradengleichung ax + by + ¢ = 0 ergibt sich die Achsenab-
schnittform durch Division durch —c # 0.

Satz 11.3. Ist das Koordinatensystem K = Oxy kartesisch und ist die Gerade g durch ihre
allgemeine Gleichung

ar+by+c=0, (a,b)#(0,0)
beziiglich K gegeben, so ist der Vektor n (a,b) zu g senkrecht.

Beweis. Es seien Mj(x1,y1) und My (9, y2) zwei verschiedene Punkte der Geraden g. Es
gelten die Gleichungen

ary+byy +c=0 (My €g) N ara+bys +c=0 (M € g).
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Nach Subtraktion bekommt man, dafi stets

(4) a(zz — 1) +b(y2 —y1) =0

gilt (auch beziiglich eines schiefwinkligen Koordinatensystems).

Da My Msy(xg — x1,y2 —y1) und 7' (a, b) beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K

ein Skalarprodukt a(zy — x1) + b(y2 — y1) haben, so bedeutet die Gleichung (7), da§ M; M,
und 7 senkrecht zueinander sind, d.h. 7 ist senkrecht zu g.
]

Zusatz 11.4. Ist das gegebene Koordinatensystem K kartesisch und sind g, : y = kyx +my
und g : y = kox + my zwei verschiedene Geraden, so sind sie genau dann senkrecht zu
einander, wenn kiky = —1 gilt.
Beweis.
g y=kx+m = kiw—y+mi=0 = ny(k;,—1) L g
gs : y:k2$+m2 = kQ:c—y—i-mg =0 = @(kQ,—l) J_gg,
G Lgpen Lnnemum=0«c kk+1=0.

0

Zusatz 11.5. Es seien K = Oxy ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene E und
g1 y=kix+my, go: y = kox + my zwei sich schneidende Geraden mit kiko # —1. Ist
¥ der spitze Winkel zwischen g1 und gz, so ist

ko — ki
11+ k‘lkg\'

Beweis. Es sei 0 = Z(nj,n3). Danist § =19 < 6§ =7 —9 und tand = |tanf|. Es gilt
ning = kiky +1, ning® — (ning)? = (k7 + 1)(k3 + 1) = (kiks +1)° = (k2 — k1)?

(11.10) tanv =

- |t 0’ sin 0 n—f?ﬁﬁ? - (71772))2 |/f2 - /f1|
an == == = .
cos [n1ns| |1+ ksl

O

Aufgabe 11.6. Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K = Oxy in der Ebene F
seien folgende Geraden und Punkte gegeben:

a: 3x+4y+2=0, b:5r—12y+1=0, A(1,-2), B(0,—1).

Bestimmen Sie:

(1) eine analytische Darstellung der Geraden AB.
Losung .
—
. AB{3 AN || AB(-1,1)} =

r=1-—s,

AB y=—-2+s, seR
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II. (Fig. 11.6) AB : wx+vy+7r =0 A (u,v) # (0,00 = 7(uv) L
AB A P(-v,u) | AB= FkecR\{0}: 72]{:14—3) = u=kNv=Fk =
AB: kx+ky+r=0.

Der Punkt A liegt auf der Geraden AB, d.h. die Koordinaten von A sind eine
Losung der Geradengleichung: k.1 +k.(=1)+7r=0 = r=%k =

AB: z+y+1=0.

1. AB(~1,1) | AB = W(1,1) L AB = AB: 2 +y+r=0.
Der Punkt A liegt auf der Geraden AB, es gilt r = 1.

IV. A—B>(—1, 1) || AB. Es sei M(z,y) ein beliebiger Punkt der Geraden AB. Es
— — — — —
gilt: AM(z—1,y+2) | AB = AM | AB = IA€R: AM = \AB =

r—1 y+2

AB : q 1

‘:O = AB: x+y+1=0.

(2) eine analytische Darstellung der Geraden [ {3 A, || a}.
Léosung. A ¢ a = | # aist eindeutig bestimmt (Fig. 11.7).

L l]aen || m < 3IJkeR: ny =kn, = ny(3,4) L1 =

[: 3x+4y+5=0.

I al| @(-43) =1 dAI>A=

r=1—4\,

AB: 1 _ o4gy AeR

(3) eine analytische Darstellung der Geraden m {3 B, 1 b} (Fig. 11.8).
Léosung. Es seien die Geraden b : uz + vy +r =0und m : v/x +v'y +r' =0
gegeben. Dann gilt: m L b < n,(u,v) L ny(u,v) & vu+v'v=0.
Lnp(5,-12) Lb=m || m=m{>B,| m} =
x =045\,
y=—1—12\ A€ R,

— —
I 6(12,5) | b= m L b AN m>B =
m: 1224+ 5y +5=0.
(4) die Koordinaten des Bildes B’ von B bei der Spiegelung an der Geraden a.
Losung. (Fig. 11.9) h{3 B, La}: 4o —3y—3=0, h N a= By(g,—35)
—_— — —

(5) analytische Darstellung der Geraden ¢ {3 B, 3 a N b}.
Anleitung. a N b= P = q= BP.

(6) die Achsenabschnittform der Geradengleichungen von a und b.

(7) die kartesischen Hauptformen der Geradengleichungen von a und b.
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(8) die Winkel a und 3, welche die Geraden a bzw. b mit den Koordinatenachsen

schliefen.
Antwort: tana =k, = —%, tan 3 =k, = %
(9) den Winkel zwischen a und b.

. 3 5 — |k‘a — k’b| 56
Losung. 1) ko= —2 A ky= — = tan(@, b) = el _ 2%

dsung. 1) ;N =g o tan(a@ b) =g = 5

=
b 33

II) @(-4,3) || a A D(12,5) || b = cos(@, b)e = —

= Y = — -
@y 0

(10) die Winkel, welche die Gerade AB mit der x- bzw. y-Achse schliefit.

Aufgabe 11.7. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems K = Oxy seien die Ger-
aden b: bzx+4y—13 =0, ¢: z+2y—5 =0 und der Punkt H(14,15) gegeben. Bestimmen
Sie die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks ABC, so dafl b und ¢ die Seiten AC bzw.
AB des Dreiecks, und H sein Hohenschnittpunkt seien.

Lésung. (Fig. 11.10)

he{> H, L c}: 2x—y—13=0, heNb=C(5 -3);
hy{> H, L b}: 4z —5y+19 =0, hyNec= B(-1,3)
= bNec=A(1,2).

Aufgabe 11.8. Die Geraden b: bxr+4y —13 =0, ¢: x4+ 2y — 5 = 0 sind Seiten eines
Dreiecks, der Punkt M (2, 2) ist der Schnittpunkt seiner Seitenhalbierenden. Bestimmen Sie

373
die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks.
Losung .
bNne=A(1,2).
B(z1,y1) € ¢ = x1 +2y; — 5 = 0;
C(ZL‘Q,yg) €b = bxy +4y2 —13=0.
— e - —_— = —_—  —
OM = :(OA+ OB+ 0C) = OB+0C =30M — OA
= r1+13=4 A 1+1y=0 = B(—l,g) AN 0(5,—3)

Aufgabe 11.9. Die Punkte A(1,0), B(1,1), C(5,3) sind Eckpunkte des Dreiecks ABC
beziiglich des kartesischen KS’s K = Oxy. Bestimmen Sie analytisch:

a) die Winkelhalbierende {4 des Winkels C AB;
b) die Seitenhalbierende m 4 der Seite (BC);
c) das Lot hy des Dreiecks ABC.

Lésung. (Fig. 11.11)
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—

_>
a) AC(3,4) = |AC| =5, AB(0,1) = |AB| =1.

— (4 3 A_C> 14_B) —
f( ) NGO = 2B =g =1
4

5'5) " JAC] [AB|
— 4 8 —

N
W{2A || 1}: 20 —y—2=0.

— 1] — —
b) M € (BC) N AM(2,2) :§(AB+AC’).
ma{3 A, | M} r—y—1=0.
) ha L BO(4,2) AN hadA = hy: 20+y—2=0.

Aufgabe 11.10. Beziiglich des kartesischen KS’s K sind die Geraden a : 2z —y —5 =10
und b: 3z —y — 1 = 0 gegeben. Bestimmen Sie das Bild a’ von a bei der Spiegelung S, an
der Geraden b (Fig. 11.12).

Lésung. P=anNb NA(#P)ca = Sp(P)=P' =P N S(A)=A#A =

a =PA : 11z -2y +18=0.

Aufgabe 11.11. Die Geraden p: z—1=0, ¢: x — 2y + 1 = 0 sind Seiten eines Dreiecks,
die Gerade r : z—y—1 = 0 ist eine seiner Seitenhalbierenden. Bestimmen Sie die Eckpunkte
und den Flacheninhalt des Dreiecks. Das Koordinatensystem ist kartesisch.

Lésung. (Fig. 11.13) png= B(1,1) = B ¢r.
— —_— —
I)rnp=A(1,0) A rng=M(3,2) = 0C(5,3)=20M — OB = oapc = —2.
IMrnp=M Arng=C = ...

Aufgabe 11.12. Welche allgemeine Gleichung hat die Gerade g, welche durch den Punkt
A(—1,1) lauft und einen Winkel von der Grosse % mit der Geraden [ : 2z 4+ 3y —6 = 0

schlieft? Das Koordinatensystem ist kartesisch.

Aufgabe 11.13. Gegeben sind die Winkelhalbierende [ 4 : © — 3y = 0, die Seitenhalbierende
mp : 3x + 8y — 18 = 0 und das Lot he : © = 4 des Dreiecks ABC. Welche sind die
Koordinaten von A, B und C?7 Das Koordinatensystem ist kartesisch.

11.3. Hessesche Normalenform der Geradengleichung. Abstand Punkt-Gerade.

Erklarung 11.14. Es sei in der Ebene E ein kartesisches Koordinatensystem K = Oxy
festgelegt. Es sei ux + vy + = 0 die allgemeine Gleichung einer Geraden g beziiglich K.

Hat der Normalenvektor N (u,v) von g die Lénge 1, so heiit ux +vy+r =0 die Hesse-
Form oder Hessesche Normalenform der Geradengleichung (nach dem deutschen Mathe-
matiker Ludwig Otto Hesse (1811 — 1874)).
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Wenn man in einer Ebene E einen Strahl [~ und eine Orientierung mittels eines karte-
sischen Koordinatensystems K = Oxy gegeben hat, so bezeichnet man als die positive
Normalenrichtung von [~ diejenige in der Ebene liegende und zu [~ senkrechte Richtung,
welche aus der Richtung von [~ durch positive Drehung um einen rechten Winkel hervorgeht.

Die Halbebene mit dem Umrifl [ || (™ in E, nach welcher die positive Normalenrichtung
sich erstreckt, wird die positive Halbebene beziiglich | genannt.

Erklarung 11.15. Wenn in einer orientierten Ebene E eine orientierte Gerade g gegeben
ist, so pflegt man unter dem orientierten Abstand eines in der Ebene E liegenden Punktes
M von der Geraden g diejenige positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter
Wert die Lange des von M auf g fallenden Lotes angibt und deren Vorzeichen “+ 7 oder
“—7 ist, jenachdem der Punkt M sich in der positiven bzw. negativen Halbebene beziiglich
g befindet.

(Fig. 11.14) (Fig. 11.15)
g: (7, n) = g: I"=-17,n'=-7) =

_ —_— ——
AeX: AA=MAT, AA>0; | Ac\: AgA = AgA n', AgA < 0:

— —_— _ . .
BeX: ByB=B,B7, ByB<0. | BeX: BiB=DByB ', BoB > 0.

Satz 11.16. Ist in einer orientierten Ebene E (Fig. 11.16) eine orientierte Gerade g gegeben,
bestimmt ferner W(Cos p,sin) die positive Normalenrichtung dieser Geraden und ist o € R
der orientierte Abstand des Koordinatenursprungs O von der Geraden g, so lautet die Hesse-
Form oder Hessesche Normalenform der Geradengleichung

(11.11) g: cospr+sinpy+ p=0.

Beweis. Durch den Ursprung O sei der zu 7 gleichsinnig kollineare Strahl I~ gezogen.
Derselbe treffe g in F'. Dann ist

OF =-FO=—o7 =OF 7.
Falls P(x,y) einen beliebigen auf g liegenden Punkt bezeichnet, so ist
OP7n = Pr-0OP =0F = —p

und auBerdem
=~ — )
OPn =cospz+singy.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (11.11).
O

Ist die Gerade g durch ihre allgemeine Gleichung uz+wvy+r = 0 beziiglich des kartesischen
é
Koordinatensystems K gegeben, so ist der Vektor N (u,v) ein Normalenvektor von g. Seine

— U v 1 —
Lange ist |[N| = v/u? + v2. Der Vektor 7 , = ——— N hat die
s V] (\/u2+v2 \/u2+v2> Vu? + v?
—U —v -1 =

H
Léange 1; genauso der Vektor n’ , = N
8658 Vu2 + 02 Vu? + 02 Vu? + v?

Die Vektoren 7 und n’ sind gegensinnig kollinear.
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Zusatz 11.17. Wenn in einem kartesischen Koordinatensystem K eine Gerade durch ihre
allgemeine Gleichung ux+vy-+r =0 gegeben ist, so leitet man aus ihr durch Multiplikation
+1
Vu? + v?

Ist die Gerade orientiert, so mufS das Vorzeichen des Normierungsfaktors entgegengesetzt
zu dem von r gewdahlt werden.

mat dem Normierungsfaktor die Hessesche Normalenform her.

Satz 11.18. Wenn in einer orientierten Ebene E die Gleichung einer orientierten Geraden
g in der Hesseschen Normalenform

g: cospxr+sinpy+po=0

gegeben ist und P(&,n) ein beliebiger Punkt der Ebene E ist, der nicht auf g zu liegen braucht,
S0 1st

d(P,g) =cosp&+sinpn+ o
der orientierte Abstand des Punktes P von der Geraden g.

Beweis. (Fig. 11.17) Es sei OF T W A F € g. Essei ferner P’ die senkrechte
Projektion des Punktes P auf den Strahl OF~. Dann ist

§(P,g) = FP' = OP — OF.

Nun ist aber

OP" =cos p.£ +sing.n A OF = —p = 6(P,g) = cos p.£ +sinp.n + o.
0

Aufgabe 11.19. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems seien ein Punkt P(¢, )
und eine Gerade g : ur+ovy+r = 0 gegeben. Man soll den orientierten Abstsnd des Punktes
P von dieser Geraden ermitteln.

Losung. Man formt die Gleichung von ¢ durch Division mit ev/u? + v?, ¢ = £1 um, z.B.
Surt+ovy+ro

V2 + 2 ’

urtuvytr fiir x bzw. y die Koordinaten & bzw. n des Punktes P ein:

Vu? + v?

und setzt in

u +vn+r
Vu? + 02

Ist die Gerade orientiert, so ist das Vorzeichen £ des Normierungsfaktors ev/u? + v?

= 6(P> g)'

€= —signr.

Aufgabe 11.20. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einander schneidende
Geraden durch ihre allgemeinen Gleichungen gegeben:
a: ur+vy+r=0, d:dr+y+r =0.
Man soll Gleichungen der Halbierungslinien der von a und a’ gebildeten Winkel bestimmen.
- . ur+ vy +r u'r + vy 41’
Losung. Es sei ——— =0 bzw. —————
N T o

der Geradengleichung von a bzw. a’ und es seien b und b’ die beiden Halbierungslinien des
gegebenen Winkels (Fig. 11.18).

= 0 die Hessesche Normalenform
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Es sei M(&,n) € b = |0(M,a)| = |0(M,d’)|. Es sei auBerdem 6(M,a)d(M,a’) > 0. Es
gilt also (M, a) = 0(M,a’) und

u +vn+r

Vu? + v?

ul€ + ,Ul,r’ + ,r./

=0(M,a) =6(M,d") = N

Die Gleichung
u§+vn+r  wE+vn+r
ist fiir jeden Punkt der Geraden b erfiillt und ist demnach die allgemeine Gleichung von b.
Es sei M'(¢', ') € b/ = |6(M',a)| = |6(M',d’)|. Es gilt auerdem 6(M’,a)0(M',a") < 0
und also 0(M’,a) = —6(M’',a’), d.h.
u +on' +r

Vu? + v?

u/gl +U/77, +r/

= (M, a) = —5(M',d') = e

Die Gleichung
ul +on' +r W+ + 0
ist fiir jeden Punkt der Geraden ¥’ erfiillt und ist demnach die allgemeine Gleichung von b'.
Die allgemeinen Gleichungen der beiden Winkelhalbierungslinien sind

=0

ur +vy+r vr4+Jy+r

=0.
‘/U/2+U2 ul2+vl2

Aufgabe 11.21. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems Oxy sind die Geraden
a: x—3y=0undb: 3x —y+5=0 gegeben. Man finde:

a) eine Hessesche Normalenform der Geradengleichungen von a und b;
b) Gleichungen der Halbierungslinien der von a und b einschliefenden Winkel;

c¢) eine Gleichung der Halbierunglinie dieses Winkels zwischen a und b, fiir welchen der
Punkt M(1,1) ein Innenpunkt ist.

Zusatz 11.22. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einanderschneidende
Geraden g1 : cosax + sinay + 0, = 0 und gy : cosfx +sinfBy + 0o = 0 mit ihren
Hesse-Normalenform-Gleichungen gegeben. Es sei  nj(cosa,sina) bzw. ny(cosf3,sin 3)
der normale Einheitsvektor von g, bzw. gs.

Ist ning < 0, so ist der Vektor (n_f + 772)) senkrecht zu der Halbierungslinie des stumpfen
Winkels zwischen g1 und go (Fig. 11.19).

Die allgemeine Gleichung der Halbierungslinie des stumpfen Winkels ist

(cosa + cos B)x + (sina + sin B)y + (01 + 02) = 0.

Ist dagegen ning > 0, so ist der Vektor (77{ + 775) senkrecht zu der Halbierungslinie des
spitzen Winkels zwischen g, und go (Fig. 11.20).
Die allgemeine Gleichung der Halbierungslinie des spitzen Winkels ist

(cosa + cos B)x + (sina + sin B)y + (01 + 02) = 0.
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Aufgabe 11.23. Die Geraden a: x—3y =0, b: 3z—y+5 = 0 sind durch ihre allgemeinen
Gleichungen beziiglich des kartesischen KS’s K gegeben. Bestimmen Sie analytisch die
Winkelhalbierende [ des spitzen bzw. [’ des stumpfen Winkels zwischen a und b.

Lisung. @(3,1) || a A D(1,3) | b= Tb=6>0= (@, b)e (03
Da |[@|=|0|=+v10,s0ist (T +b) || [ A (T —1b) || I
Die Winkelhalbierende des spitzen Winkels ist
[{5anb, | (@+0)}: 40 —4y+5=0.
Die Winkelhalbierende des stumpfen Winkels ist
U{5anb, | (T —b)}: 20+2y+5=0.

Aufgabe 11.24. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems seien die Geraden a :
r—2y+1=0und b: 2x —y — 1 = 0 gegeben. Bestimmen Sie die Halbierungslinie des
stumpfen bzw. des spitzen Winkels zwischen a und b.

Antwort: lgpit, : 2 — Y = 0; lspumpr : ¢ +y — 2 = 0.

Aufgabe 11.25. Es seien die Geraden a : © —2y+2 =0, b: 2x 4+ 3y — 1 = 0 und der
Punkt M(1,1) beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems gegeben. Liegt der Punkt
M in einem spitzen oder in einem stumpfen Winkel zwischen a und b?

12. EBENEN IM RAUM

Eine Ebene E im Raum ist stereometrisch durch folgende Elemente eindeutig bestimmt:
(a) drei nicht kollineare Punkte A, B, C' (Fig. 12.1);
(b) zwei sich schneidende Geraden a N b= P (Fig. 12.2);
(c) eine Gerade a und ein Punkt B ¢ a (Fig. 12.3);
(d)
(e) ein Punkt A und eine Normalenrichtung, welche von der Geraden g bestimmt ist
(Fig. 12.5).
In jedem der Fille (a) — (d) haben wir einen Punkt und zwei zueinander nicht kollineare

Vektoren (die Richtungsvektoren der Ebene), welche die Ebene eindeutig bestimmen (d.h.
diese Elemente bestimmen die Lage der Ebene E im Raum), ndmlich:

(a) der Punkt A und die Vektoren AB )s AC ;

(b) der Punkt P und die Vektoren @ || a, | o;

(c) der Punkt B, ein beliebiger Punkt A € a und die Vektoren @ || a, AB I a;
)

zwei zueinander parallele Geraden a || b (Fig. 12.4);

.
b

—

(d) ein beliebiger Punkt A € a, ein beliebiger Punkt B € b und die Vektoren @ || a
—
(I0), AB f @
Es sei nun die Ebene E durch den Punkt P und die linear unabhéngigen Vektoren P und

¢ bestimmt (Fig. 12.6). Es sei M ein beliebiger Punkt in E. Die Vektoren ﬁ)/[, P und
¢ sind komplanar, und da p’ und ¢ linear unabhingig (d.h. nicht kollinear) sind, so kann

man PM eindeutig als lineare Kombination von p und ¢ darstellen:

(11.12) PM=\P+u7T, NeR, neR.
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Ist O ein festgelegter Punkt im Raum, so gilt auch
(11.13) OM=0P+ P +uq, \€R, peR.

Auf der beschriebenen Weise ordnet man jedem Punkt M in E zwei eindeutig bestimmte
Zahlen (A, ) zu, und umgekehrt, jedem geordneten Paar reeller Zahlen (A, ) ordnet man
mittels (11.12) bzw. (11.13) einen Punkt M in E zu.

Durchlauft M die ganze Ebene E, so laufen die Parameter A und p (unabhéngig von
einander!) die ganze Zahlengerade R durch.

Die Ebene ist also eine zweiparametrige Punktmenge.

Die Darstellung (11.13) heiit Parameterdarstellung der Ebene.

Bezeichnet 7 bzw. 7, den Ortsvektor von M bzw. P, so wird die Ebene E durch den
Punkt P mit den nicht kollinearen Richtungsvektoren p’ und ¢ durch die Gleichung

(11.14) T=T0+AD +uqd, NeER, p R

beschrieben. Die Parameterdarstellung (11.14) heifit Punkt-Richtungs-Form der Ebenengle-
ichung. Der Ortsvektor 75 von P heifit Stiitzvektor der Ebene.

Sind @, b und @ die Ortsvektoren der nicht kollinearen Punkte A, B bzw. C', dann
beschreibt die Gleichung

T=T+M0 —@)+u(T—7), \€ER, peR
bzw.
(11.15) T=(1-A-W@+Ab+u7c, AeR, uek

N
die Ebene durch A, B und C. Die Richtungsvektoren (b — @) und (¢ — @) sind dabei
nicht kollinear.

Die Parameterdarstellung (11.15) heifit Drei- Punkte-Form der Ebenengleichung.

Ist der Stiitzvektor der Ebene der Nullvektor, so erhalten wir die Gleichung einer Ebene
durch den Ursprung:

(11.16) T=Ap4+pqd, NeER, peR.

Zwei Ebenen im Raum sind parallel, wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben.
Wir definieren analytisch die Parallelitat zweier Ebenen.

Erklirung 12.1. Zwei Ebenen E; mit den Richtungsvektoren p;, ¢ und E, mit den
Richtungsvektoren ps, ¢ sind parallel, wenn die beiden Richtungsvektoren der einen Ebene
Linearkombinationen der Richtungsvektoren der anderen Ebene sind.

12.1. Ebenen in R3. Ist im Raum ein schiefwinkliges Koordinatensystem K = Oxyz
festgelegt und sind (xg, yo, 20), (P1,P2,P3), (¢1,q2,q3) die Koordinaten des Punktes P bzw.
der Vektoren 7', ¢, so ist die Vektorgleichung (11.13) gleichbedeutend mit dem System der
Koordinatengleichungen der Ebene E:

T = Zo+ Ap1 + pqr,
(11.17) Y =Yo + Ap2 + pgz,

z2=1z9+ A\ps+ pugs; A€ R, peR.
Hier sind (x,y, z) die Koordinaten des beweglichen Punktes M.
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Aus (11.17) kann man durch Multiplikation mit den Faktoren

_| P2 Q2’ _| p3 (]37 _ | Pt @
b3 Gs3 1 @ P2 Q2
und nachfolgende Addition eine Gleichung folgender Art gewinnen
(11.18) ur +vy+wz+r=0 A (u,v,w) # (0,0,0),
wobei r = —(uxg + vy + wzp) ist.

Die Gleichung (11.18) enthéalt nur noch die Koordinaten des beweglichen Punktes M der
Ebene E, aber nicht mehr die Parameter A und pu.

Die Gleichung (11.18) ist die Koordinatenform ( die parameterfreie Form, die normale
Form) der Ebenengleichung oder die allgemeine Gleichung (die Normalenformgleichung) der
Ebene E.

So haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 12.2. Jede Ebene des Raumes lGfit sich durch eine Gleichung ersten Grades (lin-
eare Gleichung) zwischen den Koordinaten eines in ihr frei beweglichen Punktes analytisch
darstellen.

Nun beweisen wir die Umkehrung dieses Satzes.

Satz 12.3. Jede Gleichung ersten Grades zwischen den Koordinaten eines sich im Raum
beweglichen Punktes stellt eine Fbene dar.

Beweis. Ist

(11.19) ur +ovy+wz+r=0 A (u,v,w) # (0,0,0)
eine solche Gleichung und ist z.B. u # 0, so erhélt man x = _? Yy — Y~ und erkennt
u u u
sofort, dafl (11.19) mit dem System der drei Gleichungen
po T Uy,
uoou u
y=A

z2=pu, Ne€R, peR,

gleichwertig ist, also die Ebene mit dem Stiitzpunkt P (—Z, 0,0) und den Richtungsvektoren
u

7(_37 1,0), 7(—27 0,1) darstellt.
u Uu
O

12.2. Arten von Ebenengleichungen.

Satz 12.4. Ist eine Fbene E in einem kartesischen Koordinatensystem durch die lineare
Gleichung ux+vy+wz+r =0 gegeben, so ist der Vektor n (u,v,w) einer jeden senkrechten
zur Ebene E Geraden kollinear.

Beweis. Es seien Mi(x1,y1,21), Ma(xa, s, 22) zwei (beliebige) verschiedene Punkte in FE.
Dann gelten die Gleichungen ux; +vy; +wz; +7r =0 und wuxs+vys +wzo+7r = 0. Nach
einer Subtraktion erhalt man die Gleichung

w(wy —x1) +v(y2 — y1) + w(ze — 21) = 0.
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Diese bedeutet (da das Koordinatensystem kartesisch ist), dafl das Skalarprodukt von
—_
7 (u,v,w) und My My(zy — 21, Y2 — Y1, 20 — 21) gleich Null ist, d.h. 7 ist zu jeder gerichteten
Strecke der Ebene E senkrecht. Daraus folgt, da 7 zur E selbst senkrecht ist.
O

Man nennt den Vektor 7 einen Normalenvektor von E, die Gleichung ux+vy+wz-+r =0
selbst - Normalenform der Ebenengleichung.

Ist eine Ebene E mit dem Stiitzpunkten P und den Richtungsvektoren 7', ¢ bestimmt,
so ist £ auch mit dem Stiitzpunkten P und dem Normalenvektor 7’ x ¢ bestimmt.

(1) Die allgemeine Gleichung einer Ebene durch den Ursprung ist ux + vy +wz = 0.
(2) Die allgemeinen Gleichungen der Koordinatenebenen sind:

Ozy: 2=0, Oyz: =0, Ozxr:y=0.

3) Die allgemeine Gleichung einer zur Oxy parallelen Ebene ist z +r = 0.
4

(3)

(4) Die allgemeine Gleichung einer zur Oyz parallelen Ebene ist = + 7 = 0.
(5) Die allgemeine Gleichung einer zur Ozx parallelen Ebene ist y +r = 0.
(6)

6) Die x-Achse liegt in den Ebenen Ozy und Ozx. Die Koordinaten aller Punkte dieser
Achse befriedigen die Gleichungen 2z =y = 0.
Die y-Achse liegt in den Ebenen Oxy und Oyz. Die Koordinaten aller Punkte
dieser Achse befriedigen die Gleichungen 2z =x = 0.
Die z-Achse liegt in den Ebenen Ozzx und Oyz. Die Koordinaten aller Punkte
dieser Achse befriedigen die Gleichungen y =z = 0.
(7) Die Achsenabschnittform

x Yy oz
11.20 —4+=4+-=1
( ) a+b+c

der Ebenengleichung der Ebene E erhélt man, indem man die Abschnitte a,b,c,
welche die Ebene in Verbindung mit dem Koordinatenursprung O auf der z-, der y-
bzw. der z- Achse bildet, ausrechnet. Daraus folgt notwendig, daf§ die Ebene E zu
keiner der Koordinatenachsen parallel ist und den Ursprung O nicht enthélt.
Es gilt also
E N Ox = A(a,0,0) = a= 0A,
E N Oy = B(0,b,0) = b= 0B,
E N Oz=C(0,0,¢) = c=0C.
Aufgabe 12.5. Man bestimme allgemeine Gleichungen von Ebenen, welche zu den Koordi-
natenachsen parallel sind bzw. die Koordinatenachsen enthalten.
Losung. Es sei E eine beliebige Ebene im Raum mit der allgemeinen Gleichung uz +
vy +wz 4+ r = 0. Der Ursprung O liegt nicht in £ < r # 0.

e £ || Ox < das System
ur+vy+wz+r=0 y=0 2z=0

hat keine Losung < der Rang der erweiterten Matrix ist vom Rang der Koeffizien-
tenmatrix des Systems verschieden. Da rang A = 3 ist, soll rang A = 2 sein, d.h.
u = 0. Die Gleichung von E ist vy +wz+r =0, (v,w) # (0,0).
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o £ || Oy & ur+wz+1r=0, (u,w) # (0,0).
o E || Oz & ur+vy+r=0, (u,v) # (0,0).
e OrCE & vy+wz=0, (v,w)# (0,0).
e OyC E & ur+wz=0, (u,w) # (0,0).
e OzCE & ur+vy=0, (u,v) # (0,0).

Es sei E eine Ebene, welche zur z-Achse nicht parallel ist. Es sei ux +vy + wz+r =10
ihre allgemeine Gleichung. Da w # 0 ist (F Jf Oz), so kann man die Ebenengleichung durch
v

r
w dividieren und es ergibt sich mit a = ——, b = ——, ¢ = —— die Hauptform
w w w

(11.21) z=ar+by+c

der Ebenengleichung beziiglich des schiefwinkligen Koordinatensystems K.

Die Strecke ¢ in (11.21) wird von der Ebene E auf der z-Achse abgeschnitten, deshalb
heifit ¢ auch Achsenabschnitt oder genauer z-Achsenabschnitt.

Ebenen, welche parallel zur z-Achse sind, besitzen keine Hauptform.

12.3. Hessesche Normalenform der Ebenengleichung. Abstand Punkt-Ebene. In
diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man Abstidnde berechnen kann und wie man den Winkel
zwischen zwei Ebenen bzw. zwischen einer Ebene und einer Geraden sinnvoll definieren
kann.

Unter dem Abstand eines Punktes A von einer Ebene E versteht man die kleinste aller
Entfernungen des Punktes A zu den Punkten von E. Ist A selbst ein Punkt von E, dann ist
die kleinste Entfernung gleich Null. Ein Punkt S von E hat genau dann minimalen Abstand
von A, wenn (AS) senkrecht zu F ist.

Es sei nun der positive Windungssinn im Raum mittels eines kartesischen Koordinaten-
systems festgelegt. o

Es sei F eine mittels dem geordneten Vektorpaar (E7, Es) orientierte Ebene.

Die Normalenrichtung ng von E, fiir welche das Spatprodukt E; E; np > 0 ist, bezeichnet
man als die positive Normalenrichtung von E (Fig. 12.7).

Den Halbraum mit dem Umri8 F, nach welchem die positive Normalenrichtung sich
erstreckt, wird der positive Halbraum beziiglich £ genannt.

Erklarung 12.6. Wenn in einem orientierten Raum eine orientierte Ebene F gegeben ist,
so pflegt man unter dem orientierten Abstand eines im Raum liegenden Punktes M von der
Ebene F diejenige positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter Wert die Lange
des von M auf F fallenden Lotes angibt und deren Vorzeichen “+4” oder “—" ist, jenachdem
der Punkt M sich in dem positiven bzw. negativen Halbraum beziiglich £ befindet.

Erklarung 12.7. Es sei ux + vy + wz +r = 0 die allgemeine Gleichung einer Ebene E

bezliglich K. Hat der Normalenvektor ]TE(u,v, w) von E die Lange 1, so heifit ux + vy +
wz +r =0 die Hesse-Form oder Hessesche Normalenform der Ebenengleichung.

Satz 12.8. Ist in einem orientierten Raum eine orientierte Ebene E gegeben, bestimmit
ferner np(cos gy, cos s, coss), cos? @ 4 cos? pg 4 cos? g3 = 1, die positive Normalenrich-
tung dieser Ebene und ist o € R der orientierte Abstand des Koordinatenursprungs O von
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der Ebene E, so lautet die Hesse-Form oder Hessesche Normalenform der Ebenengleichung
(11.22) E : cosyyx+ cospay + cospsz+ o0=0.

Die Koordinaten des Einheitsvektors ng nennt man Richtungskosinuse der Normalenrich-
tung der Ebene.

Beweis. Durch den Ursprung O sei der zu ng gleichsinnig kollineare Strahl [~ gezogen.
Derselbe treffe £ in F' (Fig.12.8). Dann ist

OF = —~FO = —onj = OF iz,
Falls P(x,y, z) einen beliebigen auf F liegenden Punkt bezeichnet, so ist
—_ — _— [
OPng = PrizOP = OF = —p
und auflerdem
—
OP ng = cos ) & + cos g2 Y + €OS 3 2.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (11.22).
O

Ist eine Ebene E durch ihre allgemeine Gleichung wux + vy + wz +1r = 0 gegeben, so
erhélt man von dieser, nach Division durch +/u? 4 v? + w?, eine Hessesche Normalenform

der Ebenengleichung:
ur + vy +wz +r

Vu? 4+ v? + w?
Satz 12.9. Wenn eine orientierte Fbene E im Raum durch eine Hesse-Normalenform-

Gleichung ax +by+cz+ 0 =0 gegeben ist, so stellt der Ausdruck axy+ byo+ czo+ 0 den
orientierten Abstand eines beliebigen Punktes P(xo, Yo, 20) von E dar.

=0.

Beweis. (Fig. 12.9) Durch den Koordinatenursprung O sei der Strahl [~ || 7z gezogen.
Derselbe treffe ' in F. Ferner sei P’ die senkrechte Projektion des Punktes P auf diesen
Strahl. Dann ist FP' = §(P,E). Nun ist aber FP' = OP' — OF und OF = —p.

—_

Andererseits ist OP' = OP' np = axg + by + ¢z und also FP’ = axy + byy + czo + o.
O

Wenn eine Ebene E durch ihre allgemeine Gleichung ux + vy + wz +r = 0 gegeben ist,
so erhélt man den orientierten Abstand eines gegebenen Punktes P(xo, 3o, 29) von E durch

den Ausdruck
UTy + VYg + wWzg + 1

Zusatz 12.10. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einanderschneidende
Ebenen Ey : cosay x4cosas y+cosas z+01 = 0 und Es : cos 1 x+cos By y+cos B3 z+0y = 0
mit ihren Hesse-Normalenform-Gleichungen gegeben. Es sei 13 (cos ay, cos a, cos az)  bzw.
13 (cos By, cos By, cos B3)  der normale Einheitsvektor von Ey bzw. Es.

Ist ming < 0, so ist der Vektor (Tl_>1+772>) senkrecht zu der Halbierungsebene des stumpfen
Winkels zwischen Ey und Ey (Fig. 12.10).

Die allgemeine Gleichung der Halbierungsebene des stumpfen Winkels ist

(cosay + cos B1)x + (cos ag + cos B2)y + (cos az + cos B3)z + (01 + 02) = 0.

Ist dagegen ming > 0, so ist der Vektor (77{ + 775) senkrecht zu der Halbierungsebene des
spitzen Winkels zwischen Ey und Ey (Fig. 12.11).
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Die allgemeine Gleichung der Halbierungsebene des spitzen Winkels ist
(cos g + cos B1)x + (cos ag + cos B2)y + (cos ag + cos B3)z + (01 + 02) = 0.

12.4. Bedingungen fiir das Parallelsein und Schneiden zweier Ebenen. Dank der
Theorie fiir die Losungsmengen von LGS, kann man folgende Satze beweisen.

Satz 12.11. Hat man ein und dieselbe Ebene E durch zwei verschiedene Gleichungen ersten
Grades zwischen den Koordinaten (x,y, z) eines beweglichen Punktes dargestellt

i) ur+ovyt+wz+r=0 A (i1) vr+oy+wz+r =0,
Y Yy

so geht jede dieser Gleichungen aus der anderen durch Multiplikation mit einem konstanten,
von Null verschiedenen Faktor hervor.

Satz 12.12. Damit zwei verschiedene Ebenen E : ux+vy+wz+r =0und E : 'x+v'y+
w'z+1r"=0 parallel seien, ist es notwendig und hinreichend, daff die Unterdeterminanten
voow

zweiten Grades der Matrix ( :j’ o w ) samtlich gleich Null sind.

—
Ist das Koordinatensystem kartesisch, so sind ng(u,v,w) und n’y,(u,v',w') die Nor-
malenvektoren von F bzw. E’. Die geometrische Deutung des letzten Satzes ist dann:

Damit zwei verschiedene Ebenen E und E' parallel seien, ist es notwendig und hinre-
ichend, daf$ ng || n'y gilt.

Satz 12.13. Damit zwei Ebenen E : ur+vy+wz+r=0und E': vz+v'y+w'z+1" =0
einander schneiden, ist es notwendig und hinreichend, daff die Unterdeterminanten zweiten
voow

Grades der Matrix < ZZ, o w ) nicht samtlich gleich Null sind.

—
Ist das Koordinatensystem kartesisch, so sind ng(u,v,w) und n’y(u/,v',w') die Nor-
malenvektoren von F bzw. E’. Die geometrische Deutung des letzten Satzes ist dann:

Dami_t;zwei Ebenen E und E' einander schneiden, ist es notwendig und hinreichend, dajs
ng f nl gilt.
Zusatz 12.14. Es seien E: ur+ovy+wz+r =0und E' : vr+dy+w'z+1 =0
die allgemeinen Gleichungen von zwei Ebenen beziiglich des kartesischen Koordinatensystems

K = Ozyz. Da die Normalenvektoren ng und @ bzw. die Ebenen E und E' stets dieselben

Winkel einschlieffen, so erhdlt man

=/ / / /
NEN g uu' + vv' + ww

‘n—éH@’ B \/U2 + 0?2+ w2\/u’2 4+ 02 4+ 2

=cosZ(E, E").

Cos =

Es ist also <p:g & uwu' + v+ ww' = 0.

12.5. Die Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen. Je zwei einander schneidende Ebenen
haben als Schnittlinie eine Gerade.

Sind uxr +vy+wz+7r=0 und vz +v'y+wz+1r" =0 die allgemeinen Gleichungen
zweier einander schneidenden Ebenen E und E’ und ist g ihre Schnittgerade, so sind die
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Koordinaten (z,y, z) eines jeden Punktes auf g Losung dieser Gleichungen und umgekehrt,
jede Losung (z,y, z) dieser Gleichungen bestimmt einen Punkt auf g.

Die analytische Darstellung der Geraden g als Schnittlinie der Ebenen E und E’ ist durch
folgendes LGS gegeben:

ur +vy +wz +1r =0,
(11.23) Y

vr+vy+w'z+1"=0.

Jede Gerade g des Raums kann in mannigfach verschiedener Weise als Schnittlinie
zweier Ebenen angesehen und durch ein System von zwei linearen Gleichungen dargestellt
werden.

Sind E;, B, zwei beliebige dieser Ebenen und sind 7 bzw. ns Normalenvektoren von E;
bzw. Ey, so gilt stets g || 77 x 1.

Ist das Koordinatensystem kartesisch und ist P(z,yo, 20) eine konkrete Losung von
(11.23), so hat g {3 P, || n1 x n} (Fig. 12.12) folgende Koordinatengleichungen:

A, z2=20+ A A €eER.

u v
w u

v w w u
g: x:xO‘i“vl ;LA y:y0+‘w/ o

Aufgabe 12.15. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems Ozyz im Raum sind die
Punkte
A(3,1,4), B(2,1,3), C(1,2,-1), D(0,-3,2),
die Ebene
B:rox+y—2+1=0
und die Gerade
lio=-24+p y=3+p z2=4—p pek
gegeben. Bestimmen Sie analytisch:
(a) Die Ebene a{3 A, 5 B, 5 C}.
Lésung. (Fig. 12.13)
—_— — ——
I. Es sei M(x,y,z) ein beliebiger Punkt in a. Die Vektoren AB, AC, AM sind
dann und nur dann komplanar, wenn ihre Koordinatendeterminante gleich Null ist.
— — —
Da AB(-1,0,-1), AC(—=2,1,-5), AM(x —3,y — 1,z — 4) gilt, so ist
r—3 y—1 z2—-4
-1 0 -1 | =0,
-2 1 -5
d.h. die allgemeine Gleichung der Ebene ist
a:x—3y—z+4=0.

— —
I11. Da AB und AC nicht kollinear sind, so ist
—_— — —
AM = s1AB + SQAC, S1 € R, s €R
und demzufolge

—
OM = OA+ s1AB + s5A ,81782€R,

»

oder
—

— — —
OM = (1 — 81 — 82)0 + 5,08 + SQOC, s1, S € R.



EINFUHRUNG IN DIE HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 139

Die Koordinatengleichungen der Ebene sind:
r=3 —s1 —289,
a: |y=1 + 59,

z=4 —s; —bsy, s1, S9 € R.

—_— — _
I1T. ABXAC(l,—:S,—l) = Ng (L Oé) = 1$—3y—1Z+T:0
a3A:13-31-144r=0=r=4 = a: z2—-3y—z+4=0.

(b) die Gerade h{> D, L a}.
Losung. na(l,—3,—1) L a = h | na = h{3 D, | na} =

r= 0 + s.1,
h: y: —3 + S.(_g),
z= 2 + s.(-1), seR.

(¢) den Schnittpunkt Dy von h und « (Fig. 12.14).
Lésung. Do(xo,y0,20) € b A Do(zo,%0,20) € @ =

To=SY=—3—-352+0=2—-5,20—3Yo—20+4=0 = s=—-1 =
Dy(—1,0,3).

(d) das Spiegelbild D" von D beziiglich «.

. _— = — l— -
Lésung. D' € h N DDy = DyD', d.h. ODy = =(OD + OD'") =
—_— —_— — 2
OD' = 20D, — OD = D'(~2,3,4).

(e) die Ebene v{> D, || §}.
Lésung. v || B8 = n || np(1,1,-1) = ng Ly = y:2+y—z+r=0.

¥y2D:10+1.(-3)—124r=0=r=5 = y:z+y—2+5=0.

(f) den Vektor 7" {|| «, || 3}.

Lésung. (Fig. 12.15)
VanT |8 =7 Lng(1,-3-1) AT L ayl,1,-1)

= T || na xn3(4,0,4) = T(1,0,1).
(g) die Schnittlinie m von « und 3.
73
Losung. 7 || Ozz = m || Ozz = mﬂOzy:aﬂﬁﬂOxy:M(—Z,Z,O).
7 3
m{>M, | 7} = m: x:—1+t, y=7 z=t,teR.

(h) die Ebene 6 {3 A, L m}.

(i) die Ebene e{D [, || m}.
_
Lésung. Der Punkt L(—2,3,4) liegt auf I, der Vektor [ (1,1, —1) ist zu ! bzw. der
Vektor 7/(1,0,1) ist zu m parallel. Daraus folgt

ol Tx T, -2,-1) A el3L, L I xT)} = e:x—2y—2+12=0.
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(j) die Ebene m{D I, L «} (Fig. 12.16).
— —
Lésung. L(—-2,3,4)el = Len, 1 (1,1,=-1) |l = 1 | =,
mmla=n|lr=nxl Lao=maa+tz—2=0.
(k) die Ebene n{> D, D (}.

—s — — — —
Losung. Lel N L ||l = L |[nANLD ||n=LDx1l Ln=
n:r+z—-2=0.

Aufgabe 12.16. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems im Raum sind der Punkt
M(—1,1,2) und die Gerade
r—y+1=0,
r—2z—2=0
gegeben. Bestimmen Sie analytisch:
(a) die Gerade [ {5 M, || a}.
Losung. Esseien ay : x—y+1 = 0und oy : 2—2z—2 = 0 die beiden Ebenen, dessen
Schnittlinie a ist. Dann sind die Vektoren n(1,—1,0) L oy, n3(1,0,—1) L ay und
ny x n3(1,1,1) || a. Daraus folgt, da [{> M, || ny x ny} ist, d.h.

l:x=—-1+s,y=1+s, 2=2+s, seR.

(b) die Ebene {D a, D I}.
—
Lésung. @ (1,1,1) | a || I A A(0,1,-2) €a = AM(-1,0,4) }f a =

AM x @(—4,5,-1) L 3 = B{>M, L AM x @}: dv—5y+2+7=0.

(c) den Abstand des Punktes M von der Geraden a.
Léosung. (Fig. 1217) a{2 A, | @} = a:z=X\y=1+X2=-2+) AER
Ein beliebiger Punkt N auf a hat die Koordinaten (A, 1+ A\, —2 + X). Wir suchen
diesen konkreten Punkt Ny auf a, d.h. diesen konkreten Wert )y von A, so daf}
MNy L aist. Es gilt:
— N —
MN0<)\0—|—1,/\0,/\0—4) A a(l,l,l) = MNy.a =X+1+X+X—4=0 =
—
MN=1= N0<1,2, —1) = |MN(]| =14

Aufgabe 12.17. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems im Raum sind der Punkt
M(1,2,3) und die Gerade [ : © = —2s,y =2 —4s, z =3+ s, s € R, gegeben. Bestimmen
Sie das Spiegelbild M’ von M beziiglich [.

Aufgabe 12.18. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems sind der Punkt M (1,1, 1)
und die Ebenen o : * +2+2 =0 und f: z —y+ 1 = 0 gegeben. Bestimmen Sie
die orientierten Abstdnde des Punktes M von a und (. In welchem (im spitzen oder im
stumpfen) der Winkel zwischen o und f liegt der Punkt M (Fig. 12.18)7
Losung. Es seien
x+z+2_0 6_:c—y+1
v TR

Hessesche Normalenformen der Ebenengleichungen von « bzw. 3. Dann sind

o =0

(5(M,a):% -0, 5(M,ﬂ):% > 0;
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1 1 1 1
— —
Ne ) 07 1 o, n ’y )
Der Punkt M liegt also im stumpfen Winkel zwischen a und (3. Die allgemeine Gleichung

der Winkelhalbierenden dieses Winkels ist:
r+z+2 xz—-—y+1

V2 V2
Aufgabe 12.19. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(12,1,4), B(4,5, —4)
und Ci(k,4k — 5,k + 4) mit k € R gegeben.
(a) Zeigen Sie, daB3 die Punkte A, B und CY fiir alle k¥ € R ein Dreieck bilden.

(b) Weisen Sie nach, daB8 C} in der Symmetrieebene der Punkte A und B liegt. Welche
Eigenschaft ergibt sich daraus fiir das Dreieck ABC}?

1
O)J_ﬁ/\@.n—é:§>0.

=0=y+z+1=0.

(c) Geben Sie eine Gleichung der Geraden ¢ an, auf der alle Punkte Cy liegen. Welche
Bezichung haben die Richtung von g und die Richtung der Geraden AB zueinander?

(d) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABC,Cy.

(e) Ejy ist eine Ebene, die die Punkte A, B und Cj enthélt. Ermitteln Sie eine Gleichung
von Ey in Normalenform.

(f) Zeigen Sie, daB sich die Ebene Ej und die Gerade g unter einem Winkel von %
schneiden.

(g) Fiir k£ # 0 ist F, der FuBpunkt des Lotes von Cj, auf Ey. Berechnen Sie die Koordi-
naten von Fj. Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dafi Fj von Cj und C} gleich
weit entfernt ist.

(h) Fiir welchen Wert von k ist der Fupunkt Fy von Cy und A gleich weit entfernt?
Welche besondere Eigenschaft hat fiir dieses k der Fulpunkt Fj fiir die Pyramide
ABCyCy?

Aufgabe 12.20. Die Punkte A(2,1,0), B(0,6,—1), C(—2,4,1), D(1,3,7) bestimmen eine
dreiseitige Pyramide. Berechnen Sie:
(a) den Abstand des Punktes D von der Ebene (ABC).

(b) den Abstand des Punktes C' von der Geraden AB.

(c) das Volumen der Pyramide ABCD.

(d) die Innenwinkel des Dreiecks ABC'.

(e) die Neigungswinkel der Kanten AD, BD, C'D gegen die Ebene (ABC).

(f) die Neigungswinkel der Ebenen (ABD), (ACD), (BCD) gegen die Ebene (ABC)).

Aufgabe 12.21. Gegeben sind die windschiefen Geraden
l:x=7T4s, y=3+4+2s, z=9—35, seR;
m:x+2y+z2—6=0, z+5y—2z—-7=0.

Bestimmen Sie den Abstand zwischen den Geraden [ und m. Das Koordinatensystem ist
kartesisch.
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Aufgabe 12.22. In einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O sind die Vek-
é
toren @ (4,0, —2), b (4, %, —%) und ¢ (2, —2, —3) gegeben.
H
(a) Zeigen Sie, dal sich ¢ eindeutig als Linearkombination von @ und b darstellen
ﬁ
158t und daB ¢ und @ — b linear unabhingig sind.
— N == — — . .

(b) OA = a, OB = b und OC = ¢ sind die Ortsvektoren der Punkte A, B und C.
Begriinden Sie, dafl sich die Geraden ¢ = AB und h = OC in genau einem Punkt
schneiden.

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g und h.

(c) Geben Sie eine vektorielle Parametergleichung der Ebene E durch die Punkte A, B
und C' an.

(d) Zeigen Sie, daB D(a,1,1 — a) mit a € R unabhéngig von der Wahl von @ in der
Ebene E liegt.

(e) M ist der Mittelpunkt von AC. Wie muB a gewahlt werden, damit B, M und D
auf einer Geraden liegen?

(f) Geben Sie fiir die Ebene E eine Gleichung in Normalenform an.

(g) Bestimmen Sie fiir den Punkt P(6,3, —9) den Bildpunkt P’ bei einer Spiegelung an
E.

Aufgabe 12.23. Gegeben ist das Dreieck ABC durch A(—4,3,7), B(3,2,4), C(0,—1,1).
Das Koordinatensystem ist kartesisch.

(a) Zeigen Sie, daBB die Gerade g : 2 =2 -3\, y =1+ A, 2 =3+ 2\, A € R die Hohe
h, dieses Dreiecks ist.
(b) Welchen Winkel schlieBt die Gerade g mit der Dreieckseite AB ein?

(c) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden k durch D(5,0,1) € g, die auf g senkrecht
steht und der durch A, B und C aufgespannten Ebene angehort.

Aufgabe 12.24. Durch die Punkte A(0,3,6), B(1,2,—6) und C(—9,—2,2) ist die Ebene
E festgelegt. AuBerdem sind der Punkt P(5,4,0) und die Gerade g : © = —7,y =4, z =
5+ 71, 7 € R gegeben. Das Koordinatensystem ist kartesisch.

(a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.

(b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der Ebene
E.

(c) Weisen Sie nach, daB8 der Punkt P auf der Geraden g liegt und berechnen Sie die
Lénge der Strecke (SP).

(d) Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E.

(e) Berechnen Sie die Koordinaten des zu P symmetrischen Punktes P’ beziiglich der
Ebene E.

Aufgabe 12.25. Gegeben sind die Gerade g : 1 = —4\, 29 =3+ A\, 3 = =5+ 3\, A € R,
und die Ebene F; : x1 — 229 + 223 — 2 = 0. Das Koordinatensystem ist kartesisch.

(a) Geben Sie eine Notmalengleichung der Ebene Fs an, die durch g verlduft und auf der
r12o-Ebene senkrecht steht.

(b) Bestimmen Sie Gleichungen der Schnittgeraden von E; und Ej.
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(c) Zeigen Sie, daf3 g parallel zu F} ist.
(d) Welchen Abstand besitzt g von E;?
(e) Geben Sie Gleichungen der Geraden h an, die durch Spiegelung von g an E; entsteht.

Aufgabe 12.26. Gegeben ist der Punkt P(0,5,1) und die drei Geraden g; : = = 1+
2 M,y =—-XNz=14+3\AER;, ¢go: v =2—4do,y =—-2+20,2z=2—060,0 € R,
g3 x =5+, y=2—p, z=3u, pekR
(a) Zeigen Sie, daB g; und gy parallel sind.
(b) Geben Sie die Ebene E; durch g; und gs in Parameter- und Normalenform an.
(c) Geben Sie eine Gleichung der Ebene E, durch g; an, die auf E; senkrecht steht.
(d) Berechnen Sie die Schnittmenge von E; und FEj.
(e) Welche Punkte auf g, haben von P eine Entfernung von 2v/667
(f) Welchen Abstand hat der Punkt P von der Geraden g7

Aufgabe 12.27. Gegeben sind die Punkte M (5,4,—1) und D(7,8,—5), die Ebene F :
2x1 + 29 + 223 = 0 und die Gerade g : 1 =3 —2t, 1o =6+ 2t, x3=1t; t € R.

(a) Stelle die Gleichung der Ebene FE; in Parameterform und in Koordinatenform auf,
die die Gerade g und den Punkt D enthalt.

(b) Zeige, dafl die Ebenen F und E; parallel zueinander liegen.
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene FEs, die parallel zu E und E;
verlauft und von den beiden Ebenen den gleichen Abstand hat.

(c) Zeige, daBB M auf der Geraden g liegt und dafl D nicht zu g gehort.

Berechne d = |DM| und zeige, dal DM auf g senkrecht steht.

Bestimme die Koordinaten der Punkte A und C, die auf ¢ liegen und fiir die gilt
|MA| = |MC|=d.

Bestimme die Koordinaten des Punktes B so, dal ABCD ein Parallelogramm
darstellt.

(d) Bestimme die Schnittpunkte der Ebene F; mit der x1-Achse und der z5-Achse. Nenne
diese Schnittpunkte S7 und Ss.

Sei nun OS5, die Grundfliche einer Pyramide, wobei O(0, 0, 0) ist; auBerdem sei
S(a,0,b) mit b > 0 die Spitze der Pyramide. Bestimme die Gleichung der Geraden,
auf der alle Punkte S liegen, wenn die Pyramide das Volumen V = 72 Volumenein-
heiten haben soll. Beschreibe die Lage dieser Geraden.

Aufgabe 12.28. Gegeben sind der Punkt A(7,4,5) und die beiden Geraden g : x; =
2—r,x9=242r,z3=1,reRundh: vy =14+1ts, x0=3+s,23=—-4+s,s€R.
(a) Stelle die Gleichung der Ebene E durch g und A in Parameter- und in Koordinaten-
form auf.

(b) Fiir welchen Wert des Parameters ¢ sind g und h orthogonal? Sind sie dann windschief
oder schneiden sie sich?

(c) Untersuche, fiir welchen Wert von ¢ die Gerade h parallel zu E verlauft.

(d) Es sei t = 1. Stelle die Gleichung der Ebene H auf, die h enthélt und parallel zu F
verlauft.
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(e) Es sei t = 1. Berechne den Abstand zwischen den Ebenen F und H.

(f) Es sei t = 1. Gegeben ist die Ebene F': y — 2z = 1. Bestimme eine Parametergle-
ichung von F'. Welche besondere Lage hat die Ebene F7

(g) Es sei t = 1. Zeige, dafl die Ebenen F und H die Ebene F' in parallelen Geraden
schneiden.

(h) Bestimme Gleichungen der Schnittgerade s von E mit der zy-Ebene.

(1) Zeige, daBB der Punkt B(0,3,0) auf s liegt und bestimme einen Punkt C' auf s so,
dafl das Dreieck ABC bei C einen rechten Winkel hat.

(j) Esseit = 1. Das Dreieck ABC und ein beliebiger Punkt aus H bilden eine dreiseitige
Pyramide. Berechne das Volumen dieser Pyramide.

(k) Es sei t = 1. Bestimme die Punkte auf h, die den Abstand 7+/2 von A haben.

Aufgabe 12.29. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1, 2, 3), B(5,0,
und D(—1,6,—1), die Geraden g : ©; = 6 —2s, 29 = 7T+ s,23 = 1 +2s, s € R und
h:xy=6+b5t x9=T7+5t, x35=1—2t,t € R und die Ebene F : 1021 + 429 —2x3—51 =0
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dal es einen Punkt C' gibt, fiir den das Viereck ABC'D ein Quadrat ist,
und bestimmen Sie die Koordinaten von C'.
Das Quadrat ABCD ist die Grundflache einer Pyramide mit der Hohe 6; der
FuBpunkt der Hohe ist der Mittelpunkt dieses Quadrates. Bestimmen Sie die Koor-
dinaten der beiden moglichen Pyramidenspitzen S und S’.

(b) Welchen Winkel bilden die Seitenflichen der Pyramiden ABC'DS und ABC' DS’ mit
der Grundflache? Welchen Winkel schlielen zwei benachbarte Seitenflachen ein?

(c) Die Ebene E enthélt den Punkt B und den Punkt C' und zerschneidet die Pyramide
ABCDS in zwei Teilkorper. Zeigen Sie, dafl die Schnittflache ein gleichschenkliges
Trapez ist.

Berechnen Sie das Volumen des Teilkorpers mit der Spitze S.

(d) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCDS.
Zeigen Sie, daf3 sich das Volumen der Pyramide nicht &ndert, wenn ihre Spitze auf
der Geraden g wandert.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte S* auf der Geraden h so, da3 das Vol-
umen V* von jeder der Pyramiden ABC'DS* doppelt so grof§ wird wie das Volumen
der Pyramide ABC'DS.

(e) Die Pyramide ABCDS besitzt eine Inkugel; diese beriihrt also die Grundfliche
und alle vier Seitenflichen der Pyramide. Der Pyramide wird ein moglichst grofier
Kreiskegel mit der Spitze S einbeschrieben. Begriinden Sie, dafi die Inkugel der
Pyramide sowohl den Mantel des Kegels, als auch seine Grundflache beriihrt.

Beschreiben Sie die Menge aller Punkte, in denen die Inkugel den Kegel beriihrt.

Aufgabe 12.30. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(0,0,—4),
B(4,0,0) und Cy(t — 8,t,t — 8), t € R gegeben.

(a) Zeigen Sie, dafi die Punkte A, B und C; fiir jedes t ein Dreieck bestimmen und daf
dieses Dreieck den Flacheninhalt 2v/2¢2 4 16 hat.
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(b) Geben Sie an, fiir welchen Wert von ¢ der Flacheninhalt minimal wird. Erldutern Sie,
wie man mit diesem Ergebnis ermitteln kann, fiir welchen der Punkte C; der Abstand
von der Geraden AB minimal ist. Geben Sie diesen minimalen Abstand an.

(c) Die Punkte A, B und C; liegen in einer Ebene FE;. Stellen Sie eine Gleichung dieser
Ebene in Normalenform auf.

(d) Zeigen Sie, dafl die Ebenen E; und E;« genau dann aufeinander senkrecht stehen,
wenn gilt tt* = —8. Zu welcher Ebene der Schar existiert keine senkrechte Ebene in
der Schar?

(e) Zwei zueinander senkrechte Ebenen E; und Ej schneiden die zo-Achse in den Punk-
ten S; und Sy. Berechnen Sie die Streckenlidnge |S;S;<| und ermitteln Sie mit Hilfe
der Differentialrechnung, fiir welche Werte von ¢ diese Streckenlange minimal wird.

(f) Die Mittelpunkte aller Kugeln durch die Punkte A, B und den Ursprung O liegen
auf einer Geraden. Geben Sie Gleichungen dieser Geraden in Parameterform an. Fiir
welche beiden Mittelpunkte betragt der Kugelradius /247

(g) A, B, O und C;, t # 0 bilden eine Pyramide. Bestimmen Sie C; so, dal die Kugel
mit Mittelpunkt M;(2,4, —2) und Radius v/24 Umkugel dieser Pyramide ist.

(h) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABOCs.

13. GRAPHISCHE LOSUNG LINEARER UNGLEICHUNGSSYSTEME

Alle Punkte einer Geraden sind Elemente eines eindimensionalen Raums, alle Punkte einer
Ebene sind Elemente eines zweidimensionalen Raums, alle Punkte des physischen Raums
sind Elemente eines dreidimensionalen Raums. Nach Festlegung eines geeigneten Koordi-
natensystems (meist kartesisches), kann man solche Punktmengen als Mengen reeller Zahlen,
Zahlenpaaren bzw. Zahlentripeln darstellen und umgekehrt diese letzten als Punktmengen
im betreffenden Raum veranschaulichen.

Dies ist so einfach und bequem, dafi die geometrische Bezeichnung “Punkt im ein-, zwei-
bzw. dreidimensionalen Raum” und der arithmetische Begriff “reelle Zahl, reelles Zahlenpaar
bzw. Zahlentripel” als ganz synonym nebeneinander gebraucht werden, unterschiedslos das
eine fiir das andere eingesetzt werden diirfte.

Gerade deswegen ist es iiblich, bei Betrachtungen, in denen gleichzeitig mehrere voneinan-
der unabhangige Veranderliche vorkommen, in entsprechender Weise geometrische Redewen-
dungen zu gebrauchen.

Allgemein nennt man, wenn n eine (fest gewéhlte) natiirliche Zahl ist, die Gesamtheit
aller geordneten n-tupel reeller Zahlen {(x1, z9, z3, ..., x,)} den n-dimensionalen Raum oder
kurz R"™. Jedes einzelne dieser n-tupel nennt man eine Stelle oder einen Punkt in diesem n-
dimensionalen Raum.

Die Zahlen 1, xo, ..., x, selbst bezeichnet man als die Koordinaten, und zwar der Reihe
nach als erste, zweite, ..., n-te Koordinate dieses Punktes. Gibt man dem Punkt den Namen
P, so spricht man von dem Punkt P(xy, s, ..., z,).

Besonders bequem ist hier die vektorielle Schreibweise, bei der man diesen Punkt durch
den vom Anfangspunkt O zu ihm fiihrenden Radiusvektor OP bezeichnet. Den Punkt, dessen
k-te Koordinate, 1 < k < n, den Wert 1 hat, wahrend alle anderen = 0 sind, bezeichne man
mit E}. Es ist dann

— — —_— —_—
OP = ZL‘lOEl + {EQOEQ + ...+ l’nOEn
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und man sagt darum, da8 die n Vektoren e, O—E;; den R" aufspannen.

Wahrend in den Fallen n = 1,2,3 der n-dimensionale Raum als Gerade, Ebene und
gewohnlicher (physischer) Raum durch die Anschauung unmittelbar erfalt werden kann, ist
das fiir n > 3 nicht mehr moglich. Trotzdem konnen manche geometrische Begriffe auf
Raume von mehr als drei Dimensionen ausgedehnt werden.

Wir wenden uns linearen Gleichungen mit n Variablen zu:

a1, + asxo + ... + a,x, = b.
Ihre Graphen heilen in der Analytischen Geometrie Hyperebenen im R"™, sie sind Punkt-
mengen im R"™.
Fiir n = 2 sind mit a;21 + asxs = b die Geraden Hyperebenen des R?, d.h. der Ebene.
Fiir n = 3 sind mit a;2; + asws + azrs = b die Ebenen Hyperebenen des R?, d.h. des
gewohnlichen (physischen) Raums.
Die Hyperebenen haben folgende grundlegende Eigenschaft:
Sie teilen fur jedes n € N den R™ in drei disjunkte Teilmengen auf:
My ={P e R": ayxy + asxs + ... + apz, = b};
M, ={P e R": ayxq + asxs + ... + ayz, > b};
My, ={P € R": ayx1 + agzs + ... + ayz, < b}.
M, ist die Hyperebene selbst, M; und M, heiflen die von der Hyperebene M, begrenzten

(offenen) Halbrdume des R™.
Aussageformen der Art

axy + asTy + ... + apTy, 2 b

werden lineare Ungleichungen genannt. Halbrdume kann man somit als Losungsmengen
linearer Ungleichungen erklaren.
Die Konjunktion linearer Ungleichungen

n n n
E a1;z; < by, E a2;z; < by, ..., E i < by,
i1 i1 =1

bildet ein lineares Ungleichungssystem.

I b
Bezeichne man A = (a;5), X = 2 , B= b2 ,soist AX < B die Matrixform
Tn b,

des linearen Ungleichungssystems.

Jeder “Vektor” X (jede Spaltenmatrix), welcher alle Ungleichungen des Systems erfiillt,
heifit Losungsvektor oder kurz Losung des Systems. Die “Spitze” eines Losungsvektors mufl
demnach im Durchschnitt aller durch die einzelnen Ungleichungen bestimmten Halbraume
liegen.

Beispiel 13.1. Die Ungleichungen des Systems AX < B:
—Z1 + T2 S 2,
2:13'1 + X9 < 6,
—r1 — 225 < =10
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sind miteinander unvertraglich (Fig. 13.1). Es gibt keinen Punkt P(zy,x9), welcher in
allen drei Halbebenen (Halbraumen des R?) zugleich liegt. Die Losungsmenge ist L = {).

Falls die Ungleichungen des Systems AX < B miteinander vertraglich sind, so hat das
Ungleichungssystem wenigstens einen Losungsvektor.

Beispiel 13.2. x1 + 29 > 2, 201 — 29 > 2, x5 > 0.
Die Losungsmenge ist nicht allseitig begrenzt. Man spricht von einer unbeschrankten
Losungsmenge (Fig. 13.2).

Beispiel 13.3. —T1 + X9 S 2, 41’1 + 51’2 S 20, 8I1 + 3.%'2 S 327 Ty Z 0, i) Z 0.
Die Losungsmenge ist ein Polygon (ein konvexes Polygon). Es ist allseits durch eine
Hyperebene (Gerade) begrenzt und somit beschrankt (Fig. 13.3).

Erklarung 13.4. Eine Punktmenge heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkte auch die
Verbindungsstrecke vollstandig enthalt. Der Durchschnitt konvexer Punktmengen ist sicher
wieder konvex (Fig. 13.4).

Beispiel 13.5. 1 + 525 <20, 321 — 29 < 12, 21+ 292 <3, 21 >0, 9 > 0.
Die ersten beiden Ungleichungen des Systems beeinflussen die Losungsmenge nicht. Diese
ist durch die letzten drei Ungleichungen vollstandig bestimmt (Fig. 13.5).

14. LINEARE OPTIMIERUNG

Die lineare Optimierung ist ein Mittel zur mathematischen Losung zahlreicher technologis-
cher und 6konomischer Probleme. Allgemein versteht man unter Optimierung ein Verfahren
zur Mazimierung oder Minimierung einer bestimmten Grofle , das Ziel, unter Berticksichti-
gung der vorhandenen Moglichkeiten, der Bedingungen.

Um ein Optimierungsproblem mit mathematischen Hilfsmitteln 16sen zu konnen, miiflen
das vorgegebene Ziel und alle einschrankenden Bedingungen durch mathematische Beziehun-
gen ausgedriickt werden. Diese mathematische Beziehungen bilden das mathematische Mod-
ell des realen Prozesses, den sie hinreichend genau widerspiegeln und dessen wesentliche
EinfluBgrofien sie berticksichtigen miissen.

Die Methode der linearen Optimierung wird angewandt, wenn sich 6konomische Prozesse
durch lineare mathematische Beziehungen darstellen lassen oder auf solche zuriickgefiihrt
werden konnen. Das Zurtickfithren auf lineare Beziehungen, Linearisierung, stellt stets eine
Vereinfachung der realen ckonomischen Gegebenheiten dar.

14.1. Das Modell der linearen Optimierung. Die lineare Optimierung beschaftigt sich
damit, ein vorgegebenes Ziel unter rationellster Ausnutzung der gegebenen Méglichkeiten zu
realizieren.

Das Produktionsprogramm eines Betriebes kann beispielsweise unter ganz verschiedenen
Zielsetzungen optimiert werden. Solche Zielsetzungen, Optimierungskriterien, konnen sein:

- das Erreichen einer maximalen Kapazitatsauslastung,
- das Erzielen eines maximalen Gewinns,

- die Bestimmung eines minimalen Materialverbrauchs,
- das Erreichen minimaler Selbstkosten, ...
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Das zu erreichende Ziel soll moglichst grof3 oder moglichst klein sein; es soll ein Optimum
werden. Dieses Optimum kann aber nur unter Einhaltung bestimmter Bedingungen erreicht
werden. Solche einschrankenden Bedingungen sind unter anderem: der Arbeitszeitfonds, der
Lohnfonds, das Materialkontingent, die Lagerverhaltnisse usw.

Diese einschriankenden Bedingungen werden als System der Nebenbedingungen bezeichnet.

In das mathematisch-0konomische Modell miissen auflerdem noch die Gréflen einbezo-
gen werden, auf die sich der Aufwand an Arbeitszeit, Material usw. bezieht. Solche Grofien
konnen sein: jedes Erzeugnis, bestimmte Typenvertreter, einzelne Baugruppen usw. Der Ver-
brauch an den entsprechenden Einsatzgrossen wird stets auf diese Grossen bezogen, beispiel-
sweise geplante Selbstkosten je Erzeugniseinheit, Zeitaufwand oder Materialverbrauch je
Baugruppe usw.

Die Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse ist variabel; diese Anzahlen werden als Vari-
ablen in das Modell aufgenommen.

Beispiel 14.1. Produktionsplanung. Ein Betrieb stellt zwei verschiedene Erzeugnisse F
und F» her, fiir deren Produktion drei unterschiedliche Rohstoffe Ry, Ry, R3 benotigt werden,
die nur in begrenztem Umfang zur Verfiigung stehen. Vom Rohstoff R; stehen dem Betrieb
32 ME (Mengeneinheiten) zur Verfiigung, von Ry - 20 ME und von R3 - 24 ME. Um eine
ME des Erzeugnisses F; herzustellen werden je 4 ME der Rohstoffe Ry und R, benotigt.
Zur Produktion einer ME des Erzeugnisses Fs benotigt man 8 ME von R;, 2 ME von R,
und 8 ME von Rj3. Eine ME des Erzeugnisses E; bringt dem Betrieb einen Gewinn von 20
GE (Geldeinheiten), beim Erzeugnis Fy betrigt der Gewinn 30 GE je ME.

Wieviel ME muf3 der Betrieb von den einzelnen Erzeugnissen herstellen, um einen maxi-
malen Gewinn zu erzielen?

1" Schritt: Zusammenstellung der Daten
Einsatzgrofien | Technische Koeffizienten
Erzeugnis F; Erzeugnis Es | Zur Verfiigung stehende Rohstoffmengen
Rohstoff Ry 4 8 32
Rohstoff R, 4 2 20
Rohstoff R 0 8 24
Gewinn 20 30 z

2t" Schritt: Aufstellen des mathematisch-6konomischen Modells

Ausgehend von der 6konomischen Problemstellung geht es beim Aufstellen des mathematisch-
okonomischen Modells darum, die angestrebten Ziele und vorhandenen Bedingungen math-
ematisch zu formulieren, sie durch mathematische Relationen auszudriicken. Aus den Zielen
der 6konomischen Problemstellung sind Optimierungskriterien abzuleiten, die es erlauben,
diejenige Grofle zu bestimmen, fiir die das Optimum gesucht wird. Das Optimierungskri-
terium dient dann zur mathematischen Formulierung des Ziels mit Hilfe der sogenannten
Zielfunktion.

Im Beispiel ist das Optimum fiir den Gewinn zu bestimmen. Der Gewinn betrégt je Einheit
der Erzeugnisse Fy, Es 20 bzw 30 GE. Der Gesamtgewinn, welcher mit z bezeichnet wird,
ist demnach nur von den Anzahlen der herzustellenden Erzeugnisse abhangig, die mit z
bzw. x5 bezeichnet werden sollen. Mathematisch 143t sich der zu erzielende Gewinn durch
die Gleichung z = f(x1,22) = 20z + 3022 beschreiben.

Diese Gleichung, die als analytische Darstellung einer linearen Funktion das zu erreichende
Ziel angibt, ist die Zielfunktion. Sie ist zu maximieren.
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Die Variablen x; und zs haben entscheidenden EinfluB auf das angestrebte Ziel. Sie
entscheiden mit ihrer Belegung, welchen Wert z annehmen kann. Sie werden deshalb als
Entscheidungsvariablen bezeichnet. Mit ihrer Belegung wird iiber die Anzahl der herzustel-
lenden Erzeugnisse entschieden und damit der Gewinn des Betriebes bestimmt.

Das Ziel mufl aber unter Einhaltung bestimmter gegebener Bedingungen erreicht werden.
Diese Nebenbedingungen werden im mathematisch- 6konomischen Modell in der Regel als
System von Ungleichungen bzw. Gleichungen angegeben. Einschrankende Bedingungen, wie
begrenzt zur Verfligung stehende Fonds oder beschrankte Absatzmoglichkeiten, die aber in
bestimmten Grenzen noch veranderlich sind, werden mathematisch als Ungleichungen for-
muliert. Einschrankende Bedingungen, die das ganze Einhalten eines vorgegebenen Wertes
verlangen, werden in mathematisch- 6konomischen Modell mathematisch durch Gleichungen
ausgedriickt.

Im Beispiel werden die Moglichkeiten fiir Belegung der Variablen der Zielfunktion durch die
technologischen Angaben stark eingeschrankt. Um x; Erzeugnisse E; herstellen zu kénnen,
benotigt man vom Rohstoff Ry  4x; ME; fiir x5 Erzeugnisse Fy werden entsprechend 8z
ME desgleichen Rohstoffes R; benotigt. Die Summe 427 + 8x5 darf aber den zur Verfiigung
stehenden Fonds von 32 ME des Rohstoffes R; nicht iiberschreiten. Diese Beziehung lafit
sich mathematisch in Form einer Ungleichung ausdriicken:

4231 + 8[132 S 32.
Ebenso ergeben sich die anderen beiden Nebenbedingungen:
4y + 229 < 20, 8z < 24.

Die Anzahlen der herzustellenden Erzeugnisse E; bzw. F, konnen nicht negative Werte
annehmen. Diese Nichtnegativitatsbedingung wird im Modell folgendermaflen ausgedriickt:

Das vollstandige mathematisch-ckonomische Modell lautet dann:
- Zielfunktion: z = 20z, + 302y — max
- Nebenbedingungen: 4x, + 8zy < 32, 4x1 + 225 < 20, 81y < 24
- Nichtnegativitatsbedingungen: x; > 0, x5 >0

3t Schritt: Losung der Optimierungsaufgabe
4% Schritt: Auswertung der Losung

In der Praxis der linearen Optimierung treten im allgemeinen Modelle mit mehr als zwei
Entscheidungsvariablen auf.

Ihre Anzahl sei gleich n € N. Bezeichnet man mit ¢, kK = 1,2,...,n die Konstanten der
Zielfunktion, so 1ait sich allgemein die analytische Darstellung der Zielfunktion mit

zZ =121 + cxs + ... + cpx, — optimal

angeben, deren Maximum oder Minimum gesucht wird.
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Werden die technischen Koeffizienten allgemein mit a;, und die Finsatzgréfien mit b; beze-
ichnet, so lafit sich das System der Nebenbedungungen in allgemeiner Form angeben:

a1y + a12%2 + ... + a1, < by

a91%1 + A22T9 + ... + GopTy, > by

a1 + a2 + ...+ Gy < by,

Am1T1 + Qa2 + .o + ATy 2 bm
Die Nichtnegativitatsbedingung lautet in allgemeiner Form:
Tk > 0, k= 1,2, ..., n.

Verwendet man fiir die Darstellung des Modells der linearen Optimierung die Matrizen-
schreibweise mit

a1 a12 ... Qip
A= Koeffizienten-, Problem-, Kennzahlenmatrix,
Am1 Am2 ... Qmp
C1 T
c=| @ Zielvektor, x = 2 Entscheidungs-, Losungsvektor,
Cn Tn
by 0
bo . 0
b= Erfordernisvektor, 0 = Nullvektor,
by, 0

so ergibt sich eine besonders einfache Darstellung.

Im Normalfall besteht das System der Nebenbedingungen bei Maximierungsaufgaben
nur aus Ungleichungen der Form <, bei Minimierungsaufgaben nur aus Ungleichungen der
Form >.

In Matrizenschreibweise lautet das Modell der linearen Optimierung im Normalfall allge-
mein

Maximierungsprobleme | Minimierungsprobleme
Zielfunktion z=c'x — max z=clx — min
Nebenbedingungen Ax <b Ax > Db
Nichtnegativitatsbedingung x>0 x>0

14.2. Graphische Losung linearer Optimierungsaufgaben mit zwei Variablen. Die
lineare Optimierungsaufgabe des Beispiels 1.1 soll graphisch gelost werden.

(1) Es wird das Bild der Losungsmenge (als Losungsbereich bezeichnet) der einschrank-
enden Bedingungen graphisch dargestellt. Dazu gehoren die inneren und die Rand-
punkte des Fiinfecks OABCD (Fig. 14.1).

(2) Die Koordinaten z; und x5 aller Punkte des Losungsbereiches liefern, in die Gleichung
der Zielfunktion eingesetzt, zulassige Losungen des gegebenen Optimierungsprob-
lems. Aus diesen unendlich vielen zulassigen Losungen ist nun die optimale Losung
herauszufinden. Dazu wird die Gleichung der Zielfunktion in die graphische Darstel-
lung miteinbezogen.
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Erklarung 14.2. Geraden, welche ein Niveau des z-Wertes widerspiegeln, werden als Niveaulin-
1en bezeichnet.

Z.B. z=2z, 2= 2, ....

Von Interesse fiir die Losung der linearen Optimierungsaufgabe sind jedoch nur diejenigen
Niveaulinien, die mit dem Losungsbereich £ mindestens einen Punkt gemeinsam haben, also
zuléssige Losungen fiir z angeben.

Alle Niveaulinien verlaufen parallel.

Die Niveaulinien verlaufen senkrecht zu dem Zielvektor c.

Die maximale Losung fiir 2 = ¢’x  wird sicherlich im Punkt B erreicht (OQ = maz =
Pr-7, Fig. 14.2).

Erklarung 14.3. Die Niveaulinie, welche das Optimum bestimmt, heifit Stutzgerade .

Die Koordinaten des Punktes B liefern, in die Zielfunktion des Beispiels 14.1 eingesetzt,
das gesuchte Maximum fiir z:

g1:4x1 4+ 819 —32=0, go:4x; + 225 —20=0 = g, Ngo = B(4,2) = 2pae = 140.

Die Uberpriifung der Einhaltung aller einschriankenden Bedingungen (die Auswertung der
Losung) ergibt:

44+82=32<32, 44+4+22=20<20, 82=16<24.

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich folgendermaflien interpretieren: Der Betrieb erzielt
einen maximalen Gewinn von 140 GE, wenn er vom ersten Erzeugniss 4 ME und vom zweiten
Erzeugnis 2 ME herstellt. Wahrend die Rohstoffe R; und R, vollstandig verbraucht werden,
besteht beim Rohstoff R3 eine Reserve von 8 ME.

Beispiel 14.4. Fiir die Aufzucht von Vieh wird eine Mischung von zwei Futtersorten vorge-
sehen. Eine ME der Futtersorte I enthalt 4 ME Kohlehydrate, 4 ME Eiweifle und verursacht
10 GE an Selbstkosten. Eine ME der Futtersorte I enthalt 2 ME Kohlehydrate, 8 ME Ei-
weile, 8 ME Fette, und die Selbstkosten betragen 12 GE. In der Futtermischung sollen
mindestens 12 ME Kohlehydrate, 24 ME Eiweifle und 8 ME Fette vorhanden sein. Wie
miilen beide Futtersorten anteilméfiig gemischt werden, damit die Selbstkosten unter den
angegebenen Voraussetzungen minimal sind?

Losung.
1%" Schritt: Zusammenstellung der Daten

Einsatzgrofien Technische Koeffizienten

Futtersorte I Futtersorte I | Futtermischung
Kohlehydrate 4 2 12
Eiweifle 4 8 24
Fette 0 8 8
Selbstkosten 10 12 z

2ter Schritt: Aufstellen des mathematisch-ckonomischen Modells
Zielfunktion: z = 10z + 1229 — min

Einschrankende Bedingungen: 4x, + 2x9 > 12, 42y + 8xy > 24, 819 > 8
Nichtnegativitatsbedingung: x; > 0, 29 >0
3" Schritt: Losung der Optimierungsaufgabe (Fig. 14.3)
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g1:4x1—|—2x2—1220, g224$1+8$2—2420 = glﬂgng(2,2) = Zmin = 44

4%r Schritt: Auswertung der Losung

42+22=12>12, 42+82=24>24,82=16>38

Wenn der Losungsbereich allseitig begrenzt ist, wird er beschrankt genannt. Wenn der
Losungsbereich nicht allseitig begrenzt ist, wird er unbeschrankt genannt.

Beispiel 14.5. Gegeben ist das Optimierungsmodell:
Zielfunktion: z = 10z + 429 — mazx
Einschrankende Bedingungen : xy +x9 <4, 221 — 29 > 2, x5 > 1, 201 + 225 > 3
Nichtnegativitatsbedingung: x; > 0, 29 >0

Losung. g1 :x1+xo—4=0, go: 201 —29—2=0, g3:20—1=0, g4 : 221+ 225, —3=0.

Die 4% einschrankende Bedingung ergibt eine Losungsmenge, die auf den Bereich der
zulassigen Losungen keinen Einflul ausiibt, denn die Gerade g4 tritt nicht als Grenzgerade
auf (Fig. 14.4).

g1MNge = A(3,1) = im Punkt A wird die Niveaulinie zur Stitzgerade = z4. = 34.

Erklarung 14.6. Einschrankende Bedingungen, die auf den Bereich der zulassigen Losungen
keinen Einflul haben, heiflen dberflissig.

Aufgabe 14.7. Es ist das folgende Optimierungsproblem zu l6sen:
Zielfunktion: z = 102y + 409 — mazx
Nebenbedingungen: xy +x9 <4, 201 — 29 > 2, 29 > 1, 221 + 225 < 3
Nichtnegativitatsbedingung: x1 > 0, 2o > 0

Antwort. Es existiert keine zulassige Losung. Das Optimierungsproblem ist nicht 16sbar.

Ist die Losungsmenge eines Ungleichungssystems leer, so heiflen die darin enthaltene Un-
gleichungen widersprichlich oder unvertraglich.

Aufgaben der linearen Optimierung konnen auf Ungleichungssysteme fiihren, die eine oder
mehrere Gleichungen enthalten. Gleichungen schranken den Losungsbereich stark ein.

Beispiel 14.8. Das Minimum der Zielfunktion z = 8z 4 2x4 ist unter den einschrankenden
Bedingungen

31‘1+5.T2 < 60, 3$1+2$2 S 36, 1+ X9 = 13, I 2 O, ) Z 0

zu bestimmen.

Lésung. Der Bereich der zuldssigen Losungen ist die Strecke [AB] (Fig. 14.5). Ihr Mini-
mum erreicht die Zielfunktion im Punkt B = g1 N g3 = 2z = 41.

Beispiel 14.9. Ein Optimierungsmodell lautet:
z =11+ 39 — max; x1+ 39 < 300, x1 + 20 < 150; 1 >0, 29 > 0.

Lésung. Da ¢ (1,3) L gy ist, so wird das Maximum nicht in genau einem Punkt des
Losungsbereiches angenommen, sondern die Stiitzgerade ist mit der Grenzgerade g; iden-
tisch. Die Schar der Niveaulinien und die Gerade g; verlaufen parallel. Die gestellte Auf-
gabe hat nicht genau eine optimale Losung, sondern unendlich viele solche. Die Koordinaten
aller Punkte der Strecke [BC|, B = g1 N g2, C = g1 N Oy, liefern jeweils das Maximum fiir
Z = Zmaz = 900.
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14.3. Verallgemeinerung. Bisher wurden nur Aufgaben der linearen Optimierung gelost,
welche zwei Entscheidungsvariablen x; und x5 enthalten. Es konnte festgestellt werden, dafl
eine optimale Losung, falls vorhanden, in mindestens einem Eckpunkt des Losungsbereiches
angenommen wird. Der Losungsbereich ist in der Regel ein konvexes Polygon, das von
Grenzgeraden eingeschlossen wird. Die Zielfunktion fiithrt bei ihrer graphischen Darstellung
auf eine Schar von Niveaulinien. Die Niveaulinie, die das Optimum bestimmt, ist die
Stiitzgerade.

Im Normalfall eines Maximierungsproblems sollen die genannten Grundbegriffe verallge-
meinert werden, um eine Einordnung in die Theorie der linearen Optimierung anzudeuten.
Im allgemeinen treten bei linearen Optimierungsproblemen Zielfunktionen und Ungleichungssys-
teme mit mehr als zwei Entscheidungsvariablen auf. Modelle mit drei Variablen konnten noch
im dreidimensionalen Raum geometrisch (graphisch) gelost werden. Aus Geraden wiirden
dann Ebenen; konvexe Vielecke wiirden zu konvexen Vielflachern, konvexen Polyedern.

Ist die Anzahl der auftretenden Variablen z, k = 1,2, ....,n grofler als 3, miissen wir uns
dem n-dimensionalen Raum R"™ zuwenden.

Da man unter einer Hyperebene samtliche Punkte des R™, deren Koordinaten die Gle-
ichung ay121 + a1929 + ... + ay,x, = by erfiillen, wobei mindestens ein Koeffizient von Null
verschieden ist, versteht, so wird der Raum R"™ durch diese Hyperebene in den Halbraumen
a1171 + a19%2 + ... + a1z, 2 by zerlegt.

Jede Ungleichung des linearen Systems Ax < b definiert also in R™ einen Halbraum,
der von einer Hyperebene begrenzt wird. Der Durchschnitt der sich ergebenen endlich vielen
Halbraume einschlieBlich der begrenzenden Hyperebenen stellt die Losungsmenge des Ungle-
ichungssystems dar. Im Normalfall ist dieser Bereich der zuldssigen Losungen ein konvexes
Polyeder, das endlich viele Eckpunkte aufweist.

Die Zielfunktion z = c¢'x definiert fir jede reelle Zahl z in R™ ebenfalls eine Hyperebene.
Hat diese Hyperebene mit dem konvexen Polyeder nur Randpunkte gemeinsam, wird sie zur
Stitzhyperebene. Die Koordinaten eines derartigen Randpunktes, der meistens ein Eckpunkt
des konvexen Polyeders ist, bestimmen das Optimum der Zielfunktion.

14.4. Numerische Losung linearer Optimierungsprobleme. Maximierungsprob-
leme. Der Grundgedanke der numerischen Losung linearer Optimierungsprobleme wird am
Beispiel 14.1 erlautert.

Die Nebenbedingungen 4x; + 8xo < 32, 4xy + 229 < 20, 8z < 24 bringen die Pro-
duktionsbedingungen eines Betriebes zum Ausdruck. Sie sind in Form von Ungleichungen
angegeben, die Gleichheit als Spezialfall enthalten. Das Gleichheitszeichen gilt immer dann,
wenn die zur Verfligung stehenden Kapazitaten voll genutzt werden; das wird aber nicht
immer der Fall sein.

Fiir die rechnerische Losung der Aufgabe werden die Ungleichungen in Gleichungen tiberfiihrt.
Zu diesem Zweck werden die Schlupfvariablen sy, s9, s3 eingefiithrt, die die Hohe der jew-
eils nicht ausgelasteten Kapazitat angeben. Die Ungleichung 4z, + 8x9 < 32 wird durch
Einfithrung der Schlupfvariablen s; in die Gleichung 4z + 825 4+ s; = 32 tiberfithrt. Werden
beispielsweise von £ und Es je 2 ME hergestellt, dann nimmt s; den Wert 32—-4.2—-8.2 =8
an. Auch fiir die Schlupfvariablen gilt die Nichtnegativitatsbedingung, sie diirfen keine neg-
ativen Werte annehmen.

Das mathematische Modell erhalt nun folgende Gestalt:

Zielfunktion: z = 20z; + 30z — mazx
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S1 + 4$1 + 8.7}2 =32
Nebenbedingungen: S +4zy +2z9 =20
s3 +0x; +8ry =24

Nichtnegativitatsbedingung: x1 >0, 25 >0, s1 >0, 59 >0, s3>0

Damit ist die lineare Optimierungsaufgabe auf die Losung eines inhomogenen, unbes-
timmten linearen Gleichungssystem zuriickgefiithrt. Die Losung erfolgt mit Hilfe des Gauf3schen
Verfahrens.

Allgemein geht es bei der numerischen Losung linearer Optimierungsaufgaben darum,
das System der Ungleichungen Ax < b durch Einfithrung von Schlupfvariablen in ein
inhomogenes, unbestimmtes Gleichungssystem mit m Gleichungen und m + n Variablen zu
tiberfiithren:

S1 +CL111’1 +CL12.732 +a1n$n = b1
S9 +(1211’1 —|—CL22I2 +(12n$n = b2
Smo FAm1T1 FAmaTs ... FUppTn = bm

Fiir die numerische Losung ist es auch erforderlich, das System der Nebenbedingungen
Ax % b in ein Normalgleichungssystem zu tiberfithren.

Erklarung 14.10. Ein Normalgleichungssystem liegt dann vor, wenn alle Variablen des
Systems nichtnegativ sind und b; > 0, i = 1,2, ..., m gilt.

Die Forderung b; > 0,7 = 1,2,...,m lafit sich fiir jedes beliebige b; erfiillen. Ist in
irgendeiner Nebenbedingung ein b; urspriinglich negativ, kann durch Multiplikation der
entsprechenden Beziehung mit —1 stets b; > 0 erreicht werden.

Jede Variable xj, die nicht vorzeichenbeschrankt ist, also auch negative Werte annehmen
darf, kann durch die Differenz zweier nichtnegativer Variablen

2, >0,2) >0 = x, =x), — )
ausgedriickt werden.
Im System der Nebenbedingungen Ax % b konnen Ungleichungen sowohl in der Form <
als auch in der Form > auftreten, die gesondert untersucht werden miisen, da wir b; > 0

voraussetzen.
Ist die i-te Nebenbedingung eine Ungleichung der Form
a1 + Ao + ... + ATy < by,
so kann sie durch Einfithrung einer Schlupfvariablen s; > 0 in eine Gleichung
S; + a1 + appxs + ... + ajpx, = b;

tiberfiihrt werden. (Diese Schlupfvariable s; gibt die nicht verwendete Menge des Rohstoffes
an.) Die Schlupfvariable beeinfluflt das zu erreichende Ziel nicht und wird deshalb auch nicht
in die Zielfunktion aufgenommen bzw. erhélt dort den Koeffizienten 0.

Ist die k-te Nebenbedingung eine Ungleichung der Form

ap121 + Araly + oo A Qpnn > by,
so kann sie durch Einfithrung einer Uberschuffvariablen oj, > 0 in eine Gleichung

—0% + a1 T1 + aroT2 + ...+ gy, = by,
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tiberfithrt werden. (Die UberschuBvariable o}, gibt die iiber die Mindestforderung hinaus
produzierte Menge des Erzeugnisses an.) Auch UberschuBvariablen werden nicht in die
Zielfunktion aufgenommen bzw. erhalten dort den Koeffizienten 0.

Jedes lineare Ungleichungssystem kann in ein Normalgleichungssystem umgewandelt wer-
den.

In Matrizenschreibweise kann die Normalform einer linearen Optimierungsaufgabe folgen-
dermaflen dargestellt werden:

T
Hop)
Zielfunktion: z = ¢'x — maz; ¢ =(c1¢2...¢,0...0), x=| 1z,
S1
Sm
ai a;, 1 0 0 by
Nebenbedingungen: A*x = b; A* = agr e gn 010 , b= b2
ami - Qmn 0 0 ... 1 b

Nichtnegativitatsbedingung: x > 0
Erklarung 14.11. Jeder Vektor x, der das System der Nebenbedingungen in der Form
A'x=Db

erfilllt, heiflt eine Losung der linearen Optimierungsaufgabe; falls auch x > 0 gilt, heifit die
Losung eine zuldssige Losung der linearen Optimierungsaufgabe.

Das System A*x = b besitzt nur dann eine Losung, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
A* gleich dem Rang der erweiterten Matrix A* ist.

Erklarung 14.12. Ein Gleichungssystem mit einer geordneten Teilmenge von Variablen
X1, T2, «eey Loy Tt 1y -+, Tt liegt in der kanonischen Form vor, wenn fir jedes £ = 1,...,m
(m ist die Anzahl der Gleichungen) die k-te Variable in der k-ten Gleichung den Koeffizienten
1 und sonst nur die Koeffizienten 0 hat. Die Variablen x, k = 1, ..., m, werden Basisvariablen
genannt, wahrend die Variablen x,,;, i = 1, ..., n, Nichtbasisvariablen heiflen.

Die spezielle Losung, die durch Nullsetzen der Nichtbasisvariablen entsteht, heifit Ba-
sislosung.

Satz 14.13. Das n-tupel der Entscheidungsvariablen in jeder Basislosung entspricht einem
Eckpunkt des Bereiches der zulassigen Losungen.

Da der Bereich der zulassigen Losungen ein konvexes Polyeder mit endlich vielen Eck-
punkten ist, folgt es unmittelbar, dal die Anzahl der Basislosungen endlich ist. Falls das
Optimierungsproblem losbar ist, so gibt es unter den Basislosungen mindestens eine, die den
Maximalwert fiir z ergibt, also eine Optimallosung ist.

Beim eigentlichen Rechenverfahren (Simplexalgorithmus) wird, ausgehend von einer zuléssi-
gen Basislosung, mit Hilfe des Austauschverfahrens iiber elementare Basistransformationen,
eine neue Basislosung erzeugt, die der Zielfunktion z im allgemeinen einen gréfSeren Wert
erteilt.
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Der Simplexalgorithmus, ein endliches Iterationsverfahren, ermoglicht es, durch ein
Auswahlverfahren nur wenige der zulassigen Basislosungen zu erzeugen, und, unter der Ein-
beziehung der Zielfunktion in die Rechnung, die jeweils erzeugte Losung auf Optimitat zu
testen. Dazu wird die Zielfunktion in der Form —z + c¢x = ) mit in das sogenannte
Simplextableau aufgenommen:

Basislosung B | jeweilige Nichtbasislosung
1 Xy ... Tn b
S1 ai; a2 ... QA1n by
Sm Am1 Am2 ... Qmn bm
—z ¢4 Ca ... Cn Q

Es wird von einer zulassigen Losung ausgegangen, indem als erstes die Schlupfvariablen in
die Basis aufgenommen werden. Okonomisch gesehen bedeutet dies, daf nichts produziert
wird. Die Schlupfvariablen nehmen die Werte der zur Verfligung stehenden Kapazitatan an.
Der variable Parameter z hat den Anfangswert () = 0.

Von der zulassigen Losung ausgehend versucht man schrittweise die Entscheidungsvari-
ablen in die Basis aufzunehmen.

Fiir die Wahl des Hauptelementes (zum Austauschen) sind einige Bedingungen zu beachten,
die dem Auswahlverfahren des Simplexalgorithmus entsprechen:

[1] Das Hauptelement kann nur aus einer Spalte ausgewdhlt werden, deren Randelement
(in der (—z)-Zeile) positiv ist.

2] Das Hauptelement mufl stets grofler als Null sein.

[3] Als Hauptelement muf3 diejenige Zahl gewéhlt werden, die den Engpafi bestimmt.

Durch das Einhalten dieser Austauschbedingungen wird erreicht, daf nicht alle Basislosun-
gen erzeugt werden, was dem Fortschreiten von Eckpunkt zu Eckpunkt entsprechen wiirde,
sondern sozusagen bestimmte Eckpunkte ”{ibersprungen” werden.

1%" Schritt: Auswahl der Schlisselspalte.

Bei der Auswahl der Schliisselspalte ist es allgemein {iblich die Spalte zu wahlen, die den
grof3ten positiven Koeffizienten ¢, (¢nar > 0) in der (—z)-Zeile enthalt.

Im Beispiel 14.1 wird dabei davon ausgegangen, dafl der Gewinn am stirksten wachst,
wenn das Erzeugnis Fy produziert wird, denn das grofite Element in der (—z)-Zeile (=30)
verspricht den grofiten Gewinn. Damit steht fest, dafl x5 in die Basis aufgenommen wird.

2tr Schritt: Auswahl der Schliisselzeile.

Die erfolgte Auswahl der Schliisselspalte bedeutet 6konomisch betrachtet, dafl das Erzeug-
nis F, in die Produktion aufgenommen wird. Die Anzahl der herzustellenden ME des
Erzeugnisses Fs hangt nun von den vorhandenen Rohstoffmengen ab. Nach den vorhan-
denen Vorraten des Rohstoffes Ry konnten 32 : 8 = 4 ME von E, hergestellt werden, nach
den Vorraten von Ry konnten 20 : 2 = 10 ME und nach den Vorrdaten von R3 konnten
24 : 8 = 3 ME des Erzeugnisses E» hergestellt werden. Also bildet der Rohstoff R3 den
Engpaf$, es konnten nicht mehr als 3 ME des erzeugnisses F, produziert werden.

Allgemein bestimmt der kleinste Quotient ¢,,;,, ¢ > 0, die Wahl der Schliisselzeile.
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Durch die Austauschbedingungen wird das Hauptelement festgelegt, es kann jetzt nicht

mehr frei gewahlt werden:

Erste Basislosung:
—z + 2021 + 3029 = 0;

'leovl‘Q:O;

s51 =32, 59 = 20, s3 = 24;

Blsi sy x9|x1 83 b
sp]1 0 8|4 0132
sl 0 1 214 0120
|0 0 810 124

Zweite Basislosung:

ZE2:3——83

r1 =0, 29 = 3;

=

53

15

B |s1 sy s3|m [$2] bi | q
s1 |1 0 0] 4 8 32| 4
s 10 1 014 2 20| 10
[33] 0O 0 110 [8] 24 [3}
—z \20 [30] H 0 \

Eckpunkt (0,0) = 2z =0.

—z+4+ 202, — 133 = —90;

51 =28, s9 =14, 53 =0;

Eckpunkt (0,3) = z = 90.

> LL‘Q
B |51 sy @ [$1] S3 b; q
siJ11 0 0] [4 -1 8 [[2
sp |0 1 0] 4 —3| 14|72
[0 0 1| 0 | 3 |-
—z | [20] —22 | —90 |

15
Dies ist noch nicht die optimale Losung. An der Zielfunktion 2z = 20x; — —s3+90 kann

abgelesen werden, dal z noch vergroflert werden kann, wenn x; Basiswariable wird.
Der Optimalitéitstest wird also beim Simplexalgorithmus mit Hilfe der Zielfunktion durchgefiihrt.

Die optimale Losung ist erreicht, wenn alle Koeffizienten ¢, k =

negativ sind (Optimitatskriterium).

Blxzy sy xa|s1 s3| b
x4 0 01 —1]38
Sa 1 00 —|14
0 0 110 |3

Dritte Basislosung;:

S1

1,...,n, der Zielfunktion

— xl
B lxy s9 x| s1 [s3]|| b | g
x| 10 o] I 2 |-
sal| 0 1 0|-1 ]| 6 |[§
[0 0 1] 0 | 3 |24
—2z | =5 [3]] —130 |
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1 1 5
T, =2 — 181 + 183 = —z—05s1 + 183 = —130;
x1=2,23=3; s =0, s9=06, s3=0; Eckpunkt (2,3) = 2z = 130.

Obwohl die Entscheidungsvariablen in die Basis aufgenommen sind, ist die optimale Losung
noch nicht erreicht, da in der (—z)-Zeile noch ein positiver Wert vorhanden ist. Das Ver-

fahren wird fortgesetzt:

S9 e S3

B |z s3 x9 $1 82 bi
B T S3 T2 S1  S9 bz T 1 0 0 —% % 4
T T
3 s
zo| O % 1 0 0|3
10 5
—z =% —3[—140]
Optimale Losung:
10 5)
53 =8+ 3517 3% = —2— =8 — -5y = —140;

r1=4, 19=2; s =0, s9=0, s3=28; Eckpunkt (4,2) = z = 140.

Die Elemente der (—z)-Zeile sind sémtlich negativ. Damit ist die optimale Lésung gefun-
den.

Beispiel 14.14. Ein Betrieb, der die Erzeugnisse Ei, Es, 3 herstellt, will seinen Gewinn
unter Beachtung folgender Gesichtspunkte maximieren:

- die Kapazitdt der den Engpafl bildenden Maschinengruppe betragt 100 Maschinen-
stunden;

- vom Material A, das fiir die Herstellung der Erzeugnisse bendtigt wird, stehen héchstens
600 Mengeneinheiten zur Verfiigung;

- vom Material B stehen nur noch 400 ME bereit.

Der Gewinn betragt fiir Erzeugnis E; 50, fir F, 40 und fir £3 70 GE je Erzeugniseinheit.
Der Aufwand fiir die einzelnen Erzeugnisse ist:

Aufwandsart Aufwandskoeffizienten fiir
Erzeugnis F; Erzeugnis Fy, FErzeugnis E3 | Mafleinheiten
Maschinenstunden 2 0 1 ZE/EE
Material A 2 1 3 ME/EE
Material B 1 1 2 ME/EE

Hier bedeutet ZE/EE Zeiteinheit je Erzeugniseinheit und ME/EE Mengeneinheit je Erzeug-
niseinheit.

1tr Schritt: Zusammenstellen der Daten
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Aufwandsgrofien Aufwandskoeffizienten
Erzeugnis F; Erzeugnis Fy FErzeugnis E3 | Zur Verfliigung stehende Fonds
Maschinenstunden 2 0 1 100
Material A 2 1 3 600
Material B 1 1 2 400
Gewinn 20 40 70

2ter Schritt: Aufstellen des mathematisch-6konomischen Modells

Das Optimierungskriterium ist der maximale Gewinn. Als Entscheidungsvariablen z1, x5, 3
werden die Anzahlen der herstellenden Erzeugnisse Fy, Es, F3 eingefiihrt.

- Zielfunktion: z = 50x; + 40x9 + 7023 — max
- Nebenbedingungen: 2x; + 23 < 100, 221 4+ x5 + 323 < 600, 21 + 22 + 223 < 400

- Nichtnegativitatsbedingung: z; > 0, 9 > 0, 23 > 0
3t Schritt: Numerische Losung
—2z 4+ 50x1 + 4025 + 7023 = 0

S1 +2$L’1 + OLL’Q +x3 = 100
S9 +21’1 + Zo +3I3 = 600
Sy  +x1 + X9 + 21‘3 =400

xlz()’ '/EQZO? $3ZO, 81207 82207 5320

B |s1 sy s3|x1 @ [133] b; q
[si][1 0 02 0 [1] [ 100][100]
s 10 1 0]2 1 3 [600] 200 L e o g
ss |0 0 11 1 2 400/ 200 ! 3
—z |50 40 [70]] O |
B | x3 sy s3 X [513'2] S1 b; q
z3 |1 0 0 2 0 1 100 —
S |0 1 0] —4 1 =31 300 | 300 L e e
ss]| 0 0 1| =3 [1] —2| 200 |[200] 5 2
—z | =90 [40] —70 || —7000 |
B |x3 s9 x9 [1’1] S3 81 b; q
[zs] [ 1 0 0] [2 0 1 100 | [50]
s |0 1 0] -1 -1 -1 100 — . e e .
s |0 0 1| -3 1 —21| 200 — ! 3
—z | [30] —40 10 || —15000 |
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B 1 S22 X2 T3 S3 S1 bZ
|1 0 0 s 0 L 50
ss |0 1 0 T -1 =1 150
s |0 0 1 1 =1 350
—2 | —15 —40 —5 | —16500 |

Optimale Losung: z; = 50, x5 = 350, 3 = 0; s; =0, sy = 150, s3 = 0; z = 16500
Als Abschluff der Rechnung empfielt es sich, eine Rechenkontrolle vorzunehmen.
Zielfunktion: 2z = 50.50 4 40.350 + 70.0 = 16500

Nebenbedingungen: 2.50+0 =100 < 100 = s; =0

2.50 4+ 1.350 4+ 3.0 = 450 < 600 = s9 = 150

1.50 +1.350 + 2.0 =400 <400 = s3=0

4t" Schritt: Auswertung der Losung

Der Betrieb erzielt einen maximalen Gewinn von 16500 GE, wenn das Erzeugnis Fs3 ganz
aus dem Fertigungsprogramm herausgenommen wird (z3 = 0) und von den Erzeugnissen
E; 50 und E, 350 ME produziert werden. Die Kapazitat der Maschinengruppe wird voll in
Anspruch genommen, das Material B vollstiandig verbraucht, und vom Material A bleiben

150 ME iibrig.

Aufgabe 14.15. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
211 + 3x9 + 223 + 8x4 + 225 < 400;

31 + T2 + x4 + 625 < 500;

r1 + 4x9 4+ 33 + 424 + 85 < 800;

8x1 + a9 + Tx3 + 1025 < 1000;

r1 20, 2220, 23 20, x4 20, x5 > 0;

z = Tx1 4 429 4+ 823 + 1524 + 2025 — mazx

Aufgabe 14.16. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
211 + 4xo + dx3 < 200;
1+ dxo + 23 < 150;
x9 < 20;
x1 20, 29 20, 23 2 0;
z = 50z + 13025 4+ 15023 — max

Aufgabe 14.17. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
2x1 + 4xs + 1023 < 500;
621 + 1029 4 bz < 1050;
120, 22 >0, 23 > 0;

z = 321 + 225 + 2023 — max
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(oder: z = Tzy + 229 + 2023 — max)

Aufgabe 14.18. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
211 + 4x9 < 180;
3x1 + 3x9 < 180;
511 + a9 < 200;
1 >0, x9 > 0

z = 10z + 1529 — max

15. DIE KEGELSCHNITTE

Rein geometrisch versteht man unter Kurve eine Punktmenge, deren Elemente (Punkte)
einer geometrischen Bedingung unterliegen.

Ein Kegelschnitt ist eine Kurve, die entsteht, wenn man die Oberflache eines unendlichen
Kegels bzw. Doppelkegels mit einer Ebene schneidet.

Es konnen folgende Figuren entstehen:

e ein Punkt, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen
Achse und Ebene grofer als der Offnungswinkel ist;

e eine Gerade, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen
Achse und Ebene gleich dem Offnungswinkel ist;

e zwei sich schneidende Geraden, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und
der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner als der Offnungswinkel ist;

e ein Kreis, wenn die Schnittebene senkrecht (orthogonal) auf der Kegelachse steht;

e eine Ellipse, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene groBer als der Offnungswinkel
ist, d.h. die Ellipse ist der Schnitt des Kegels mit einer Ebene, die zu keiner Man-
tellinie parallel ist;

e eine Parabel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene gleich dem Offnungswinkel
ist, d.h. die Parabel kann als Schnittlinie (-kurve) eines geraden Kreiskegels mit einer
Ebene, die zu einer Mantellinie des Kegels parallel ist, definiert werden;

e eine Hyperbel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner als der Off-
nungswinkel ist, d.h. die Hyperbel ist der Schnitt des Kegels mit einer Ebene, wenn
es zwei zur schneidenden Ebene parallele Mantellinien gibt.

(Fig. 15(a)) (Fig. 15(b)) (Fig. 15(c))

Die eineindeutige Relation zwischen den Punkten im Raum und ihren Koordinaten in
einem festgelegten Koordinatensystem (kartesisch oder schiefwinklig) gibt uns die Méglichkeit
die Untersuchung der geometrischen Eigenschaften einer bestimmten Punktmenge durch die
Untersuchung der algebraischen Verkniipfungen ihrer Koordinaten zu ersetzen.

Im ebenen kartesischen Koordinatensystem Ozy ist der Graph einer quadratischen Gle-
ichung mit den Variablen z und y immer ein Kegelschnitt. Umgekehrt konnen alle Kegelschnitte
durch solche Gleichungen beschrieben werden.

Die Gesamtheit der Kegelschnitte ist also mit der Gesamtheit der Kurven zweiter Ordnung

(%) anz® 4 2a157Yy + agny® + 2a137 + 2a93y + asz = 0
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identisch, wobei der Faktor 2 bei den Koeffizienten a1, a13 und as3 aus Griinden der
Zweckmafigkeit verwendet wird. Allerdings sind dabei auch gewisse ausgeartete Kegelschnitte
mitgerechnet.

Der Typ des Kegelschnitts ergibt sich aus den im Folgenden definierten Determinanten

11 aiz2 A3

a1x a2
A= a2 axp as |, d =

Q12 A22

@13 Ag23 a33

e Fiir 6 > 0 und A # 0 handelt es sich um eine Ellipse. Gilt zusétzlich ay; = as und
a2 = 0, so ist diese Ellipse sogar ein Kreis.

e Gelten die Bedingungen 6 < 0 und A # 0, so ergibt sich eine Hyperbel, die im
speziellen Fall aj; + age = 0 gleichseitig (rechtwinklig) ist.

e Unter den Voraussetzungen § = 0 und A # 0 beschreibt die Gleichung eine Parabel.

e Wenn 6 = 0 und A = 0 kommt ein paralleles Geradenpaar heraus.

e Ist A = 0und § > 0 kommt ein imaginires Geradenpaar (ein unechter Kegelschnitt)
heraus.

e Sollte A =0 und 6 < 0 kommt als Losung ein reelles Geradenpaar heraus.

Soweit es sich um eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel handelt, bedeutet die Bedingung
a1 = 0, dafl die Symmetrieachsen des Kegelschnitts parallel zu den Koordinatenachsen

verlaufen.

2
Im allgemeinen Fall fiihrt man durch Drehung um den Winkel «a : tan(2a) = 2

aip — a2z
und Parallelverschiebung der urspriinglichen Koordinatenachsen Ox, Oy ein neues Koordi-

natensystem O’XY ein. Dadurch geht die Gleichung (x) in eine entsprechende Gleichung
zwischen den neuen Koordunaten X und Y mit anderen Koeffizienten iiber.

Man kann durch geschickte Wahl der Koordinatentransformationen erreichen, dafl die
Gleichung des Kegelschnittes beziiglich der neuen Achsen sehr einfach wird. Wenn die Kurve
ein echter Kegelschnitt ist, so erhédlt man als Gleichung der

X2 y?
e Ellipse: — +—=1,a>0, b>0;
a b?

2 2

e Hyperbel: ?—b—Qzl,a>O,b>0;

e Parabel: Y = cX? ¢ #0.

Auch der Fall, daB es sich um einen ausgearteten Kegelschnitt handelt, kann durch eine
einfache Rechnung entschieden werden, namlich;

e cin reeller Punkt X2 +Y? = 0;

e zwei sich im Nullpunkt schneidende Geraden, d.h. zwei Mantellinien
X2-Y?=(X-Y)X+Y)=0;

e zwei zusammenfallende Geraden durch den Nullpunkt, d.h. eine Mantellinie
X% =0.

15.1. Die echten Kegelschnitte.

15.1.1. Der Kreis als Punktmenge. Der Begrift Kreis gehort zu den wichtigsten Begriffen der
ebenen Geometrie.
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Erklarung 15.1. Ein Kreis ist definiert als Menge (geometrischer Ort) aller Punkte der
euklidischen Ebene, deren Abstand von einem vorgegebenen Punkt M gleich einer festen
positiven reellen Zahl r ist.

Formal ausgedriickt lautet die Definition fur einen Kreis £ in der Ebene F folgendermaflen:
(15.1) k={PeFE:|MP|=r}.

Der konstante Abstand r wird als Radius des Kreises bezeichnet, der Punkt M als Mit-
telpunkt. Der doppelte Radius heifit Durchmesser und wird meistens durch die Variable d
ausgedriickt.

Nach der gegebenen Definition ist ein Kreis eine Kurve, also ein eindimensionales Gebilde.

Da das Wort Kreis aber oft ungenau fiir die eingeschlossene Flache verwendet wird, sagt
man zur Verdeutlichung haufig Kreislinie oder Kreisrand statt Kreis im Gegensatz zur
Kreisflache oder (geschlossenen) Kreisscheibe. Diese ist definiert als die Menge aller Punkte
der Ebene, deren Abstand vom Mittelpunkt M hochstens gleich dem Radius 7 ist, d.h.

G:={PeFE:|MP|<r}.

Das Innere der Fliache G bezeichnet man als offene Kreisscheibe oder Innenbereich des
Kreises. Man meint damit die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstand vom Mit-
telpunkt M kleiner dem Radius 7 ist, d.h. {P € E: |MP| < r}.

Die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstand vom Mittelpunkt M gréfier dem Radius
rist, d.h. {P € E:|MP| > r}, nennt man Auffenbereich des Kreises.

Nun bestimmen wir eine analytische Darstellung des Kreises.

In der Ebene F des Kreises k fiithren wir ein kartesisches Koordinatensystem Ozy ein.
Der Mittelpunkt M des Kreises hat die Koordinaten (a, (), der bewegliche Punkt P die
Koordinaten (z,y). Aus der Gleichung (15.1) des Kreises folgt dann

ViE—aZ+y-pPF=r & (-a)3?+(y—0)>=r
& o’ +y’ —2ax =20y +a* + 7 —r? = 0.

Setzen wir v := o? + 3% — r? ein, so erhalten wir die allgemeine Gleichung des Kreises
(15.2) 24yt — 20w — 2By +7 =0, r* =0’ + 2 — 7> 0.

Die Gleichungen (15.1) und (15.2) sind dquivalent. Die Koordinaten eines jeden Punk-
tes des Kreises (15.1) erfiillen die Gleichung (15.2), und jede Losung der Gleichung (15.2)
bestimmt eindeutig einen Punkt des Kreises (15.1).

Die Koordinaten der Aulenpunkte fiir den Kreis erfiillen die Ungleichung

(15.3) (. — )’ + (y— B)* > r?,
und diese seiner Innenpunkte die Ungleichung
(15.4) (x— )+ (y— B <r’

Die Gleichung zweiten Grades (x) ist Gleichung eines Kreises, wenn gilt

2 2
a a a
a11 = A92 7é 0, (ﬁ> + (ﬁ) -3 > 0.
ail a1 ai1
Wird der Winkel Z(MP,Ox) mit w bezeichnet, so erhdlt man die parametrischen Gle-

ichungen des Kreises

(15.5) r=a+rcosw, y=LF+rsinw, w € [0,2).
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Aufgabe 15.2. Welche ist die Gleichung des Kreises, welcher von den Punkten A(4,5),
B(—4,-1), C(0,1) bestimmt ist?

Aufgabe 15.3. Der Kreis ist die Menge aller Punkte in der Ebene F, fiir die der Quotient
ihrer Abstande von zwei gegebenen Punkten konstant ist.

Losung. Es seien F} und Fy zwei verschiedene Punkte und es sei r # 1 eine reelle positive
Zahl. Gesucht ist die Punktmenge {P € E : |PFy| = r|PF,|}.
Wir wahlen folgendes kartesische Koordinatensystem:

- Der Mittelpunkt der Strecke (F)F3) sei der Ursprung O des Koordinatensystems;
- Der Speer F}F,' sei die Abszissenachse;
- Die Mittelsenkrechte der Strecke (F}Fy) sei die Ordinatenachse.

Sind dann Fj(—c,0), F5(c,0), ¢ > 0 und P(z,y) die Koordinaten der entsprechenden
Punkte, so gelten die Gleichungen

2

1
VEe+e)+y2=ry(z—c)?+y? & x2+y2+201+r2x+c:0.
—r

Die gesuchte Menge besteht aus den Punkten des Kreises mit dem Mittelpunkt
M 1+ 72 2cr

0) und dem Radius R =
Ist r = 1, so besteht die Menge aus den Punkten der Mittelsenkrechte der Strecke (F7F3).

01—1“2’ 11—

Aufgabe 15.4. Bestimmen Sie die Lage der Punkte A(1,1), B(3,—3), C(8,4) beziiglich des
Kreises

k:a?+9*— 2 —4y — 24 = 0.

15.1.2. Drie Ellipse als Punktmenge.

Erklarung 15.5. Eine FEllipse € ist definiert als die Menge aller Punkte P der Ebene F, fiir
die die Summe der Absténde zu zwei gegebenen Punkten F} und F gleich 2a (> |Fy Fy]) ist.

(15.6) e:={Pe€FE: |PF|+|PF| =2a}.

Die Punkte F; und F, heien Brennpunkte, der Mittelpunkt M der Strecke (F7F5,) heifit
Mittelpunkt der Ellipse (Fig. 15.1).

Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt heif3t lineare Ezzentrizitdt und wird mit
¢ bezeichnet.

Nun bestimmen wir eine analytische Darstellung der Ellipse €.
In der Ebene E fithren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein.

- Der Mittelpunkt M der Strecke (F1F5) sei der Ursprung des Koordinatensystems;
- Der Speer I} F, sei die Abszissenachse;
- Die Mittelsenkrechte der Strecke (FF3) sei die Ordinatenachse.
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Die Koordinaten der Brennpunkte sind dann Fy(—c, 0), Fy(c,0). Ist P(z,y) ein beliebiger
Punkt der Ellipse, so gilt

ViE+e)2+yr+/(e—c)?+1y2=2a =
(x4 )2 +y?=2a—+/(x— )2+ y? =

(15.7)
av/(x—c)+y?=a*—cx =
(a* — A)x? + a®y? = a*(a® — A).

Da a > c ist, so gibt es eine positive reelle Zahl b derart, dal v* = a? — ¢? ist.
Die letzte Gleichung in (15.6) hat dann die Form
22 P
(15.8) — + i 1.

Die Koordinaten von jedem beliebigen Punkt der Menge € erfiillen die Gleichung (15.8),

d.h. ) ,
x
eC& = {P(w,y)EEzﬁ—l—'z—Z:l}.
Das Umgekehrte gilt auch.
Es sei nun P(£,n) ein Punkt der Ebene E, dessen Koordinaten eine Losung von (15.8)
sind, d. h. P € &. Wir zeigen,dal Pee = £ECe = £ =e.
Es gilt
52
PRF = (ot =(c+oren(1-5)
2 _ 12 2

a®—b 9 9
=— E 42 +a*= 2§+2C§+a

2
(e
a

= |PF\| = a—l—c§’.
a

Genauso gilt |PFy| =

a—c—‘

Da (&, n) eine Losung von (15.8) ist, so ist

b2
”==@-)>0= [¢f<a= |c—|<a = |PFi|+|PF;|=2a = Pce
a a

Die Gleichung (15.8) heifit kanonische Gleichung der Ellipse.

Es ist leicht zu erkennen, daf§ die Abszissen- und die Ordinatenachse Symmetriegeraden
von € sind. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ihr Symmetriezentrum.

Es gilt namlich:

P(f,’r]) ce = Pl(_gvlr]) €€ P2<§7 _77) €€, P3(_€7 _77) S

Die Punkte Si(a,0) und S3(—a,0) mit grofitem Abstand zum Mittelpunkt M heiflen
Hauptscheitel, ihre Verbindungslinie (S755) heifit Hauptachse, bestehend aus den zwei grofien
Halbachsen (M Sy) und (MSs). Die grofien Halbachsen haben also die Lange a.

Analog dazu spricht man von den Nebenscheiteln Ss(b,0) und Sy(—b,0), welche die Nebe-
nachse, bestehend aus den kleinen Halbachsen (M Ss) und (M Sy), definieren. Die Lénge der
kleinen Halbachsen ist gleich b.



166 WESSELKA MIHOVA

Haupt- und Nebenachse sind zueinander orthogonal.

Die lineare Exzentrizitat berechnet sich iiber das rechtwinklige Dreieck A M F;S3 mit
dem Satz des Pythagoras: ¢ = va? — b?.

Die Definitionsgleichung zusammen mit Symmetrietiberlegungen ergeben, daffi der Ab-
stand der Nebenscheitel S3 und S; von den Brennpunkten F; und F, gerade gleich der
GroBe a aus der Definition ist : |F} 55| = |F3S3| = |F1.S4| = |F2S4] = a.

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Die Verbindungslinie zwischen einem
Brennpunkt und einem Punkt der Ellipse heifit Brennlinie, Leitstrahl, oder Brennstrahl.

Ihren Namen erhielten Brennpunkte und Brennstrahlen aufgrund der Eigenschaft, dafi der
Winkel zwischen den beiden Brennstrahlen in einem Punkt der Ellipse durch die Normale
in diesem Punkt halbiert wird. Damit ist der Einfallswinkel, den der eine Brennstrahl mit
der Tangente bildet gleich dem Ausfallswinkel der Tangente mit dem anderen Brennstrahl.

Ein Lichtstrahl, der von einem Brennpunkt ausgeht, wiirde demnach an der Ellipsen-
tangente so reflektiert, dafl er den anderen Brennpunkt trifft. Bei einem ellipsenformigen
Spiegel treffen sich demnach alle von einem Brennpunkt ausgehenden Lichtstrahlen in dem
anderen Brennpunkt.

Da der Weg von einem zum anderen Brennpunkt (entlang zweier zusammengehoriger
Brennstrahlen) immer gleich lang ist, wird auch Schall nicht nur verstarkt von einem zum an-
deren Brennpunkt iibertragen, sondern kommt sogar zeit- und phasengleich (also verstéandlich
und nicht interferierend) dort an.

Zwei Ellipsen mit iibereinstimmenden Brennpunkten nennt man konfokal.

2

Erklarung 15.6. Eine Parallele zur Nebenachse im Abstand d = @ bezeichnet man als
c

Direktriz oder Leitlinie. Die Gleichungen der Leitlinien sind x = +d (Fig. 15.2).
Aufgabe 15.7. Fiir einen beliebigen Punkt P der Ellipse ist das Verhéltnis seines Abstands
von einem Brennpunkt zu dem Abstand von der Direktrix auf der entsprechenden Seite der

¢ Va?—b?
Nebenachse gleich der numerischen Ezxzentritat e .= — = —— < 1.
a a

Die Moglichkeit der Parameterdarstellung einer Kurve wird daraus erhellt, dal man die
Kurve als die Bahnlinie eines Punktes betrachten kann; dann sind die Koordinaten des
Punktes in jedem Augenblick eindeutige Funktion der Zeit ¢, die hier als Parameter auftritt.
Da eine und dieselbe Kurve Bahnlinie verschiedener Bewegungen sein kann, ist es klar, dafl
sie mehrere Parameterdarstellungen zuléaft.

Die mathematisch positiv durchlaufene Ellipse € (d.h. die Durchlaufrichtung wird vom
Koordinatensystem bestimmt) mit der geometrischen Gleichung (15.8) hat eine Parameter-
darstellung der Art

(15.9) €: x=acost, y=bsint, 0<t<2m.

Es sei [7 ein beliebiger Strahl mit dem Anfangspunkt O; k; und ky seien die Kreise mit
dem Mittelpunkt O und Radien b bzw. a; es seien weiter P, = [~ A ky, Py, =17 A ko,
t = Z(Ox,17); es seien noch PP || Ox, P,P || Oy. Es ist direkt zu beweisen, daf§ der

Punkt P(xg, ) auf € liegt und z¢p = acost, yo = bsint gilt.

15.1.3. Die Hyperbel als Punktmenge. In der ebenen Geometrie versteht man unter einer
Hyperbel eine spezielle Kurve, die aus zwei zueinander symmetrischen, sich ins Unendliche
erstreckenden Asten besteht. Die Hyperbel gehort wie die Parabel und die Ellipse zu den
Kegelschnitten.
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Erklarung 15.8. Eine Hyperbel yx ist definiert als die Menge aller Punkte der Ebene FE, fiir
die die Differenz der Absténde zu zwei gegebenen Punkten, den so genannten Brennpunkten
F) und F,, konstant gleich 2a (< |F Fy|) ist.

(15.10) X={P€cE: ||PF|-|PR| = 2a}.

Den halben Abstand der Brennpunkte bezeichnet man tiblicherweise mit c¢. Die Gerade,
die durch die beiden Brennpunkte geht, nennt man reelle Achse oder auch Hauptachse der
Hyperbel. Genau zwei Punkte der Hyperbel liegen auf der Hauptachse; diese nennt man
Scheitel. Die Scheitel haben zu den Brennpunkten die Abstande ¢ + a bzw. ¢ — a und
voneinander den Abstand 2a. (Mit "Hauptachse” im engeren Sinn wird auch oft nur die
Strecke bezeichnet, die die beiden Scheitel verbindet.)

Die Senkrechte zur Hauptachse durch den Hyperbelmittelpunkt nennt man die Nebenachse
oder die imagindre Achse. Die Grofle ¢ bezeichnet man als lineare Fxzentrizitat oder Bren-
nwezute.

Es erweist sich als praktisch, fiir die Grofie v/c? — a? einen eigenen Namen einzufiihren;
tiblicherweise bezeichnet man sie mit dem Buchstaben b (imagindre Halbachse). Es gilt also
a’ +b? = ¢® (Vergleiche dazu Ellipse).

Stimmen bei einer Hyperbel die GréBlen der Halbachsen (a und b) iiberein, so spricht man
von einer gleichseitigen Hyperbel.

Jede Hyperbel besitzt zwei Asymptoten, also zwei Geraden, denen sich die Punkte der
Kurve beliebig annédhern. Die beiden Asymptoten verlaufen durch den Mittelpunkt der
Hyperbel. Thr Schnittwinkel o gegeniiber der Hauptachse ist gegeben durch tana = é .

Ist die Hyperbel gleichseitig, so stehen die Asymptoten senkrecht aufeinander. ¢

Die Gleichung der Hyperbel erhalt eine besonders einfache Form, wenn sie in 1.Hauptlage
liegt, das heifit, dafl die beiden Brennpunkte F} und F; auf der x-Achse symmetrisch zum
Ursprung liegen.

Bei einer Hyperbel in 1.Hauptlage haben also die Brennpunkte die Koordinaten Fj(c,0)
und Fy(—c,0), und die Scheitel haben die Koordinaten S;(a,0) und Sy(—a,0).

b
Die Gleichungen der Asymptoten sind dann y = £— z.

Fiir einen beliebigen Punkt P in der Ebene nennen wir die Geraden durch den Punkt und
jeweils einen Brennpunkt Leitstrahl des Punktes.

Fir den Punkt P(z,y) ist der Abstand zum Brennpunkt Fj(c,0) entlang dem einen
Leitstrahl gleich y/(z — ¢)? + y?, zum anderen Brennpunkt F»(—c,0) entlang dem anderen
Leitstrahl +/(z + ¢)? + 2. Der Punkt P(x,y) liegt also genau dann auf der Hyperbel, wenn
die Differenz dieser beiden Ausdriicke gleich 2a oder gleich —2a ist.

Durch algebraische Umformungen (unter Beriicksichtigung von a? + b? = ¢?) kann man
zeigen, dafl die Gleichung

(15.11) V(i —e)2+y2—V(z+c)2+y2=+2a

zur Gleichung

2 2
(15.12) R

a? b2

aquivalent ist.
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Die Gleichung (15.12) nennt man die Gleichung der Hyperbel in 1.Hauptlage oder kanon-
1sche Gleichunyg.

Die Koordinatenachsen (die Haupt- und Nebenachse) sind die Symmetriegeraden der Hy-
perbel, der Koordinatenursprung (der Hyperbelmittelpunkt) ist ihr Symmetriezentrum. Da

s 0, 2 2@ o o
Y :E(x —a*)>0 Az :b_2<y +0%) >0

gilt, so folgt, dafl nur |z| > a, d.h. z € (—o0,—a] V [a,00), ist. Es liegt also im Streifen
—a < = < a der xy-Ebene kein Punkt der Hyperbel.

Daraus ergibt sich, dafl jede Hyperbel nach einer geeigneten Koordinatentransformation
durch

t —t t ot
626 Cy=bsiht=bp""C teR

(15.13) r =acosht =a

parametrisiert werden kann.
1
Eine besonders einfach visualisierbare Hyperbel wird durch die Funktion y = — beschrieben
x

(siche Fig. 15.3). Fiir diese Hyperbel ist a = b = V/2; ihre Hauptachse ist die Gerade mit der
Gleichung y = =, ihre Scheitel sind die Punkte (1,1) und (-1, —1), und ihre Brennpunkte

liegen bei (v/2,v/2) und (—v/2, —v/2).
Erklarung 15.9. Mit dem Begriff Direktrixz oder Leitlinie bezeichnet man die beiden Paral-
2

lelen zur Nebenachse im Abstand d = e, Die Gleichungen der Leitlinien sind x = +d (Fig.
c
15.4).

Aufgabe 15.10. Fiir einen beliebigen Punkt P der Hyperbel ist das Verhaltnis zwischen
den Abstanden zu einem Brennpunkt und zur zugehdrigen Direktrix gleich der numerischen

c Va2 +b?
Exzentritat: e := — = —+ > 1.
a a

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Der Winkel zwischen den beiden
Brennstrahlen in einem Punkt der Hyperbel wird durch die Tangente in diesem Punkt hal-
biert.

15.1.4. Die Parabel als Punktmenge. In der Mathematik ist eine Parabel ein Kegelschnitt,
der entsteht, wenn man den Kegel mit einer Ebene schneidet, die parallel zu einer Erzeu-
genden des Kegels ist. (Wenn die Ebene selbst eine Tangentialebene des Kegels ist, erhalt
man eine degenerierte Parabel, die einfach eine Gerade ist.)

Auflerdem stellen die Funktionsgraphen von quadratischen Funktionen Parabeln dar.

Erklarung 15.11. Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P einer Ebene F/, deren Abstand
zu einem festen Punkt (dem Brennpunkt F') und einer Geraden (der Leitgeraden 1) in E,
F ¢ 1, gleich ist.

(15.14) mi={PeE:dP1l)=|PF|}.

Jener Punkt, der genau in der Mitte zwischen Brennpunkt und Leitgerade liegt, heift
Scheitel A der Parabel. Die Verbindungsgerade von Brennpunkt und Scheitel wird Achse
der Parabel genannt. Sie ist die einzige Symmetrieachse.
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Das Koordinatensystem wird im Folgenden so festgelegt, da8 A(0,0) und F(0,c), ¢ > 0.
Die Leitgerade [ hat also die Gleichung y = —c. Fiir jeden Punkt P(x,y) auf der Parabel
gilt dann |PF| = |PQ|, Q €l N PQ L1 (Fig. 15.5), und damit

(15.15) Vy—c2+a2=y+c

Hieraus folgt unmittelbar der funktionale Zusammenhang zwischen x und y fiir alle Punkte
P(z,y):

15.16 - —
( ) y=0

Jede quadratische Funktion der Form y = az? ist somit eine Parabel mit dem Brennpunkt
1

F(0,—).

Da4(€1lie Parabel nur von einem Parameter abhéngig ist (dem Abstand von Leitgerade und
Brennpunkt 2¢ bzw. dem Parameter a in der Gleichung), sind alle Parabeln zueinander
ahnlich. Geometrisch gedeutet ist der Parameter jene Parabelsehne, die senkrecht zur Achse
und durch den Brennpunkt geht; sie ist 4-mal ldnger als der Abstand zwischen Brennpunkt
und Parabelscheitel.

Insbesondere ist die numerische Exzentrizitat e = 1 und die lineare Ezzentrizitat oder
Brennweite ¢ = a.

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Wird ein Strahl, der parallel zur
Achse einfillt, an der Parabel gespiegelt, so geht der resultierende Strahl durch den Bren-
npunkt, und umgekehrt. Die Tangente zu der Parabel 7 an der Stelle P € 7 ist also die
Winkelhalbierende des Winkels F'PQ (Q ist der FuBpunkt des Lots von P auf [).

Die Geraden durch einen Punkt der Parabel und den Brennpunkt nennen wir dann
Brennlinie, Leitstrahl, oder Brennstrahl des Punktes.

Diese Eigenschaft hat auch ein Rotationsparaboloid, also die Fliache, die entsteht, wenn man
eine Parabel um ihre Achse dreht; sie wird haufig in der Technik verwendet (Parabolspiegel).

Aufgabe 15.12. Die Punkte A(£,0) und B(0,n) sind derart gegeben, dafl |AB| = d =
const > 0 ist. Welchen geometrischen Punktort beschreibt der beliebige Punkt P der Strecke
(AB), falls sich die Strecke (AB) in der Ebene so bewegt, dafl der Punkt A stets auf der
Oz-Achse und der Punkt B auf der Oy-Achse liegen bleibt?

Aufgabe 15.13. Beziiglich des ebenen Koordinatensystems Oxy sind die Punkte Fy(—+/7,0),
F5(V/7,0) und die Kurve k : 922 + 16y?> = 144 gegeben.

(a) Es sei D ein beliebiger Punkt auf k. Rechnen Sie |DFy| + |DF;| aus.

(b) Die Ecken A und B des rechtwinkligen Dreiecks ABC' (ZACB = 90°) liegen auf k,

die Ecke C' ist das Symmetriezentrum von k.
1 1

CAF " ICBI
Welche Léange hat das Lot zu der Hypothenuse des Dreiecks AABC?

Bestimmen Sie
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2 42
Aufgabe 15.14. Es seien x : — — i 1 eine Hyperbel, My(z,yo) ein beliebiger Punkt
a

b
dieser Hyperbel und die Geraden ¢; : y = — z,
a

bel. Beweisen Sie, da} folgendes gilt:

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

3.1.
3.1.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.

5.1
0.2.
5.3.
0.4.
2.5.
2.6.

6.1.
6.2.
6.3.

7.1.
7.1.1.
7.1.2.

8.1.
8.2.
8.3.
8.3.1.

a’b?
d(M, d( M, = —
( O?gl> ( 0792) ag —|—b2
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