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���������

����� �� �����	
��� ��
�������� � �� �������� �������	 � �	
��
������� ���	��	 � ������� �� ������������� �����	 �� ������� � ���
������� ��������� �� ������ ���������� ������� ���
��� � ���������
�� ��� ��������	� ������� �� ���� �� �� ������������� �� ��������
�����!
" ��
���������� � �������� ���� �� �����	�� ��� ����� �� ��������

�� ����������	 � ������! #�������	�� � �	
�� �� �������� ���������	�
��� ������� ������� �� �����	�� �� �������� � ����� ������ �� �����
�������� ��	��	��
� ���������! $�� ��
� ���	� ���� ����� ��%������

� ������� ���������������� �� 
���� � �� �������� �� �������������
�� ������������ �����	 � �� ��&������� ��������� �� ����������	�� �
��������!
" ������ ������ '�������� 
����� �����������	 �������� �������

��� �������� �� �����
���� � ���� �� ������ ����� �������� ��������
��( �� ���	�� �� ����������� ������ �� ������ ��
���
� ��� ��
 ��
���������� ������ ��&���
� ��������� ������ �� �� �����! " ���� ��
�������� �� ����������� � ��
����� ���������� 
���� �� ���� ������
�� �� ����������� � ������� ����������!
" �������
��� � ������ ������������ ���������	� � ��
� � �	
��

���������
� �����! )������� � ����������	�� ���� �������� �������
��	! *� ����� �� ���������� � �������� 
��� ��������	�� �� �����	
���� �� ����������� ������� ������� �� ���� � �������
��� 
�� ��	!
+��������� ��� �� �������	� � �������� � ������������� ������� �

� �������� �� �����������
�	 ������! ,�
���������� � �������������
������ �� �������� �� �����������
��� ������������ �� �����������
����� �� �� ���� ������� �� ������� �� ��������
�� ��
������� � ��
����
� ����������
� �� �� �����	�� �� �������!
-������� �����	��� ���	�� �����
� ������������ �� ������������

����! �!�!�! #���� .! /����� � ����! �&� +��
� 0! +������ ��
��������	 ���� ��� �������� �� ��
����� � �� ������� �������
� ��
������	���� �� �����������!



�������
�

������� ������� 	��
����
�

N & ����������� �� ������������ ������
Z & ��������� �� ������ ������
Q & ������ �� ������������ ������
Qp & ������ �� p&�������� ����� & ���! 12�
R & ������ �� �������� ������
C & ������ �� 
�����
����� �����!

������� ��������

ordpn & ���! 3�

�k�n & ���!45�
��n� & ���� �� ���������� ������ �������� �� n & ���! 54�
��n� & ���� �� ����
� ������ ��������� � 
����������

��������� �� n & ���! 54�
��n� & ���
��	 �� /6����� & ���! 57� ���! 111�
��n� & ���
��	 �� 8����� & ���! 59� ���! 11:�
��n� & ���
��	 �� /������ & ���! 5;� ���! 152�
��n� & ���
��	 �� <���� '����
����( & ���! 53�
� �n� & ���� �� ���������� �� n & ���! 5:�
�k�n� & ����
���� �� � �n� & ���! 2=�
��n� & ���� �� ���������� �� n & ���! 21�
���n� & ����
���� �� ��n� & ���! 21�
rf �n� & ���� �� �� ���	�� �� �����������

f�x� � � �mod n� & ���! 23!

������� �
 ��
��� 
���	����

�x� & �	�� ���� �� x & ���! 17�
fxg & ������ ���� �� x & ���! 17�
���x� & ���! 19�
���x� & ���! 1;�
e�x� & ���! 2:�
	�x� & ���� �� �������� ������ �� ���������
� x & ���! 44�

�x� & ���
��	 �� ���� �� & ���! 44�
��x� & ���
��	 �� ���� �� & ���! 44!



�������� �������
�� � Q�

ordpr & ���! 1=�
jjrjjp & p&������ ����� �� r & ���! 15�
�p�r�� r�� & p&������ ������	��� & ���! 7:!

������� �
 ��	������� 
���	����

Re s & ������ ���� �� s�
Ims & ���������� ���� �� s�

�s� & �����&���
��	 �� ,���� & ���! 25!

����	������ ��	��

c�n� a� & ���� '���
��	( �� ,��������� & ���! 4=�
Sl�n� a� & ���� �� >! "��� & ���! 41�
S�l �n� a� & ���� �� >! "��� & ���! 41�
K�n	 a� b� & ���� �� ?��������� & ���! 42!

������ ����
�
@�
���� p ������ �� ��������� �� ���������� �� ������ �����!

��	� � �������������P
a�n�b f�n� & ���� �� ����
� n �Z� �� 
���� a � n � b�P
n�b f�n� & ���� �� ����
� n � N� �� 
���� n � b�Q
a�n�b f�n� & ������������ �� n �Z� �� 
���� a � n � b�Q
n�b f�n� & ������������ �� n � N� �� 
���� n � b�P
p�b f�p� & ���� �� ����
� ������ ����� p � b�Q
p�b f�p� & ������������ �� ����
� ������ ����� p � b�P
p f�p� & ���� �� ����
� ������ ������Q
p f�p� & ������������ �� ����
� ������ �����!

��	��� �
 �
��
��

A�������� f�x� 
 O�g�x�� ��������� �� ��
�������� c � � � x�� ���

��� �� ��� x � x� � ��������� jf�x�j � c g�x�! #�
 f�x� � g�x� �� ���
�
���� ���������� ��� ���������� ������ x � R� 
��� f�x�� ���&��
�

������ � 
�����
���������� � g�x� � �!
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� ����	� ����� ��

� ��
����	� �x� � fxg ��

� �������

� ������� ��

� ������� ��
���� � ��
��
� �����	�� ��

�  !��� "����#
� ������� ��
���� �



 �$�	����
���! 
� %���
 ��

& ����
�
�! � ��
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� �����	�� ��

' (������ 
� ����� � )���� ��

�� ����
�
�! � ���	��� ����
�
�! � �*
� 
��$���	
� �'

�� +�
��
� ����
�
�! 
�

�� ���	��� ��
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�
�! 
�

�� ����
�
�! �	 "�������� �	�"�
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� ��$��	�	� $� ��$"��*���
��	� 
� "���	�	�

����� '�

�� ���*
� �	��
��	� 
� ������� ��
���� ���



� ��

���� �� �
�
���

)�
��
� "�
!	�! $� *������	

/�*��� �, 0� �� ��
���� �� �������� ��� ��������	 �� �
����������B

�( -
�M � �������� ������������ �� N� ��M ������� ���&����

�������!

�( -
� ����������� M � N ��������� ����������
1( � �M �
5( n �M 
� n� � �M �

�� M 
 N!

�( "�	
� ������ �����	��
� ������ �� ���������� ����� � 
�����!

/�0���#��1 )����� 1 ��� ����
�� %���
��� �� �����	
�	 ������!
" ��	 �� ����������� ��� ������������� �������� �� ����������� N
�� ������������ ������ 
���� �� ���������� ��� ����
� ������� �� �����
����
���! ,� ������ � ���������� ��� 
��� �� ���� �� ���� ��������
��� ������� �����	 �� �������	!
#�������	�� �� ������ 1 �� ��������� ���������� ��� �������	��

������� �� �	
���� �����
�� ������� �� 
���
���������� ��������
� ������� �� ���������� �� ���	�	 ��
��������� ������!

)"��*���
�� �, *�
� a� b � Z� b �
 �! ?������� �� a �� ���� �� b �
�� �� b j a� �
� ��
������� c � Z� ��
��� �� a 
 bc! ������� a ��
������ �����	 �� b� b �� ������ ������� �� a! ?����� a �� �� ���� ��
b �������	���� ����������� b � a!

/�0���#��1 +�&������
� ��� ������� �� ��������� b j a 
� ����
���������� �� a� b �Z� b �
 �!

/�*��� �, 0� �� ��
���� �� �� ������	�� �������� �� � ���� ��������
��������B

�( -
� a �Z� a �
 �� �� a j a!
�( -
� a� b � N� a j b � b j a� �� a 
 b!

�( -
� a� b� c �Z� a j b � b j c� �� a j c!
�( -
� a� b �Z� a j b � b j a� �� jaj 
 jbj!

;



�( -
� a� b � N � a j b� �� a � b!

�( -
� a� b �Z� ab �
 � � a j b� �� jaj � jbj!
�( -
� a� b �Z� a j b� �� �a j b!
�( -
� a� b� c �Z� a j b� �� a j bc!
�( -
� a� b� c �Z� a j b � a j c� �� a j �b	 c�!

(������ $� *���
�� � ���	
� � ��	�	2�, *�
� a � Z� m � N!
C�
�������� ���������� ���������� q� r � Z� ��
��� �� a 
 mq � r �
� � r � m!

/�*��� �, 0� �� ��
��� ��������� �� ������� � ������ � ������
!

�������� <������� ��
������� q � Z� ��
��� �� ������� a ����
� ��������� �qm� �q � ��m�! #����� a 
 mq � r �� �	
�� r� ������
�
�� ������� ������� �� �� � � �m � �! D������������� �� ��������	����
������ �� ����� �� ����������� �qm� �q���m�� 
����� q �Z� ��� �� ���
�� �� ��������!

)"��*���
�� �, *�
� a � Z� m � N � ��
� a � ����������� ��� ����
a 
 mq � r� 
����� q� r � Z� � � r � m! ������� q � r �� ��������
���������� ������	 �����	 � 	������ �� ��������� �� a � m!

/�*��� �, *������� ��������� ������ � ������
� �� ��������� ��
�������� �����B �( 
� � �
E �( �� � �E �( ��� � 
E �( � � ��!
/�*��� �, 0� �� ��
���� �� �
� a�m � Z� m �
 �� �� ��
��������
���������� ���������� q� r �Z� ��
��� �� a 
 mq � r � � � r � jmj!
/�*��� �, 0� �� ��
���� �� �
� a�m � Z� m �
 �� �� ��
��������
���������� ���������� q� r �Z� ��
��� �� a 
 mq � r � � jmj

� � r � jmj
� !

 ���3��!� �04 *���	��

)"��*���
�� �, *�
� �� ������ ������� a�� a�� � � � � an � Z� 
��� ����
���� �� �	% � �������� �� ���� '��
��� ������� �� ���� ����� 
� ���
������ ��������(! D��� �	�� ����� �� ������ 	
� ������� �� �������
a�� a�� � � � � an� �
� �� ���� ��	
� �� �	%! *��&���	���� ���������� ������

���� � ��
 ������� �� a�� a�� � � � � an� �� ������ �����	��
 	
� �������

�� a�� a�� � � � � an � �� �������� � �a�� a�� � � � � an�!
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)"��*���
�� �, ������� a�� a�� � � � � an � Z�� ������� ����
�	 ��	��
��� �
� �a�� a�� � � � � an� 
 �! ?������� �� a�� a�� � � � � an �� ��� �	 ���

����
�	 ��	���� �
� ���
� ��� �	% �� ������� ������!

������1 ������� 2� 17� 1;� 51� 5: �� ������� ������� �� �� �� ���
�� ��� ������� ������! ������� 2� 1;� 5: �� ��� �� ��� ������� ������!

(������ $� 
���3�����! �04 *���	��, *��&������	� ��
 d ���
����� �� ��	
� �������� ������� �� ���� ����� a�� a�� � � � � an ���� �� ��
��������� ��� ����

d 
 k�a� � k�a� � 
 
 
� knan �


����� k�� k�� � � � � kn �Z� �k�� k�� � � � � kn� 
 �!
" ��������� �
� �a�� a�� � � � � an� 
 �� �� ��
�������� k�� k�� � � � � kn �Z�

��
��� �� d 
 k�a� � k�a� � 
 
 
� knan � �k�� k�� � � � � kn� 
 �!

/�*��� 
, 0� �� ��
��� ��������� �� ���&������	 ��
 �������!

�������� 0� ���������� �����������

I 
 fk�a� � k�a� � � � � knan � k�� k�� � � � � kn �Zg �
<������� ai � I �� i 
 �� �� � � � � n! #�� 
��� I ������� ����� ��������
�� ����� �� I ������� ���������� �����! *�
� m � ���&���
��� ���
�������� ������ 
���� ���������� �� I '��
 ����������� �������� ��
������� �������(!
)� ���������� a � I� �������� ��������� �� ������� � ������ � ���

����
� ��
�������� q� r � Z� ��
��� �� a 
 mq � r � � � r � m! <�
������������� �� I ������� �� r 
 a�mq � I � �
� ��������� �� r �
 ��
�� 
� ����� � � r � m� 
���� ����������� �� ������ �� m! #�����
r 
 � � ������������ m j a! #�� 
��� ai � I �� i 
 �� �� � � � � n� �� m �
��
 ������� �� a�� a�� � � � � an � ������������ m � d!
<� ����� ������� ��� 
��� d � ������� �� ��	
� ����� �� I� �� d j m

� ������ d � m! $ ��
�� ����������� �� d 
 m� ��
����� ������� �� d
�� ��������	 ��� ����

d 
 k�a� � k�a� � 
 
 
� knan � �i�


����� k�� k�� � � � � kn �Z!
-
� ������� l 
 �k�� k�� � � � � kn�� �� �� 'i( ������� �� ld j d� 
���� �

�������� ���� �
� l 
 �!

:



/�*��� &, 0� �� ��
���� �� ���� ����� � ��
 ������� �� ������� ��
�������� ������� ����� 
����� ���� ��%��	 ���&���	� ��
 �������!

�������� #���������� ������ �� ����������� 2 � �� ��������� ��
���&������	 ��
 �������!

/�*��� ', *�
� a� b� c � Z! 0� �� ��
���� �� �
� b j ac � �a� b� 
 �� ��
b j c!

�������� +����� �a� b� 
 �� �� ������ ��������� �� ���&������	 ��

������� ��
�������� u� v �Z� ��
��� �� au� bv 
 �! <���
 ������� ��
acu� bcv 
 c! #�� 
��� �� ������� b j ac� �� ���������� b j c!
/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� ��	
� �������� �� ���� ���������� �����
�� ��������	 �� ��������� ����� 
��� ����
������ ���� � �����������
����������!

��������� 0� �� ��������� ������ :!

)"��*���
�� �, 0�� ������� �� ���� ����� �������� �������������
�
� ������ �� �	% ���� �� �� ������ �� ������� ���� 
���� ���� ����
����� �� ����B

�( �����	�� ��� �����%���� �� ����� ����� �� �����

�( �����	�� �� ����� �� ��������� � ���������������� ���

�( ����������� �� ��� ����� � ����������

�( ������	�� 
�� ����� �� ��������� �� �	�� ������ 
����� �� �����
����� �� ���������!

/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� ����������� �� ��
� �������� �� �������
�� ������� �� ���� ����� �� �� ������	� �
� �	 �� ������ � �
����������
�� ��	 �������! " ��������� �� �� ������	 � ���&������	� ��
 �������
�� �������� �����!

/�*��� ��, *�
� �� ������ ������� a�� a�� � � � � an � N� 
��� � ������
���� a� 
 min��k�n ak! *�
� ri � ������
�� �� ��������� �� ai � a�
'i 
 �� �� � � � � n(! 0� �� ��
���� �� �������� ������� � �
���������� ��
��������� a�� r�� r�� � � � � rn!

/�*��� ��, "�	
� �������� ������� �� ���� ����� � �
���������� ��
�������� �����	
� �� �� ���� ���������� ������ 
���� � ����� �� ���&��F
����	 ��
 ������� ������� �� �������� �������!

1=



��������� ?��� ����������� ������� ��� �������� �� ���������
��� 7� �����%���� �� ��������� ������� ����� �� ���� '�
� ��� ��
��
��( � �����	�� ��������� � �
���������� �� ��	 ������� �� ����������
������ ������� �� 
���� � ���������! C��� ���� �����	�� ���������
� �
������������ �������� ������� � ������ 15! ���� ������	�� �� ���
�� ��������� 
���� ���� ���� '��
 �� ��������� �������� �� �������
�������( ���������� �������� �
���������� �� �������� � �����	
� ��
���� �� ���� ���������� �����! C��� ����������� ������ �� ������ 11!

/�0���#��1 )����� 12 �� ���� ��������� �� ������	���� �� ���&��F
����	 ��
 ������� �� ���������� �������� �������� �����	
� �� �� n ��
���� ���� �����! +�� n 
 � ���� ��������� � �������� 
��� ���	����

��  �����!

/�*��� ��, 0� �� ������ ���&������	 ��
 ������� �� ������� ��� ����
���� ���� ���� �
��!

�������� +�������� ���������� �� ������ 12 � ����������

�������� ���� ���� �����
��� 
 ���� ��� ���� ���� ���� 
��� 



���� ��� ��� ��� �� �� 
 ���� ��� ��� ��� 
 ���� ��� ��� ��� 



���� �� ��� �� 
 ���� ��� 
 ���� ��� 
 ���� �� 
 ���

/�*��� ��, *�
� n � � � ��
� ������� a�� a�� � � � � an � N �� ��� ��
��� ������� ������! 0� �� ��
���� �� ��	
� �� �	% � ������� ������ �
�������������� �� ����������!

��������� +�� n 
 � ����������� � ���������! G� �� ��
����
��� n 
 �� � � ��
�	 ������ �� �� ��
���� �� ����
��	! $ ��
�� ��
�
a�� a�� a� � N �� ��� �� ��� ������� ������! +������� d 
 �a�� a�a��!
#����� d j a�� d j a�a� � ��� 
��� �a�� a�� 
 �� �� �d� a�� 
 �! #�����
������ ������ : ����� d j a� � �� ��������� �a�� a�� 
 � ����������� ��
d 
 �!

/�*��� ��, *�
� ������� a�� a�� � � � � an � N �� ��� �� ��� ������� �����
�� � ��	
� �� �	% ���� ������� k � N! 0� �� ��
���� �� ��������������
a�a� � � � an ���� k!

��������� G� ��
���� ����������� ��� n 
 �! " ��
�	 ������
�� �� ��
���� �� ����
��	!
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*�
� a� j k� a� j k � �a�� a�� 
 �! $���� k 
 a�l �� �	
�� l � N! #��

��� a� j a�l� �� �� ������ : ������� �� a� j l! *� ������ l 
 a�s �� �	
��
s � N! " 
����� ����
� ���������� k 
 a�a�s� �!�! a�a� j k!
/�*��� �
, *�
� a�� a�� � � � � an� b�� b�� � � � � bm � Z� ��
� a�� a�� � � � � an �
�������� �������! 0� �� ��
���� ��

�a�� a�� � � � � an� b�� b�� � � � � bm� 
 ��a�� a�� � � � � an�� b�� b�� � � � � bm� �

��������� 0� �� ���������� ������ 11 � 12!

/�*��� �&, *�
� a�� a�� � � � � an � �������� ������� �� ���� ����� � ��
�
b � N! 0� �� ��
���� ��

�a�b� a�b� � � � � anb� 
 �a�� a�� � � � � an�b �

�������� +������� �a�� a�� � � � � an� 
 d � �a�b� a�b� � � � � anb� 
 h! #��

��� b � ��
 ������� �� a�b� � � � � anb� �� ������ ������ 3( � ���������
b j h! +�&������
� h j aib� ������������ h

b
j ai� i 
 �� �� � � � � n! <�����

��������� ������ 3( � ����������� �� h
b
j d� ��
����� ������� �� h j db!

<� ����� ������� ����� d j ai! C����������� db j aib� i 
 �� �� � � � � n
� �� ������ 3( ��������� �� db j h� 
���� �� ���� db 
 h!

/�*��� �', *�
� a�� a�� � � � � an � b�� b�� � � � � bm �� ��� �������� �������
�� ���� �����! 0� �� ��
���� �� ���& ������	� ��
 ������� �� ������
���� ����� aibj� � � i � n� � � j � m � ����� ��

�a�� a�� � � � � an��b�� b�� � � � � bm� �

��������� 0� ���������� �����	 n 
 m 
 � '� ��
�	 ������ ����
�������	�� �� ����������(! @�� ����������� �� ��
������ ����� ��
�������� �� a�� a�� b�� b� � N! <� ������ 1; � 13 ������� ��

�a�� a���b�� b�� 
 �a��b�� b��� a��b�� b��� 
 ��a�b�� a�b��� �a�b�� a�b���


 �a�b�� a�b�� a�b�� a�b�� �

/�*��� ��, *�
� ������� a�� a�� � � � � an � N �� ��� �� ��� ������� �����
�� � ��
� b � N! 0� �� ��
���� ��

�b� a�a� � � � an� 
 �b� a�� �b� a�� � � � �b� an� �
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��������� G� ��
���� ����������� ��� n 
 �! " ��
�	 ������
�� �� ��
���� �� ����
��	!
+������� bi 
 �b� ai�� i 
 �� �! ?��� ����������� ������ 1; � 1:

����������

b�b� 
 �b�� ba�� ba�� a�a�� 
 �b�� �ba�� ba��� a�a�� 
 �b�� b�a�� a��� a�a��


 �b�� b� a�a�� 
 �b� a�a�� �

/�*��� ��, *�
� ������� a�� a�� � � � � an � N �� ��� �� ��� ������� �����
��! 0� �� ��
���� �� ������������� �������� �� a�a� � � � an �� �����
������� d�d� � � � dn� 
����� ��	
� di ����	��� ������������� ��������
�� ai� i 
 �� �� � � � � n!

��������� G� ��
���� ����������� ��� n 
 �! " ��
�	 ������
�� �� ��
���� �� ����
��	!
*�
� a�� a� � N � �a�� a�� 
 �! -
� d�� d� �� ����������� ��������

��������� �� a� � a�� �� �������� ����� d�d� j a�a�! <������� �
�
d j a�a�� d � N� �� �� ������ 5= ������� �� d 
 �d� a�a�� 
 l�l�� 
�����
li 
 �d� ai� j ai� i 
 �� �! ������� d �� ��������	 ���������� � ��������	
���� ��� 
��� � �������� ������ 
� ������� ������������ � ���������
�� ������ :!

/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� ������� Fn 
 ��
n
� �� n 
 �� �� � � � �� ���

�� ��� ������� ������!

��������� 0� �� �������� �� �
� n� k � N� �� � � ���� �����������
Fn�k � � 
 Fn�k�� Fn�k�� � � � Fn�� Fn �Fn � �� �

/�0���#��1 ������� Fn� ���������� � ���������� ������� �� ��F
������ 
��� ����� �� !��
�!

/�*��� ��, *�
� f�x� 
 a�x
n � a�x

n�� � 
 
 
 � an��x � an � �������
� ���� 
����������! 0� �� ��
���� �� �
� ����
�������� ����������
���� k

l
� 
���� �� �������� f�x�� �� k j an � l j a�!

�������� /���� �� �������� �� a�an �
 �� ��� 
��� � ��������
������ ����������� � ���������! <� ��������� f

�
k
l

�

 � ��������

a�k
n � a�k

n��l� a�k
n��l� � 
 
 
� an��kln�� � anl

n 
 � �
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<���
 ������� �� l j a�kn! $���������
� ������ : � ��������� �k� l� 
 ��
���������� l j a�! $���� ��
� k j anln� ��
����� k j an!

/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� �������
p
� � �

p
� � �����������!

��������� 0� �� ������ ������� � ���� 
����������� 
���� ���

����

p
� � �

p
� � �� �� ������� ������ 52 �� �� �� �������� �� ����

������� �	�� ���������� 
�����!

 �������� �04� ���	
�

)"��*���
�� �, *�
� �� ������ ������� a�� a�� � � � � an � Z� ��	
� ��

���� � �������� �� ����! D��� �	�� ����� �� ������ 	
�	 �����	 ��
������� a�� a�� � � � � an� �
� �� ���� �� ��	
� �� �	%! *��&���
��� ������
����� ������ 
���� � ��
� 
����� �� a�� a�� � � � � an� �� ������ ����
���	
	
�	 �����	 �� a�� a�� � � � � an � �� ������ � �a�� a�� � � � � an�!

/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� ���� ����� � ��
� 
����� �� �	
��
�
������ ����� 
����� �� ���� �� ���&���
��� �� ��
� 
�����!

��������� 0� �� ��������� ������ 2!

/�*��� ��, 0� �� ��
���� �� ���&���
��� ��
� 
����� �� �	
��
� ����
�� �� �� ������	� �
� ������� ���� �� ������� � �	%���� ���&���
�
��
� 
�����!

��������� 0� �� ��������� ������ 57!

/�*��� �
, *�
� a� b � N! 0� �� ��
���� �� ��	
� ����������� ��
�

����� �� a � b � �� ���� ab

�a�b�s� 
����� s � N! ?��� ��������� �� ��

������ ��������� �a� b��a� b� 
 ab!

�������� *�
� k � N � ��
� 
����� �� a � b � ��
� �a� b� 
 d! $����
k 
 al �� �	
�� l � N! #�� 
��� b j al� �� b

d
j a

d
l � ������

�
b
d
� a
d

�

 ��

�� �� ������ : ���������� b
d
j l! #����� l 
 b

d
s �� �	
�� s � N� � 
����

����������� � ��
�����!
C���������� � ��������!

/�*��� �&, *�
� a� b � N! 0� �� ��
���� ��������� ��a� b�� a� 
 a �
�a� �a� b�� 
 a!
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/�*��� �', *�
� a� b � N! 0� �� ��
���� �� �������� ������	 �� �
���
��������B

�( a j b�
�( �a� b� 
 b�

�( �a� b� 
 a!

/�*��� ��, *�
� a� b� c � N! 0� �� ��
���� �����������B
�( ��a� b�� c� 
 ��a� c�� �b� c�� �

�( ��a� b�� c� 
 ��a� c�� �b� c�� �

�( ��a� b�� �b� c�� �c� a�� 
 ��a� b�� �b� c�� �c� a�� �

�( �a� b� c� �a� b� �b� c� �c� a� 
 �a� b� c� a b c �

�( �a� b� c� �a� b� �b� c� �c� a� 
 �a� b� c� a b c !

��������� 0� ��
����� ��������� �(! <��������� ��������	 ��
������	��� �� ������� �����!
+������� d 
 ��a� b�� c�� k 
 ��a� c�� �b� c��! ?��� ����������� �����

�� 1;� 1: � 5;� ����������

d�a� b��a� b� c� 
 ��a� b��a� b�� c�a� b���a� b� c� 
 �ab� ac� bc��a� b� c�


 �a�b� a�c� ab�� ac�� b�c� bc�� abc� �

-���������

k�a� b��a� b� c� 

�a� c��b� c�

��a� c�� �b� c��
�a� b��a� b� c� 
 �a� c��b� c��a� b�


 �ab� bc� ac� c���a� b� 
 �a�b� a�c� ab�� ac�� b�c� bc�� abc� �

?��� ������� ������� ���������� ���������� d 
 k!

/�*��� ��, 0� �� ����
	� �� ���������� ���� ����� ����������� �(
� �( �� ������ 2=!

+�
��
� *����
	��� ����
�
�!

/�*��� ��, *�
� ������� a�� a�� � � � � an � Z��������� �������� ������
��� d 
 �a�� a�� � � � � an� � ��
� b �Z! 0� �� ��
���� �� �����������

a�x� � a�x� � 
 
 
� anxn 
 b �i�

��� �� ���� x�� x�� � � � xn �Z� ����� 
����� d j b!
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�������� -
� 'i( ��� �� ����� �� d ���� �	���� �� ����� ��������
����� d j b! *�
� ���� ����� d j b! C������� ��������� �� ���&������	
��
 ������� ��
�������� k�� k�� � � � kn � Z� ��
��� �� d 
 a�k� � a�k� �

 
 
� ankn! #����� �������

x� 

b

d
k� � x� 


b

d
k� � � � � � xn 


b

d
kn

�� ���� � ����������	��� 'i(!

/�0���#��1 H�������	� � 
���� �� �������� ����� ����� � ����
������ �� ������� ��	"���	�� ��������� �� ����� �� ����������
�	
��������
 0������! H���������� 'i( �� ������ 25 �� ������ �������
���������� ���������!
$����������� �� ����� ����� �� ���������� ��������	 �� ����

f�x�� � � � � xn� 
 � �


����� f � ������� � ���� 
����������� � ���������� ��&������ �����
��! ?�
�� � ��
���� /���	������ �� ��
������� ���������� �� 
����
�� ���
� ������� f �� ���� �� �� �������� ���� ����������� � ������
 ��� � ���� �����! "�� ��
� �� �	
�� 
������ �� ���������� ��������	
�������� �� ���������� �� ����� ������� � ���������� �� �� ���	��
� ��������� � � �	
�� ������� ������� �� ���!

/�*��� ��, 0� �� ������ ����� �� �������	�� �� ����
� �����������
�� ���	 �� ��������� ���������� ��������� 'i( �� ������ 25 '� �����	�

����� �� � ����� ���(!

��������� *�
� d 
 �a�� a�� � � � � an�! +���� ���������� ��������
���� �� �	���� ���� �� ������������ �� 
���� ai 
 �! C����������
���������� xi ����� �� ������� ���������� ��������� � ������ �� ���
������� ���������� ����������! +�������

c� 
 min
��i�n
ai ���

�ja�j� � � � � janj�

� ��
� ������ ��������� c� 
 ja�j! ?��� ����������� ������ 7� ��������
����� qi� ri �Z� � � i � n� ��
��� ��

ai 
 a�qi � ri � � � ri � c� ��� � � i � n �
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+������� x� 
 y� �
�
q�x� � 
 
 
 � qnxn

�
! #����� ��%������ ��������� �

�
���������� �� �����������

a�y� � r�x� � 
 
 
� rnxn 
 b �


��� ����� d 
 �a�� r�� � � � � rn�! C ���������� ��������� ������� ��
��
�	 ����� � ���� 
���� ���� ����
� '��
 �� ��������� �������� ��
������� ������� �� N( ������� �� ������� ���������� � 
���� �	
��
�� 
������������ ���� ������������ � ����� �� d� � ����
� ��������

���������� '� ��
� ������� b( �� ���	� �� d! C�
��
����� �� d �
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� �� ������ �� ������ 93� � ���������� �� AM���������!
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�� �x� 
 fxg

)"��*���
�� ��, *�
� x � R! *��&���	���� ����� n � Z� �� 
����
n � x �� ������ ���� ���� �� x '��� �
� ��	
�� x( � �� ������ � �x�!
&�	
�� ���� �� x �������� fxg 
 x� �x�!
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 ��E f�� �g 
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� �g 
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 x �� x �Z�
�( �x� a� 
 �x� � a �� a �Z�
�( fxg 
 x �� � � x � ��

�( fx� ag 
 fxg �� a �Z!
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n��X
k��

h
x�

k

n

i
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��	�� h�x� 
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�
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n
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����������� 17 ������� �� �
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 �! +�&������
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n
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#����� h�x� 
 � �� ��	
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/�*��� 
�, *�
� a� b � R� 
��� a � b � ��
� f�x� � ����������� ���
�
��	� ���������� � ��������� �a� b�! 0� �� ��
���� �� ���	� �� ���
��� �
����������� 
���������� 
���� �� ������� � 
�����������	 ������

f �x� y� � R� � a � x � b � � � y � f�x� g �i�

� ����� ��
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f�n�
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� �ii�

��������� 0� �� ��������� ����������� 17!

/�0���#��1 ?�������
� ������ �� �����	�� �� ������� � ����	���
���� �� ���	 �� ������ ���
� � �������� �������� ������ � ��������
����
� �������! ?��� �������� �������� �� ����� �� ���� 'i(� ��
�M�
������� �� �������� �� ������ �� ���������� �� ���������� �������
�� ���� S �� ���� 'ii(!
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F
��	�� f�x� �� � ���������� ����
� '� ���� ������ 
� �� �������� � x 4(!
+�&������
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� ����
�� ���� ���������� �� ������� ���������� ������� �� S!
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���� ��� �� �
� ���
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�� ������������

������	� �� ������ S� ���� �� ���� ��������� � ����� ��&����� �������!
G� �������� ����� �� �� ���� ��� ���
��	�� fxg �� ������� � ��� ��
A���� �� ������������� ������� e��inx� n 
 ��	��	� � � � � � �� ����
����� ������������ �� S� �� ������ �� ����	������ �� �
������������
����� ���������� � ����������� 2: �� x 14!
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��� �
����������� 
���������� 
���� ����������� �� �����������
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�	�� ������������
� ���������� ������� ������� y 
 x!

/�0���#��1 +�� ���������� �� L�R� � �� ������������ �� ��������
���� ����������� �(� ��� 
��� ������� 
�	�� ��������� ���� ��� �����
��&���
� ��������� �� ������ � ����������� �(� ������������ ������
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� ��� 
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����� � ���������(! ,���������� �����������
� � ��������� � ����
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 �� ��
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�� ����� 
���
��� ��!
+�&������
� ����������� ������ ;5 � �������	����� �� ������ �� �	���
�� ������ �� 'i( � ����� �� ���	 �� ������������� ���
�� 
���� �����
��� ����� ������ �� ���������
� OCB� ��� ��� ����� �� ���������
�� �� ���	 �� ������������� ���
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�����������
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/�*��� 
�, 0� �� ��
���� �� �
� l� n � N� � � nl � �l� n� 
 �� �� �
��������� X

��k�n��
�

�
kl

n

�
�

X
��k� l��

�

�
kn

l

�



�

�
�l � ���n � �� �

��������� 0� �� ��������� ������ �� �� ���� �� ������ ;7!
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<� ������������� �� t � �� ������ ;3 ����������� �� ����������� �
�	��� � �� ������� n� � 
���� �� ������ � ����� ���!

/�*��� &�, 0� �� ��
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���� ����������� ��� n 
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�� ������	� ������ �� m ��������� �� � �	
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 ���x�!

�( -
� k �Z� �� ���k� 
 �!

�( A��
��	�� ���x� � ���������� � ������ 1!
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� t� � �a� b� nZ! C����� ������ 34� ���
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	��� m � 
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�������1 �� � �� �mod 
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�� �� �� �mod ���!
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� a� b� c �Z� m � N! 0� �� ��
���� ����������B
�( a � a �mod m�!

�( a � b �mod m� 
� b � a �mod m�!

�( a � b �mod m�� b � c �mod m� 
� a � c �mod m�!

/�*��� ��&, *�
� a� b� c� d �Z� m�n � N! 0� �� ��
���� ����������B
�( a � b �mod m� 
� a	 c � b	 c �mod m��

�( a � b �mod m� 
� ac � bc �mod m��

�( a � b �mod m� � c � d �mod m� 
� a	 c � b	 d �mod m��

�( a � b �mod m� � c � d �mod m� 
� ac � bd �mod m��

�( a � b �mod m� 
� an � bn �mod m�!

�������� C������� �( � �( �� ��������� �������������� �� ���������
��� 22! C������� �( ������ �� ����������� �a	c���b	d� 
 �a�b�	�c�d�!
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������������ �� �( ������ �� ����������� ac�bd 
 �a�b�c�b�c�d�!
C������� �( ������ �� �(!

/�*��� ��', *�
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/�*��� ���, *�
� a� b � Z� ��
� ������� n�� � � � � ns � N �� ��� �� ���
������� ������! 0� �� ��
���� �� �����������

a � b �mod n� � � � ns�

� �
���������� �� ��������� �� ��������	

a � b �mod n�� � � � � � a � b �mod ns� �

�������� #���������� ������ �� ������ 19 � �� ����������� 22!

)"��*���
�� ��, *�
� m � N � M � Z! ?������� �� M � ����
�� �����
� 	� 	������� �	 
	��� m '��&������
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�mod m�(� �
� �� ������ ������	��B
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 b 
� a �� b �mod m��

�( �� ��	
� x �Z��
������� c � M� ��
��� �� x � c �mod m�!

/�*��� ���, 0� �� ��
���� �� ��	
� �!�!�! �mod m� �� ������ �� m ��
���� �����!

/�*��� ���, 0� �� ��
���� �� ��	
� ������� �� m �� ���� ���� ������

���� �� ��� �� ��� ���������� �� ����� m� �������� �!�!�! �mod m�!

/�*��� ���, 0� �� �������� �� �
� m � N� ��
�( �� �� � � � �m � �!�!�! �mod m��

�( �
� m � �������� �� ��	��	�� � � � �	m��
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94



/�*��� ���, *�
� m � N� a� b � Z� 
��� a �
 � � �a�m� 
 �! 0�
�� ��
���� �� �
� x ����	��� �!�!�! �mod m�� �� ax � b ����	��� ��
�
�!�!�! �mod m�!

�������� #���������� ������ �� ������ 173� 19= � 192!

/�*��� ���, *�
� �� ������ n�� n� � N� ��
��� �� �n�� n�� 
 �! 0� ��
��
���� �� �
� ������� x� � x� ����	���� ����� ������� �� ��������
��������� �� ������ n� � n�� �� ������ ������� x�n� � x�n� ����	����
�!�!�! �mod n�n��!

��������� 0� �� ���������� �� �
�

x�n� � x�n� � x��n� � x��n� �mod n�n�� �

�� x�n� � x��n� �mod n��� ��
����� x� � x�� �mod n�� ���������� ��
������ 19=! *� ��� 
��� x�� x�� �� �� ������ �!�!�! �mod n��� �� x� 
 x��!
-��������� ����������� �� x� 
 x��! <����� �� ���������� �� ���	� ��
������� x�n� � x�n� � n�n� � �� �������� ������ 192!

/�*��� ��
, *�
� n�m � N! 0� �� ��
���� �� �
� ������� x � y ����	��
��� ����� ������� �� �������� ��������� �� ������ n � m� �� ������
������� x� yn ����	���� �!�!�! �mod nm�!

��������� 0� �� ���������� ������ 17:� 192 � ����������� 24!

/�*��� ��&, *�
� n�m � N� x� � Z� ��
� M � �!�!�! �mod nm�! 0�
�� ��
���� �� ��
�������� ����� m �� ���� ����� y � Z� �� 
����
x� � yn � M!

)"��*���
�� ��, *�
� m � N � R � Z! ?������� �� R � ����������
�����
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	��� m '
� ��������� �!�!�! �mod m�(� �
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� a �� b �mod m��

�( �� ��	
� x � Z� ��
��� �� �x�m� 
 � ��
������� c � R� �� 
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x � c �mod m�!
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/�*��� ��', *�
� m � N! 0� �� ��
���� �� ��	
� �!�!�! �mod m� ��
������ ����� �� ��m� �� ���� ��������!

/�*��� �
�, 0� �� ��
���� �� �� ��	
� �!�!�! �mod m� ���� �� �� �����
�� ���� ���������� �!�!�! �mod m�! <������� ��	
� �!�!�! �mod m� ����
�� ���� ��� ����� �� �!�!�! �mod m�!

/�*��� �
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���� �� ��	
� ������� �� ��m�
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/�*��� �
�, *�
� m � N� a �Z� 
��� a �
 � � �a�m� 
 �! 0� �� ��
����
�� �
� x ����	��� �!�!�! �mod m�� �� ax ����	��� ��
� �!�!�! �mod m�!

��������� 0� �� ���������� ������ 19= � 1;1!

/�*��� �
�, *�
� �� ������ n�� n� � N� ��
��� �� �n�� n�� 
 �! 0�
�� ��
���� �� �
� ������� x� � x� ����	���� ���������� ������� ��
�������� ��������� �� ������ n� � n�� �� ������� x�n��x�n� ����	����
�!�!�! �mod n�n��!
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�
�� ��� �� ������ �� ������ 199�
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/�0���#��1 <� ������ 19: � 1;2 ���������� ����� ��
����������
�� ��������
���������� �� ���
��	�� �� <����!
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� m � N� a �Z� �a�m� 
 �! 0� �� ��
���� �� � � ����
�����������

a
�m� � � �mod m� �

�������� *�
� a�� a�� � � � � a
�m� � �!�!�! �mod m�! C����� ������ 1;5
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� ��������� �!�!�! �mod m�! #����� ����
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/�*��� �
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� a �Z� p � ������ �����! 0� �� ��
���� �� � � ����
�����������

ap � a �mod p� �

�������� -
� p j a� �� ����������� � ��������! -
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����������� � �
���������� �� ap�� � � �mod p�� 
���� � ��������� ��
������ 1;4!

/�0���#��1 ,��������� �� ������ 1;7 � �������� 
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���� ���
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�!

/�*��� �
�, *�
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/�0���#��1 ?�
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/�*��� �
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� p � ������ ����� � l � N! 0� �� ��
���� �� �
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�� m �Z� � ���� m � � �mod pl�� �� ������ mp � � �mod pl���!

��������� +� ������� ����� m 
 � � kpl �� �	
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�� ������ mp 
 �� � kpl�p �� ��������� �� *M��� � �� �� ���������
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/�*��� �
', 0� �� ��
��� ��������� �� <���� 
��� �� ���������� ����

��� ������� �� A���� � ������ 1;3!

�������� *�
� p � ������ ������ a � Z� ��
� p � a! C����� �����
�� 1;; ����� ap�� � � �mod p�! -
� l � N� �� ��������� l � � ����
��������� �� ������ 1;3 � ���������� ��������������

ap�p��� � � �mod p�� � � � � � ap
l���p��� � � �mod pl� �

�!�! a
�p
l� � � �mod pl�! *�
� n � N� �a� n� 
 � � n � � '�����	�
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 � � ���������(! 0� ������������ �� n ��� 
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n 
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s � 
��� li � N! ?�
�� ���	%��� ����� a
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i � � � �mod plii �!

0� ���������� �� ��plii � j ��n�! #����� �� ������ 173 �( ����������
a
�n� � � �mod plii � � ��� 
��� ���� ��������� � ������ ��� � � i � s�
�� ����������� ������ �� ������ 191!

/�*��� �&�, 0� �� ��
���� �� �
� a� n � N� n � � � � � a� ��
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�
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/�0���#��1 ?������� �� ���������� ������� m � N � �����
�	���	��	 �� ���� ���� �� a � N� �
� � � ���� am�� � � �mod m�!
C������� ����� m � N� 
���� � ������&������ �� ���� ���� �� ��	
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a � N� ��
��� �� �a�m� 
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/��� �� �� ��
��� ����������� ������ �� �� ��	
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� n � N � f � Z�x�! 0� �� ��
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�( -
�M � �!�!�! �mod n�� �� ����
� �� ���	 �� ����������� 'i( ��

��������� 
��� 
�� �� ���	��� ����������
� ��M �� ���������	�
����
� ���� ������ �������� � �	
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/�*��� �&�, 0� �� �� �� ��������	��

�( x� � � � � �mod �
��

�( x� � � � � �mod ���!

#��	�	�� �( x � �� �� �� �� �� ��� ��� �� �mod �
�E �( �	�� �� ����!

)"��*���
�� �&, *�
� n � N � f � Z�x�! <��������� ���� rf �n� ���	
�� �� ���	�� �� f�x� � � �mod n�� ������
� �� � �	
�	 �!�!�! �mod n�!
"��������� rf�n� �� ������ ���� �� �� ���	�� �� �����������!

/�0���#��1 ?���
������� �� ����������� 23 � ��������� �� �����
�� 135!

/�*��� �&�, 0� �� �������� ���	 �� �� ���	�� �� ��������	�� �� ���
���� 132!

#��	�	�� �( 3E �( =!

/�*��� �&�, 0� �� ��
���� �� �� ���
� ������� f � Z�x� ���
��	��
rf �n� � ��������
������ �� ���� ���� �� n!

�������� <������� rf ��� 
 �! *�
� n�� n� � N � �n�� n�� 
 �! -
�
M� � M� �� �!�!�! ��������� �� ������ n� � n�� �� 
��� �����������
�������� 191� 197� 199 � ����������� 23� ����������

rf �n�n�� 

X

x��M�

X
x��M�

f�x�n��x�n���� �mod n�n��

� 

X

x��M�

X
x��M�

f�x�n���� �mod n��
f�x�n���� �mod n��

� 
 rf �n�� rf�n�� �
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��	�
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�

/�*��� �&�, *�
� n � N� a� b � Z� ��
� d 
 �a� n�! 0� �� ��
����
����������B

�( -
� d � b� �� ����������� ax � b �mod n� �	�� �� ����!

�( -
� d j b� �� ����������� ax � b �mod n� ��� d �� ���� �� ���	!

�������� #���������� �( � ��������! )� �� ��
���� �( ��������
a 
 a�d� b 
 b�d � n 
 n�d! $���� �a�� n�� 
 �! ?��� �����������
������ 17:� �������� �� �������� ��������� � �
���������� �� �������
����� a�x � b� �mod n��! C����� ������ 197� �
� x ����	��� �������
�� �� � � � � n�� �� ������� a�x ��������� �!�!�! �mod n��� ������������ ���
����� �� �� � � � � n� ��� ���������� ����� x�� �� 
���� a�x� � b� �mod n��!
#����� ������� ������� �� �� � � � � n ����� d �� ����� � ������

x� � x� � n� x� � �n� � � � � � x� � �d � ��n� �

�� �� ���	 �� ax � b �mod n�!

/�*��� �&
, *�
� n � N� a� b � Z� ��
� �a� n� 
 �! 0� �� ��
����
�� �� ������ �� ����������� ax � b �mod n� �� ���� ���� ���������
x � a
�n���b �mod n�!

�������� #���������� ������ �������������� �� ������ 1;4!

/�0���#��1 <� �� ���	�� �� ������ 139 � 13; �������� �� ���
 ���	�� �� ��������� �� ����� ������ � ���� ���������� �� ����� �
	��� ���! )� ���
��
��� � ����� �� ����� �� �������� �� ���	���

���� �� ������� � J��������K �!�!�! �mod n�� �������� ��������� ��
������ 194!

/�*��� �&&, ?��� �� ��������� ������ 13; �� �� �����	� �� ���	�� ��
����������� ���x � �� �mod ����� ����������
� �� �!�!�! �mod �����
�����	
� �� �� ������� �� �� � � � � ���!

�������� $���� ����� ���� 
 �� ������������ ����������� ��� ����
�� ����! #�� 
��� ��� 
 �� 
 � 
 ��� �� ������ 
 ���� 
 ���� 
 ����� 

�
�
�� 
 ��! <� ������ 13; ��������� �� �� ���	�� �� ������� ���� x �
����
 
 �� �mod ����! 8���� �� ������ �� ���� � �
 �mod ����! #�����

;1



����
 � ��� 
 �
	� �mod ����! +�&������
 �
� 
 ��
 � � �mod �����
������������ �
	� � �
 �mod ����! <� ������� ���������	 �
���������
�������� x � ��� 
 �
 
 �� � ��
 �mod ����!

/�0���#��1 $�������	� ����� �� �� ����� �� ������� ��������	
�� ���
�����
� ���� �� � ����� ������� ���&���
��� ������ � ���%�����
�� ������� 
���������� ��������� �� ������ �� ������������ � ���
������ ����� �� ���� �� ����%����� ����� ���������	!

/�*��� �&', �( 0� �� ������ ���� ��������� �� �������� �� ���	��
�� ax � b �mod n�� 
���� �� ������� � J��������K �!�!�! �mod n�
�( C ����
�� �� ���� ��������� �� �� �� � ������ 133!

��������� 0� ���������� �� �
� ��� ������	������ �� �a� n�� ���
��������� ���������� �� D�
���� 
���� � ���� � ������ �� ���������	!
0� ����������� ��������� �����	 �a� n� 
 � '��
�	� ������ �� ����

������ ����������(! /���� �� ������� ��
�� �� � � a � n! +�������
r�� 
 n� r� 
 a! ?��� �������� ���������� �� D�
���� ��������
q�� r� �Z� � � � � s� �� ��
��� ��

r� 
 q���r��� � r��� ��� � � � � � s �i�

� � 
 rs�� � rs�� � 
 
 
 � r� � r� 
 a! +������� P� 
 �� P� 
 �q�!
<������� �����

P�a � r� �mod n� �ii�

��� � 
 �� �! *�
� j � s � �! 0� ��������� �� ��� ���������� P� � Z�
��
� �� ��� � � � � j �� � � ���� 'ii(! ,���������� ���������� ���
��������	B

Pj��a � rj�� �mod n� � Pja � rj �mod n� �

?�� ������� �� �	% ��������� �������� �������� � �qj��! $�������
���
� 'i( ���������� Pj��a � rj�� �mod n�� 
����� Pj�� 
 Pj���qj��Pj �
� 
���� 
������
��	�� �� �������� �� ����� P� � ����� ���! $����
Ps��a � rs�� � � �mod n�� ������������ �� ������ �� �������� �������
��� �� ������ ���� x � Ps��b �mod n�!
�( )� �� �� �� ����������� ���x � �� �mod ����� ��������� �����

������ �� D�
��� � �������� ��� 
 � 
 ��� � ��� ��� 
 � 
 �� � �
�
�� 
 � 
 �
 � �� �
 
 � 
 � � �� � 
 � 
 � � �!
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<���
 ������� �� ����� ���� 
 �! $���������
� ������� ��������� �
�(� ���������� �������������� ��������	�� ���� 
 ��� � �� �mod �����
� 
��� � �
 �mod ����� ����� 
��� � � �mod ����� �� 
��� � � �mod �����
����� 
 ��� � � �mod ����! ,� ������ �� �������� ��������� �� ����
���� x � ��� 
 �� � ����� � ��
 �mod ����!

/�0���#��1 8������ ��������� �� �� ��� �
� ��&������ �
� �����
����� � ������ � ������
 � ���������� �� D�
��� �� ����� �� ������
��������� �� ������ 9!

/�*��� �'�, 0� �� �������� ��������� �� �� ����� �� ������� �����
����	� 
��� �� ��������� ���	�� �� ���������� �������
�!

/�*��� �'�, 0� �� �� �� ��������	��

�( ��x � ��� �mod �����

�( ��x � �� �mod ����

�( ��x � �� �mod ���!

#��	�	�� �( x � ��� ��� ���� ���� ���� ��� �mod ����E �( �	�� �� ��
���E �( x � �� �mod ���!

/�*��� �'�, 0� �� �� �� ��������	��

�( �x� 
��x� �� � x� � x� � �mod �����

�( �x� ���x� �� � �x� ���x� �� � x� � �mod ����

�( ��x � �� � 
 � 
x� � �mod ���!

�� �
����
 

��	�
 �������
�

/�*��� �'�, *�
� n�� � � � � nk � N � c�� � � � � ck � Z! 0� �� ��
���� ��
����%����� � ���������� ������� �� ����� ����� �� ��������� �����
����	

x � c� �mod n�� � � � � � � � � x � ck �mod nk� �i�

� ��������� �� ������	��

ci � cj �mod �ni� nj�� �� ����
� � � i � j � k � �ii�
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" ������ �� ����� ����� ��������� � �
���������� �� ��������� ��
����

x � c �mod �n�� � � � � nk�� � �iii�


����� c �Z� ������ 
���� ������ �� n�� � � � � nk� c�� � � � � ck!
�������� C����	� k 
 � � ���������� ��
� �� �������� �� k � �!
<�������� �
� ��������� 'i( ��� �� ����� �� ������	�� 'ii( �� ���

����!
*�
� ���� �� ��������� ������	�� 'ii(! +� ����
��	 
� ���������

����� c�l� �Z� � � l � k� ��
���� ��

c�l� � ci �mod ni� ��� � � i � l � �iv�

<������	�� c��� 
 c�! *�
� ��� l � N� l � k ��� ���������� �������
c�l� �Z� ��
� �� �� � ������ 'iv(! +�������

c�l��� 
 c�l� � z�n�� � � � � nl� � �v�


����� z �Z
� ��������� ��&����! I��� �� ��
c�l��� � c�l� � ci �mod ni� ��� � � i � l � �vi�

<������	�� z �� ��
�� ������ �� �� � � ���� � ���������

c�l��� � cl�� �mod nl��� � �vii�

��� ��� ����
z�n�� � � � � nl� � cl�� � c�l� �mod nl��� � �viii�

<� ������ 139 ������� �� �� ����� ������� �� 'viii( ������� z � ������
����� �� �����

cl�� � c�l� � � �mod ��n�� � � � � nl�� nl���� � �ix�

" ���� � �����������

��n�� � � � � nl�� nl��� 
 ��n�� nl���� � � � � �nl� nl���� �x�

'�� � �������� ����
���� �� ����������� �� ������ 2= �( (! <� �������
	�� 'ii( � �� ���������������� �� c�l� ����������	�� 'iv( ����������

cl�� � c�l� � cl�� � ci � � �mod �nl��� ni�� ��� � � i � l � �xi�
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C���������� 'ix( � ��������� �� 'x(� 'xi( � �� ������ 57! ?��� ���������
c�l��� ���� 'v(� 
����� z ����������	�� 'viii(� ����������� �� �� ������
������	�� 'vi( � 'vii(! C ���� 
������
��	�� �� �������� c�l�� � � l � k�

�	�� ����������	�� 'iv(� � ����� ���!
������� c 
 c�k� � �� ���� �� 'i(� � 
���� ����� ������� �� ����

������� � ����������! <�������� ��	
� x � Z� 
���� ����������	 'iii(�
� �� ���� �� 'i(! <� ����� ������� �
� x �Z� �	
	
�� �� ���� �� 'i(�
�� ni j �x� c� ��� � � i � k� ������������ x ����������	�� 'iii(!

/�0���#�� �1 ?��� ��������� ����������� �� �
� ������� n�� � � � � nk
�� ��� �� ��� ������� ������� �� ��������� 'i( � ����� ��� � ���
���������� �� ���� �� ����� n� � � � nk! #��� ��������� � �������� 
���
�������� ��	��
� �� 	���������!

/�0���#�� �1 ,� ������ �� ������ 1:2 �� ���� ����� �� �� �����
�� ������� �� ���� 'i(!

/�0���#�� �1 C�
������� 
������� �� ����� ����� � �� ��&��
�
������� �� ���� aix � bi �mod ni�� � � i � k! +�� ���
�����
��� ��
�� ����� � ������ �� �� �� �� ����
� ��������	� �
� ���� � ���������
�!�! ��������� �� �� ����� �� ������� �� ���� 'i( '���������� � �����
������(� 
�	�� �� ���� ��� �� �� ��� �� �������	 ��&���� �����!

/�*��� �'�, 0� �� �� � ��������� ��������	

�x � � �mod ��� � ��x � � �mod ��� � ��x � �� �mod ��� � �i�

�������� ?��� ����������� ������ 17:� �������� �� ��������� 'i(
� �
���������� ��

�x � � �mod 
� � �x � � �mod �� � �x � 
 �mod �� �


�	�� �� ���� ��� � �
���������� ��

x � � �mod 
� � x � � �mod �� � x � � �mod �� � �ii�

<� ������� ��������� �� 'ii( ���������� x 
 � � 
y �� �	
�� y � Z!
)��������� ��� ������� ��������� � ���������� � � 
y � � �mod ���
��
����� y � � �mod ��� �!�! y 
 �z �� �	
�� z � Z! #����� �����
x 
 � � �
z � 
��� �������� � ������� ��������� �� 'ii(� ����������
� � �
z � � �mod ��� ��
����� z � � �mod ��! #����� z 
 � � �t ��
�	
�� t � Z� ������������ x 
 �� � ��
t! +���������� �� �� ���	�� ��
��������� 'i( �� ������� x � �� �mod ��
�!
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/�*��� �'�, 0� �� �� �� ��������� ��������	

�( ��x � �� �mod ���� � ��x � �� �mod ���� 	

�( ��x � �� �mod ��� � ��x � �� �mod ��� 	

�( 
x � � �mod �� � �x � � �mod ��� � ��x � � �mod �
� 	

�( x � �� �mod �
� � x � � �mod ��� � x � �� �mod �
� �

/�*��� �'�, 0� �� ������ ���&���
��� ���������� ������ 
���� ���
������� �� 5� 2� 4� 7� 9 ���� ������
 ������� � 
���� �� ���� ��� ������

�� ;!

#��	�	�� 2=1!

/�*��� �'
, 0� �� �����	� ����������� �� ���������� a �Z� �� 
����
���������

x � a �mod ��� � x � �a �mod �
� � x � �a �mod ���

��� �� ����!

/�*��� �'&, 0� �� ��
���� �� �� ��	
� k � N ��
�������� x�� y� � N�
��
��� �� �x� � h� y� � l� � � �� ����
� h� l � N� �� 
���� h� l � k!

�������� "������ k� �� ���� �������� ������ ����� � �� ���������
� 
�������� �������! 0� ������� � mi � Mj� � � i� j � k� ������������
��� �� �������� ����� �� i&��	 ���� ��������� j&��	 �����!
*�
� x� � N � �� ���� �� ���������

x � �i �mod mi� � i 
 �� �� � � � � k

'��������� � ����� ���� ���������� �� ������ 1:2� ��� 
��� �������
m�� � � � �mk �� ��� �� ��� ������� ������(! *�
� ��
� y� � N � �� ����
�� ���������

y � �j �mod Mj� � j 
 �� �� � � � � k

'
�	�� � ����� ��� �� ���������� �������(! #������ �
� � � h� l � k
� �
� ph�l � �������� ������ ������
� �� �� h&��	 ��� � l&��	 ����� ��
���������� �� ph�l j �mh�Ml�� ������������ ph�l j �x� � h� y� � l�� � 
����
����������� � ��
�����!
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�� �������
� �� '�%�
���� ���'��.

/�*��� �'', *�
� p � ������ ������ n � N � ��
� f � Z�x� � �������
�� ������ n! 0� �� ��
���� �� �
� ����������� f�x� � � �mod p� ���
������ �� n �� ���	� �� ����
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i 
 �� �� �� ��������
� ���� ��������	� ���������� p j a��x� � x�� � ��
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*�
� ���� n � � � �� ��������� �� ��� ��
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<� ������ 44 � �� �����
����� �� ������� xi ����������� �� p j h�xi�
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��� ��	��
�
�� ,�����)!

/�*��� ���, "	��� �� � ����������� �� ������ 1::� �
� ������� �
�������� �����O

#��	�	�� *� � �	���! *�������� ����������� x� � � �mod �� ��� 4
�� ���	!

;;



/�*��� ���, *�
� p � � � ������ ����� �

f�x� 
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� x � ��� ��!
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� 
� ������� ��&����� ����
� �� c� � c��! *������� �� ����� ����
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