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Òîâà ñà çàïèñêè íà ëåêöèèòå ïî òåîðèÿ íà åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è, êîèòî
÷åòà âúâ Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Ñîôèéñêèÿ óíè-
âåðñèòåò. Â êóðñà ñå ðàçãëåæäàò çàäà÷è çà åêñòðåìóì íà èçîáðàæåíèÿ è
îïåðàòîðè ïðè íàëè÷èåòî íà ðàçëè÷íè óñëîâèÿ. Òå îáîáùàâàò ïîçíàòèòå
çàäà÷è çà íàìèðàíå íà áåçóñëîâåí èëè óñëîâåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèè íà
åäíà èëè íÿêîëêî ïîìåíëèâè, ïîçíàòè îò êóðñîâåòå ïî äèôåðåíöèàëíî è
èíòåãðàëíî ñìÿòàíå.

Ëåêöèèòå ñå îñíîâàâàò ïî÷òè èçêëþ÷èòåëíî íà êíèãàòà íà Éîôå
è Òèõîìèðîâ �Òåîðèÿ ýêñòðåìàüëíûõ çàäà÷� . Êóðñúò å âêëþ÷åí
â ìàãèñòúðñêàòà ïðîãðàìà �Îïòèìèçàöèÿ� è å çàìèñëåí òàêà, ÷å äà ñå
äîïúëâà ñ äðóãè êóðñîâå â íåÿ � êóðñîâå ïî âàðèàöèîííî ñìÿòàíå, îïòè-
ìàëíî óïðàâëåíèå è îïòèìèðàíå. Ïîðàäè òîâà â íàñòîÿùèòå ëåêöèè ñå
îáðúùà ïîâå÷å âíèìàíèå íà ÷èñòî òåîðåòè÷íèòå àñïåêòè íà äèñöèïëèíà-
òà è å îòäåëåíî ñúâñåì ìàëêî âíèìàíèå íà èíà÷å èçêëþ÷èòåëíî ðàçíî-
îáðàçíèòå è âàæíè ïðèëîæåíèÿ íà òîçè äÿë îò ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç.

Âàæíè ïðåäïîñòàâêè çà èçó÷àâàíå íà êóðñà ñà ïîçíàâàíåòî è âëà-
äååíåòî íà ðåäèöà îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç. Íà òî-
âà ñå îáðúùà âíèìàíèå â ïúðâàòà ëåêöèÿ. Âòîðàòà ëåêöèÿ å ïîñâåòåíà
íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà îïåðàòîðè (èëè èçîáðàæåíèÿ). Òî èã-
ðàå îñíîâíà ðîëÿ â èçãðàæäàíåòî íà òåîðèÿòà íà ãëàäêèòå åêñòðåìàëíè
çàäà÷è. Ñëåä ïîëàãàíåòî íà òàçè îñíîâà, ñå ïðåìèíàâà êúì îñíîâíèòå
åêñòðåìàëíè çàäà÷è çà ãëàäêè ôóíêöèè � ëåêöèè 3, 4 è 5. Òå ñà ïðåäìåò
è íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå. Ïî-íàòàòúê ïðåìèíàâàìå êúì åêñòðåìàë-
íè çàäà÷è, â êîèòî ïðåäïîëîæåíèåòî çà ãëàäêîñò å çàìåñòåíî ñ òîâà çà
èçïúêíàëîñò. Çà òàçè öåë â ëåêöèÿ 6 ïúðâî ñå ïðèïîìíÿò íóæíèòå ñâåäå-
íèÿ îò èçïúêíàëèÿ àíàëèç, à ñëåä òîâà, â ëåêöèÿ 7, ñå èçëàãà îñíîâíèÿò
ðåçóëòàò çà òîçè òèï åêñòðåìàëíè çàäà÷è. Â ëåêöèÿ 8 ïúê ñå ðàçãëåæ-
äàò çàäà÷è, êîèòî êîìáèíèðàò â ñåáå ñè õàðàêòåðèñòèêè íà ñïîìåíàòèòå
ïî-ãîðå äâå. Ëåêöèè 9 è 10 ñúäúðæàò îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òåîðèÿ íà
åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è � Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà. Òîé äàâà íåîáõîäèìî
óñëîâèå çà åêñòðåìóì â çàäà÷è, êîèòî ñå èçó÷àâàò â îïòèìàëíîòî óïðàâ-
ëåíèå. Â ëåêöèÿ 11 ñå ôîðìóëèðà åäíî óñëîæíåíèå â óñëîâèÿòà íà òàêè-
âà çàäà÷è. Äîòóê ñå èçâåæäàò ñàìî íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì.
Â ëåêöèÿ 12 ñå èçëàãàò íÿêîëêî îñíîâíè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ. Ïîñëåä-
íàòà 13-òà ëåêöèÿ ñúäúðæà ðåøåíèÿ íà êîíêðåòíè åêñòðåìàëíè çàäà÷è.
Ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è å ìíîãî âàæíà ÷àñò îò âíèêâàíåòî â òåîðèÿòà,
çàòîâà âñè÷êè ëåêöèè çàâúðøâàò ñúñ çàäà÷è (èçêëþ÷åíèå ïðàâè Ëåêöèÿ
10, êîÿòî å ïîñâåòåíà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà).
Áðîÿò èì íàðî÷íî íå å ãîëÿì � íàäÿâàì ñå òîâà äà áúäå äîïúëíèòåëåí
ñòèìóë äà èì îáúðíåòå âíèìàíèå.

Áëàãîäàðåí ñúì íà ñòóäåíòèòå, ïîñåòèëè êóðñà, çà êîðåêöèè, îòçè-
âè è ïðåäëîæåíèÿ çà ïîäîáðåíèÿ íà èçëîæåíèåòî. Íåìèíóåìî â çàïèñ-
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êèòå âñå îùå ñà îñòàíàëè ãðåøêè è íåòî÷íîñòè. Ùå áúäà ìíîãî áëà-
ãîäàðåí íà âñåêè, êîéòî ìè ñúîáùè çà òàêèâà. Ìîæå äà ìè ïèøåòå íà
bdraganov@fmi.uni-sofia.bg. Ðàçáèðà ñå, ìíîãî öåííè ùå áúäàò è ïðåä-
ëîæåíèÿòà çà ïîäîáðåíèÿ.
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1 Ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè. Òåîðå-

ìè çà îòäåëèìîñò

Ùå íàïðàâèì êðàòúê ïðåãëåä íà îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è òåîðåìè îò ôóí-
êöèîíàëíèÿ àíàëèç, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-êúñíî ïðè ïðåäñòàâÿíåòî
íà òåîðèÿòà íà åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è. Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñìå çàïîç-
íàòè ñ òîâà êàêâî å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, íîðìà, ïúëíî
ïðîñòðàíñòâî, êîìïàêò, ëèíååí îïåðàòîð è ëèíååí ôóíêöèîíàë. Âèíàãè
ðàçãëåæäàìå ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà.1

1.1 Ïðåäñòàâÿíå íà îãðàíè÷åíè ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè

Íåêà X å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, à ℓ å ëèíååí ôóíöêöèî-
íàë âúðõó X. Çà óäîáñòâî îáèêíîâåíî äåéñòâèåòî íà ℓ âúðõó x ∈ X ùå
îçíà÷àâàìå ÷ðåç ⟨ℓ, x⟩ âìåñòî ÷ðåç ℓ(x) èëè ℓ x.

Íåêà a, b ∈ Rn, êàòî a := (a1, a2, . . . , an) è b := (b1, b2, . . . , bn). Ñòàí-
äàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà a è b îçíà÷àâàìå ñ a · b, ò.å.

a · b :=
n∑

i=1

aibi.

Èçâåñòíî å, ÷å ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëè ℓ âúðõó Rn ñå ïðåäñòàâÿò âúâ
âèäà

(1.1) ⟨ℓ, a⟩ = l · a, a ∈ Rn,

çà íÿêîé l ∈ Rn.
Íåêà [a, b] ⊂ R. Ñïîðåä òåîðåìà íà Ðèñ, âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóí-

êöèîíàë ℓ âúðõó C[a, b] ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ âèäà

⟨ℓ, x⟩ =
∫ b

a
x(t) dµ, x ∈ C[a, b],

ñ íÿêîÿ çíàêîïðîìåíëèâà êðàéíà ðåãóëÿðíà áîðåëîâà ìÿðêà µ âúðõó
[a, b], èëè åêâèâàëåíòíî

(1.2) ⟨ℓ, x⟩ =
∫ b

a
x(t) dµ(t)

ñ íÿêîÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ µ(t) âúðõó [a, b], êîÿòî å íåïðå-
êúñíàòà îòëÿâî â (a, b) è µ(a) = 0. Åäíà êðàéíà áîðåëîâà ìÿðêà µ âúðõó
èíòåðâàë ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà, àêî çà âñÿêî áîðåëîâî ìíîæåñòâî S è âñÿ-
êî ε > 0 ñúùåñòâóâàò çàòâîðåíî ìíîæåñòâî C ⊆ S è îòâîðåíî ìíîæåñòâî

1Òåçè, êîèòî íå ñà çàïîçíàòè ñ ïîíÿòèÿòà òîïîëîãèÿ è òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî,
íàâñÿêúäå áèõà ìîãëè äà ñè ìèñëÿò, ÷å ñòàâà äóìà çà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàí-
ñòâà.
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1 Ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè. Òåîðåìè çà îòäåëèìîñò

O ⊇ S òàêèâà, ÷å µ(O\C) < ε. Óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò å åêâèâàëåíòíî
íà

µ(S) = inf{µ(O) : O ⊇ S, O å îòâîðåíî},
µ(S) = sup{µ(C) : C ⊆ S, C å çàòâîðåíî}

çà âñÿêî áîðåëîâî ìíîæåñòâî S.
Íåêà îùå ïðèïîìíèì, ÷å íîñèòåë íà äàäåíà íåîòðèöàòåëíà áîðåëî-

âà ìÿðêà âúðõó èíòåðâàë íàðè÷àìå íàé-øèðîêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî
ñúñ ñâîéñòâîòî âñÿêà îòâîðåíà îêîëíîñò íà âñÿêà òî÷êà îò íåãî äà èìà
ïîëîæèòåëíà ìÿðêà.

Ñïîðåä åäíà äðóãà òåîðåìà íà Ðèñ îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè ôóíêöèî-
íàëè íàä L[a, b] ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

(1.3) ⟨ℓ, x⟩ =
∫ b

a
s(t)x(t) dt, x ∈ L[a, b],

ñ íÿêîÿ ôóíêöèÿ s ∈ L∞[a, b].
Äà èçâåäåì ñåãà îáîáùåíèåòî íà òåçè òåîðåìè çà âåêòîðíî-çíà÷íè

ôóíêöèè. Ïðîñòðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â
èíòåðâàëà [a, b] ñúñ ñòîéíîñòè â Rn, ùå îçíà÷àâàìå ñ C([a, b],Rn), à íà
ñóìèðèåìèòå (ïî Ëåáåã) � ñ L([a, b],Rn).

Äåôèíèðàìå ðèìàíîâèÿ, ñúîòâåòíî ëåáåãîâèÿ, èíòåãðàë íà âåêòîðíî-
çíà÷íàòà ôóíêöèÿ x(t) := (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) îò C([a, b],Rn), ñúîòâåò-
íî L([a, b],Rn), êàòî ïîëàãàìå∫ b

a
x(t) dt :=

(∫ b

a
x1(t) dt, . . . ,

∫ b

a
xn(t) dt

)
.

Îò (1.1) è (1.2) ñëåäâà, ÷å âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë ℓ
âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî C([a, b],Rn) ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

(1.4) ⟨ℓ, x⟩ =
n∑

i=1

∫ b

a
xi(t) dµi(t), x := (x1, x2, . . . , xn) ∈ C([a, b],Rn),

êúäåòî µi(t) ñà ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ âúðõó [a, b]. Àêî âúâåäåì
îçíà÷åíèåòî,

dµ(t) := (dµ1(t), dµ2(t), . . . , dµn(t)),

ãîðíàòà ôîðìóëà ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

(1.5) ⟨ℓ, x⟩ =
∫ b

a
x(t) · dµ(t).

Àíàëîãè÷íî îò (1.1) è (1.3) ñëåäâà, ÷å âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóí-
êöèîíàë ℓ âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî L([a, b],Rn) ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

(1.6) ⟨ℓ, x⟩ =
∫ b

a
s(t) · x(t) dt, x := (x1, x2, . . . , xn) ∈ L([a, b],Rn),

êúäåòî s ∈ L∞([a, b],Rn).
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1 Ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè. Òåîðåìè çà îòäåëèìîñò

1.2 Òåîðåìè çà îòäåëèìîñò

Íåêà X å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè
íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè âúðõó X ùå îçíà÷àâàìå ñ X∗. Àêî
X å íîðìèðàíî, ñ ∥x∗∥ ùå îçíà÷àâàìå ñòàíäàðòíàòà (îïåðàòîðíà) íîðìà
íà x∗ ∈ X∗, ò.å.

∥x∗∥ := sup
x∈X
x ̸=0

|⟨x∗, x⟩|
∥x∥X

.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å çà ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëè, ïî-îáùî îïåðàòîðè, äåéñ-
òâàùè ìåæäó íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà, ñâîéñòâàòà íåïðåêúñíàòîñò è
îãðàíè÷åíîñò ñà åêâèâàëåíòíè.

Ïðåìèíàâàìå êúì ôîðìóëèðîâêèòå íà òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ çà
îòäåëèìîñò è îñíîâíèòå �è ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1.1 (Õàí-Áàíàõ). Íåêà X å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñ-

òâî, A ⊆ X å îòâîðåíî èçïúêíàëî ìíîæåñòâî è L ⊆ X å ëèíåéíî ïîä-

ïðîñòðàíñòâî, êîåòî íÿìà îáùè òî÷êè ñ A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà x∗ ∈ X∗

òàêîâà, ÷å

⟨x∗, x⟩ > 0 x ∈ A,

⟨x∗, x⟩ = 0 x ∈ L.

Ùå ïðèâåäåì ñúùî è íÿêîëêî âàæíè ñëåäñòâèÿ íà òàçè òåîðåìà.

Ñëåäñòâèå 1.2. Íåêà X å õàóñäîðôîâî ëîêàëíî èçïúêíàëî òîïîëîãè÷íî

ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X, x ̸= 0, ñúùåñòâóâà x∗ ∈ X∗

òàêúâ, ÷å ⟨x∗, x⟩ ≠ 0.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å, àêî L å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà ëèíåéíîòî
òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî X, òî ìíîæåñòâîòî

L⊥ := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x⟩ = 0 ∀x ∈ L}

ñå íàðè÷à àíóëàòîð íà L.

Ñëåäñòâèå 1.3. Àíóëàòîðúò íà âñÿêî ñúùèíñêî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî íà õàóñäîðôîâî ëîêàëíî èçïúêíàëî ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñò-

ðàíñòâî ñúäúðæà íåíóëåâ åëåìåíò.

Ñëåäñòâèå 1.4. Íåêà X å íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà çà

âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâà x∗ ∈ X∗ òàêúâ, ÷å ⟨x∗, x⟩ = ∥x∥X è ∥x∗∥ = 1.

Òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà è â òåðìèíèòå íà
îòäåëèìîñò. Êàçâàìå, ÷å íåïðåêúñíàòèÿò ëèíååí ôóíêöèîíàë x∗ íàä X
ðàçäåëÿ ìíîæåñòâàòà A,B ⊆ X, àêî ⟨x∗, a⟩ ≤ ⟨x∗, b⟩ çà âñåêè a ∈ A è
b ∈ B.

Ìíîæåñòâîòî îò âúòðåøíèòå òî÷êè íà ìíîæåñòâîòî A ùå îçíà÷àâàìå
ñ intA.
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Òåîðåìà 1.5 (Õàí-Áàíàõ). Íåêà A è B ñà íåïðàçíè, íåïðåñè÷àùè ñå,

èçïúêíàëè ïîäìíîæåñòâà íà ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî X,

êàòî intA ̸= ∅. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíóëåâ x∗ ∈ X∗, êîéòî ðàçäåëÿ

ìíîæåñòâàòà A è B, ò.å. òàêúâ, ÷å

⟨x∗, a⟩ ≤ ⟨x∗, b⟩ ∀a ∈ A ∀b ∈ B.

Â êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà ðàçïîëàãàìå ñ ïî-ñèëíî òâúðäåíèå �
îòïàäà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å åäíî îò ìíîæåñòâàòà èìà íåïðàçíà âúòðåø-
íîñò.

Òåîðåìà 1.6. Íåêà A è B ñà íåïðàçíè, íåïðåñè÷àùè ñå, èçïúêíàëè ïîä-

ìíîæåñòâà íà Rn. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíê-

öèîíàë x∗ íàä Rn, êîéòî ðàçäåëÿ ìíîæåñòâàòà A è B.

Ùå äîêàæåì åäíî âàæíî ñâîéñòâî íà àíóëàòîðà. Ïúðâî äà ïðèïîì-
íèì, ÷å àêî X è Y ñà ëèíåéíè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà è Λ : X → Y å
íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð, òî íåãîâèÿò ñïðåãíàò îïåðàòîð Λ∗ : Y ∗ →
X∗ ñå äåôèíèðà ïîñðåäñòâîì ñúîòíîøåíèåòî

⟨Λ∗y∗, x⟩ = ⟨y∗,Λx⟩ y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X.

Çà èçîáðàæåíèå F : X → Y ñ ImF ùå îçíà÷àâàìå íåãîâàòà îáëàñò îò
ñòîéíîñòè, ò.å. ImF := F (X), à ñ KerF � íåãîâîòî ÿäðî, ò.å. KerF :=
{x ∈ X : F (x) = 0}.

Ëåìà 1.7 (Ëåìà çà àíóëàòîðà). Íåêà X è Y ñà ëèíåéíè òîïîëîãè÷íè

ïðîñòðàíñòâà è Λ : X → Y å íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð òàêúâ, ÷å

ImΛ = Y . Òîãàâà (KerΛ)⊥ = ImΛ∗.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî x∗ ∈ ImΛ∗, ò.å. ñúùåñòâóâà y∗ ∈ Y ∗ òàêîâà, ÷å
x∗ = Λ∗y∗, òî çà âñÿêî x ∈ KerΛ èìàìå

⟨x∗, x⟩ = ⟨Λ∗y∗, x⟩ = ⟨y∗,Λx⟩ = 0.

Ñëåäîâàòåëíî x∗ ∈ (KerΛ)⊥. Òàêà óñòàíîâèõìå âêëþ÷âàíåòî ImΛ∗ ⊆
(KerΛ)⊥.

Îáðàòíî, íåêà x∗ ∈ (KerΛ)⊥. Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà y∗ ∈
Y ∗ òàêîâà, ÷å x∗ = Λ∗y∗. Çà äà ñå îðèåíòèðàìå êàê äà äåôèíèðàìå òàêîâà
y∗, ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å àêî òî ñúùåñòâóâà, ùå èìàìå ⟨y∗,Λx⟩ =
⟨Λ∗y∗, x⟩ = ⟨x∗, x⟩. Òîâà íè ïîäñêàçâà äà äåôèíèðàìå y∗ ∈ Y ∗, ïîëàãàéêè
⟨y∗, y⟩ := ⟨x∗, x⟩, êúäåòî x ∈ Xå òàêîâà, ÷å y = Λx. Òàêîâà x ñúùåñòâóâà,
çàùîòî ImΛ = Y .

Òàêà, çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàâà äà ñå óáåäèì, ÷å ãîð-
íàòà äåôèíèöèÿ å êîðåêòíà. Òîâà å òàêà, çàùîòî, àêî Λx1 = Λx2 = y, òî
x1 − x2 ∈ KerΛ. Ñëåäîâàòåëíî ⟨x∗, x1 − x2⟩ = 0, çàùîòî x∗ ∈ (KerΛ)⊥.
Îòòóê ñëåäâà, ÷å ⟨x∗, x1⟩ = ⟨x∗, x2⟩.
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Çàäà÷è

1. Äîêàæåòå ïðåäñòàâÿíåòî (1.1).

2. Èçâåäåòå îò Òåîðåìà 1.1 ôîðìóëèðàíèòå ñëåä íåÿ òðè ñëåäñòâèÿ.
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2 Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå çà èçîáðàæåíèÿ

2.1 Äåôèíèöèè

Ùå äàäåì äåôèíèöèèòå íà òðèòå îñíîâíè îáîáùåíèÿ íà ïîíÿòèåòî ïðî-
èçâîäíà. Òå ñà: ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà, ïðîèçâîäíà íà Ãàò�î (èëè îùå ñëàáà
ïðîèçâîäíà) è ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å (èëè îùå ñèëíà ïðîèçâîäíà).

Äåôèíèöèÿ 2.1. (ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà) Íåêà X è Y ñà ëèíåéíè òî-
ïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà U ⊆ X å îòâîðåíî, x0 ∈ U , h ∈ X è
F : U → Y . Àêî ãðàíèöàòà

F ′(x0, h) := lim
t→0+

F (x0 + th)− F (x0)

t

ñúùåñòâóâà,1 òî êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å äèôåðåíöèðóåìî â òî÷-
êàòà x0 ïî ïîñîêàòà h, à F ′(x0, h) íàðè÷àìå ïðîèçâîäíà íà F â òî÷êàòà
x0 ïî ïîñîêàòà h.

Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà, ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà F ′(x0, h), ñòèãà äà ñú-
ùåñòâóâà, å åëåìåíò íà Y . Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ùîì U å îòâîðåíî, òî
x0 å íåãîâà âúòðåøíà òî÷êà è òîãàâà x0 + th ∈ U çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî
äîñòàòú÷íî ìàëêî t è F (x0 + th) å äîáðå äåôèíèðàíî.

Áåëåæêà 2.2. Íåêà F : U → R, ò.å. Y = R. Àêî ïîëîæèì φ(t) := F (x0+
th) çà t ≥ 0, òî èìàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å äèôåðåíöèðóåìî â òî÷êàòà
x0 ïî ïîñîêàòà h òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî φ(t) å äèôåðåíöèðóåìî
â òî÷êàòà 0 îòäÿñíî (â ïîçíàòèÿ ñìèñúë íà ðåàëíî-çíà÷íè ôóíêöèè íà
åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà), ïðè òîâà F ′(x0, h) = φ′(0+).

Äåôèíèöèÿ 2.3. (ïúðâà âàðèàöèÿ) Â óñëîâèÿòà íà ïðåäõîäíàòà äåôè-
íèöèÿ, àêî F ′(x0, h) ñúùåñòâóâà çà âñÿêî h ∈ X, êàçâàìå, ÷å F èìà ïúðâà
âàðèàöèÿ â òî÷êàòà x0 è ÿ îçíà÷àâàìå ñ δF (x0), êàòî ïîëàãàìå

δF (x0)(h) := F ′(x0, h), h ∈ X.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïúðâàòà âàðèàöèÿ (àêî ñúùåñòâóâà) å èçîáðàæåíèå
(îïåðàòîð) îò X â Y .

Äåôèíèöèÿ 2.4. (ïðîèçâîäíà íà Ãàò�î) Â îçíà÷íèÿòà íà ïðåäõîäíèòå
äåôèíèöèè, àêî δF (x0) å íåïðåêúñíàò (åêâèâàëåíòíî, îãðàíè÷åí) ëèíååí
îïåðàòîð îò X â Y , òî êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å äèôåðåíöèðóåìî
ïî Ãàò�î (èëè ñëàáî äèôåðåíöèðóåìî) â òî÷êàòà x0 è ïîëàãàìå

F ′
G(x0)h := δF (x0)(h), h ∈ X.

Íåïðåêúñíàòèÿò ëèíååí îïåðàòîð F ′
G(x0) : X → Y ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà

íà Ãàò�î íà F â òî÷êàòà x0.
1Â ñìèñúëà íà òîïîëîãèÿòà íà Y èëè, â ñëó÷àé ÷å Y å íîðìèðàíî, â íåãîâàòà

íîðìà.
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Òóê è ïî-íàòàòúê ñëåäâàìå êîíâåíöèÿòà äà îçíà÷àâàìå àðãóìåíòà
íà ëèíåéíèòå îïåðàòîðè (â ÷àñòíîñò, ôóíêöèîíàëè) áåç ñêîáè, ò.å. àêî
Λ å ëèíååí îïåðàòîð, ïèøåì Λx âìåñòî Λ(x); îñâåí, ðàçáèðà ñå, êîãàòî
ïðèëàãàìå Λ êúì ïî-ñëîæåí èçðàç, íàïðèìåð, ñóìà.

Ñòèãíàõìå äî ïîñëåäíîòî ïîíÿòèå. Òî å íàé-òÿñíî ñâúðçàíî ñ ïîçíà-
òàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 2.5. (ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å) Íåêà X è Y ñà íîðìèðàíè
ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìè ñúîòâåòíî ∥ ◦ ∥X è ∥ ◦ ∥Y . Íåêà U ⊆ X å
îòâîðåíî è F : U → Y . Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F å äèôåðåíöèðóåìî
ïî Ôðåø�å (èëè ñèëíî äèôåðåíöèðóåìî) â òî÷êàòà x0 ∈ U , àêî ñúùåñòâóâà
íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð Λ : X → Y òàêúâ, ÷å

∥F (x0 + h)− F (x0)− Λh∥Y
∥h∥X

→ 0 ïðè ∥h∥X → 0.

Â òàêúâ ñëó÷àé, ïîëàãàìå F ′(x0) := Λ è ãî íàðè÷àìå ïðîèçâîäíà íà

Ôðåø�å íà èçîáðàæåíèåòî F â òî÷êàòà x0.

Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà ãîðå ñëåäâà, ÷å àêî ïðîèçâîäíàòà íà
Ôðåø�å íà äàäåí îïåðàòîð â äàäåíà âúòðåøíà òî÷êà ñúùåñòâóâà, òî òÿ å
åäèíñòâåíà.

Ñúùî òàêà ñå âèæäà, ÷å ñòèãà äà ñúùåñòâóâà, ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåø�å
F ′(x0) íà F (x) â òî÷êàòà x0 å òàêúâ îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð îò X â
Y , ÷å å â ñèëà ñúîòíîøåíèåòî

(2.1) F (x0 + h) = F (x0) + F ′(x0)h+ r(h),

êúäåòî r : X → Y å òàêîâà, ÷å ∥r(h)∥Y = o(∥h∥X). Íàêðàòêî, ïîíÿêîãà
çàïèñâàìå (2.1) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

F (x0 + h) = F (x0) + F ′(x0)h+ o(∥h∥X).

Çàáåëåæåòå, ÷å â ñëó÷àÿ íà èçîáðàæåíèÿ íà íÿêîëêî ïðåìåíëèâè ñúñ
ñòîéíîñòè â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ
ñúâïàäà ñ ïîçíàòàòà çà ïúëíà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèå (ïîíÿêîãà íà-
ðè÷àíà ìàòðè÷íà ïðîèçâîäíà).

Íåêà X è Y ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà. Äà ïðèïîìíèì, ÷å
åäíî èçîáðàæåíèå B(x1, x2), äåôèíèðàíî â X ×X ñúñ ñòîéíîñòè â Y , ñå
íàðè÷à:

� áèëèíåéíî, àêî òî å ëèíåéíî êàêòî ïî x1, òàêà è ïî x2;

� îãðàíè÷åíî, àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî c òàêîâà,
÷å ∥B(x1, x2)∥Y ≤ c ∥x1∥X ∥x2∥X çà âñåêè x1, x2 ∈ X;

� ñèìåòðè÷íî, àêî B(x1, x2) = B(x2, x1) çà âñåêè x1, x2 ∈ X.
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Äåôèíèöèÿ 2.6. ÍåêàX è Y ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, U ⊆
X å îòâîðåíî è F : U → Y . Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F (x) ïðèòåæàâà
âòîðà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å â òî÷êàòà x0 ∈ U , àêî å äèôåðåíöèðóåìî
ïî Ôðåø�å â x0 è ñúùåñòâóâà ñèìåòðè÷åí îãðàíè÷åí áèëèíååí îïåðàòîð
B : X ×X → Y òàêúâ, ÷å

F (x0 + h) = F (x0) + F ′(x0)h+
1

2
B(h, h) + r(h),

êúäåòî ∥r(h)∥Y = o(∥h∥2X). Îïåðàòîðúò B ñå îçíà÷àâà ñ F ′′(x0) è ñå
íàðè÷à âòîðà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å íà F (x) â x0.

Íåêà X è Y ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, U ⊆ X å îòâîðåíî è
F : U → Y . Íåêà ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåø�å íà F (x) ñúùåñòâóâà â îêîëíîñò
V ⊆ U íà òî÷êàòà x0. Òîãàâà F ′ : V → L(X,Y ), êúäåòî ñ L(X,Y ) ñìå
îçíà÷èëè ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ëèíåéíè îïåðàòîðè îò X â
Y , íîðìèðàíî ñ îáè÷àéíàòà îïåðàòîðíà íîðìà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî
F ′(x), ðàçãëåäàíî êàòî èçîáðàæåíèå, çàâèñåùî îò x, å äèôåðåíöèðóåìî
â ñìèñúë íà Ôðåø�å â x0, òî íåãîâàòà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å â òàçè òî÷êà
å F ′′(x0), ò.å. (F ′)′(x0) = F ′′(x0).

Ñðàâíÿâàéêè ðàçëè÷íèòå âèäîâå ïðîèçâîäíè, êîèòî âúâåäîõìå, ìî-
æåì äà êàæåì, ÷å çàïî÷âàìå ñ ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà F ′(x0, h). Àêî òÿ
ñúùåñòâóâà ïî âñÿêà ïîñîêà h, ÿ íàðè÷àìå ïúðâà âàðèàöèÿ íà F â x0.
Ïî-íàòàòúê, àêî F ′(x0, h), îñâåí ÷å ñúùåñòâóâà çà âñÿêî h, ïðåäñòàâëÿâà
íåïðåêúñíàò ëèíååí îïåðàòîð ïî h, òî íàðè÷àìå òîçè îïåðàòîð ïðèçâîä-
íà íà Ãàò�î íà F â òî÷êàòà x0. Íàêðàÿ, êàêòî ìîæåì äà ñå óáåäèì, àêî
ñõîäèìèìîñòòà â äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà íà Ãàò�î å ðàâíîìåðíà ïî
åäèíè÷íîòî êúëáî â X, òî F å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0 è ïðîèç-
âîäíèòå ìó íà Ãàò�î è Ôðåø�å ñúâïàäàò.

2.2 Îñíîâíè ñâîéñòâà

Ïðåìèíàâàìå êúì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà âúâåäåíèòå ïðîèçâîäíè. Îò
(2.1) âåäíàãà ñëåäâà, ÷å äèôåðåíöèðóåìîñò ïî Ôðåø�å âëå÷å íåïðåêúñ-
íàòîñò.

Òâúðäåíèå 2.7. Àêî èçîáðàæåíèå å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â äàäåíà

òî÷êà, òî òî å íåïðåêúñíàòî â íåÿ.

Äðóãî ñâîéñòâî, êîåòî âåäíàãà ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà
íà Ôðåø�å, å ÷å âñÿêî íåïðåêúñíàòî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå (ëèíååí îïå-
ðàòîð) Λ : X → Y å äèôåðíöèðóåìî è

Λ′(x) = Λ, x ∈ X,

ò.å.
Λ′(x)h = Λh, x, h ∈ X.
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Òâúðäåíèå 2.8. Àêî èçîáðàæåíèåòî F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å
â òî÷êàòà x0, òî òî å äèôåðåíöèðóåìî è ïî Ãàò�î â íåÿ, ïðè òîâà

F ′
G(x0) = F ′(x0).

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äîñòàòú÷íî ìàëêî t > 0 è íåíóëåâî h ∈ X, èìàìå∥∥∥∥F (x0 + th)− F (x0)

t
− F ′(x0)h

∥∥∥∥
Y

= ∥h∥X
∥F (x0 + th)− F (x0)− F ′(x0)(th)∥Y

∥th∥X
→ 0, t→ 0,

çàùîòî F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0.

Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèèòå ñëåäâà ëèíåéíîñòòà íà âñåêè åäèí
îò âúâåäåíèòå âèäîâå äèôåðåíöèðàíå.

Òâúðäåíèå 2.9. Àêî èçîáðàæåíèÿòà F1(x) è F2(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè
âúâ âúòðåøíàòà òî÷êà x0 ïî ïîñîêàòà h, ñúîòâåòíî ïî Ãàò�î èëè ïî

Ôðåø�å, òî è èçîáðàæåíèåòî aF1(x) + bF2(x), êúäåòî a, b ∈ R, ñúùî å

äèôåðåíöèðóåìî â x0 ïî ïîñîêàòà h, ñúîòâåòíî ïî Ãàò�î èëè ïî Ôðåø�å,

êàòî (
aF1 + bF2

)′
(x0, h) = aF ′

1(x0, h) + bF ′
2(x0, h),

ñúîòâåòíî (
aF1 + bF2

)′
G
(x0) = aF ′

1G
(x0) + bF ′

2G
(x0)

èëè (
aF1 + bF2

)′
(x0) = aF ′

1(x0) + bF ′
2(x0).

Ñëåäâà ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå ïî Ôðåø�å íà ñúñòàâíî èçîáðà-
æåíèå.

Òåîðåìà 2.10. Íåêà X, Y è Z ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà.

Íåêà U è V ñà îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà ñúîòâåòíà íà X è Y . Íåêà
îùå F : U → Y è G : V → Z ñà èçîáðàæåíèÿ, à x0 ∈ U å òàêàâà, ÷å

F (x0) ∈ V . Òîãàâà, àêî F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â òî÷êàòà

x0 è G(y) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â òî÷êàòà F (x0), òî ñúñòàâíî-
òî èçîáðàæåíèå H(x) := G(F (x)) ñúùî å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â

òî÷êàòà x0, ïðè òîâà

H ′(x0) = G′(F (x0))F
′(x0).

Íåêà èçðè÷íî îáúðíåì âíèìàíèå íà òîâà, ÷å â ãîðíàòà ôîðìóëà ñòàâà
äóìà çà êîìïîçèöèÿ íà ëèíåéíèòå îïåðàòîðè G′(F (x0)) è F ′(x0). Ðàçáèðà
ñå, â êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé ïðîèçâîäíèòå íà Ôðåø�å ïðåäñòàâëÿâàò ìàò-
ðèöè (ñïîìíåòå ñè äåôèíèöèÿòà íà ïúëíà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèÿ
íà êðàåí áðîé ðåàëíè ïðîìåíëèâè ñúñ ñòîéíîñòè â êðàéíîìåðíî åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî) è òîãàâà òàçè ôîðìóëà ñå ñâåæäà äî óìíîæåíèåòî
íà äâå ìàòðèöè, â ÷àñòíîñò, ÷èñëà, àêî èìàìå ðåàëíî-çíà÷íè ôóíêöèè
íà åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà.
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Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 2.10. Äà ïîëîæèì y0 := F (x0). Îò äåôè-
íèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà (âæ. (2.1))

F (x0 + ξ) = F (x0) + F ′(x0)ξ + r(ξ)

è

G(y0 + η) = G(y0) +G′(y0)η +R(η),

êúäåòî ∥r(ξ)∥Y = o(∥ξ∥X) è ∥R(η)∥Z = o(∥η∥Y ). Ñëåäîâàòåëíî çà ξ äîñòà-
òú÷íî ìàëêî ïî íîðìà èìàìå

H(x0 + ξ) = G(F (x0 + ξ)) = G(y0 + F ′(x0)ξ + r(ξ))

= G(y0) +G′(y0)(F
′(x0)ξ + r(ξ)) +R(F ′(x0)ξ + r(ξ))

= H(x0) +G′(y0)F
′(x0)ξ +G′(y0)r(ξ) +R(F ′(x0)ξ + r(ξ)).

Ïðè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàìå, ÷å G′(y0) å ëèíååí îïåðàòîð. Çà
äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å

∥G′(y0)r(ξ) +R(F ′(x0)ξ + r(ξ))∥Z = o(∥ξ∥X).

Òîâà ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

∥G′(y0)r(ξ) +R(F ′(x0)ξ + r(ξ))∥Z
≤ ∥G′(y0)∥Y→Z∥r(ξ)∥Y + ∥R(F ′(x0)ξ + r(ξ))∥Z ,

îãðàíè÷åíîñòòà íà îïåðàòîðà F ′(x0) è ñúîòíîøåíèÿòà ∥r(ξ)∥Y = o(∥ξ∥X)
è ∥R(η)∥Z = o(∥η∥Y ).

Àêî èçîáðàæåíèå ñå çàäàâà ïîñðåäñòâîì êîîðäèíàòíè èçîáðàæåíèÿ,
òî äèôåðåíöèðóåìîñòòà ìó ñå ñâåæäà äî òàçè íà êîîðäèíàòíèòå èçîáðà-
æåíèÿ. Ïî-òî÷íî, íåêà Y1, . . . , Yn ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà.
Òîãàâà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Y := Y1 × · · · × Yn å íîðìèðàíî ñ íîð-
ìà ∥y∥Y := maxi=1,...,n ∥yi∥Yi , êúäåòî y := (y1, . . . , yn). Â ñèëà å ñëåäíîòî
åëåìåíòàðíî ñâîéñòâî.

Òâúðäåíèå 2.11. Íåêà X è Y1, . . . , Yn ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñò-

ðàíñòâà, U ⊆ X å îòâîðåíî, Fi : U → Yi, i = 1, . . . , n, è F : U → Y
å äåôèíèðàíî ïîñðåäñòâîì F (x) := (F1(x), . . . , Fn(x)). Èçîáðàæåíèåòî

F (x) å äèôåðåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0 ∈ U òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-

ãàòî Fi(x), i = 1, . . . , n, ñà äèôåðåðåíöèðóåìè ïî Ôðåø�å â x0; ïðè òîâà

F ′(x0) = (F ′
1(x0), . . . , F

′
n(x0)).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ïúðâî Fi(x), i = 1, . . . , n, ñà äèôåðåðåíöèðóåìè
ïî Ôðåø�å â x0. Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî Λ : X → Y , êàòî ïîëàãà-
ìå Λh := (F ′

1(x0)h, . . . , F
′
n(x0)h). Î÷åâèäíî Λ å íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí)
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ëèíååí îïåðàòîð. Çà íåãî èìàìå ñ ïðîèçâîëíî h ∈ X

∥F (x0 + h)− F (x0)− Λh∥Y
= max

i=1,...,n
∥Fi(x0 + h)− Fi(x0)− F ′

i (x0)h∥Yi = o(∥h∥X).

Ñëåäîâàòåëíî F (x) å äèôåðåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0 è F ′(x0) = Λ.
Îáðàòíî, íåêà F (x) å äèôåðåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0. Çà i ∈

{1, . . . , n} äà îçíà÷èì ñ Λih ïðîåêöèÿòà íà F ′(x0)h â Yi (ò.å. Λih å i-
òàòà êîîðäèíàòà íà F ′(x0)h). ßñíî å, ÷å Λi å íåïðåêúñíàò (îãðàíè÷åí)
ëèíååí îïåðàòîð, äåôèíèðàí â X ñúñ ñòîéíîñòè â Yi.

Èìàìå

∥Fi(x0+h)−Fi(x0)−Λih∥Yi ≤ ∥F (x0+h)−F (x0)−F ′(x0)h∥Y = o(∥h∥X).

Ñëåäîâàòåëíî Fi(x) å äèôåðåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0 è F ′
i (x0) = Λi.

Íåêà X å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Èíòåðâàë (îòñå÷êà) â X ñ êðàèùà
òî÷êèòå a, b ∈ X, ùå íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî

[a, b] := {x ∈ X : x = αa+ (1− α)b, α ∈ [0, 1]}.

Òåîðåìà 2.12 (Ôîðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ). Íåêà X è Y ñà íîð-

ìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, U ⊆ X å îòâîðåíî è [x0, x] ⊂ U . Íåêà
îùå èçîáðàæåíèåòî F : U → Y å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ãàò�î âúâ âñÿêà

òî÷êà íà [x0, x]. Òîãàâà

∥F (x)− F (x0)∥Y ≤ sup
θ∈[0,1]

∥F ′
G(x0 + θ(x− x0))∥X→Y ∥x− x0∥X .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîëàãàìå h := x− x0. Çà y∗ ∈ Y ∗ ðàçãëåæäàìå ðåàëíî-
çíà÷íàòà ôóíêöèÿ φ(t) := ⟨y∗, F (x0 + th)⟩, t ∈ [0, 1]. Òÿ å äèôåðåíöèðóå-
ìà. Äåéñòâèòåëíî çà äèôåðåí÷íîòî �è ÷àñòíî èìàìå

φ(t+ δ)− φ(t)

δ
=

〈
y∗,

F (x0 + th+ δh)− F (x0 + th)

δ

〉
.

Ôóíêöèîíàëúò y∗ å íåïðåêúñíàò è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ðàçìåñòèì
íåãîâîòî ïðèëàãàíå ñ ïðåìèíàâàíåòî â ãðàíèöà δ → 0 â àðãóìåíòà ìó, à
ïîñëåäíàòà ñúùåñòâóâà, çàùîòî èçîáðàæåíèåòî F å äèôåðåíöèðóåìî ïî
Ãàò�î âúâ âñÿêà òî÷êà íà îòñå÷êàòà [x0, x]; ïðè òîâà

lim
δ→0

F (x0 + th+ δh)− F (x0 + th)

δ
= F ′

G(x0 + th)h.
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Òàêà ïîëó÷àâàìå

φ′(t) = lim
δ→0

φ(t+ δ)− φ(t)

δ

= lim
δ→0

〈
y∗,

F (x0 + th+ δh)− F (x0 + th)

δ

〉
=

〈
y∗, lim

δ→0

F (x0 + th+ δh)− F (x0 + th)

δ

〉
= ⟨y∗, F ′

G(x0 + th)h⟩.

Êúì ôóíêöèÿòà φ(t) ïðèëàãàìå ïîçíàòàòà ôîðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñ-
òâàíèÿ âúðõó [0, 1]. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å çà íÿêîå θ ∈ [0, 1] (θ èçîáùî
çàâèñè îò y∗) èìàìå

φ(1)− φ(0) = φ′(θ),

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

⟨y∗, F (x0 + h)− F (x0)⟩ = ⟨y∗, F ′
G(x0 + θh)h⟩.

Ñëåäîâàòåëíî

⟨y∗, F (x0 + h)− F (x0)⟩ ≤ sup
θ∈[0,1]

⟨y∗, F ′
G(x0 + θh)h⟩

≤ ∥y∗∥ sup
θ∈[0,1]

∥F ′
G(x0 + θh)∥X→Y ∥h∥X

(2.2)

çà âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗.
Íàêðàÿ äà ôèêñèðàìå òàêîâà y∗ ∈ Y ∗, y∗ ̸= 0, ÷å äà èìàìå

⟨y∗, F (x0 + h)− F (x0)⟩ = ∥y∗∥ ∥F (x0 + h)− F (x0)∥Y .

Òàêîâà y∗ ñúùåñòâóâà áëàãîäàðåíèå íà Ñëåäñòâèå 1.4. Ñåãà òâúðäåíèåòî
íà òåîðåìàòà ñëåäâà îò (2.2).

Êàòî ñëåäñòâèå ìîæåì äà èçâåäåì ïîëåçíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
äèôåðíöèðóåìîñò ïî Ôðåø�å, êîåòî å îñíîâàíî íà äèôåðåíöèðóåìîñò ïî
Ãàò�î.

Ñëåäñòâèå 2.13. Àêî F ′
G(x) ñúùåñòâóâà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è

å íåïðåêúñíàòà ïî x â x0 (â îïåðàòîðíàòà íîðìà), òî ñúùåñòâóâà è

F ′(x0), êàòî F
′(x0) = F ′

G(x0).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïîëîæèì h = x − x0. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.12 êúì
èçîáðàæåíèåòî G(x) := F (x)− F ′

G(x0)(x− x0). Òàêà ïîó÷àâàìå íåðàâåí-
ñòâîòî

∥F (x0+h)−F (x0)−F ′
G(x0)h∥Y ≤ sup

θ∈[0,1]
∥F ′

G(x0+θh)−F ′
G(x0)∥X→Y ∥h∥X .
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Ñëåä êàòî F ′
G(x) ñúùåñòâóâà â íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è å íåï-

ðåêúñíàòà ïî x â x0 â îïåðàòîðíàòà íîðìà, òî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
îêîëíîñò íà x0 òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x â íåÿ èìàìå ∥F ′

G(x)−F ′
G(x0)∥X→Y <

ε. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å supθ∈[0,1] ∥F ′
G(x0 + θh) −

F ′
G(x0)∥X→Y < ε, àêî ∥h∥X < δ.
Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å ëèíåéíèÿò îãðàíè÷åí îïåðàòîð F ′

G(x0) : X → Y
óäîâëåòâîðÿâà äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å.

2.3 Ïðîèçâîäíè íà íÿêîè îñíîâíè òèïîâå èçîáðàæåíèÿ

(à) Àôèííè èçîáðàæåíèÿ
Èçîáðàæåíèå A : X → Y îò âèäà

A(x) := Λx+ a,

êúäåòî Λ : X → Y å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð è a ∈ Y , ñå íàðè÷à
àôèííî. Íåêà X è Y ñà íîðìèðàíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà. Íåïîñðåäñ-
òâåíî îò äåôèíèöèÿòà ñëåäâà, ÷å A å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â X,
êàòî çà âñÿêî x ∈ X

(2.3) A′(x) = Λ.

Â ÷àñòíîñò, àêî x∗ ∈ X∗ è a ∈ R, òî ôóíêöèîíàëúò

f(x) := ⟨x∗, x⟩+ a

å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåø�å â X è f ′(x) = x∗.

(á) Âåêòîðíî-çíà÷íè ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè
Òàêà îùå ùå íàðè÷àìå èçîáðàæåíèÿòà íà íÿêîëêî ðåàëíè ïðîìåí-

ëèâè ñúñ ñòîéíîñòè â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàêòî âå÷å
ñïîìåíàõìå, â òîçè ñëó÷àé ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåø�å ñúâïàäà ñ ïúëíàòà
ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî è ïîçíàòèòå òåîðåìè îò ñòàíäàðòíèÿ êóðñ
ïî àíàëèç ñà ïðèëîæèìè. Ïî-òî÷íî, íåêà U ⊆ Rn å îòâîðåíî è èçîá-
ðàæåíèåòî F : U → Rm ñå çàäàâà ÷ðåç ñâîèòå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè
ïîñðåäñòâîì

F (x) := (f1(x), . . . , fm(x)), x := (x1, . . . , xn).

Òîãàâà, àêî f1, . . . , fm ñà äèôåðåíöèðóåìè ÷àñòíî ïî âñÿêà åäíà îò ïðî-
ìåíëèâèòå è ÷àñòíèòå èì ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè â U (íàêðàòêî,
f1, . . . , fm ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè), òî F å äèôåðåíöèðóåìî
ïî Ôðåø�å, êàòî

(2.4) F ′(x) =

(
∂fi
∂xj

(x)

)m,n

i,j=1

.
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Äåéñòâèåòî íà ëèíåéíèÿ îãðàíè÷åí îïåðàòîð F ′(x) âúðõó h ∈ Rn ñå
èíòåðïðåòèðà èìåííî êàòî óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöàòà ãîðå âäÿñíî ñ
âåêòîð-ñòúëáà h.

Â ÷àñòíîñò, â ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà f(x),
ïðîèçâîäíàòà �è íà Ôðåø�å ïðåäñòàâëÿâà ëèíååí îãðàíè÷åí ôóíêöèîíàë
îò R â R, ÷èåòî äåéñòâèå âúðõó h ∈ R ñå çàäàâà ÷ðåç ïðîèçâåäåíèåòî
f ′(x)h. Â òîçè ñëó÷àé ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåø�å íà f â òî÷êàòà x ìîæå äà
ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ìàòðèöà ñ åäèí åäèíñòâåí åëåìåíò (m = n = 1).

(â) Îïåðàòîðè âúðõó ïðîñòðàíñòâà îò ôóíêöèè
(â.1) Ðàçãëåæäàìå îãðàíè÷åíèÿ ëèíååí ôóíêöèîíàë G : C[t0, t1] →

R, äåôèíèðàí ïîñðåäñòâîì

(2.5) G(x) :=

∫ t1

t0

x(t) dt.

Îò óñòàíîâåíîòî â (à) ñëåäâà, ÷å òîé å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåø�å íàâñÿ-
êúäå, êàòî G′(x) = G, ò.å. çà âñÿêî x ∈ C[t0, t1] èìàìå

(2.6) G′(x)h = G(h) =

∫ t1

t0

h(t) dt, h ∈ C[t0, t1].

(â.2) Íåêà ðåàëíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ f(t, x) å íåïðåêúñíàòà â [t0, t1]×
R è å äèôåðåíöèðóåìà ÷àñòíî ïî x, êàòî f ′x(t, x) ñúùî å íåïðåêúñíàòà â
[t0, t1]× R. Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî F : C[t0, t1] → C[t0, t1], äåôèíè-
ðàíî ÷ðåç

(2.7) [F (x)](t) := f(t, x(t)), t ∈ [t0, t1], x ∈ C[t0, t1].

Ùå äîêàæåì, ÷å F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å íàâñÿêúäå è ùå
íàìåðèì íåãîâàòà ïðîèçâîäíà. Çà òàçè öåë ùå ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 2.13.
Äðóãî äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî å èçëîæåíî â Äîïúëíåíèåòî â êðàÿ íà
òàçè ãëàâà.

Íåêà x, h ∈ C[t0, t1] ñà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíè. Ïúðâî íàìèðàìå ïðî-
èçâîäíàòà íà F ïî ïîñîêàòà h. Ïðåäâèä Áåëåæêà 2.2 âúâåæäàìå ôóíê-
öèÿòà φ(α) := F (x+ αh) = f(t, x(t) + αh(t)). Ñëåä êàòî f(t, x) å (íåïðå-
êúñíàòî) äèôåðåíöèðóåìà ïî x, òî φ(α) ñúùî å äèôåðåíöèðóåìà, êàòî

φ′(α) = f ′x(t, x(t) + αh(t))h(t).

Ñëåäîâàòåëíî F å äèôåðåíöèðóåìî ïî ïîñîêàòà h, êàòî

[F ′(x, h)](t) = φ′(0) = f ′x(t, x(t))h(t).

Î÷åâèäíî F ′(x, h) å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå ïî h. Êàòî ïðèëîæèì òåîðå-
ìàòà íà Âàéåðùðàñ çà îãðàíè÷åíîñò íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè âúðõó
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êîìïàêò è èçïîëçâàìå íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ′x è x, çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñú-
ùåñòâóâà c > 0, òàêîâà, ÷å supt∈[t0,t1] |f

′
x(t, x(t))| ≤ c è ñëåäîâàòåëíî

∥F ′(x, h)∥C ≤ c ∥h∥C .

Òóê ∥x∥C := maxx∈[t0,t1] |x(t)| å ñòàíäàðòíàòà íîðìà â ëèíåéíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî C[t0, t1]. Ñ íåÿ òî å áàíàõîâî (ïúëíî).

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å îïåðàòîðúò F ′(x, h) å îãðàíè÷åí îòíîñíî h. Ñëå-
äîâàòåëíî F å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ãàò�î íàâñÿêúäå, ïðè òîâà

[F ′
G(x)h](t) = f ′x(t, x(t))h(t).

Ïðåäâèä Ñëåäñòâèå 2.13, çà äà äîêàæåì, ÷å F å äèôåðåíöèðóåìî ïî
Ôðåø�å, îñòàâà äà ñå óáåäèì, ÷å èçîáðàæåíèåòî F ′

G(x) å íåïðåêúñíàòî
ïî x â îïåðàòîðíàòà íîðìà. Íî òîâà âåäíàãà ñëåäâà îò ðàâíîìåðíàòà
íåïðåêúñíàòîñò íà f ′x(t, x) âúðõó âñåêè êîìïàêò â [t0, t1]× R.1

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å F å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å íàâñÿêúäå, êàòî

(2.8) [F ′(x)h](t) = f ′x(t, x(t))h(t), h ∈ C[t0, t1].

Íåêà ïî-îáùî ðåàëíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ f(t, x) å íåïðåêúñíàòà â ìíî-
æåñòâîòî [t0, t1] × Rn, x := (x1, . . . , xn), è å äèôåðåíöèðóåìà ÷àñòíî ïî
x1, . . . , xn, êàòî f ′xi

(t, x) ñúùî ñà íåïðåêúñíàòè â [t0, t1]×Rn çà i = 1, . . . , n.
Ñ C([t0, t1],Rn)ùå îçíà÷àâàìå áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè íåïðå-
êúñíàòè èçîáðàæåíèÿ x : [t0, t1] → Rn ñ íîðìà ∥x∥C := maxt∈[t0,t1] |x(t)|,
êúäåòî |x(t)| :=

√
x21(t) + x22(t) + · · ·+ x2n(t), x := (x1, . . . , xn), å ñòàíäàð-

òíàòà åâêëèäîâà íîðìà â Rn.
Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî F : C([t0, t1],Rn) → C[t0, t1], äåôèíèðà-

íî ÷ðåç

(2.9) [F (x)](t) := f(t, x(t)), t ∈ [t0, t1], x ∈ C([t0, t1],Rn).

Êàêòî ïî-ãîðå, ñå äîêàçâà, ÷å F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å íàâñÿ-
êúäå è

(2.10) [F ′(x)h](t) = f ′x(t, x(t)) · h(t), h ∈ C([t0, t1],Rn),

êúäåòî f ′x(t, x) å ãðàäèåíòúò íà f(t, x) ïî ïðîìåíëèâàòà x := (x1, . . . , xn).

(â.3) Ïðåìèíàâàìå êúì ñëåäâàùèÿ âàæåí ñëó÷àé. Íåêà, êàêòî ïî-
ãîðå, ðåàëíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ f(t, x) å íåïðåêúñíàòà â [t0, t1] × R è å
äèôåðåíöèðóåìà ÷àñòíî ïî x, êàòî f ′x(t, x) ñúùî å íåïðåêúñíàòà â [t0, t1]×
R. Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî H : C[t0, t1] → R, äåôèíèðàíî ÷ðåç

H(x) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t)) dt.

1Óñòàíîâÿâàíåòî íà òîâà òâúðäåíèå å äîáðî óïðàæíåíèå.
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Òî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñúñòàâíî èçîáðàæåíèå H(x) = G(F (x)),
êúäåòî F è G ñà äåôèíèðàíè ñúîòâåòíî â (2.7) è (2.5). Îò òåîðåìàòà çà
äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè èçîáðàæåíèÿ è ôîðìóëè (2.6) è (2.8) ñëåäâà,
÷å H(x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å è

H ′(x)h =

∫ t1

t0

f ′x(t, x(t))h(t) dt, x, h ∈ C[t0, t1].

Íåêà f(t, x) å íåïðåêúñíàòà â ìíîæåñòâîòî [t0, t1]×Rn, x :=(x1, . . . , xn),
è å äèôåðåíöèðóåìà ÷àñòíî ïî x1, . . . , xn, êàòî f ′xi

(t, x) ñúùî ñà íåïðå-
êúñíàòè â [t0, t1] × Rn çà i = 1, . . . , n. Ñúâñåì àíàëîãè÷íî, ïîñðåäñòâîì
(2.6) è (2.10), ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ôóíêöèîíàëúò H : C([t0, t1],Rn) → R,
äåôèíèðàí ÷ðåç

H(x) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t)) dt,

å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåø�å è

(2.11) H ′(x)h =

∫ t1

t0

f ′x(t, x(t)) · h(t) dt, x, h ∈ C([t0, t1],Rn).

Åäíî ïîëåçíî óïðàæíåíèå ïðåäñòàâëÿâà äèðåêòíèÿò èçâîä íà ôîð-
ìóëà (2.11) ïîñðåäñòâîì ñðåäñòâàòà íà äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåãðàëíîòî
ñìÿòàíå çà ôóíêöèè. Òîâà å íàïðàâåíî â Äîïúëíåíèåòî, äàäåíî â êðàÿ
íà òàçè ÷àñò.

(ã) Âåêòîð-ôóíêöèîíàëè âúðõó ïðîñòðàíñòâà îò ôóíêöèè
Íåêà a : Rn → Rm å âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè,

çàäåíà ÷ðåç ñâîèòå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè

a(y) := (a1(y), . . . , am(y)), y := (y1, . . . , yn).

Íåêà τ ∈ [t0, t1] å ôèêñèðàíî. Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî

H : C([t0, t1],Rn) → Rm,

äåôèíèðàíî ïîñðåäñòâîì

H(x) := a(x(τ)), x ∈ C([t0, t1],Rn).

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà a(y) ñà íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìè â îêîëíîñò U íà òî÷êàòà y0 ∈ Rn è x0(τ) = y0. Ùå
ïîêàæåì, ÷å H å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0 è ùå íàìåðèì íåãîâàòà
ïðîèçâîäíà. Çà äà íàïðàâèì òîâà, ïðåäñòàâÿìå H êàòî êîìïîçèöèÿ íà
èçîáðàæåíèÿòà a(y) è F (x) := x(τ), ò.å. H(x) = a(F (x)). Êàêòî çíàåì,
ïúðâîòî å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â y0, êàòî (âæ. (2.4))

a′(y0) =

(
∂ai
∂xj

(y0)

)m,n

i,j=1

,
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à âòîðîòî å ëèíåéíî è ñïîðåä (2.3) F ′(x) = F çà âñÿêî x ∈ C([t0, t1],Rn),
ò.å. çà âñÿêî x ∈ C([t0, t1],Rn) èìàìå F ′(x)h = h(τ), h ∈ C([t0, t1],Rn).
Ñåãà îò òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè èçîáðàæåíèÿ (Òåîðåìà
2.10) ñëåäâà, ÷å H å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåø�å â x0, êàòî

(2.12) H ′(x0)h = a′(F (x0))F
′(x0)h = a′(x0(τ))h(τ), h ∈ C([t0, t1],Rn).

Äà îòáåëåæèì èçðè÷íî, ÷å èçðàçúò ãîðå âäÿñíî ïðåäñòàâëÿâà óìíîæå-
íèå íà ìàòðèöàòà a′(x0(τ)) = a′(y0) îò ðàçìåðíîñò m×n ñ âåêòîð-ñòúëáà
h(τ) ∈ Rn. Ðåçóëòàòúò îò òÿõíîòî óìíîæåíèå å âåêòîð-ðåä â Rm, êàê-
òî òðÿáâà äà î÷àêâàìå, ñëåä êàòî H ′(x0) å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð,
äåéñòâàù îò C([t0, t1],Rn) â Rm.

Ùå çàâúðøèì òàçè ÷àñò ñ ïðèìåð, êîéòî ïîêàçâà, ÷å ïðîèçâîäíèòå
íà Ãàò�î è Ôðåø�å ñà ðàçëè÷íè ïîíÿòèÿ.

Ïðèìåð 2.1. Íåêà ôóíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëèâè F (x1, x2) å äåôèíèðàíà
â ðàâíèíàòà ïîñðåäñòâîì

F (x1, x2) :=

{
1, x1 = x22, x2 > 0,

0 èíà÷å.

Ùå èçñëåäâàìå âúïðîñà çà íåéíàòà äèôåðåíöèðóåìîñò â òî÷êàòà (0, 0).
Çàïî÷âàìå ñ ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêàòà (h1, h2) ∈ R2. Àêî h1 ≤ 0 èëè
h2 ≤ 0, òî F (0 + th1, 0 + th2)− F (0, 0) = 0 çà âñÿêî t > 0 è ñëåäîâàòåëíî
F (x1, x2) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0) ïî ïîñîêàòà (h1, h2), êàòî
F ′((0, 0), (h1, h2)) = 0. Àêî ïúê h1, h2 > 0, òî çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîëî-
æèòåëíè t îòíîâî èìàìå F (0 + th1, 0 + th2)− F (0, 0) = 0 è ñëåäîâàòåëíî
F ′((0, 0), (h1, h2)) = 0. Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å F (x1, x2) å äèôåðåíöèðóåìà
â òî÷êàòà (0, 0) ïî âñÿêà ïîñîêà (h1, h2), ïðè òîâà F ′((0, 0), (h1, h2)) = 0 çà
âñåêè åëåìåíò (h1, h2). Îòòóê ñëåäâà, ÷å ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ ïðèòå-
æàâà ïúðâà âàðèàöèÿ â òî÷êàòà (0, 0) è òÿ å òúæäåñòåíî íóëà. Ñëåä êàòî
òúæäåñòâåíî íóëåâîòî èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿâà íåïðåêúñíàò ëèíååí
îïåðàòîð (ôóíêöèîíàë â òîçè ñëó÷àé), òî F (x1, x2) å äèôåðåíöèðóåìà
ïî Ãàò�î â òî÷êàòà (0, 0), êàòî F ′

G(0, 0) = (0, 0). Òóê íàêðàÿ èçïîëçâàõ-
ìå, ÷å âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë, äåôèíèðàí â êðàéíîìåðíî
ïðîñòðàíñòâî, ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà (1.1), êàòî (êàêòî ëåñíî ñå âèæäà)
òîâà ïðåäñòàâÿíå å åäèíñòâåíî.

Äà ñå âúðíåì íà ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ F (x1, x2). Äîêàçàõìå, ÷å òÿ
å äèôåðåíöèðóåìà ïî Ãàò�î â òî÷êàòà (0, 0). Âåäíàãà îáà÷å ñå âèæäà, ÷å
òÿ å ïðåêúñíàòà â íåÿ. Îòòóê, êàêòî ñëåäâà îò Òâúðäåíèå 2.7, òÿ íå å
äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåø�å â òî÷êàòà (0, 0).

2.4 Òåîðåìà íà Ëþñòåðíèê

Ùå çàâúðøèì ñ òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê. Ïðåäè äà ÿ ôîðìóëèðàìå,
ùå âúâåäåì îùå äâå îñíîâíè ïîíÿòèÿ â äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà
îïåðàòîðè.
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Äåôèíèöèÿ 2.14. Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊆ X è x0 ∈M .
Êàçâàìå, ÷å âåêòîðúò h ∈ X å äîïèðàòåëåí êúì M â òî÷êàòà x0, àêî
ñúùåñòâóâàò ε > 0 è èçîáðàæåíèå r : [0, ε] → X òàêèâà, ÷å x0+th+r(t) ∈
M çà âñÿêî t ∈ [0, ε] è ∥r(t)∥X = o(t).

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äîïèðàòåëíè âåêòîðè êúì M â òî÷êàòà x0
ïðåäñòàâëÿâà çàòâîðåí íåïðàçåí êîíóñ. Òîé ñå íàðè÷à äîïèðàòåëåí êî-

íóñ íà M â òî÷êàòà x0. Àêî òîé å ïîäïðîñòðàíñòâî, òîãàâà ñå íàðè-
÷à äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî íà M â òî÷êàòà x0 è ñå îçíà÷àâà ÷ðåç
TM(x0). Â òîçè ñëó÷àé, ò.ê. àêî h ∈ TM(x0), òî è −h ∈ TM(x0), ïîëó-
÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ε > 0 è èçîáðàæåíèå r : [−ε, ε] → X òàêèâà, ÷å
x0 + th+ r(t) ∈M çà âñÿêî t ∈ [−ε, ε] è ∥r(t)∥X = o(t).

Òåîðåìà 2.15 (Ëþñòåðíèê). Íåêà X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà,

U ⊆ X å îòâîðåíî è x0 ∈ U . Íåêà îùå F : U → Y å äèôåðåíöèðóåìî ïî

Ôðåø�å â U , êàòî F ′(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 (â îïåðàòîðíàòà
íîðìà) è ImF ′(x0) = Y . Ïîëàãàìå

M := {x ∈ U : F (x) = F (x0)}.

Òîãàâà

TM(x0) = KerF ′(x0);

ïðè òîâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò V ⊆ U íà x0, êîíñòàíòà c > 0 è

èçîáðàæåíèå x : V → X òàêèâà, ÷å çà âñÿêî ξ ∈ V èìàìå

F (ξ + x(ξ)) = F (x0)

è

∥x(ξ)∥X ≤ c∥F (ξ)− F (x0)∥Y .

Çàäà÷è

1. Äîêàæåòå, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåø�å íà äàäåí îïåðàòîð â äàäåíà
âúòðåøíà òî÷êà, àêî ñúùåñòâóâà, å åäèíñòâåíà.

2. Èçñëåäâàéòå âúïðîñà çà äèôåðåíöèðóåìîñò ïî Ôðåø�å íà íîðìàòà
â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

3. Íàìåðåòå âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å íà ëèíåéíî èçîáðàæåíèå.

4. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî åäíî îò ñëåäíèòå èçîáðàæåíèÿ å äèôåðåíöèðó-
åìî ïî Ôðåø�å âúâ âñÿêà òî÷êà îò ñâîÿòà äåôèíèöèîííà îáëàñò è
íàìåðåòå íåãîâàòà ïðîèçâîäíà íà Ôðåø�å:
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(à)
∫ 1

0
tx(t) dt, x ∈ C[0, 1];

(á)
∫ 1

0
x2(t) dt, x ∈ C[0, 1];

(â)
∫ 1

0
tx2(t) dt, x ∈ C[0, 1];

(ã)
∫ 1

0

.
x(t) dt, x ∈ C1[0, 1];

(ä)
∫ 1

0

.
x
2
(t) dt, x ∈ C1[0, 1];

(å)
∫ 1

0

(
x2(t) +

.
x
2
(t)
)
dt, x ∈ C1[0, 1].

5. Äîêàæåòå Òâúðäåíèå 2.9.

6. Óñòàíîâåòå ôîðìóëè çà ïðîèçâîäíèòå ïî ïîñîêà è ïî Ãàò�î çà ñúñ-
òàâíè èçîáðàæåíèÿ.

7. Â óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê, äîêàæåòå, ÷å TM(x0) ⊆
KerF ′(x0). Ïîêàæåòå, ÷å îò âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî íà òåîðå-
ìàòà (òàçè ñëåä �ïðè òîâà�) ñëåäâà è îáðàòíîòî âêëþ÷âàíåKerF ′(x0)
⊆ TM(x0).

Äîïúëíåíèå

Òóê ùå óñòàíîâèì äèôåðåíöèðóåìîñòòà ïî Ôðåøå è ùå íàìåðèì ïðî-
èçâîäíèòå íà íÿêîè îïåðàòîðè ñúâñåì íåïîñðåäñòâåíî, áåç äà ðàçáèâàìå
ðàçãëåæäàíèÿòà íà ñòúïêè, êàêòî íàïðàâèõìå â 2.3.

(ä.1) Çà x ∈ C([t0, t1],Rn) è u ∈ C([t0, t1],Rm) ðàçãëåæäàìå ôóíêöè-
îíàëà

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt,

êúäåòî f ∈ C1(Rm+n+1). Çà êðàòêîñò ïîëàãàìå

z := (x, u), g(z) := F(x, u).

Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèîíàëúò g å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â òî÷êàòà
z̃ = (x̃, ũ), êàòî èçõîæäàìå íåïîñðåäñòâåíî îò òâúðäåíèÿ íà äèôåðåíöè-
àëíîòî è èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Ïðè
íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ôóíêöèÿòà f , ïðèëàãàìå
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ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí è ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâ-
íè ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè, çà äà ïîëó÷èì çà âñÿêî t ∈ [t0, t1]
è çà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè h ∈ C([t0, t1],Rn) è k ∈ C([t0, t1],Rm) òàêèâà,
÷å (h, k) ̸= (0, 0) è ∥h∥C è ∥k∥C ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè,1 ïðåäñòàâÿíåòî

f(t, x̃(t) + h(t), ũ(t) + k(t)) = f(t, x̃(t), ũ(t))+∫ 1

0

[
f ′x(t, x̃(t)+τh(t), ũ(t)+τk(t))·h(t)+f ′u(t, x̃(t)+τh(t), ũ(t)+τk(t))·k(t)

]
dτ.

Íåêà èçðè÷íî îòáåëåæèì, ÷å ãîðå f ′x(t, x, u) å ãðàäèåíòúò íà f(t, x, u) ïî
ïðîìåíëèâàòà x = (x1, x2, . . . , xn), à f ′u(t, x, u) � ãðàäèåíòúò íà f(t, x, u)
ïî ïðîìåíëèâàòà u = (u1, u2, . . . , um).

Êàòî ïîëîæèì ζ = (h, k) è èíòåãðèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî t
îò t0 äî t1, ïîëó÷àâàìå

(2.13) g(z̃ + ζ) = g(z̃)

+

∫ t1

t0

[
f ′x(t, x̃(t), ũ(t)) · h(t) + f ′u(t, x̃(t), ũ(t)) · k(t)

]
dt+ r(ζ),

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

r(ζ) :=

∫ t1

t0

∫ 1

0

[
f ′x(t, x̃(t)+τh(t), ũ(t)+τk(t))−f ′x(t, x̃(t), ũ(t))

]
·h(t) dtdτ

+

∫ t1

t0

∫ 1

0

[
f ′u(t, x̃(t) + τh(t), ũ(t) + τk(t))− f ′u(t, x̃(t), ũ(t))

]
· k(t) dtdτ.

Èçðàçúò ∫ t1

t0

[
f ′x(t, x̃(t), ũ(t)) · h(t) + f ′u(t, x̃(t), ũ(t)) · k(t)

]
dt

äåôèíèðà åäèí îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë íà ζ â áàíàõîâîòî ïðîñò-
ðàíñòâî C([t0, t1],Rn)×C([t0, t1],Rm) ñ íîðìà ∥ζ∥C := max{∥h∥C , ∥k∥C}.
Çà äà ïîêàæåì, ÷å g(z) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â z̃ è òîçè èçðàç
ïðåäñòàâëÿâà g′(z̃)ζ, îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å r(ζ) = o(∥ζ∥C).

Äà îçíà÷èì äâîéíèòå èíòåãðàëè â r(ζ) ñúîòâåòíî ñ rx(ζ) è ru(ζ). Çà
rx(ζ) èìàìå

|rx(ζ)| ≤
∫ t1

t0

∫ 1

0

∣∣[f ′x(t, x̃(t)+τh(t), ũ(t)+τk(t))−f ′x(t, x̃(t), ũ(t))]·h(t)∣∣ dtdτ.
1Èñêàìå ∥h∥C è ∥k∥C äà ñà òîëêîâà ìàëêè, ÷å äà èìàìå (t, x̃(t)+h(t), ũ(t)+k(t)) ∈ U

çà âñÿêî t ∈ [t0, t1]; òîâà å âúçìîæíî, çàùîòî x̃ è ũ ñà íåïðåêúñíàòè, (t, x̃(t), ũ(t)) ∈ U
çà âñÿêî t è U å îòâîðåíî â Rn+m+1.
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Íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè âëå÷å∣∣[f ′x(t, x̃(t) + τh(t), ũ(t) + τk(t))− f ′x(t, x̃(t), ũ(t))] · h(t)
∣∣

≤ |f ′x(t, x̃(t) + τh(t), ũ(t) + τk(t))− f ′x(t, x̃(t), ũ(t))| |h(t)|
≤ sup

t∈[t0,t1]
|ξ|,|η|≤∥ζ∥C

|f ′x(t, x̃(t) + ξ, ũ(t) + η)− f ′x(t, x̃(t), ũ(t))| ∥ζ∥C .

Äà çàáåëåæèì, ÷å òî÷êèòå (t, x̃(t) + ξ, ũ(t) + η) îïèñâàò åäíî êîìïàêòíî
ìíîæåñòâî â Rn+m+1, êîãàòî t ∈ [t0, t1] è |ξ|, |η| ≤ ∥ζ∥C . Òîãàâà, ùîì
ôóíêöèÿòà f ′x(t, x, u) å íåïðåêúñíàòà, òî òÿ å è ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà
âúðõó âñåêè êîìïàêò. Ñëåäîâàòåëíî

sup
t∈[t0,t1]

|ξ|,|η|≤∥ζ∥C

|f ′x(t, x̃(t) + ξ, ũ(t) + η)− f ′x(t, x̃(t), ũ(t))| → 0 ïðè ∥ζ∥C → 0.

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å rx(ζ) = o(∥ζ∥C). Ñúâñåì àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å
ru(ζ) = o(∥ζ∥C). Òàêà èìàìå r(ζ) = o(∥ζ∥C) è ñåãà îò (2.13) ñëåäâà, ÷å
g(z) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â z̃ è

g′(z̃)ζ =

∫ t1

t0

[f ′x(t, x̃(t), ũ(t)) · h(t) + f ′u(t, x̃(t), ũ(t)) · k(t)] dt,

ζ = (h, k) ∈ C([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rm).

(ä.2) Ñ Ck([t0, t1],Rn) ùå îçíà÷àâàìå áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî îò
âñè÷êè k ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè èçîáðàæåíèÿ x : [t0, t1] →
Rn ñ íîðìà ∥x∥Ck := maxj=0,...,k ∥x(j)∥C . Íåêà φ ∈ C1(Rm+n+1). Ðàçãëåæ-
äàìå îïåðàòîðà

F : C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rm) → C([t0, t1],Rn),

äåôèíèðàí ÷ðåç
F (z) :=

.
x− φ(t, x, u),

êúäåòî ñ
.
x ñìå îçíà÷èëè ïðîèçâîäíàòà íà âåêòîð-ôóíêöèÿòà x(t), z :=

(x, u), ∥z∥Z := max{∥x∥C1 , ∥u∥C}.
Íåêà h ∈ C1([t0, t1],Rn) è k ∈ C([t0, t1],Rm) ñà òàêèâà, ÷å ∥h∥C è ∥k∥C

ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè. Çà ζ = (h, k) èìàìå

F (z + ζ) =
.
x+

.
h− φ(t, x+ h, u+ k)

= [
.
x− φ(t, x, u)] +

.
h− [φ(t, x+ h, u+ k)− φ(t, x, u)]

= F (z) +
.
h−

∫ 1

0

[
φ′
x(t, x+ τh, u+ τk)h+ φ′

u(t, x+ τh, u+ τk) k
]
dτ

= F (z) + [
.
h− φ′

x(t, x, u)h− φ′
u(t, x, u) k]− r1(ζ),
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êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

r1(ζ) :=

∫ 1

0
[φ′

x(t, x+ τh, u+ τk)− φ′
x(t, x, u)]h dτ

+

∫ 1

0
[φ′

u(t, x+ τh, u+ τk)− φ′
u(t, x, u)] k dτ.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å φ′
x(t, x, u) å ïúëíàòà ïðîèçâîäíà (ïðîèçâîäíàòà íà

Ôðåøå) íà èçîáðàæåíèåòî φ ïî ïðîìåíëèâàòà x = (x1, x2, . . . , xn) â òî÷-
êàòà (t, x, u). Òÿ ñå ïðåäñòàâÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöà n × n, ÷èèòî êîì-
ïîíåíòè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà φ ïî
x1, x2, . . . , xn â òàçè òî÷êà. Àíàëîãè÷íî φ′

u(t, x, u) å ïúëíàòà ïðîèçâîä-
íà (ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåøå) íà èçîáðàæåíèåòî φ ïî ïðîìåíëèâàòà u =
(u1, u2, . . . , um) â òî÷êàòà (t, x, u). Òÿ ñå ïðåäñòàâÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðè-
öà n ×m, ÷èèòî êîìïîíåíòè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà êîîðäèíàòíèòå
ôóíêöèè íà φ ïî u1, u2, . . . , um â òàçè òî÷êà. Ïîäèíòåãðàëíèòå ôóíêöèè
ãîðå ñà âåêòîðíî-çíà÷íè. Èíòåãðàëúò îò òàêàâà ôóíêöèÿ ñå ðàçáèðà êàòî
âåêòîðà îò èíòåãðàëèòå íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè.

Êàêòî ïî-ãîðå â (ä.1), ñå óáåæäàâàìå, ÷å r1(ζ) = o(∥ζ∥Z), ò.å. ∥r1(ζ)∥C
= o(∥ζ∥Z). Ñëåäîâàòåëíî F (z) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå, ïðè òîâà

F ′(z)ζ =
.
h− φ′

x(t, x, u)h− φ′
u(t, x, u) k,

ζ = (h, k) ∈ Z = C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rm).
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Òóê ùå ðàçãëåäàìå åäíà îò îñíîâíèòå åêñòðåìàëíè çàäà÷è íà ò.íàð. âà-
ðèàöèîííî ñìÿòàíå. Íåêà U ⊆ R3 å îòâîðåíî è L ∈ C1(U). Íåêà îùå
t0, t1 ∈ R, t0 < t1. Òúðñèì ìèíèìóì íà ôóíêöèîíàëà F : C1[t0, t1] → R,
äåôèíèðàí ÷ðåç

F(x) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t)) dt

ïðè óñëîâèÿòà
x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Ñ
.
x(t) îçíà÷àâàìå ïðîèçâîäíàòà íà x(t), à x0 è x1 ñà äàäåíè ðåàëíè ÷èñëà.
Çàäà÷è îò òîçè òèï ùå ôîðìóëèðàìå ïî-íàêðàòêî òàêà

(3.1)

∣∣∣∣∣∣∣
F(x) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t)) dt −→ inf

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Òå íîñÿò íàèìåíîâàíèåòî çàäà÷è ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà. Ùå óñòàíîâèì
íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí ìèíèìóì â òîïîëîãèÿòà (íîðìàòà) íà
ïðîñòðàíñòâîòî C1[t0, t1]. Äà ïðèïîìíèì, ÷å òî, ñíàáäåíî ñ íîðìàòà

∥x∥C1 := max{∥x∥C , ∥
.
x∥C},

êúäåòî ∥x∥C := maxt∈[t0,t1] |x(t)|, å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ñëåäâà òî÷íàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 3.1. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà x̃ ∈ C1[t0, t1], x̃(t0) = x0,
x̃(t1) = x1 å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà (3.1), àêî ñú-
ùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å F(x̃) ≤ F(x) çà âñÿêî x ∈ C1[t0, t1] òàêîâà, ÷å
∥x− x̃∥C1 < δ è x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Çà ñðàâíåíèå äåôèíèöèÿòà çà ñèëåí ëîêàëåí ìèíèìóì ãëàñè

Äåôèíèöèÿ 3.2. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà x̃ ∈ C1[t0, t1], x̃(t0) = x0,
x̃(t1) = x1 å òî÷êà íà ñèëåí ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà (3.1), àêî
ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å F(x̃) ≤ F(x) çà âñÿêî x ∈ C1[t0, t1] òàêîâà,
÷å ∥x− x̃∥C < δ è x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Êîãàòî å íàëèöå ñèòóàöèÿòà îò ãîðíèòå äåôèíèöèè, îùå ùå êàçâàìå,
÷å ôóíêöèîíàëúò F èìà ñëàá, ñúîòâåòíî ñèëåí, ëîêàëåí ìèíèìóì â x̃ ∈
C1[t0, t1] ïðè óñëîâèÿòà x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Ðàçëèêàòà ìåæäó äâåòå äåôèíèöèè ñå ñúäúðæà â òèïà îêîëíîñò. Â
ïúðâàòà òÿ å â òîïîëîãèÿòà íà C1, à âúâ âòîðàòà � â òîïîëîãèÿ íà C,
â êîÿòî îêîëíîñòèòå ñà ñúùåñòâåíî ïî-øèðîêè. Ïî-òî÷íî, ò.ê. îò ∥x −
x̃∥C1 < δ ñëåäâà ∥x−x̃∥C < δ, òî îêîëíîñòòà íà x̃, îïðåäåëåíà ñ óñëîâèåòî
∥x − x̃∥C1 < δ, ñå ñúäúðæà â îêîëíîñòòà, îïðåäåëåíàòà ÷ðåç óñëîâèåòî
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∥x− x̃∥C < δ. Ïðè òîâà ïîñëåäíàòà ñúäúðæà çíà÷èòåëíî ïîâå÷å ôóíêöèè
îò ïúðâàòà. Ñúùî òàêà, òîâà ïîêàçâà, ÷å âñÿêà òî÷êà íà ñèëåí ìèíèìóì
å è òî÷êà íà ñëàá.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò, êîéòî ùå äîêàæåì òóê å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî
óñëîâèå çà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì.

Òåîðåìà 3.3 (Íåîáõîäèìî óñëîâèå íà Îéëåð). Íåêà U ⊆ R3 å îòâîðåíî

è L ∈ C1(U). Àêî x̃(t) å ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà (3.1), òî

(3.2) − d

dt
L′

.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)) + L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t)) = 0, t ∈ [t0, t1].

Òóê L′
x è L

′
.
x
îçíà÷àâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà L ñúîòâåòíî ïî âòîðà-

òà è òðåòàòà ïðîìåíëèâà. Â òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà íåÿâíî ñå âêëþâà

è òîâà, ÷å ôóíêöèÿòà L′
.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)) å äèôåðåíöèðóåìà ïî t.
Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

(3.3) − d

dt
L′

.
x
(t, x(t),

.
x(t)) + L′

x(t, x(t),
.
x(t)) = 0, t ∈ [t0, t1].

ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ. Íåãîâèòå ðåøåíèÿ ñå íàðè÷àò
åêñòðåìàëè íà çàäà÷àòà (3.1). Òåîðåìà 3.3 ïîêàçâà, ÷å àêî çàäà÷àòà (3.1)
èìà ðåøåíèå, òî òî óäîâëåòâîðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (3.2) ñ
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ùå èçïoëçâàìå ñëåäíîòî ïîìîùíî
òâúðäåíèå.

Ëåìà 3.4 (Ëåìà íà äþ Áîà-Ðåéìîí). Íåêà b ∈ C[t0, t1]. Àêî∫ t1

t0

b(t)v(t) dt = 0

çà âñÿêà ôóíêöèÿ v ∈ C[t0, t1] òàêàâà, ÷å∫ t1

t0

v(t) dt = 0,

òî b(t) ≡ const.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, à èìåííî, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå
òî÷êè τ1, τ2 ∈ (t0, t1), τ1 < τ2, òàêèâà, ÷å b(τ1) ̸= b(τ2). Ùå ïðåäïîëîæèì,
÷å b(τ1) > b(τ2). Äðóãèÿò ñëó÷àé ñå ñâåæäà êúì òîçè, êàòî ðàçãëåäàìå
ôóíêöèÿòà −b âìåñòî b.

Ôèêñèðàìå ε > 0 òîëêîâà ìàëêî, ÷å

(à) èíòåðâàëèòå ∆1 := [τ1−ε, τ1+ε] è ∆2 := [τ2−ε, τ2+ε] íå ñå ïðåñè÷àò
âçàèìíî è ñå ñúäúðæàò â [t0, t1];

(á) b1 := mint∈∆1 b(t) > b2 := maxt∈∆2 b(t).
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Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà v ∈ C[t0, t1], äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

v(t) :=


1, t = τ1,

−1, t = τ2,

0, t ̸∈ ∆1 ∪∆2,

ëèíåéíà âúðõó [τ1 − ε, τ1], [τ1, τ1 + ε], [τ2 − ε, τ2], [τ2, τ2 + ε].

ßñíî å, ÷å ∫ t1

t0

v(t) dt = 0.

Ñ òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ v(t) èìàìå∫ t1

t0

b(t)v(t) dt =

∫
∆1

b(t)v(t) dt+

∫
∆2

b(t)v(t) dt

≥ (b1 − b2)

∫
∆1

v(t) dt > 0,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 3.3. Íåêà h ∈ C1[t0, t1]. Çà α ∈ R òîëêîâà

ìàëêî ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò, ÷å äà èìàìå (t, x̃(t)+αh(t),
.

x̃(t)+α
.
h(t)) ∈

U , t ∈ [t0, t1], äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

φ(α) := F(x̃+ αh) =

∫ t1

t0

L(t, x̃(t) + αh(t),
.

x̃(t) + α
.
h(t)) dt.

Îò òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà ñëåäâà, ÷å φ(α)
å äèôåðåíöèðóåìà è

φ′(α) =

∫ t1

t0

[
L′
x(t, x̃(t) + αh(t),

.

x̃(t) + α
.
h(t))h(t)

+ L′
.
x
(t, x̃(t) + αh(t),

.

x̃(t) + α
.
h(t))

.
h(t)

]
dt.

Ñëåäîâàòåëíî

(3.4) F ′(x̃, h) = φ′(0)

=

∫ t1

t0

[
L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t))h(t) + L′
.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t))
.
h(t)

]
dt.

Äà ïðåäïîëîæèì îùå, ÷å h(t0) = h(t1) = 0. Òîãàâà, ò.ê. ôóíêöèîíàëúò F
èìà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì â x̃, òî φ(α) èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â α = 0.
Îò òåîðåìàòà íà Ôåðìà ñåãà ñëåäâà, ÷å φ′(0) = 0. Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å

(3.5) F ′(x̃, h) = 0 ∀h ∈ C1
0 [t0, t1],
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êúäåòî
C1
0 [t0, t1] := {x ∈ C1[t0, t1] : x(t0) = x(t1) = 0}.

Ïî-íàòàòúê, äà ïîëîæèì

p(t) := L′
.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)), q(t) := L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t)).

Ôîðìóëà (3.4) ïðèäîáèâà âèäà

(3.6)
∫ t1

t0

[q(t)h(t) + p(t)
.
h(t)] dt = 0 ∀h ∈ C1

0 [t0, t1].

Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè èíòåãðàëà îò q(t)h(t). Ïîëó÷àâàìå∫ t1

t0

q(t)h(t) dt =

∫ t1

t0

h(t) d

(∫ t

t1

q(τ) dτ

)
=

∫ t1

t0

Q(t)
.
h(t) dt,

(3.7)

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

Q(t) :=

∫ t1

t
q(τ) dτ.

Êàòî êîìáèíèðàìå (3.6) è (3.7), ïîëó÷àâàìå

(3.8)
∫ t1

t0

[Q(t) + p(t)]
.
h(t) dt = 0 ∀h ∈ C1

0 [t0, t1].

Ñåãà îò ëåìàòà íà äþ Áîà-Ðåéìîí ñ b(t) = Q(t) + p(t) ñëåäâà, ÷å

(3.9) Q(t) + p(t) ≡ const, t ∈ [t0, t1].

Òàçè ëåìà å ïðèëîæèìà, çàùîòî âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ v(t) âúðõó
[t0, t1] òàêàâà, ÷å ∫ t1

t0

v(t) dt = 0,

ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà v(t) =
.
h(t) ñ h ∈ C1

0 [t0, t1]. Äåéñòâèòåëíî, òîâà å
òàêà ñ

h(t) :=

∫ t

t0

v(τ) dτ.

Çà äà ïðèêëþ÷èì äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàâà ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å îò
(3.9) ñëåäâà p ∈ C1[t0, t1] è

− .
p(t) + q(t) = 0, t ∈ [t0, t1],

êîåòî å òî÷íî (3.2).
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Ùå çàâúðøèì ñ íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.1. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà

F(x) :=

∫ 1

0

.
x(t)2dt −→ inf, x(0) = x(1) = 0, x ∈ C1[0, 1].

Òóê L(t, x,
.
x) =

.
x2. Òîãàâà L′

x = 0 è L′
.
x
= 2

.
x. Óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-

Ëàãðàíæ (3.3) èìà âèäà (d/dt)(2
.
x) = 0, ò.å.

..
x = 0. Íåãîâèòå ðåøåíèÿ

(åêñòðåìàëèòå íà çàäà÷àòà) ïðåäñòàâëÿâàò ëèíåéíèòå ôóíêöèè. Îò òÿõ
åäèíñòâåíî òúæäåñòâåíî íóëåâàòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ x(0) = x(1) = 0. Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å àêî çàäà÷àòà èìà ðåøåíèå,
òî òî å x̃(t) ≡ 0. Î÷åâèäíî òàçè ôóíêöèÿ å ðåøåíèå, ïðè òîâà â ñèëåí
ñìèñúë è ãëîáàëíî, çàùîòî F(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ C1[0, 1].

Ïðèìåð 3.2. Äà ðàçãëåæäàìå ñåãà çàäà÷àòà

F(x) :=

∫ 1

0

.
x(t)3dt −→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1, x ∈ C1[0, 1].

Óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-Ëàãðàíæ èìà âèäà (d/dt)(3
.
x2) = 0. Òîâà âëå÷å

.
x2 = const, êîåòî ïðåäâèä íåïðåêúñíàòîñòòà íà

.
x, å åêâèâàëåíòíî íà

.
x =

const. Òàêà îòíîâî ïîëó÷àâàìå, ÷å åêñòðåìàëèòå ñà ëèíåéíèòå ôóíêöèè.
Ñðåä òÿõ, òàçè, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, å x̃(t) = t.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à èìà ðåøåíèå â ñëàá ñìèñúë
(à ñëåäîâàòåëíî è àêî èìà ðåøåíèå â ñèëåí ñìèñúë), òî å x̃(t) = t. Çà
äà ïðîâåðèì äàëè äåéñòâèòåëíî òî å ðåøåíèå, ðàçãëåæäàìå äåéñòâèåòî
íà ôóíêöèîíàëà F âúðõó ôóíêöèè îò âèäà x̃ + h, êúäåòî h ∈ C1

0 [0, 1].
Èìàìå

F(x̃+ h) =

∫ 1

0

(
d

dt
(t+ h(t))

)3

dt =

= F(x̃) + 3

∫ 1

0

.
h(t) dt+

∫ 1

0

(
3
.
h(t)2 +

.
h(t)3

)
dt.

Îò÷èòàéêè, ÷å h(0) = h(1) = 0, ïîëó÷àâàìå∫ 1

0

.
h(t) dt = 0

è ñëåäîâàòåëíî

(3.10) F(x̃+ h) = F(x̃) +

∫ 1

0

.
h(t)2

(
3 +

.
h(t)

)
dt.

Òàêà, àêî h ∈ C1
0 [0, 1] å òàêàâà, ÷å ∥h∥C1 < 3, òî èíòåãðàëúò ãîðå âäÿñíî

å íåîòðèöàòåëåí è ñëåäîâàòåëíî

F(x̃+ h) ≥ F(x̃)
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è ôóíêöèÿòà x̃(t) = t å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà ôóíêöèîíàëà
F .

Äà ïðîâåðèì äàëè òàçè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿâà ðåøåíèå è â ñèëåí
ñìèñúë. Ôîðìóëàòà (3.10) íè ïîäñêàçâà, ÷å òîâà åäâà ëè å òàêà. Òÿ íè ïî-
ìàãà è äà êîíñòðóèðàìå êîíòðàïðèìåð. Ùå äåôèíèðàìå ðåäèöà {hn} îò
ôóíêöèè â C1

0 [0, 1] òàêèâà, ÷å ∥hn∥C → 0, íî ñúùåâðåìåííî
∫ 1
0

.
hn(t)

3dt→
−∞ è òî òîëêîâà áúðçî, ÷å äà íå ìîæå äà áúäå êîìïåíñèðàíî îò âåëè-

÷èíàòà
∫ 1
0

.
hn(t)

2dt. Åäíà ðåäèöà ñ òåçè ñâîéñòâà å, íàïðèìåð, ñëåäíàòà

hn(t) :=

∫ t

0
gn(τ) dτ, gn(τ) :=


−
√
n, τ ∈ [0, 1/n],

jn(τ), τ ∈ [1/n, 2/n],
√
n

n−2 , τ ∈ [2/n, 1],

êúäåòî n ≥ 3, à jn(τ) å íåïðåêúñíàòà ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ
òàêàâà, ÷å∫ 2/n

1/n
jn(τ) dτ = 0, jn(1/n) = −

√
n, jn(2/n) =

√
n

n− 2
.

Ñúâñåì ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàêàâà ôóíêöèÿ jn ñúùåñòâóâà çà âñÿêî åñ-
òåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 3.

Î÷åâèäíî çà òàêà êîíñòðóèðàíèòå ôóíêöèè hn(t) èìàìå, ÷å ñà íåïðå-
êúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè â [0, 1] è ñå àíóëèðàò â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà.
Ïî-íàòàòúê çà òåõíèòå ïðîèçâîäíè èìàìå∫ 1

0

.
hn(τ)

3dτ = −
∫ 1/n

0
n3/2dτ +

∫ 2/n

1/n
jn(τ)

3dτ +

∫ 1

2/n

( √
n

n− 2

)3

dτ

≤ −
√
n+

1

n

( √
n

n− 2

)3

+

(
1− 2

n

)( √
n

n− 2

)3

≤ −
√
n+

( √
n

n− 2

)3

è àíàëîãè÷íî∫ 1

0

.
hn(τ)

2dτ ≤ 1 +

( √
n

n− 2

)2

.

Ñëåäîâàòåëíî

(3.11) F(x̃+ hn) ≤ −
√
n+ c, n ≥ 3,

ñ íÿêàâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c.
Îñòàâà äà ñå óáåäèì, ÷å ∥hn∥C → 0. Çà âñÿêî n ≥ 3 ôóíêöèÿòà hn

å èçïúêíàëà1 è íåïîëîæèòåëíà. Ïðîèçâîäíàòà �è
.
hn = gn ñå àíóëèðà â

1Òîâà å òàêà, çàùîòî ïðîèçâîäíàòà �è å ìîíîòîííî ðàñòÿùà.
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åäèíñòâåíà òî÷êà. Òÿ ñå íàìèðà â (1/n, 2/n). Äà ÿ îçíà÷èì ñ ξn. Èìàìå

∥hn∥C = −hn(ξn) = −
∫ ξn

0
gn(τ) dτ

=

∫ 1/n

0

√
ndτ −

∫ ξn

1/n
jn(τ) dτ

≤ 1√
n
+

(
ξn − 1

n

)√
n

≤ 2√
n
→ 0, n→ ∞.

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å x̃(t) = t íå å òî÷êà íà ñèëåí ëîêàëåí ìèíèìóì
íà ôóíêöèîíàëà F . Ñëåäîâàòåëíî çàäàòà íÿìà ñèëíî ðåøåíèå, ïðè òîâà,
êàêòî ñå âèæäà îò (3.11), inf{F(x) : x ∈ C1[0, 1], x(0) = 0, x(1) = 1} =
−∞.

Ïðèìåð 3.3. Ùå ïðèâåäåì è ïðèìåð íà ôóíêöèîíàë îò ðàçãëåæäàíèÿ
òèï, êîéòî å îãðàíè÷åí îòäîëó, íî íå ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ, îòãîâàðÿùà
íà óñëîâèÿòà, êîÿòî ðåàëèçèðà íåãîâàòà òî÷íà äîëíà ãðàíèöà. Òîçè ïðè-
ìåð å äàäåí îò Âàéåðùðàñ. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà:

F(x) :=

∫ 1

0
t2

.
x(t)2dt −→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1, x ∈ C1[0, 1].

Óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-Ëàãðàíæ èìà âèäà (d/dt)(2t2
.
x) = 0. Íåãîâîòî

îáùî ðåøåíèå å x(t) = c1t
−1+c2, c1, c2 ∈ R. Íèêîÿ ôóíêöèÿ îò òîçè âèä íå

óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (âñúùíîñò, çà äà èìàìå x ∈ C1[0, 1],
òðÿáâà c1 = 0). Îò Òåîðåìà 3.3 ñëåäâà, ÷å çàäà÷àòà íÿìà ðåøåíèå â êëàñà
C1[0, 1]. Ìîæå äà çàáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî x ∈ C1[0, 1] èìàìå F(x) >
0, äîêàòî inf{F(x) : x ∈ C1[0, 1], x(0) = 0, x(1) = 1}=0. Âàéåðùðàñ
ïðåäëàãà ìèíèìèçèðàùàòà ðåäèöà

xn(t) :=
arctg nt

arctg n
.

Òåçè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ è ñà íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìè. Óñòàíîâÿâà ñå, ÷å

F(xn) =
1

arctg2 n

∫ 1

0

n2t2

(1 + n2t2)2
dt→ 0, n→ ∞.

Òîâà ìîæå äà ñå ïîêàæå ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà íà Ëåáåã çà ãðàíè÷åí
ïðåõîä ïîä èíòåãðàëà. Äåéñòâèòåëíî, ïîäèíòåãðàëíèòå ôóíêöèè ñà ñóìè-
ðèåìè, íåîòðèöàòåëíè ñà, ìàæîðèðàò ñå îò 1 è âúâ âñÿêà òî÷êà t ∈ [0, 1]
êëîíÿò êúì 0 ïðè n→ ∞.1

1Çàáåëåæåòå, ÷å ñõîäèìîñòòà íå å ðàâíîìåðíà è òåîðåìàòà çà ãðàíè÷åí ïðåõîä
ïîä èíòåãðàëà, ïîçíàòà íè îò êóðñà ïî àíàëèç îòíîñíî ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë, íå å
ïðèëîæèìà.
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3 Çàäà÷à ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà

Ìåæäó äðóãîòî çà ñàìàòà ðåäèöà {xn} èìàìå

lim
n→∞

xn(t) =

{
0, t = 0,

1, t ∈ (0, 1].

Çàäà÷è

1. Íåêà U ⊆ R3 å îòâîðåíî è L ∈ C1(U). Äîêàæåòå, ÷å àêî x̃ ∈ C1[t0, t1]
å ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà ñúñ ñâîáîäåí êðàé∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t)) dt −→ inf, x(t0) = x0, x ∈ C1[t0, t1],

òî

− d

dt
L′

.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)) + L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t)) = 0, t ∈ [t0, t1],

L′
.
x
(t1, x̃(t1),

.

x̃(t1)) = 0.

Óïúòâàíå: Òâúðäåíèåòî ìîæå äà ñå äîêàæå ñúâñåì àíàëîãè÷íî íà
Òåîðåìà 3.3.

2. Íåêà U ⊆ R3 è V ⊆ R ñà îòâîðåíè. Íåêà îùå L ∈ C1(U) è ψ0, ψ1 ∈
C1(V ). Äîêàæåòå, ÷å àêî x̃ ∈ C1[t0, t1] å ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà
çàäà÷àòà íà Áîëöà

ψ0(x(t0)) + ψ1(x(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t)) dt −→ inf, x ∈ C1[t0, t1],

òî

− d

dt
L′

.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)) + L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t)) = 0, t ∈ [t0, t1],

L′
.
x
(t0, x̃(t0),

.

x̃(t0)) = ψ′
0(x̃(t0)),

L′
.
x
(t1, x̃(t1),

.

x̃(t1)) = −ψ′
1(x̃(t1)).

Áåëåæêà: Íåîáõîäèìèòå óñëîâèÿ â ãîðíèòå äâå çàäà÷è ñúùî íîñÿò
èìåòî íà Îéëåð.

3. Ðåøåòå åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è (íàâñÿêúäå x ∈ C1 â ñúîòâåòíèÿ èí-
òåðâàë):

(à)
∫ 1

0

( .
x
2
+ x
)
dt −→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1;

(á)
∫ 2

1

(
t
.
x
2 − x

)
dt −→ inf, x(1) = 0, x(2) = 1;

(â)
∫ 1

0

( .
x
2
+ x2

)
dt− x2(1) −→ inf, x(0) = 1.
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Ùå ðàçãëåäàìå åäèí øèðîê êëàñ åêñòðåìàëíè çàäà÷è � ò.íàð. ãëàäêè
çàäà÷è. Íàèìåíîâàíèåòî èì èäâà îò ïðåäïîëîæåíèÿòà çà äèôåðåíöèðó-
åìîñò, êîèòî ñå ïðàâÿò âúðõó ó÷àñòâàùèòå èçîáðàæåíèÿ. Ùå äîêàæåì
îáîáùåíèÿòà â ñëó÷àÿ íà èçîáðàæåíèÿ, äåéñòâàùè â áàíàõîâè ïðîñòðàí-
ñòâà, íà äâå êëàñè÷åñêè íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì: óñëîâèåòî
íà Ôåðìà çà áåçóñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì è óñëîâèåòî íà Ëàãðàíæ çà
óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ïúðâî ùå ñå ñïðåì íà íåîáõîäèìî óñëîâèå çà åêñòðåìóì â ñëó÷àÿ íà
ëèïñà íà äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 4.1. Íåêà X å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è U ⊆
X. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f : U → R èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷-
êàòà x̃ ∈ intU (èëè îùå, ÷å x̃ å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì íà èçîáðà-
æåíèåòî f : U → R), àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ⊆ U íà x̃ òàêàâà, ÷å
f(x) ≥ f(x̃) çà âñÿêî x ∈ V .

Êîãàòî X å íîðìèðàíî, ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñå èçêàçâà îùå òàêà:

Äåôèíèöèÿ 4.2. Íåêà X å íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è U ⊆ X.
Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f : U → R èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà
x̃ ∈ intU , àêî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å f(x) ≥ f(x̃) çà âñÿêî x ∈ U
òàêîâà, ÷å ∥x− x̃∥X < δ.

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà ïîíÿòèåòî çà ëîêàëåí ìàêñèìóì. Êàêòî
â äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå çà ôóíêöèè, îáùî ëîêàëíèòå ìèíèìóìè è
ìàêñèìóìè ñå íàðè÷àò ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Òâúðäåíèå 4.3. Íåêà X å ëèíåéíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è U ⊆
X. Àêî èçîáðàæåíèåòî f : U → R èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x̃
è ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà f ′(x̃, h) ñúùåñòâóâà, òî f ′(x̃, h) ≥ 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåä êàòî f : U → R èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà
x̃, òî çà äîñòàòú÷íî ìàëêè t > 0 èìàìå

f(x̃+ th)− f(x̃)

t
≥ 0.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä t→ 0+, ïîëó÷àâàìå

f ′(x̃, h) = lim
t→0+

f(x̃+ th)− f(x̃)

t
≥ 0.

Îò òîâà òâúðäåíèå íåïîñðåäñòâåíî ñå èçâåæäà ñëåäíîòî îáîáùåíèå
íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Ôåðìà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.
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Òåîðåìà 4.4 (Îáîáùåíà òåîðåìà íà Ôåðìà). Íåêà X å íîðìèðàíî ëèíåé-

íî ïðîñòðàíñòâî è U ⊆ X. Àêî èçîáðàæåíèåòî f : U → R èìà ëîêàëåí

åêñòðåìóì â òî÷êàòà x̃ è ïðîèçâîäíàòà ìó íà Ãàòî f ′G(x̃) ñúùåñòâó-
âà, òî f ′G(x̃) = 0. Â ÷àñòíîñò, òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ïðîèçâîäíà íà

Ôðåøå.

Ïðåìèíàâàìå êúì çàäà÷àòà çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Äåôèíèöèÿ 4.5. Íåêà X è Y ñà ëèíåéíè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà,
U ⊆ X è F : U → Y . Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f : U → R èìà ëîêàëåí
ìèíèìóì â òî÷êàòà x̃ ∈ intU ïðè óñëîâèåòî F (x) = 0, àêî F (x̃) = 0
è ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ⊆ U íà x̃ òàêàâà, ÷å f(x) ≥ f(x̃) çà âñÿêî
x ∈ V òàêîâà, ÷å F (x) = 0. Îùå êàçâàìå, ÷å x̃ å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí
ìèíèìóì íà f(x) ïðè óñëîâèåòî F (x) = 0.

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà ïîíÿòèåòî çà óñëîâåí ëîêàëåí ìàêñèìóì.
Îáùî óñëîâíèòå ëîêàëíè ìèíèìóìè è ìàêñèìóìè ñå íàðè÷àò óñëîâíè

ëîêàëíè åêñòðåìóìè.
Çàäà÷èòå çà íàìèðàíå íà óñëîâåí ëîêàëåí ìèíèìóì ùå çàïèñâàìå

íàêðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(4.1)

∣∣∣∣∣f(x) −→ inf

F (x) = 0.

Ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å è äâåòå èçîáðàæåíèÿ f è F ñà äèôåðåíöè-
ðóåìè ïî Ôðåøå â ñâîÿòà äåôèíèöèîííà îáëàñò, òàêèâà çàäà÷è ñå íàðè-
÷àò ãëàäêè.

Ñúñ çàäà÷àòà (4.1) ñå ñâúðçâà èçîáðàæåíèåòî

L(x, λ, y∗) := λf(x) + ⟨y∗, F (x)⟩,

êúäåòî λ ∈ R è y∗ ∈ Y ∗. Èçîáðàæåíèåòî L ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Ëàã-

ðàíæ, à λ ∈ R è y∗ ∈ Y ∗ � ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ.
Â ñèëà å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Òåîðåìà 4.6 (Ïðàâèëî íà Ëàãðàíæ). Íåêà X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñò-

ðàíñòâà, U ⊆ X å îòâîðåíî è x̃ ∈ U . Íåêà îùå:

à) èçîáðàæåíèåòî f : U → R å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â òî÷êàòà

x̃;

á) èçîáðàæåíèåòî F : U → Y å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â îêîëíîñò

íà òî÷êàòà x̃, F ′(x) å íåïðåêúñíàòà â x̃ è ImF ′(x̃) å çàòâîðåíî.

Òîãàâà, àêî x̃ å òî÷êà íà óñëîâåí ëîêàëåí ìèíèìóì â çàäà÷àòà (4.1),
òî ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ ∈ R è y∗ ∈ Y ∗, íå è äâàòà

ðàâíè íà íóëà, òàêèâà, ÷å

(4.2) L′
x(x̃, λ, y

∗) = λf ′(x̃) + F ′(x̃)∗y∗ = 0.

Àêî îùå ImF ′(x̃) = Y , òî (4.2) å â ñèëà ñ λ = 1.
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Ïðåäè äà äîêàæåì òåîðåìàòà ùå íàïðàâèì íÿêîëêî ðàçÿñíåíèÿ è ùå
èçâåäåì åäíî íåéíî âàæíî ñëåäñòâèå.

Ñúîòíîøåíèåòî (4.2) ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ íà çà-

äà÷àòà (4.1). Â íåãî ñ L′
x(x̃, λ, y

∗) ñìå îçíà÷èëè ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåøå
ïî x íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ â òî÷êàòà x̃; λ è y∗ ñà ôèêñèðàíè. Èçîá-
ðàæåíèåòî F ′(x̃)∗ å ñïðåãíàòèÿò îïåðàòîð íà F ′(x̃). Äà îòáåëåæèì îùå,
÷å F ′(x̃)∗y∗ å ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåøå ïî x íà èçîáðàæåíèåòî ⟨y∗, F (x)⟩
â òî÷êàòà x̃. Òîâà ìîæå äà ñå âèäè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïúðâî äà îòáå-
ëåæèì, ÷å ⟨y∗, F (x)⟩ å ôóíêöèîíàë, äåôèíèðàí â X. Ñëåä êàòî F (x) å
äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â x̃, òî

F (x̃+ h) = F (x̃) + F ′(x̃)h+ o(∥h∥X).

Îòòóê è ëèíåéíîñòòà íà y∗ ñëåäâà

⟨y∗, F (x̃+ h)⟩ = ⟨y∗, F (x̃)⟩+ ⟨y∗, F ′(x̃)h⟩+ ⟨y∗, o(∥h∥X)⟩
= ⟨y∗, F (x̃)⟩+ ⟨F ′(x̃)∗y∗, h⟩+ o(∥h∥X),

êàòî â ïðåîáðàçóâàíèåòî íà âòîðîòî ñúáèðàåìî ãîðå âäÿñíî èçïîëçâàìå
äåôèíèöèÿòà íà ñïðåãíàò îïåðàòîð, à çà òðåòîòî � îãðàíè÷åíîñòòà íà
ëèíåéíèÿ ôóíêöèîíàë y∗. Ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ïîêàçâà, ÷å îãðàíè÷å-
íèÿò ëèíååí ôóíêöèîíàë F ′(x̃)∗y∗ : X → R óäîâëåòâîðÿâà äåôèíèöèÿòà
çà ïðîèçâîäíà íà Ôðåøå íà ⟨y∗, F (x)⟩ â òî÷êàòà x̃.1

Áåëåæêà 4.7. ×åñòî ïî-óäîáíî å äà çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-
Ëàãðàíæ (4.2) âúâ âèäà

(4.3) λ⟨f ′(x̃), h⟩+ ⟨y∗, F ′(x̃)h⟩ = 0 ∀h ∈ X.

Äà çàáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî F (x) = 0 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà
Ly∗(x, λ, y

∗) = 0. Äåéñòâèòåëíî ïúðâèÿò ÷ëåí â äåôèíèöèÿòà íà ôóíê-
öèÿòà íà Ëàãðàíæ íå çàâèñè îò y∗ è ñëåäîâàòåëíî íåãîâàòà ïðîèçâîäíà
íà Ôðåøå ïî y∗ ñúùåñòâóâà è å íóëà. À âòîðèÿò ÷ëåí å ëèíååí ôóíê-
öèîíàë íà y∗ è ñëåäîâàòåëíî, êàêòî çíàåì, å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå
è ïðîèçâîäíàòà ñúâïàäà ñúñ ñàìèÿ òîçè ôóíêöèîíàë. Ïî-òî÷íî äà ïîëî-
æèì F(y∗) := ⟨y∗, F (x)⟩, êúäåòî x ∈ X å ôèêñèðàíî. Òàêà F : Y ∗ → R
è F (x) ∈ (Y ∗)∗ = Y ∗∗. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà ìîæåì äà ãëåäàìå íà F(y∗)

1Äîáðà ïðàêòèêà ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà ïðîèçâîäíè íà èçîáðàæåíèÿ, îñîáåíî ïðåäè
äà íàòðóïàìå îïèò, å ïîñòîÿííî äà ñè äàâàìå ñìåòêà çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò è
îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ðàçãëåæäàíèòå îïåðàòîðè. Òîâà íè ïðåäïàçâà îò íàèâíè
ãðåøêè. Íàïðèìåð â ðàçãëåäàíèÿ òîêó-ùî ñëó÷àé, àêî çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà ïîëîæèì
F(x) := ⟨y∗, F (x)⟩, èìàìå F : X → R. Ñëåäîâàòåëíî, àêî F ′(x̃) ñúùåñòâóâà, òî F ′(x̃) :
X → R, ïðè òîâà òðÿáâà äà å ëèíååí îïåðàòîð. Òàêà íàøèòå ïðåñìÿòàíèÿ òðÿáâà
äà äàäàò èìåííî òàêîâà èçîáðàæåíèå. Ñëåä êàòî F : X → Y , òî è F ′(x̃) : X → Y .
Ñëåäîâàòåëíî F ′(x̃)∗ : Y ∗ → X∗, êîåòî äàâà F ′(x̃)∗y∗ ∈ X∗, ò.å. F ′(x̃)∗y∗ : X → R,
êàêòî è âèäÿõìå, ÷å òðÿáâà äà î÷àêâàìå.
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âúâ âèäà F(y∗) := ⟨F (x), y∗⟩.1 Ñåãà îò (2.3) ñëåäâà, ÷å F ′(y∗) = F (x) çà
âñÿêî y∗ ∈ Y ∗.

Òàêà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà çà ñëó÷àÿ ImF ′(x̃) = Y ñå ñâåæäà òî
òîâà, ÷å àêî x̃ å ðåøåíèå íà (4.1), òî ñúùåñòâóâà ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ
ỹ∗ ∈ Y ∗, òàêúâ, ÷å

L′
x(x̃, 1, ỹ

∗) = 0, L′
y∗(x̃, 1, ỹ

∗) = 0,

ò.å. (x̃, ỹ∗) óäîâëåòâîðÿâà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Ôåðìà çà áåçóñëîâåí
åêñòðåìóì, íî çà ôóíêöèÿòà L(x, 1, y∗). Òîâà å õàðàêòåðåí ïðèìåð çà
ò.íàð. Ïðèíöèï íà Ëàãðàíæ â òåîðèÿòà íà åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è. Òîé
ãëàñè ñëåäíîòî.

Ïðèíöèï íà Ëàãðàíæ. Åêñòðåìàëíà çàäà÷à çà óñëîâåí åêñòðåìóì
ìîæå äà ñå ñâåäå (èçîáùî èëè ñàìî ùî ñå êàñàå äî íåîáõîäèìî óñëîâèå)

äî çàäà÷à çà áåçóñëîâåí åêñòðåìóì îòíîñíî ìîäèôèöèðàíà ôóíêöèÿ, â

÷èÿòî äåôèíèöèÿ ó÷àñòâàò äàäåíà ôóíêöèÿ è óñëîâèÿòà íà çàäà÷àòà.

Òîçè ïðèíöèï èãðàå ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ â ðåøàâàíåòî íà åêñòðåìàë-
íè çàäà÷è, íî òðÿáâà äà áúäå óñòàíîâÿâàí îòäåëíî çà âñåêè òèï òàêèâà
çàäà÷è. Òåîðåìà 4.6 óñòàíîâÿâà âàëèäíîñòòà íà Ïðèíöèïà íà Ëàãðàíæ
çà ãëàäêè çàäà÷è îò òèïà (4.1).

Åäíà ïîñëåäíà áåëåæêà îò îáù õàðàêòåð. Òåîðåìà 4.6 äàâà äåéñòâè-
òåëíî ïîëåçíî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà óñëîâåí åêñòðåìóì, ñàìî àêî ñú-
ùåñòâóâà λ ̸= 0 ñ ïîñî÷åíîòî â íåÿ ñâîéñòâî. Òîâà å íåïðåìåííî òàêà,
àêî ImF ′(x̃) = Y . Íî è äîðè, àêî òîâà óñëîâèå íå å íàëèöå èëè å òðóäíî
çà ïðîâåðÿâàíå, íèå ïàê ìîæå äà ðåøèì óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-Ëàãðàíæ
(4.2) è àêî òî èìà ðåøåíèå x̃, çà êîåòî λ ̸= 0, ìîæåì äà ïðîâåðèì äàëè
x̃ å ðåøåíèå íà ãëàäêàòà çàäà÷à (4.1) è òàêà äà íàìåðèì ïîíå íÿêîè îò
òî÷êèòå íà óñëîâåí ëîêàëåí ìèíèìóì.

Ùå óñòàíîâèì åäíî âàæíî ñëåäñòâèå íà Òåîðåìà 4.6. Òî êàñàå ñëó÷àÿ
Y = Rm. Àêî îùå X = Rn, òî ñå ñâåæäà äî ïîçíàòàòà îò îñíîâíèòå êóð-
ñîâå ïî àíàëèç òåîðåìà çà óñëîâíè åêñòðåìóìè. Ðàçãëåæäàìå ãëàäêàòà
çàäà÷à

(4.4)

∣∣∣∣∣f0(x) −→ inf

fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m,

êúäåòî fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m. Ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ çà òàçè çàäà÷à
èìà âèäà

L(x, λ0, λ1, . . . , λm) :=

m∑
i=0

λifi(x),

êúäåòî x ∈ X è λi ∈ R, i = 0, 1, . . . ,m.

1Â òàçè ñèìåòðè÷íîñò ñå ñúñòîè óäîáñòâîòî íà îçíà÷åíèåòî ⟨◦, ◦⟩, êîåòî èçïîëçâàìå
çà äåéñòâèåòî íà ëèíåéíèòå ôóíêöèîíàëè.
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Ñëåäñòâèå 4.8. Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, U ⊆ X å îòâîðåíî

è x̃ ∈ U . Íåêà îùå ôóíêöèîíàëèòå f0, f1, . . . , fm ñà íåïðåêúñíàòî äèôå-

ðåíöèðóåìè ïî Ôðåøå â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x̃. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò

ðåàëíè ÷èñëà λ0, λ1, . . . , λm, íå âñè÷êè ðàâíè íà íóëà, òàêèâà, ÷å

(4.5)
m∑
i=0

λif
′
i(x̃) = 0.

Àêî ôóíêöèîíàëèòå f ′1(x̃), . . . , f
′
m(x̃) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, òî (4.5) å

â ñèëà ñ λ0 = 1.

Áåëåæêà 4.9. Â ñëó÷àÿ X = Rn, f ′i(x̃) ïðåäñòàâëÿâà ãðàäèåíòà íà ôóí-
êöèÿòà fi : U → R â òî÷êàòà x̃.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ñëåäñòâèå 4.8. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî
îò Òåîðåìà 4.6 ñ F (x) := (f1(x), . . . , fm(x)) è Y := Rm. Èçïîëçâàìå, ÷å
âñÿêî ïîäïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî ñ êðàéíà ðàçìåðíîñò å çàòâîðåíî
è çàáåëÿçâàìå, ÷å óñëîâèåòî ImF ′(x̃) = Rm ñå ñâåæäà èìåííî äî ëèíåéíà-
òà íåçàâèñèìîñò íà f ′1(x̃), . . . , f

′
m(x̃). ßñíî å, ÷å F ′(x) = (f ′1(x), . . . , f

′
m(x)).

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà ìíîæèòåëèòå íà
Ëàãðàíæ.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 4.6. Íåêà ImF ′(x̃) = Y . Ïðèëàãàìå òåîðå-
ìàòà íà Ëþñòåðíèê â òî÷êàòà x0 = x̃. Òîãàâà çà äîïèðàòåëíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî íà ìíîæåñòâîòî M = {x ∈ U : F (x) = 0} â x̃ èìàìå

TM(x̃) = KerF ′(x̃).

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî h ∈ KerF ′(x̃) ñúùåñòâóâàò ε > 0 è r : [−ε, ε] → X
òàêèâà, ÷å ∥r(t)∥X = o(t) è xh(t) := x̃+ th+r(t) ∈M çà âñÿêî t ∈ [−ε, ε].1

Ùîì xh(t) ∈ M , òî F (xh(t)) = 0 çà âñÿêî t ∈ [−ε, ε]. Ðàçãëåæäàìå
ðåàëíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ φ(t) := f(xh(t)) â èíòåðâàëà [−ε, ε]. Òÿ äîñòè-
ãà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà t = 0. Ôóíêöèÿòà φ(t) å äèôåðåíöèðóåìà
â òàçè òî÷êà. Äåéñòâèòåëíî, ñëåä êàòî ∥r(t)∥X = o(t), òî îò äåôèíèöèÿòà
çà ïðîèçâîäíà íà Ôðåøå íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å xh(t) å äèôåðåíöè-
ðóåìà â t = 0, êàòî (xh)

′(0) = h. Ñïîðåä íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ,
èçîáðàæåíèåòî f(x) å äèôåðåíöèðóåìî â òo÷êàòà x̃ è îò òåîðåìàòà çà

1Âåëè÷èíè îò âèäà íà xh(t) ñå íàðè÷àò âàðèàöèè â òî÷êàòà x̃. Èçâåæäàíåòî íà íå-
îáõîäèìè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì ñå ñúñòîè â ðàçãëåæäàíåòî íà ïîäõîäÿùè âàðèàöèè.
Â äîêàçàòåëñòâîòî íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðà-
èùà è â äîêàçàòåëñòâîòî íà îáîáùåíàòà òåîðåìà íà Ôåðìà èçïîëçâàõìå íàé-ïðîñòèÿ
âèä âàðèàöèè xh(t) := x̃+ th.
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äèôåðåíöèðàíå ïî Ôðåøå íà ñúñòàâíè èçîáðàæåíèÿ ñëåäâà, ÷å φ(t) å
äèôåðåíöèðóåìà â t = 0 è

φ′(0) = ⟨f ′(xh(0)), (xh)′(0)⟩ = ⟨f ′(x̃), h⟩.

Êàòî ïðèëîæèì êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà, ïîëó÷àâàìå

0 = φ′(0) = ⟨f ′(x̃), h⟩.

Åëåìåíòúò h ∈ KerF ′(x̃) áå ïðîèçâîëíî ôèêñèðàí. Ñëåäîâàòåëíî f ′(x̃) ∈
(KerF ′(x̃))⊥. Îò Ëåìàòà çà àíóëàòîðà èìàìå

(KerF ′(x̃))⊥ = ImF ′(x̃)∗.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà y∗ ∈ Y ∗ òàêîâà, ÷å

f ′(x̃) = −F ′(x̃)∗y∗,

îòêúäåòî è ïîëó÷àâàìå

f ′(x̃) + F ′(x̃)∗y∗ = 0.

Ñ òîâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà â ñëó÷àÿ ImF ′(x̃) = Y å óñòàíîâåíî.
Íåêà ñåãà ImF ′(x̃) å ñúùèíñêî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Y . Òîãàâà òåîðå-

ìàòà íà Õàí-Áàíàõ (âæ. Ñëåäñòâèå 1.3) âëå÷å, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ
y∗ ∈ Y ∗ òàêúâ, ÷å ⟨y∗, y⟩ = 0 çà âñÿêî y ∈ ImF ′(x̃). Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å
çà âñÿêî x ∈ X èìàìå

0 = ⟨y∗, F ′(x̃)x⟩ = ⟨F ′(x̃)∗y∗, x⟩.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å F ′(x̃)∗y∗ = 0. Ñ òîâà (4.2) å óñòàíîâåíî ñ λ = 0.

Íàêðàÿ ùå ïðèâåäåì åäèí ïðèìåð çà ïðèëîæåíèåòî íà òåîðåìàòà â
áåçêðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé (X å ôóíêöèîíàëíî ïðîñòðàíñòâî).

Ïðèìåð 4.1. Ùå èçâåäåì íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà çàäà÷àòà ñúñ
çàêðåïåíè êðàèùà (Òåîðåìà 3.3). Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 4.6 ñ X := C1[t0, t1]
(ñ íîðìà ∥ ◦ ∥C1), Y := R2 (äà ðå÷åì, ñ åâêëèäîâàòà íîðìà),

f(x) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t)) dt

è F (x) := (x(t0)− x0, x(t1)− x1). Ïðåäïîëàãàìå, ÷å L(t, x, y) å íåïðåêúñ-
íàòî äèôåðåíöèðóåìà â íÿêàêâî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà R3, êîåòî

ñúäúðæà òî÷êèòå (t, x̃(t),
.

x̃(t)), t ∈ [t0, t1], êúäåòî x̃ å òî÷êà íà ñëàá ëî-
êàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà.

Çà äà ñå óâåðèì, ÷å ôóíêöèîíàëúò f(x) å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå
è íàìåðèì íåãîâàòà ïðîèçâîäíà, ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà äèôåðåí-
öèðàíå íà ñúñòàâíè èçîáðàæåíèÿ è ðåçóëòàòà îò òî÷êà (â.3) â � 2. Äå-
ôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî D : C1[t0, t1] → C([t0, t1],R2), êàòî ïîëàãàìå
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D(x) := (x,
.
x). Òîâà èçîáðàæåíèå å ëèíåéíî è íåïðåêúñíàòî (îãðàíè÷åíî)

è ñëåäîâàòåëíî äèôåðåíöèðóåìî, êàòî D′(x) = D çà âñÿêî x ∈ C1[t0, t1]
(âæ. (1.3)). Âúâåæäàìå îùå èçîáðàæåíèåòî H : C([t0, t1],R2) → R, äåôè-
íèðàíî ÷ðåç

H(x, y) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t), y(t)) dt, x, y ∈ C[t0, t1].

Êàêòî óñòàíîâèõìå â � 2 (â.3), òî å äèôåðåíöèðóåìî è (âæ. (2.11))

H ′(x, y)(h, k)

=

∫ t1

t0

[L′
x(t, x(t), y(t))h(t) + L′

y(t, x(t), y(t)) k(t)] dt, h, k ∈ C[t0, t1],

çà âñåêè x, y ∈ C[t0, t1]. Âúç îñíîâà íà ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ è ïðåäñòà-
âÿíåòî íà f âúâ âèäà

f(x) = H(D(x)),

óñòàíîâÿâàìå, ÷å f å äèôåðåíöèðóåìà è

(4.6) ⟨f ′(x), h⟩ = H ′(D(x))D′(x)h

=

∫ t1

t0

[L′
x(t, x(t),

.
x(t))h(t) + L′

.
x
(t, x(t),

.
x(t))

.
h(t)] dt, h ∈ C1[t0, t1].

Ãîðå îòíîâî ñìå îçíà÷èëè, êàêòî å ïðèåòî çà òîçè òèï çàäà÷è, òðåòàòà
ïðîìåíëèâà íà L ôîðìàëíî ñ

.
x è òàêà ïèøåì L′

.
x
âìåñòî L′

y.
Ùî ñå êàñàå äî èçîáðàæåíèåòî F (x), òî å àôèííî è ñëåäîâàòåëíî å

äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå è (âæ. (2.3))

F ′(x)h = (h(t0), h(t1)) ∀h ∈ C1[t0, t1].

Î÷åâèäíî F ′(x) å íåïðåêúñíàòà â îïåðàòîðíàòà íîðìà (F ′(x) íå çàâèñè
îò x) è ImF ′(x) = R2.

Ãîòîâè ñìå äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 4.6. Òÿ äàâà, ÷å ñúùåñòâóâà îãðà-
íè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë y∗ íàä R2 òàêúâ, ÷å

(4.7) ⟨f ′(x̃), h⟩+ ⟨F ′(x̃)∗y∗, h⟩ = 0 ∀h ∈ C1[t0, t1].

Oãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè y∗ íàä R2 èìàò âèäà

⟨y∗, y⟩ = (λ0, λ1) · (y0, y1) = λ0y0 + λ1y1, y = (y0, y1) ∈ R2,

ñ íÿêàêúâ âåêòîð (λ0, λ1) ∈ R2. Òîãàâà

(4.8) ⟨F ′(x̃)∗y∗, h⟩ = ⟨y∗, F ′(x̃)h⟩ = λ0h(t0) + λ1h(t1).
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Êàòî â (4.7) âçåìåì ïðåäâèä ôîðìóëèòå (4.6) è (4.8) ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî
x̃ å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà,
òî ñúùåñòâóâàò λ0, λ1 ∈ R òàêèâà, ÷å∫ t1

t0

[L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t))h(t) + L′
.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t))
.
h(t)] dt

+ λ0h(t0) + λ1h(t1) = 0 ∀h ∈ C1[t0, t1].

Âúâ ÷àñòíîñò çà h ∈ C1[t0, t1] òàêîâà, ÷å h(t0) = h(t1) = 0, ãîðíîòî
ðàâåíñòâî äàâà (3.6), êîåòî íà ñâîé ðåä âëå÷å, ÷å x̃ óäîâëåòâîðÿâà äèôå-
ðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ (3.2).

Çàäà÷è

1. Äîêàæåòå Òåîðåìà 4.4.

2. Ïîñðåäñòâîì òåîðåìàòà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ èçâåäåòå íå-
îáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì çà:

(à) çàäà÷àòà ñúñ ñâîáîäåí êðàé (âæ. Çàä. 1 â � 3),

(á) çàäà÷àòà íà Áîëöà (âæ. Çàä. 2 â � 3).

3. Ïîñðåäñòâîì îáîáùåíàòà òåîðåìà íà Ôåðìà èçâåäåòå íåîáõîäèìîòî
óñëîâèå íà Îéëåð çà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì â çàäà÷àòà íà Ìàéåð
(âæ. Çàä. 3 â � 3).

4. Íàìåðåòå n íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà òàêèâà, ÷å ñóìàòà îò òåõíèòå q-òè
ñòåïåíè å ðàâíà íà 1, à ñóìàòà íà p-òèòå èì ñòåïåíè å ìàêñèìàë-
íî ãîëÿìà. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å p, q ≥ 1. Êàòî ñëåäñòâèå, èçâåäåòå
íåðàâåíñòâîòî(

1

n

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

≤

(
1

n

n∑
i=1

|xi|q
)1/q

∀xi ∈ R, 1 ≤ p < q.
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Ùå ðàçãëåäàìå åäèí êëàñ åêñòðåìàëíè çàäà÷è âúðõó ïðîñòðàíñòâà îò
âåêòîðíî-çíà÷íè ôóíêöèè íà åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà. Ïî-òî÷íî, ùå ðà-
áîòèì ñ èçîáðàæåíèÿ x : [t0, t1] → Rn, êúäåòî t0, t1 ∈ R è n ∈ N. Òàêèâà
èçîáðàæåíèÿ åäíîçíà÷íî ñå äåôèíèðàò ïîñðåäñòâîì ñâîèòå êîîðäèíàòíè
ôóíêöèè xi : [t0, t1] → R, i = 1, 2, . . . , n. Òàêà èìàìå

x(t) := (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñ C([t0, t1],Rn) ùå îçíà÷àâàìå áàíàõîâîòî ïðîñòðàí-
ñòâî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ x : [t0, t1] → Rn ñ íîðìà
∥x∥C := maxt∈[t0,t1] |x(t)|, êúäåòî |x(t)| :=

√
x21(t) + x22(t) + · · ·+ x2n(t) å

ñòàíäàðòíàòà åâêëèäîâà íîðìà â Rn. À ñ Ck([t0, t1],Rn) ùå îçíà÷àâàìå
áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè k ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðó-
åìè èçîáðàæåíèÿ x : [t0, t1] → Rn ñ íîðìà ∥x∥Ck := maxj=0,...,k ∥x(j)∥C .

Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à, ñïàäàùà êúì êëàñà íà
ò.íàð. çàäà÷è íà Ëàãðàíæ:

(5.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
b0(x(t0)) = 0, b1(x(t1)) = 0, (∗∗)

êúäåòî

x ∈ C1([t0, t1],Rn), u ∈ C([t0, t1],Rm),

f : U → R, φ : U → Rn, U ⊆ Rn+m+1,

bi : Ui → Rsi , Ui ⊆ Rn, i = 0, 1.

Òóê
.
x(t) =(

.
x1(t),

.
x2(t), . . . ,

.
xn(t)). Äà ïðèïîìíèì, ÷å àíàëîãè÷íî äåôèíè-

ðàìå èíòåãðàë (ðèìàíîâ èëè ëåáåãîâ) îò âåêòîð-ôóíêöèÿ íà åäíà ðåàëíà
ïðîìåíëèâà, êàòî ïîëàãàìå çà x(t) := (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))∫ t1

t0

x(t) dt :=

(∫ t1

t0

x1(t) dt, . . . ,

∫ t1

t0

xn(t) dt

)
.

Äà ïðèïîìíèì îùå, ÷å ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà a, b ∈
Rn îçíà÷àâàìå ñ a · b, ò.å.

a · b := a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

êúäåòî a := (a1, a2, . . . , an) è b := (b1, b2, . . . , bn).
Äâîéêà ôóíêöèè (x, u) íàðè÷àìå äîïóñòèìà òî÷êà çà çàäà÷àòà (5.1),

àêî x ∈ C1([t0, t1],Rn), u ∈ C([t0, t1],Rm) è òå óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
(∗) è (∗∗). Â òàêúâ ñëó÷àé îùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå x è u ñà äîïóñòèìè.
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Äåôèíèöèÿ 5.1. Êàçâàìå, ÷å äîïóñòèìàòà òî÷êà (x̃, ũ) å òî÷êà íà ñëàá
ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà (5.1), àêî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å
F(x̃, ũ) ≤ F(x, u) çà âñè÷êè äîïóñòèìè òî÷êè (x, u) òàêèâà, ÷å ∥x−x̃∥C1 <
δ è ∥u− ũ∥C < δ.

Çà ñðàâíåíèå, ëîêàëíèÿò ìèíèìóì ñå íàðè÷à ñèëåí, àêî óñëîâèåòî
∥x− x̃∥C1 < δ ñå çàìåíè ñ ïî-ñëàáîòî ∥x− x̃∥C < δ.

Çà t ∈ [t0, t1], x ∈ C1([t0, t1],Rn), u ∈ C([t0, t1],Rm), λ ∈ R è p ∈
C1([t0, t1],Rn) äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ôóíêöèÿ

L(t, x,
.
x, u, λ, p) := λf(t, x, u) + p · ( .x− φ(t, x, u)).

Òÿ ñå íàðè÷à ëàãðàíæèàí íà çàäà÷àòà (5.1). Ôóíêöèîíàëúò

L(x, u, λ, p, ℓ0, ℓ1) :=
∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t), u(t), λ, p(t)) dt

+ ℓ0 · b0(x(t0)) + ℓ1 · b1(x(t1)),

êúäåòî ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1, ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ íà (5.1), à λ, p,
ℓ0 è ℓ1 ñå íàðè÷àò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ.

Òåîðåìà 5.2. Íåêà m,n, s0, s1 ∈ N. Íåêà îùå f, φ ∈ C1(U) è bi ∈ C1(Ui),
i = 0, 1, êúäåòî U ⊆ Rn+m+1 è Ui ⊆ Rn, i = 0, 1, ñà îòâîðåíè. Àêî (x̃, ũ)
å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì íà çàäà÷àòà (5.1), òî ñúùåñòâóâàò
ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ ∈ R, p ∈ C1([t0, t1],Rn) è ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1,
íå âñè÷êè ðàâíè íà íóëà, òàêèâà, ÷å

d

dt
L′

.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t))(5.2)

= L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t)), t ∈ [t0, t1],

L′
.
x
(ti, x̃(ti),

.

x̃(ti), ũ(ti), λ, p(ti)) = (−1)ib′i(x̃(ti))
∗ℓi, i = 0, 1,(5.3)

L′
u(t, x̃(t),

.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t)) = 0, t ∈ [t0, t1].(5.4)

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ (5.2) è (5.4) (ñ x è u âìåñòî ñúîòâåòíî
x̃ è ũ) ñå íàðè÷àò óðàâíåíèÿ íà Îéëåð-Ëàãðàíæ íà çàäà÷àòà (5.1), à
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (5.3) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ çà òðàíñâåðçàëíîñò.

Ñ L′
x, L

′
.
x
è L′

u ñìå îçíà÷èëè ãðàäèåíòèòå íà L ñúîòâåòíî ïî ïðîìåíëè-
âèòå x,

.
x è u, êàòî òðåòèðàìå

.
x ôîðìàëíî êàòî íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

Òàêà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà (5.2) ïðåäñòàâëÿâàò âåêòîð-ôóíêöèè
íà t ñúñ ñòîéíîñòè â Rn. Ïîäîáíî ëÿâàòà ñòðàíà íà (5.4) ïðåäñòàâëÿâà
âåêòîð-ôóíêöèè íà t ñúñ ñòîéíîñòè â Rm, à äÿñíàòà å íóëåâèÿò âåêòîð
â Rm. Ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà (5.3) ñà âåêòîðè (òî÷êè) â Rn. Äà
îçíà÷èì ñ bi,k, k = 1, . . . , si, êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà bi. Èìàìå, ÷å

b′i(x̃(ti)) =

(
∂bi,k
∂xj

(x̃(ti))

)si,n

k,j=1
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è ñëåäîâàòåëíî

b′i(x̃(ti))
∗ = b′i(x̃(ti))

T =

(
∂bi,k
∂xj

(x̃(ti))

)n,si

j,k=1

.

Äà çàáåëåæèì, ÷å1

L′
x(t, x,

.
x, u, λ, p) = λf ′x(t, x, u)− φ′

x(t, x, u)
∗p,

L′
.
x
(t, x,

.
x, u, λ, p) = p,

L′
u(t, x,

.
x, u, λ, p) = λf ′u(t, x, u)− φ′

u(t, x, u)
∗p.

Çà êðàòêîñò òóê è ïî-íàòàòúê, êîãàòî å ïîäõîäÿùî, èçïóñêàìå àðãóìåí-
òà t. Äà ïðèïîìíèì, ÷å φ′

x(t, x, u) å ïúëíàòà ïðîèçâîäíà (ïðîèçâîäíàòà
íà Ôðåøå) íà èçîáðàæåíèåòî φ ïî ïðîìåíëèâàòà x := (x1, x2, . . . , xn)
â òî÷êàòà (t, x, u). Òÿ ñå ïðåäñòàâÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöà n × n, ÷èè-
òî êîìïîíåíòè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà
φ ïî x1, x2, . . . , xn â òàçè òî÷êà. Àíàëîãè÷íî φ′

u(t, x, u) å ïúëíàòà ïðî-
èçâîäíà (ïðîèçâîäíàòà íà Ôðåøå) íà èçîáðàæåíèåòî φ ïî ïðîìåíëè-
âàòà u := (u1, u2, . . . , um) â òî÷êàòà (t, x, u). Òÿ ñå ïðåäñòàâÿ ïîñðåä-
ñòâîì ìàòðèöà n × m, ÷èèòî êîìïîíåíòè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà
êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà φ ïî u1, u2, . . . , um â òàçè òî÷êà. Ìàòðèöè-
òå φ′

x(t, x, u)
∗ è φ′

u(t, x, u)
∗ ñà òðàíñïîíèðàíèòå ìàòðèöè ñúîòâåòíî íà

φ′
x(t, x, u) è φ

′
u(t, x, u).

Îò ïîñëåäíèòå ôîðìóëè ñëåäâà, ÷å (5.2)-(5.4) åêâèâàëåíòíî ñå çàïèñ-
âàò âúâ âèäà

.
p(t) = λf ′x(t, x̃(t), ũ(t))− φ′

x(t, x̃, ũ(t))
∗p(t), t ∈ [t0, t1],(5.5)

p(ti) = (−1)ib′i(x̃(ti))
∗ℓi, i = 0, 1,(5.6)

φ′
u(t, x̃(t), ũ(t))

∗p(t) = λf ′u(t, x̃(t), ũ(t)), t ∈ [t0, t1].(5.7)

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 5.2. Ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà ìíîæèòå-
ëèòå íà Ëàãðàíæ îò ïðåäõîäíàòà ãëàâà (Òåîðåìà 4.6). Âúâåæäàìå ñëåä-
íèòå îçíà÷åíèÿ

Z := C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rm), Y = C([t0, t1],Rn),

z := (x, u), ∥z∥Z := max{∥x∥C1 , ∥u∥C},
g(z) := F(x, u), g : Z → R,
F (z) :=

.
x− φ(t, x, u), F : Z → Y,

Bi(z) := bi(x(ti)), Bi : Z → Rsi , i = 0, 1,

G(z) := (F (z), B0(z), B1(z)), G : Z → Y × Rs0 × Rs1 .

Íîðìàòà â Y × Rs0 × Rs1 ñå âúâåæäà çà (y, a, b) ∈ Y × Rs0 × Rs1 ÷ðåç
∥(y, a, b)∥Y×Rs0×Rs1 := max{∥y∥Y , |a|, |b|}.

1Âñå ïàê óâåðåòå ñå ñàìîñòîÿòåëíî âúâ âåðíîñòòà íà òåçè ôîðìóëè.
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Òàêà çàäà÷àòà (5.1) ïðèåìà âèäà

(5.8)

∣∣∣∣∣g(z) −→ inf

G(z) = 0.

Äà çàáåëåæèì, ÷å (x̃, ũ) å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà
(5.1) òî÷íî òîãàâà, êîãàòî z̃ å òî÷êà íà (óñëîâåí) ëîêàëåí ìèíèìóì íà
çàäà÷àòà (5.8).

Ùå ïðîâåðèì, ÷å òàçè çàäà÷à óäîâëåòâîðÿâà ïðåäïîëîæåíèÿòà íà òå-
îðåìàòà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ.

(à) Ôóíêöèîíàëúò g å äèôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â òî÷êàòà z̃ = (x̃, ũ).
Òîâà ñëåäâà îò íàïðàâåíèòå ðàçãëåæäàíèÿ âúâ âòîðàòà ÷àñò íà (â.3) â
� 2 ñ z âìåñòî x, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å r(ζ) = o(∥ζ∥C), ζ ∈ Z, âëå÷å
r(ζ) = o(∥ζ∥Z). À ñïîðåä (2.11) (âæ. ñúùî (2.13)) çà ïðîèçâîäíàòà íà
Ôðåøå íà g â òî÷êàòà z̃ èìàìå

(5.9) g′(z̃)ζ =

∫ t1

t0

[f ′x(t, x̃(t), ũ(t)) · h(t) + f ′u(t, x̃(t), ũ(t)) · k(t)] dt,

ζ = (h, k) ∈ Z.

(á) Çà äà óñòàíîâèì, ÷å èçîáðàæåíèåòîG(z) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
íà òåîðåìàòà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ, å äîñòàòú÷íî (è íåîáõîäèìî)
äà ïîêàæåì, ÷å âñåêè åäèí îò êîìïîíåíòèòå ìó F (z), B0(z) è B1(z) ãè
óäîâëåòâîðÿâà.

(â) Èçîáðàæåíèåòî F (z) å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå è F ′(z) å íåï-
ðåêúñíàòà â z̃ â îïåðàòîðíàòà íîðìà. Çà äà óñòàíîâèì òîâà è íàìåðèì
ïðîèçâîäíàòà íà F (z), èçïîëçâàìå, ÷å

F (z) = D(z)− Φ(z),

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

D(z) = D(x, u) :=
.
x, Φ(z) = Φ(x, u) := φ(t, x, u).

Èçîáðàæåíèåòî D å ëèíåéíî è îãðàíè÷åíî; ñëåäîâàòåëíî äèôåðåíöèðó-
åìî è çà âñÿêî z èìàìå

(5.10) D′(z)ζ = D(ζ) =
.
h, ζ = (h, k) ∈ Z.

Îò íåçàâèñèìîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà îò z ñëåäâà è íåéíàòà íåïðåêúñíà-
òîñò â îïåðàòîðíàòà íîðìà.

Äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà Φ ñëåäâà îò � 2 (â.2), êàòî îòíîâî âçåìåì
ïðåäâèä òâúðäåíèåòî, ôîðìóëèðàíî ïî-ãîðå â (á), íî îòíåñåíî êúì êî-
îðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà Φ. Îùå (2.10) ñ z âìåñòî x äàâà

(5.11) Φ′(z)ζ = φ′
x(t, x, u)h+ φ′

u(t, x, u) k, ζ = (h, k) ∈ Z.
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Òóê îòíîâî èçïîëçâàìå îòáåëÿçàíàòî â (à), ÷å r(ζ) = o(∥ζ∥C), ζ ∈ Z,
âëå÷å r(ζ) = o(∥ζ∥Z).

Ùî ñå êàñàå äî íåïðåêúñíàòîñòòà íà Φ′(z) â îïåðàòîðíàòà íîðìà,
òÿ ñëåäâà îò ðàâíîìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà
êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà φ âúðõó âñåêè êîìïàêò â U .

Çà ïðîèçâîäíàòà íà F (z) â òî÷êàòà z̃ ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà
îò (5.10) è (5.11)

(5.12) F ′(z̃)ζ =
.
h− φ′

x(t, x̃, ũ)h− φ′
u(t, x̃, ũ) k, ζ = (h, k) ∈ Z.

(ã) Èçîáðàæåíèÿòà Bi(z), i = 0, 1, ñà äèôåðåíöèðóåìè ïî Ôðåøå è
B′

i(z) ñà íåïðåêúñíàòè â z̃ â îïåðàòîðíàòà íîðìà. Äèôåðåíöèðóåìîñòòà,
êàêòî è âèäúò íà ïðîèçâîäíàòà áÿõà óñòàíîâåíè â � 2 (ã). Ñïîðåä ôîðìóëà
(2.12) èìàìå

(5.13) B′
i(z)ζ = b′i(x(ti))h(ti), ζ = (h, k) ∈ Z, i = 0, 1.

Àíàëîãè÷íî íà Φ′(z) ñå óñòàíîâÿâà, ÷å B′
i(z) ñà íåïðåêúñíàòè â îïå-

ðàòîðíàòà íîðìà.
(ä) Ùå ïîêàæåì, ÷å ImF ′(z̃) = Y . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî y ∈ Y

ñúùåñòâóâà z = (x, u) ∈ Z òàêîâà, ÷å

F ′(z̃)z = y.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä (5.12), âèæäàìå, ÷å òîâà å åêâèâàëåíòíî íà òâúð-
äåíèòî, ÷å ñèñòåìàòà ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ
íåèçâåñòíè x := (x1, x2, . . . , xn)

.
x− φ′

x(t, x̃, ũ)x− φ′
u(t, x̃, ũ)u = y

èìà ðåøåíèe â C1([t0, t1],Rn). Íî òîâà, ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ
çà íåïðåêúñíàòîñò íà êîåôèöèåíòèòå è íà äÿñíàòà ÷àñò íà óðàâíåíèÿòà,
å äîáðå èçâåñòåí ôàêò (äîðè íå ñàìî çà íÿêîå, à çà ïðîèçâîëíî u ∈
C([t0, t1],Rm)).

(å) Ìíîæåñòâîòî ImB′
i(z̃), i = 0, 1, å çàòâîðåíî â Rsi , çàùîòî å ëè-

íåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî ñ êðàéíà ðàçìåðíîñò.
Îò (ä) è (å) ñëåäâà, ÷å ImG′(z̃) å çàòâîðåíî â Y × Rs0 × Rs1 .
Òàêà õèïîòåçèòå íà òåîðåìàòà çà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ ñà ïðîâå-

ðåíè çà çàäà÷àòà (5.8). Ñïîðåä íåÿ ùîì z̃ å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì
çà çàäà÷àòà (5.8), òî ñúùåñòâóâàò λ ∈ R è îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë
ς∗ íàä Y × Rs0 × Rs1 , íå åäíîâðåìåííî íóëà, òàêèâà, ÷å

(5.14) L̃′
z(z̃, λ, ς

∗) = 0,

êúäåòî L̃ å ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ çà çàäà÷àòà (5.8), äåôèíèðàíà ÷ðåç

L̃(z, λ, ς∗) := λg(z) + ⟨ς∗, G(z)⟩.
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Çà ζ ∈ Z èìàìå

L̃′
z(z̃, λ, ς

∗)ζ = ⟨λg′(z̃), ζ⟩+ ⟨G′(z̃)∗ς∗, ζ⟩
= ⟨λg′(z̃), ζ⟩+ ⟨ς∗, G′(z̃)ζ⟩

(5.15)

Ùå èçâåäåì ïðåäñòàâÿíå íà ⟨ς∗, G′(z̃)ζ⟩ â òåðìèíèòå íà êîîðäèíàòíè-
òå êîìïîíåíòè íà G′(z) = (F ′(z), B′

0(z), B
′
1(z)). Îò (1.1) è (1.5) ñëåäâà, ÷å

âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë ς∗ âúðõó Y ×Rs0 ×Rs1 ñå ïðåäñòàâÿ
âúâ âèäà

⟨ς∗, w⟩ =
∫ t1

t0

y(t) · dµ(t)+ ℓ0 · a0+ ℓ1 · a1, w = (y, a0, a1) ∈ Y ×Rs0 ×Rs1 ,

êúäåòî ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1, è dµ(t) = (dµ1(t), dµ2(t), . . . , dµn(t)), êàòî µi(t),
i = 1, . . . , n, ñà ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ âúðõó [t0, t1], êîèòî ñà
íåïðåêúñíàòè îòëÿâî â (t0, t1) è ñà ðàâíè íà 0 â t0.

Îò (5.14), ïðåäâèä (5.15) è ãîðíàòà ôîðìóëà, ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò
λ ∈ R, ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ µi, i = 1, . . . , n, âúðõó [t0, t1], è
ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1, íå åäíîâðåìåííî íóëà, òàêèâà, ÷å

(5.16) λg′(z̃)ζ+
∫ t1

t0

[F ′(z̃)ζ](t)·dµ(t)+ℓ0 ·B′
0(z̃)ζ+ℓ1 ·B′

1(z̃)ζ = 0 ∀ζ ∈ Z.

Äà âúâåäåì çà êðàòêîñò îùå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

a(t) := f ′x(t, x̃(t), ũ(t)), b(t) := f ′u(t, x̃(t), ũ(t)),

A(t) := φ′
x(t, x̃(t), ũ(t)), B(t) := φ′

u(t, x̃(t), ũ(t)),

Di := b′i(x̃(ti)), i = 0, 1.

Ñ òÿõíà ïîìîù ïðîèçâîäíèòå íà Ôðåøå â (5.9), (5.12) è (5.13) ñå ïðåä-
ñòàâÿò âúâ âèäà

g′(z̃)ζ =

∫ t1

t0

[
a(t) · h(t) + b(t) · k(t)

]
dt,

[F ′(z)ζ](t) =
.
h(t)−A(t)h(t)−B(t) k(t),

B′
i(z)ζ = Dih(ti), i = 0, 1, ζ = (h, k) ∈ Z.

(5.17)

Â ÷àñòíîñò, îò (5.16) ñ ζ = (h, 0), h ∈ C1([t0, t1],Rn), è (5.17) ïîëó÷à-
âàìå

(5.18)
∫ t1

t0

λa(t) · h(t) dt+
∫ t1

t0

[ .
h(t)−A(t)h(t)

]
· dµ(t)

+ ℓ0 ·D0h(t0) + ℓ1 ·D1h(t1) = 0.
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Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè èíòåãðàëèòå1 ñ h(t):∫ t1

t0

λa(t) · h(t) dt =
∫ t1

t0

h(t) ·
(
d

∫ t

t1

λa(τ) dτ

)
= h(t0) ·

∫ t1

t0

λa(τ) dτ +

∫ t1

t0

(∫ t1

t
λa(τ) dτ

)
·
.
h(t) dt.

Àíàëîãè÷íî ïîñòúïâàìå ñ âòîðèÿ èíòåãðàë. Òóê èçïîëâàìå ôîðìóëàòà∫ b

a
α(t)γ(t) dµ(t) =

∫ b

a
γ(t) dβ(t),

êúäåòî α, γ ∈ C[a, b], µ ∈ BV [a, b] è

β(t) := −
∫ b

t
α(τ) dµ(τ), t ∈ [a, b].

Äà îòáåëåæèì, ÷å, ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ, èìàìå β ∈ BV [a, b].
Òàçè ôîðìóëà ìîæå äà ñå óñòàíîâè ñ òåîðåìàòà íà Ðàäîí-Íèêîäèì.

Òàêà ïîëó÷àâàìå∫ t1

t0

A(t)h(t)·dµ(t)=h(t0)·
∫ t1

t0

A(τ)∗dµ(τ)+

∫ t1

t0

(∫ t1

t
A(τ)∗ dµ(τ)

)
·
.
h(t) dt.

A(τ)∗ å âñúùíîñò òðàíñïîíèðàíàòà ìàòðèöà íà A(τ), èçðàçúò A(τ)∗dµ
å âåêòîðúò, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïðè óìíîæàâàíåòî íà ìàòðèöàòà A(τ)∗ è
âåêòîðà dµ, à èíòåãðàëèòå ïî τ âäÿñíî ñà èíòåãðàëè îò âåêòîð-ôóíêöèè.

Ïðåîáðàçóâàìå è ïîñëåäíîòî ñúáèðàåìî â (5.18) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ℓ1 ·D1h(t1) = (D∗
1ℓ1) · h(t1)

= (D∗
1ℓ1) ·

(
h(t0) +

∫ t1

t0

.
h(τ) dτ

)
= (D∗

1ℓ1) · h(t0) + (D∗
1ℓ1) ·

∫ t1

t0

.
h(τ) dτ

= (D∗
1ℓ1) · h(t0) +

∫ t1

t0

(D∗
1ℓ1) ·

.
h(t) dt.

Äà ïîëîæèì

ν(t) := µ(t) +

∫ t

t0

(∫ t1

s
λa(τ) dτ −

∫ t1

s
A(τ)∗dµ(τ) +D∗

1ℓ1

)
ds,(5.19)

c := D∗
0ℓ0 +D∗

1ℓ1 +

∫ t1

t0

λa(τ) dτ −
∫ t1

t0

A(τ)∗dµ(τ).

1Ïðåîáðàçóâàíèÿòà äî êðàÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå âèæäàò íåïîñðåäñòâåíî â åäíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé. Îáùèÿò èçèñêâà ìàëêî ïîâå÷å óñèëèÿ è ëèíåéíà àëãåáðà. Ïîëåçíî å
ñàìîñòîÿòåëíî äà ðàçãëåäàòå äåòàéëèòå.
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Äà îòáåëåæèì, ÷å ν(t) å íåïðåêúñíàòà îòëÿâî â (t0, t1) è ν(t0) = 0.
Êàòî çàìåñòèì èçâåäåíèòå òîêó-ùî çàâèñèìîñòè â (5.18), ïîëó÷àâàìå,

÷å çà âñÿêî h ∈ C1([t0, t1],Rn) å â ñèëà

(5.20)
∫ t1

t0

.
h(t) · dν(t) + c · h(t0) = 0.

Äÿñíàòà ñòðàíà íà (5.20) ïðåäñòàâëÿâà îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë íà
h âúðõó C1([t0, t1],Rn). Îò åäèíñòâåíîñòòà íà ïðåäñòàâÿíåòî íà òàêèâà
ôóíêöèîíàëè â òîçè âèä ñëåäâà, ÷å

c = 0 è νi(t) ≡ const, i = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëíî µi ∈ AC[t0, t1], i = 1, . . . , n, è àêî ïîëîæèì pi :=
.
µi ∈

L[t0, t1], ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà (5.19), ïîëó÷àâàìå

(5.21) p(t) +

∫ t1

t
λa(τ) dτ −

∫ t1

t
A(τ)∗p(τ) dτ +D∗

1ℓ1 = 0 ï.í. â [t0, t1],

îòêúäåòî ïúðâî çàêëþ÷àâàìå, ÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å pi ∈ AC[t0, t1] è
(5.21) å â ñèëà çà âñÿêî t, à ñëåä òîâà, ÷å pi ∈ C1[t0, t1], i = 1, . . . , n.

Ïî-íàòàòúê, êàòî ïîëîæèì t = t0 â (5.21) è âçåìåì ïðåäâèä, ÷å c = 0,
ïîëó÷àâàìå

p(t0) = D∗
0ℓ0,

à êàòî ïîëîæèì t = t1 â (5.21), ïîëó÷àâàìå

p(t1) = −D∗
1ℓ1.

Òàêà (5.6) å óñòàíîâåíî.
Êàòî äèôåðåíöèðàìå (5.21) ïî t, ïîëó÷àâàìå

.
p(t) = λa(t)−A(t)∗p(t).

Ñ òîâà ïîêàçàõìå (5.5).
Îñòàíà äà äîêàæåì (5.7). Çà òàçè öåë ïðèëàãàìå (5.16) ñ ζ = (0, k),

k ∈ C([t0, t1],Rm), è (5.17). Ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî k ∈ C([t0, t1],Rm) å
â ñèëà

0 =

∫ t1

t0

λb(t) · k(t) dt−
∫ t1

t0

B(t)k(t) · dµ(t)

=

∫ t1

t0

λb(t) · k(t) dt−
∫ t1

t0

B(t)k(t) · p(t) dt

=

∫ t1

t0

λb(t) · k(t) dt−
∫ t1

t0

B(t)∗p(t) · k(t) dt

=

∫ t1

t0

[λb(t)−B(t)∗p(t)] · k(t) dt.
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Òîâà, êàêòî ïî-ãîðå, âëå÷å

λb(t)−B(t)∗p(t) ≡ 0,

ñ êîåòî è (5.7) å óñòàíîâåíî.

Ïðèìåð 5.1. Ùå äåìîíñòðèðàìå Òåîðåìà 5.2 îòíîâî âúðõó çàäà÷àòà ñúñ
çàêðåïåíè êðàèùà∣∣∣∣∣∣∣

∫ t1

t0

f(t, x(t),
.
x(t)) dt −→ inf

x(t0) = x0, x(t1) = x1, x ∈ C1[t0, t1],

êúäåòî ñìå ïðåäïîëîæèëè, ÷å f ∈ C1(U), U ⊆ R3 å îòâîðåíî. Òÿ ñå
çàïèñâà âúâ âèä íà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(5.22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = u(t), t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.2 ñ n = m = 1, φ(t, x, u) := u, b0(ξ) := ξ − x0 è
b1(ξ) := ξ − x1, ξ ∈ R. Èìàìå b′i(ξ) = 1. Ëàãðàíæèàíúò íà çàäà÷àòà èìà
âèäà

L(t, x,
.
x, u, λ, p) := λf(t, x, u) + p(

.
x− u).

Òåîðåìà 5.2 âëå÷å, ÷å àêî (x̃, ũ) å òî÷êà íà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì çà
çàäà÷àòà (5.22), òî ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ ∈ R, p ∈
C1[t0, t1] è ℓ1, ℓ2 ∈ R, íå âñè÷êèòå ðàâíè íà 0, òàêèâà, ÷å (âæ. (5.2)�(5.4))∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d

dt
L′

.
x
= L′

x ⇔ .
p(t) = λf ′x(t, x̃(t), ũ(t)),

L′
.
x
|t=ti = (−1)iℓi ⇔ p(ti) = (−1)iℓi, i = 0, 1,

L′
u = 0 ⇔ λf ′u(t, x̃(t), ũ(t))− p(t) = 0.

Àêî äîïóñíåì, ÷å λ = 0, òî îò ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ãîðå ïîëó÷àâàìå,
÷å p(t) ≡ 0. Ñëåä òîâà îò óðàâíåíèÿòà íà âòîðèÿ ðåä â ñèñòåìàòà ãîðå
ïîëó÷àâàìå ℓ0 = ℓ1 = 0. Òàêà èçëèçà, ÷å âñè÷êè ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ
ñà ðàâíè íà 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî λ ̸= 0 è ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å λ = 1.

Ñëåäîâàòåëíî

d

dt
f ′u(t, x̃(t), ũ(t)) =

.
p(t) = f ′x(t, x̃(t), ũ(t)), t ∈ [t0, t1].

Òî÷êàòà (x̃, ũ) å äîïóñòèìà è òîãàâà ũ =
.

x̃. Ñëåäîâàòåëíî

d

dt
f ′.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t)) = f ′x(t, x̃(t),
.

x̃(t)), t ∈ [t0, t1].
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Òóê ñìå èçïîëçâàëè óñëàâÿíåòî ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà f ïî òðåòàòà
ïðîìåíëèâà u äà ÿ îçíà÷àâàìå ñ f ′.

x
âìåñòî ñ f ′u. Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å

èìåííî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð â Òåîðåìà 2.3.

Ïðèìåð 5.2. Ùå ðåøèì åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(5.23)
∫ 1

0

..
x(t)2 dt −→ inf, x(0) =

.
x(0) = 0, x(1) = 0,

.
x(1) = 1,

â ïðîñòðàíñòâîòî C2[0, 1]. Ïðåäñòàâÿìå ÿ âúâ âèä íà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ
ïî ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí íà÷èí:

(5.24)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0
u(t)2 dt −→ inf

.
x(t) = y(t), t ∈ [0, 1],
.
y(t) = u(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = y(0) = 0,

x(1) = 0, y(1) = 1.

Ïèøåì (x, y) âìåñòî (x1, x2). Òúðñèì ðåøåíèå â áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî
C1([0, 1],R2). Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.2 ñ n = 2, m = 1, f(t, x, y, u) := u2,
φ(t, x, y, u) := (y, u), b0(ξ, η) := (ξ, η) è b1(ξ, η) := (ξ, η − 1), ξ, η ∈ R, s0 =
s1 = 2. Èìàìå, ÷å b′i(ξ, η), i = 0, 1, ïðåäñòàâëÿâà åäèíè÷íàòà êâàäðàòíà
ìàòðèöà îò ðåä 2. Ëàãðàíæèàíúò íà çàäà÷àòà èìà âèäà

L(t, x, y,
.
x,

.
y, u, λ, p1, p2) := λu2 + p1(

.
x− y) + p2(

.
y − u).

Óðàâíåíèÿòà íà Îéëåð-Ëàãðàíæ èìàò âèäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d

dt
L′

.
x
= L′

x ⇔ .
p1 = 0,

d

dt
L′

.
y
= L′

y ⇔ .
p2 = −p1,

p1(i) = (−1)iℓi,1, p2(i) = (−1)iℓi,2, i = 0, 1,

L′
u = 0 ⇔ 2λu− p2 = 0.

Îòíîâî, êàòî â ïðåäõîäíèÿ ïðèìåð, àêî äîïóñíåì, ÷å λ = 0, ïîëó÷àâàìå,
÷å âñè÷êè îñòàíàëè ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ ñà 0. Ñëåäîâàòåëíî λ ̸= 0 è
ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å λ = 1.

Îò ñèñòåìàòà ãîðå âåäíàãà ïîëó÷àâàìå, ÷å u(t) å ëèíåéíà ôóíêöèÿ.
Íî u =

..
x. Ñëåäîâàòåëíî àêî çàäà÷àòà èìà ñëàáî ðåøåíèå x̃, òî íåïðåìåí-

íî å êóáè÷åí ïîëèíîì. Åäèíñâåíèÿò òàêúâ ïîëèíîì, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ å x̃(t) = t3 − t2.

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å x̃(t) å äåéñòâèòåëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

(5.23). Çà âñÿêî h ∈ C2[0, 1] òàêîâà, ÷å h(0) =
.
h(0) = h(1) =

.
h(1) = 0

èìàìå∫ 1

0

[
(x̃(t) + h(t))..

]2
dt =

∫ 1

0

..

x̃(t)2 dt+ 4

∫ 1

0
(3t− 1)

..
h(t) dt+

∫ 1

0

..
h(t)2 dt.
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Òðåòèÿò èíòåãðàë ãîðå âäÿñíî å íåîòðèöàòåëåí, à çà âòîðèÿ ïîëó÷àâàìå,
ñëåä êàòî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè è èçïîëçâàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, êîèòî
h óäîâëåòâîðÿâà, ðàâåíñòâîòî∫ 1

0
(3t− 1)

..
h(t) dt =

∫ 1

0
(3t− 1) d

.
h(t) = −3

∫ 1

0

.
h(t) dt = 0.

Ñëåäîâàòåëíî ∫ 1

0

..

x̃(t)2 dt ≤
∫ 1

0

[
(x̃(t) + h(t))..

]2
dt

çà âñÿêî h ∈ C2[0, 1] òàêîâà, ÷å h(0) =
.
h(0) = h(1) =

.
h(1) = 0.

Ñ òîâà óñòàíîâèõìå, ÷å ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à å
x̃(t) = t3 − t2. Òî å ãëîáàëíî.

Çàäà÷è

1. Óâåðåòå ñå âúâ âåðíîñòòà íà òâúðäåíèåòî, èçêàçàíî â òî÷êà (á) îò
äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.2.

2. Èçâåäåòå îò Òåîðåìà 5.2 íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà ñëàá
ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà ñúñ ñâîáîäíè êðàèùà.

3. Èçâåäåòå îò Òåîðåìà 5.2 íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà ñëàá
ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà íà Áîëöà.

4. Ðåøåòå åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è:

(à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ π
√
2

0
(
..
x2 + x2) dt −→ inf,

x(0) =
.
x(0) = x(π

√
2) = 0,

.
x(π

√
2) = − shπ,

x ∈ C2[0, π
√
2];

(á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0
(x2 + u2) dt −→ inf,

.
x = ax+ u, x(0) = x0, a ∈ R,
x ∈ C1[0, 1], u ∈ C[0, 1];

(â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0
(x2 + u2) dt −→ inf

..
x+ a

.
x = u, x(0) = x0, a ∈ R

x ∈ C2[0, 1], u ∈ C[0, 1].
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Ïúðâî íåêà ñè ïðèïîìíèì äåôèíèöèÿòà è íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà
èçïúêíàëèòå ôóíêöèè.

Äåôèíèöèÿ 6.1. Êàçâàìå, ÷å åäíî ïîäìíîæåñòâî D íà ëèíåéíî ïðîñò-
ðàíñòâî å èçïúêíàëî, àêî D ñúäúðæà âñÿêà îòñå÷êà, ÷èèòî êðàèùà ñà â
íåãî, ò.å.

αx1 + (1− α)x2 ∈ D, ∀x1, x2 ∈ D, ∀α ∈ [0, 1].

Äåôèíèöèÿ 6.2. Êàçâàìå, ÷å åäíî ïîäìíîæåñòâî D íà òîïîëîãè÷íî
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî å èçïúêíàëî òÿëî, àêî intD å èçïúêíàëî è D ⊆
intD.

Òóê intD îáîçíà÷àâà âúòðåøíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî D, à C � çàòâî-
ðåíàòà îáâèâêà íà ìíîæåñòâîòî C.

Äåôèíèöèÿ 6.3. Íåêà D å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî. Êàçâàìå, ÷å ôóíê-
öèÿòà f : D → R å èçïúêíàëà, àêî

f(αx1 + (1− α)x2) ≤ α f(x1) + (1− α)f(x2) ∀x1, x2 ∈ D, ∀α ∈ [0, 1].

Äåôèíèöèÿ 6.4. Íåêà X å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, D ⊆ X è f : D → R.
Íàäãðàôèêà íà f íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî

epiDf := {(x, y) ∈ X × R : x ∈ D, y ≥ f(x)}.

Â ñëó÷àÿ D = X ùå ïèøåì epi f .

Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî X ×R ñúñ ñòàíäàðòíàòà òîïî-
ëîãèÿ, ïîðîäåíà îò äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà îòâîðåíèòå ïîäìíîæåñ-
òâà íà X è îòâîðåíèòå èíòåðâàëè â R.

Â ñèëà å ñëåäíàòà îñíîâíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.5. Íåêà D å èçïúêíàëî òÿëî â òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñò-

ðàíñòâî è f : D → R å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà

åêâèâàëåíòíè:

(à) f å îãðàíè÷åíà îòãîðå â îêîëíîñò íà âúòðåøíàòà òî÷êà x0;

(á) f å íåïðêúñíàòà âúâ âúòðåøíàòà òî÷êà x0;

(â) f å íåïðêúñíàòà âúâ intD;

(ã) epiDf èìà âúòðåøíè òî÷êè.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà ïî ñõåìàòà

(à) =⇒ (á) =⇒ (â) =⇒ (ã) =⇒ (à).

(à) =⇒ (á). Íåêà f å îãðàíè÷åíà îòãîðå â îêîëíîñòòà U ⊆ D íà
òî÷êàòà x0, ò.å. f(x) ≤ M çà x ∈ U ñ íÿêàêâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà
M . Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà g(y) := f(y + x0) − f(x0) çà y ∈ U − x0 :=
{x − x0 : x ∈ U}. Òÿ ñúùî å èçïúêíàëà. Íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(x) â
òî÷êàòà x0 å ðàâíîñèëíà íà íåïðåêúñíàòîñòòà íà g(y) â òî÷êàòà 0. Çà
0 < ε < M âúâåæäàìå ìíîæåñòâîòî

Vε :=
( ε

M
(U − x0)

)
∩
(
− ε

M
(U − x0)

)
.

Òî å îêîëíîñò íà 0. Ùå ïîêàæåì, ÷å |g(y)| ≤ ε çà âñÿêî y ∈ Vε. Ñëåä êàòî
g(0) = 0, òîâà ïîêàçâà, ÷å g(y) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà 0. È òàêà, íåêà
y ∈ (ε/M)(U − x0), ò.å. (M/ε)y + x0 ∈ U . Òîãàâà

g

(
M

ε
y

)
= f

(
M

ε
y + x0

)
− f(x0) =≤M

è îò èçïúêíàëîñòòà íà g(y) ñëåäâà, ÷å

g(y) = g
( ε

M
y +

(
1− ε

M

)
0
)

≤ ε

M
g

(
M

ε
y

)
+
(
1− ε

M

)
g(0)

≤ ε

M
M = ε.

Àíàëîãè÷íî, àêî y ∈ −(ε/M)(U − x0), ò.å. −(M/ε)y + x0 ∈ U , òî

g

(
−M
ε
y

)
= f

(
−M
ε
y + x0

)
− f(x0) ≤M

è

0 = g(0) = g

(
1

1 + ε/M
y +

ε/M

1 + ε/M

(
−M
ε
y

))
≤ 1

1 + ε/M
g(y) +

ε/M

1 + ε/M
g

(
−M
ε
y

)
≤ 1

1 + ε/M
g(y) +

ε/M

1 + ε/M
M

=
g(y) + ε

1 + ε/M
.

Ñëåäîâàòåëíî
g(y) ≥ −ε.
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Òàêà äîêàçàõìå, ÷å |g(y)| ≤ ε çà âñÿêî y ∈ Vε.
(á) =⇒ (â). Íåêà x1 ∈ intD å ïðîèçâîëíà. Ùîì f(x) å íåïðåêúñíàòà

â x0, òî ñúùåñòâóâà îêîëíîñòòà U ⊆ D íà òî÷êàòà x0 òàêàâà, ÷å |f(x)−
f(x0)| < 1 çà x ∈ U . Òîãàâà f(x) ≤ 1 + f(x0) çà x ∈ U . Ñëåä êàòî D
å èçïúêíàëî òÿëî, òî ñúùåñòâóâà òî÷êà x2 ∈ D òàêàâà, ÷å x1 = αx0 +
(1 − α)x2 çà íÿêîå α ∈ (0, 1). Òîãàâà V := αU + (1 − α)x2 å îêîëíîñò
íà x1; ïðè òîâà òÿ ñå ñúäúðæà â intD, çàùîòî intD å èçïúêíàëî. Ñåãà
îò èçïúêíàëàëîñòòà ïúê íà ôóíêöèÿòà f(x) ñëåäâà, ÷å àêî y ∈ V , ò.å.
y = αx+ (1− α)x2 çà íÿêîå x ∈ U , òî

f(y) ≤ αf(x) + (1− α)f(x2)

≤ α(1 + f(x0)) + (1− α)f(x2).

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å f(x) å îãðàíè÷åíà îòãîðå â îêîëíîñò íà x1 è òîãàâà,
ñïîðåä âå÷å äîêàçàíîòî â ïðåäõîäíèÿ ïóíêò, ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà
â òàçè òî÷êà.

(â) =⇒ (ã). Òàçè èìïëèêàöèÿ å òðèâèàëíà. Íåêà x0 ∈ intD è U ⊆ D å
íåéíà îêîëíîñò òàêàâà, ÷å f(x) ≤ 1+f(x0) çà x ∈ U . Òîãàâà ìíîæåñòâîòî
U × (f(x0) + 1,∞) å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà epiDf .

(ã) =⇒ (à). Òóê ðàçñúæäåíèÿòà ñà ñúùî ñúâñåì íåïîñðåäñòâåíè. Íå-
êà (x0, y0) ∈ int epiDf . Òîãàâà (x0, y0) ñå ñúäúðæà ñ öÿëàòà ñâîÿ îêîëíîñò
U × (y0 − δ, y0 + δ) â int epiDf ; òóê δ > 0. Ñëåäîâàòåëíî f(x) ≤ y0 + δ çà
âñÿêî x ∈ U .

Íåïîñðåäñâåíî îò òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ïîçíàòî òâúðäå-
íèå.

Ñëåäñòâèå 6.6. Âñÿêà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èçïúêíàëî òÿ-
ëî â Rn, å íåïðåêúñíàòà âúâ âúòðåøíîñòòà íà ñâîÿòà äåôèíèöèîííà

îáëàñò.

Ïðåìèíàâàìå êúì îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè ïî
îòíîøåíèå íà åäíî îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà � ò.íàð. ñóáãðà-
äèåíò.

Äåôèíèöèÿ 6.7. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f :
X → R. Êàçâàìå, ÷å x∗ ∈ X∗ å ñóáãðàäèåíò íà f â òî÷êàòà x0 ∈ X, àêî

f(x)− f(x0) ≥ ⟨x∗, x− x0⟩ ∀x ∈ X.

Äåôèíèöèÿ 6.8. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f :
X → R. Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ñóáãðàäèåíòè íà f â òî÷êàòà x0 ∈ X ñå
íàðè÷à ñóáäèôåðåíöèàë íà f â x0 è ñå îçíà÷àâà ÷ðåç ∂f(x0).

Ïðèìåð 6.1. Íåêà X = R è f(x) := |x|. Äà ïðèïîìíèì, ÷å âñåêè îãðàíè-
÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë x∗ âúðõó R ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

⟨x∗, x⟩ = c x, x ∈ R,
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çà íÿêîå c ∈ R.
Àêî x0 > 0, òî f(x)− f(x0) = |x| − x0 è çà äà èìàìå

(6.1) f(x)− f(x0) ≥ c(x− x0) ∀x ∈ R,

òðÿáâà c = 1. Ñëåäîâàòåëíî ∂f(x0) = {1}.
Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å àêî x0 < 0, òî (6.1) å â ñèëà ñàìî ïðè c = −1

è ñëåäîâàòåëíî ∂f(x0) = {−1}.
Íåêà x0 = 0. Òîãàâà

|x| ≥ c x ∀x ∈ R,

òî÷íî òîãàâà, êîãàòî c ∈ [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëíî ∂f(0) = [−1, 1].1

Ïðèìåð 6.2. Äà ðàçãëåäàìå åäíî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà îò ïðåäõîäíèÿ
ïðèìåð.

Íåêà X å íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f(x) := ∥x∥. Íåêà x0 ̸=
0. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî

(6.2) ∥x∥ − ∥x0∥ ≥ ⟨x∗, x− x0⟩ ∀x

âëå÷å
⟨x∗, x− x0⟩ ≤ ∥x− x0∥ ∀x,

îòêúäåòî ∥x∗∥ ≤ 1.
Îò äðóãà ñòðàíà (6.2) ñ x = 0 âëå÷å

⟨x∗, x0⟩ ≥ ∥x0∥.

Ñëåäîâàòåëíî

(6.3) ∥x∗∥ = 1 è ⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥.

Îáðàòíî, àêî x∗ ∈ X∗ óäîâëåòâîðÿâà (6.3), òî

⟨x∗, x− x0⟩ = ⟨x∗, x⟩ − ⟨x∗, x0⟩ ≤ ∥x∥ − ∥x0∥ ∀x.

Ñëåäîâàòåëíî x∗ å ñóáãðàäèåíò íà f â x0.
Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å àêî x0 ̸= 0, òî

∂∥x0∥ = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∗∥ = 1 è ⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥}.

Íåêà x0 = 0. Óñëîâèåòî, äåôèíèðàùî ñóáãðàäèåíòèòå íà f â x0, ïðè-
åìà âèäà

∥x∥ ≥ ⟨x∗, x⟩ ∀x.
Òî å åêâèâàëåíòíî íà ∥x∗∥ ≤ 1. Ñëåäîâàòåëíî

∂∥0∥ = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∗∥ ≤ 1}.
1Èçïîëçâàìå îòúæäåñòâÿâàíåòî íà îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè âúðõó R

ñ R (âæ. (1.1)). Ìîæåì äà çàïèøåì ðåçóëòàòà è áåç òîçè ôàêò. Íåêà îçíà÷èì ñ I
èäåíòèòåòà âúðõó R. Òîãàâà ∂f(x0) = {I} ïðè x0 > 0, ∂f(x0) = {−I} ïðè x0 < 0 è
∂f(0) = {cI : c ∈ [−1, 1]}.
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Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñúäúðæà íÿêîëêî åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà íà
ñóáäèôåðåíöèàëà, êîèòî ñëåäâàò íåïîñðåäñâåíî îò äåôèíèöèÿòà ìó.

Òâúðäåíèå 6.9. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f :
X → R.

(à) Àêî g(x) := f(x+ a), a ∈ X, òî ∂g(x) = ∂f(x+ a).

(á) Àêî g(x) := λ f(x), λ > 0, òî ∂g(x) = λ∂f(x).

(â) Àêî g(x) := f(λx), λ > 0, òî ∂g(x) = λ∂f(λx).

Ëåìà 6.10. Íåêà φ : (a, b) → R å èçïúêíàëà. Òîãàâà φ èìà äÿñíà ïðîèç-

âîäíà φ′
+(t) âúâ âñÿêà òî÷êà, ïðè òîâà

φ′
+(t) = inf

λ>0

φ(t+ λ)− φ(t)

λ
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ôèêñèðàíî t ∈ (a, b) äèôå-
ðåí÷íîòî ÷àñòíî φ(t+λ)−φ(t)

λ å îãðàíè÷åíà îòäîëó ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà λ.
Îòòóê ùå ñëåäâà, ÷å òî èìà ãðàíèöà ïðè λ→ 0+0 è å íàëèöå ôîðìóëàòà
â ëåìàòà.

Ïîíåæå φ å èçïúêíàëà, çà âñÿêî α ∈ (0, 1) è äîñòàòú÷íî ìàëêî λ > 0
èìàìå

φ(t+ αλ) = φ(α(t+ λ) + (1− α)t) ≤ αφ(t+ λ) + (1− α)φ(t),

îòêúäåòî
φ(t+ αλ)− φ(t)

αλ
≤ φ(t+ λ)− φ(t)

λ
.

Ñëåäîâàòåëíî φ(t+λ)−φ(t)
λ å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà λ > 0.

Äà ôèêñèðàìå íÿêîå t0 ∈ (a, t). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå

φ(t) = φ

(
λ

t+ λ− t0
t0 +

t− t0
t+ λ− t0

(t+ λ)

)
≤ λ

t+ λ− t0
φ(t0) +

t− t0
t+ λ− t0

φ(t+ λ),

îòêúäåòî
φ(t+ λ)− φ(t)

λ
≥ φ(t)− φ(t0)

t− t0
.

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å φ(t+λ)−φ(t)
λ , êàòî ôóíêöèÿ íà λ, å îãðàíè÷åíî îòäîëó.

Òâúðäåíèå 6.11. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f :
X → R å èçïúêíàëà. Òîãàâà f èìà ïðîèçâîäíà ïî âñÿêà ïîñîêà âúâ âñÿêà

òî÷êà, ïðè òîâà

f ′(x;h) = inf
λ>0

f(x+ λh)− f(x)

λ
.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x, h ∈ X ñà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíè. Îò äåôèíè-
öèÿòà íà ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà èìàìå f ′(x;h) = φ′

+(0), êúäåòî φ(t) :=
f(x + th), t ∈ (0, 1). Ïîíåæå f å èçïúêíàëà, òî è φ å òàêàâà. Ñåãà òâúð-
äåíèåòî ñëåäâà îò ëåìàòà.

Òâúðäåíèå 6.12. Àêî èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó òîïîëî-

ãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, å äèôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â äàäåíà òî÷-

êà, òî ïðîèçâîäíàòà �è íà Ãàòî â òàçè òî÷êà å åäèíñòâåíèÿò �è ñóáã-

ðàäèåíò â íåÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. ÍåêàX å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f : X →
R å èçïúêíàëà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f å äèôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷-
êàòà x0 ∈ X. Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà íà Ãàòî è Òâúðäåíèå
6.11 ñëåäâà

⟨f ′G(x0), h⟩ = f ′(x0;h) ≤ f(x0 + h)− f(x0) ∀h ∈ X.

Ñëåäîâàòåëíî f ′G(x0) ∈ ∂f(x0).
Îáðàòíî íåêà x∗ ∈ ∂f(x0), ò.å.

f(x)− f(x0) ≥ ⟨x∗, x− x0⟩ ∀x ∈ X.

Òîãàâà

f(x0 + th)− f(x0) ≥ ⟨x∗, th⟩ = t⟨x∗, h⟩ ∀t ∈ R ∀h ∈ X.

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî h ∈ X èìàìå

f(x0 + th)− f(x0)

t
≥ ⟨x∗, h⟩, t > 0.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä t→ 0 + 0 â òîâà íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå

⟨f ′G(x0), h⟩ = f ′(x0;h) ≥ ⟨x∗, h⟩.

Òàêà óñòàíîâèõìå

⟨f ′G(x0), h⟩ ≥ ⟨x∗, h⟩ ∀h ∈ X.

Äà çàáåëåæèì, ÷å òîâà íåðàâåíñòâî ñ −h íà ìÿñòîòî íà h, âëå÷å

⟨f ′G(x0), h⟩ ≤ ⟨x∗, h⟩ ∀h ∈ X.

Îò ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà ñåãà ïîëó÷àâàìå

⟨f ′G(x0), h⟩ = ⟨x∗, h⟩ ∀h ∈ X,

îòêúäåòî ñëåäâà x∗ = f ′G(x0).
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Òâúðäåíèå 6.13. Âñÿêà íåïðåêúñíàòà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà
âúðõó òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ïðèòåæàâà ñóáãðàäèåíò âúâ

âñÿêà òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, f : X →
R å èçïúêíàëà è íåïðåêúñíàòà è x0 ∈ X. Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Õàí-
Áàíàõ êúì ìíîæåñòâàòà A = int(epi f) è B = {(x0, f(x0))}. Òå ñà íåï-
ðàçíè (âæ. Òåîðåìà 6.5), íåïðåñè÷àùè ñå è èçïúêíàëè ïîäìíîæåñòâà íà
òîïîëîãè÷íîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî X × R. Òàêà óñòàíîâÿâàìå, ÷å ñú-
ùåñòâóâà íåíóëåâ îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë z∗ íàä X × R òàêúâ,
÷å

(6.4) ⟨z∗, a⟩ ≤ ⟨z∗, (x0, f(x0))⟩ ∀a ∈ A.

Îãðàíè÷åíèÿò ëèíååí ôóíêöèîíàë z∗ ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

⟨z∗, a⟩ = ⟨x∗, x⟩+ α y, a = (x, y) ∈ X × R,

êúäåòî x∗ ∈ X∗ è α ∈ R. Òàêà çàâèñèìîñòòà â (6.4) ïðèåìà âèäà

(6.5) ⟨x∗, x⟩+ α y ≤ ⟨x∗, x0⟩+ α f(x0), x ∈ X, y > f(x),

êàòî x∗ è α íå ñà åäíîâðåìåííî 0 ïîíåæå z∗ ̸= 0. Àêî äîïóñíåì, ÷å α = 0,
òî ùå ïîëó÷èì îò (6.5), ÷å

⟨x∗, x− x0⟩ ≤ 0 ∀x ∈ X,

êîåòî âëå÷å x∗ = 0. Ñëåäîâàòåëíî α ̸= 0.
Àêî ïîëîæèì â (6.5) x = x0, ïîëó÷àâàìå

α(y − f(x0)) ≤ 0 ∀y > f(x0).

Ñëåäîâàòåëíî α ≤ 0.
Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å α < 0. Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè íà (6.5) íà α,

îñòàâÿìå y äà êëîíè êúì f(x) è ïîëàãàìå x∗ := −α−1x∗. Òàêà ïîëó÷àâàìå

f(x)− f(x0) ≥ ⟨x∗, x− x0⟩ ∀x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëíî x∗ å ñóáãðàäèåíò íà f â òî÷êàòà x0.

Ñëåäâà åäèí ñèëíî íåòðèâèàëåí îñíîâåí ðåçóëòàò, êàñàåù ëèíåéíèòå
ñâîéñòâà íà ñóáäèôåðåíöèàëà íà íåïðåêúñíàòèòå èçïúêíàëè ôóíêöèè.

Òåîðåìà 6.14 (Ìîðî-Ðîêàôåëúð). Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðî-

ñòðàíñòâî è fi : X → R, i = 1, 2, . . . , n, ñà èçïúêíàëè ôóíêöèè. Òîãàâà

∂(f1 + f2 + · · ·+ fn)(x) ⊇ ∂f1(x) + ∂f2(x) + · · ·+ ∂fn(x) ∀x ∈ X.

Àêî âñè÷êè ôóíêöèè ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà åäíà ñà íåïðåêúñíàòè,

òî

∂(f1 + f2 + · · ·+ fn)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x) + · · ·+ ∂fn(x) ∀x ∈ X.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîñòàòú÷íî å äà óñòàíîâèì òåîðåìàòà çà n = 2.
Ïúðâîòî òâúðäåíèå ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà çà ñóáã-

ðàäèåíò. Äåéñòâèòåëíî íåêà x0 ∈ X å ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî. Àêî ∂f1(x0)
= ∅ èëè ∂f2(x0) = ∅, òî ∂f1(x0)+∂f2(x0) = ∅ è òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî.

Íåêà x∗i ∈ ∂fi(x0), i = 1, 2. Òîãàâà

fi(x)− fi(x0) ≥ ⟨x∗i , x− x0⟩ ∀x ∈ X, i = 1, 2.

Êàòî ½ñúáåðåì“ òåçè äâå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå

(f1 + f2)(x)− (f1 + f2)(x0) ≥ ⟨x∗1 + x∗2, x− x0⟩ ∀x ∈ X,

îòêúäåòî x∗1 + x∗2 ∈ ∂(f1 + f2)(x0).
Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðîòî òâúðäåíèå. Íåêà x∗ ∈

∂(f1 + f2)(x0) (àêî ∂(f1 + f2)(x0) = ∅, òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî). Íåêà
f1(x) å íåïðåêúñíàòà â x0. Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å x∗ ñå ïðåäñòàâÿ âúâ
âèäà x∗ = x∗1 + x∗2 çà íÿêîè x

∗
1 ∈ ∂f1(x0) è x∗2 ∈ ∂f2(x0).

Òúé êàòî f1(x) å íåïðåêúñíàòà â x0, òî, êàêòî ñëåäâà îò Òåîðåìà 6.5,
int(epi f1) ̸= ∅. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà íà X × R:

A = {(x, y) ∈ X × R : y ≥ f1(x+ x0)− f1(x0)}

è

B = {(x, y) ∈ X × R : y < ⟨x∗, x⟩ − f2(x+ x0) + f2(x0)}.

Âñúùíîñò èìàìå A = epi f1− (x0, f1(x0)). Ñëåäîâàòåëíî A å èçïúêíàëî è
èìà íåïðàçíà âúòðåøíîñò. Êàêòî ñëåäâà îò èçïúêíàëîñòòà íà f2, B ñúùî
å èçïúêíàëî. Íàêðàÿ, äà îòáåëåæèì, ÷å A ∩ B = ∅, çàùîòî èíà÷å áèõìå
ïîëó÷èëè, ÷å ñúùåñòâóâà òî÷êà (x, y) ∈ X × R òàêàâà, ÷å

f1(x+ x0)− f1(x0) ≤ y < ⟨x∗, x⟩ − f2(x+ x0) + f2(x0).

Ñëåäîâàòåëíî

(f1 + f2)(x+ x0)− (f1 + f2)(x0) < ⟨x∗, x⟩,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x0).
Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ êúì ìíîæåñòâàòà A è B. Òàêà

ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò x̃∗ ∈ X∗ è α ∈ R, íå åäíîâðåìåííî 0, òàêèâà,
÷å

(6.6) ⟨x̃∗, x1⟩+ α y1 ≤ ⟨x̃∗, x2⟩+ α y2 ∀(x1, y1) ∈ A ∀(x2, y2) ∈ B.

Ñëåä êàòî y1 íå å îãðàíè÷åíî îòãîðå, òî α ≤ 0. Àêî äîïóñíåì, ÷å α = 0,
ùå ïîëó÷èì îò (6.6), ÷å

⟨x̃∗, x1⟩ ≤ ⟨x̃∗, x2⟩ ∀x1, x2 ∈ X,
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êîåòî âëå÷å x̃∗ = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî α < 0.
Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè íà (6.6) íà −α, ïîëàãàìå x∗1 := −α−1x̃∗,

âçèìàìå y1 = f1(x1 + x0) − f1(x0), è ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä y2 →
⟨x∗, x2⟩ − f2(x2 + x0) + f2(x0) îòëÿâî. Ïîëó÷àâàìå

(6.7) ⟨x∗1, x1⟩ − f1(x1 + x0) + f1(x0)

≤ ⟨x∗1 − x∗, x2⟩+ f2(x2 + x0)− f2(x0) ∀x1, x2 ∈ X.

Â ÷àñòíîñò çà x2 = 0 ïîëó÷àâàìå

⟨x∗1, x1⟩ ≤ f1(x1 + x0)− f1(x0) ∀x1 ∈ X.

Ñëåäîâàòåëíî x∗1 ∈ ∂f1(x0).
Íàêðàÿ (6.7) ñ x1 = 0 è x∗2 := x∗ − x∗1 äàâà

⟨x∗2, x2⟩ ≤ f2(x2 + x0)− f2(x0) ∀x2 ∈ X,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x∗2 ∈ ∂f2(x0).

Çàäà÷è

1. Ïîñî÷åòå ïðèìåð íà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â òîïîëî-
ãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, êîÿòî íå å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà 0
(ñðâ. ñ Òåîðåìà 6.5 è Ñëåäñòâèå 6.6).

2. Îïèøåòå ïî-êîíêðåòíî ñóáäèôåðåíöèàëà îò Ïðèìåð 6.2 çà X =
L[a, b] è çà X = C[a, b].

3. Äîêàæåòå, ÷å àêî ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó òîïîëîãè÷íî ëèíåé-
íî ïðîñòðàíñòâî, èìà ñóáãðàäèåíò âúâ âñÿêà òî÷êà, òî òÿ å èçïúê-
íàëà (ñðâ. ñ Òâúðäåíèå 6.13).

4. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, f : X → R å èç-
ïúêíàëà è x0 ∈ X. Òîãàâà, êàêòî çíàåì (Òâúðäåíèå 6.11) f ′(x0, h)
ñúùåñòâóâà ïî âñÿêà ïîñîêà h ∈ X. Äîêàæåòå, ÷å

x∗ ∈ ∂f(x0) ⇐⇒ ⟨x∗, h⟩ ≤ f ′(x0;h) ∀h ∈ X.

5. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f : X → R å íåïðå-
êúñíàòà è èçïúêíàëà. Ïîêàæåòå, ÷å

sup
x∗∈∂f(x0)

⟨x∗, x⟩ = f ′(x0;x), x, x0 ∈ X.

6. Ïîêàæåòå, ÷å àêî äàäåíà íåïðåêúñíàòà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôè-
íèðàíà âúðõó òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ïðèòåæàâà òî÷-
íî åäèí ñóáãðàäèåíò â íÿêîÿ òî÷êà, òî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà ïî
Ãàòî â íåÿ (ñðâ. ñ Òâúðäåíèå 6.12).
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Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . , n,
ñà èçïúêíàëè ôóíêöèè è C ⊆ X å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî. Ùå ðàçãëåäàìå
ñëåäíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à:

(7.1)

∣∣∣∣∣∣∣
f0(x) −→ inf

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n, (∗)
x ∈ C. (∗∗)

Çàäà÷è îò òîçè òèï ñå íàðè÷àò èçïúêíàëè.

Áåëåæêà 7.1. Âñÿêî ëîêàëíî ðåøåíèå íà èçïúêíàëà çàäà÷à å è íåéíî
ãëîáàëíî (àáñîëþòíî) ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëíî, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å x0 å
ëîêàëíî ðåøåíèå íà (7.1), êîåòî íå å ãëîáàëíî, ò.å. ñúùåñòâóâà x1 ̸= x0,
êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (∗)-(∗∗) è f0(x1) < f0(x0). Ðàçãëåæäàìå
òî÷êè îò âèäà xα := (1 − α)x0 + αx1 çà α ∈ (0, 1). Îò èçïúêíàëîñòòà íà
ôóíêöèèòå fi, i = 1, . . . , n, è íà ìíîæåñòâîòî C ñëåäâà, ÷å xα óäîâëåò-
âîðÿâà (∗)-(∗∗) çà âñÿêî α ∈ (0, 1); óâåðåòå ñå â òîâà ñàìîñòîÿòåëíî. Îò
èçïúêíàëîñòòà ïúê íà f0 ñëåäâà, ÷å

f0(xα) ≤ (1− α)f0(x0) + αf0(x1) < f0(x0), α ∈ (0, 1).

Êàêâàòî è îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 äà ôèêñèðàìå, òî÷êàòà xα ùå ïîïàä-
íå â íåÿ ñòèãà äà âçåìåì α äîñòàòú÷íî ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Òóê
èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî, ÷å àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè ñà íåïðåêúñíàòè â
òîïîëîãè÷íèòå ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà. Òàêà ùå ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ
òîâà, ÷å x0 å ëîêàëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (7.1).

Çàïî÷âàìå ñ åäíî îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà íà Ôåðìà â ñëó÷àÿ íà áå-
çóñëîâåí ãëîáàëåí ìèíèìóì. Òî å ôîðìóëèðàíî â òåðìèíèòå íà ñóáäèôå-
ðåíöèàë. Òîâà ïðàâè òàçè òåîðåìà îñîáåíî åñòåñòâåíà çà íåïðåêúñíàòè
èçïúêíàëè ôóíêöèè, çàùîòî òå èìåííî (ñ òî÷íîñò íåïðåêúñíàòîñò) ïðè-
òåæàâàò ñóáãðàäèåíò âúâ âñÿêà òî÷êà (âæ. Òâúðäåíèå 6.13 è Çàäà÷à 3 â
� 6) è çà òÿõ ïîíÿòèÿòà çà ëîêàëåí è ãëîáàëåí ìèíèìóì ñúâïàäàò.

Òåîðåìà 7.2. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è f : X →
R å èçïúêíàëà. Òîãàâà òî÷êàòà x̃ ∈ X å òî÷êà íà ãëîáàëåí (àáñîëþòåí)

ìèíèìóì íà f(x) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî 0 ∈ ∂f(x̃).

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèèòå.
Àêî x̃ å òî÷êà íà àáñîëþòåí ìèíèìóì íà f(x), òî f(x)− f(x̃) ≥ 0 çà

âñÿêî x. Ñëåäîâàòåëíî íóëåâèÿò ôóíêöèîíàë âúðõó X å ñóáãðàäèåíò íà
f â x̃.

Îáðàòíî, àêî íóëåâèÿò ôóíêöèîíàë âúðõó X å ñóáãðàäèåíò íà f â x̃,
òî çà âñÿêî x ∈ X èìàìå f(x)− f(x̃) ≥ ⟨0, x− x̃⟩ = 0.
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Ïðèìåð 7.1. Åäíà äîáðà, ìàêàð è åëåìåíòàðíà, èëþñòðàöèÿ íà òàçè òå-
îðåìà ñå äàâà îò ôóíêöèÿòà f(x) := ∥x∥ (âæ. Ïðèìåð 6.2).

Íåêà ñå âúðíåì êúì îáùàòà çàäà÷à, ôîðìóëèðàíà â íà÷àëîòî. Ôóí-
êöèÿòà íà Ëàãðàíæ çà çàäà÷àòà (7.1) èìà âèäà

L(x, λ0, λ1, . . . , λn) :=
n∑

i=0

λifi(x),

êúäåòî λi ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, ñà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ.
Ñëåäâà îñíîâíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðåøåíèÿòà íà èçïúêíàëèòå çà-

äà÷è.

Òåîðåìà 7.3 (Êóí-Òàêúð). Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàí-

ñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . , n, è C ⊆ X ñà èçïúêíàëè. Àêî x̃ å ðå-

øåíèå íà çàäà÷àòà (7.1), òî ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ

λ0, λ1, . . . , λn, êîèòî ñà íåîòðèöàòåëíè, íååäíîâðåìåííî 0 è òàêèâà, ÷å

L(x̃, λ0, λ1, . . . , λn) = min
x∈C

L(x, λ0, λ1, . . . , λn)(7.2)

è

λifi(x̃) = 0, i = 1, 2, . . . , n.(7.3)

Àêî ñúùåñòâóâà ξ ∈ C òàêîâà, ÷å fi(ξ) < 0, i = 1, 2, . . . , n, òî λ0 ̸= 0.
Îáðàòíî, àêî òî÷êàòà x̃ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (∗) è (∗∗), êàêòî

è (7.2)-(7.3) ñ λ0 = 1 è íÿêàêâè λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, òî òÿ å ðåøåíèå

íà çàäà÷àòà (7.1).

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî λ0, λ1, . . . , λn ñà ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ ñ ïîñî-
÷åíèòå â òåîðåìàòà ñâîéñòâà, òî è cλ0, cλ1, . . . , cλn, êúäåòî c > 0, ñà ñúùî
ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ, êîèòî ãè óäîâëåòâîðÿâàò. Çàòîâà, àêî λ0 > 0,
òî áåç îãðàíè÷åíèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å λ0 = 1.

Ñëåäâà ìàëêî òåðìèíîëîãèÿ:

� (7.2) ñå íàðè÷à óñëîâèå íà Êóí-Òàêúð,

� (7.3) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ çà äîïúëíÿåìîñò,

� óñëîâèåòî ∃ ξ ∈ C : fi(ξ) < 0, i = 1, 2, . . . , n, ñå íàðè÷à óñëîâèå íà
Ñëåéòúð.

Óñëîâèåòî íà Êóí-Òàêúð (7.2) ïîêàçâà, ÷å Ïðèíöèïúò íà Ëàãðàíæ å
âàëèäåí â ïî-ñèëíà ôîðìà çà èçïúêíàëèòå çàäà÷è. Ïî-òî÷íî, ôóíêöèÿ-
òà íà Ëàãðàíæ äîñòèãà ñâîÿ àáñîëþòåí ìèíèìóì ïðè óñëîâèåòî (∗∗) â
ðåøåíèå íà çàäà÷à (7.1). Äà çàáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî (∗∗) íå å îòðàçåíî
â äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ.
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Óñëîâèÿòà çà äîïúëíÿåìîñò (7.3) ïîêàçâàò, ÷å âñÿêî åäíî îò óñëîâè-
ÿòà (∗), êîåòî ñå èçïúëíÿâà êàòî ñòðîãî íåðàâåíñòâî â äàäåíî ðåøåíèå
íà çàäà÷àòà, â äåéñòâèòåëíîñò íå ó÷àñòâà âúâ ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ.
Êàçàíî èíà÷å, àêî ïðåäâàðèòåëíî å èçâåñòíî, ÷å äàäåíà èçïúêíàëà çà-
äà÷à èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå è òî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèå â ãðóïàòà (∗)
êàòî ñòðîãî íåðàâåíñòâî, òîâà óñëîâèå ìîæå äà íå ñå âêëþ÷âà â äåôè-
íèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ. Òîâà ëåñíî ñå ðàçáèðà èíòóèòèâíî,
êîãàòî ôóíêöèÿòà, çàäàâàùà ñúîòâåòíîòî óñëîâèå, å íåïðåêúñíàòà (ò.å.
îãðàíè÷åíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà íà óñëîâåí åêñòðåìóì). Ùîì äàäåíîòî
íåðàâåíñòâî å ñòðîãî â òî÷êàòà íà åêñòðåìóì, òî îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà
òàçè ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å òî ïðîäúëæàâà äà ñå èçïúëíÿâà â öÿëà îêîë-
íîñò íà òî÷êàòà íà åêñòðåìóì è ñëåäîâàòåëíî òîâà óñëîâèå íå íàëàãà
äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ. Ìîæåì äà êàæåì, ÷å òàêèâà óñëîâèÿ íå èã-
ðàÿò åôåêòèâíà ðîëÿ, òå íå ñà ñúùåñòâåíè è çàäà÷àòà íå ñå ïðîìåíÿ, àêî
áúäàò èçïóñíàòè.

Ïðè äîïúëíèòåëíîòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ôóíêöèèòå ñà íåïðåêúñíàòè,
Òåîðåìà 7.3 ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ïîñðåäñòâîì ñóáäèôåðåíöèàëè. Çà
òàçè öåë ùå âúâåäåì îùå äâå ïîíÿòèÿ.

Äåôèíèöèÿ 7.4. Íåêà S ⊆ X. Èíäèêàòîðíà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâîòî
S íàðè÷àìå ôóíêöèÿòà

δS(x) :=

{
0, x ∈ S;

+∞, x ∈ X\S.

Àêî S å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî, òî èíäèêàòîðíàòà ìó ôóíêöèÿ δS å
èçïúêíàëà.

Äåôèíèöèÿ 7.5. Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, C ⊆ X
èçïúêíàëî ìíîæåñòâî è x0 ∈ C. Êîíóñ íà îïîðíèòå ôóíêöèîíàëè íà C
â òî÷êàòà x0 íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî

NC(x0) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x− x0⟩ ≤ 0 ∀x ∈ C}.

Äà çàáåëåæèì, ÷å NC(x0) å âèíàãè íåïðàçíî � íóëåâèÿò ôóíêöèîíàë
ëåæè âúâ âñåêè òàêúâ êîíóñ. Ñúùî òàêà íåïîñðåäñòâåíî ñå óñòàíîâÿâà,
÷å

(7.4) NC(x0) = ∂δC(x0) çà âñÿêî x0 ∈ C.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå Òåîðåìà 7.3 îùå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí ñòèãà
ó÷àñòâàùèòå ôóíêöèè äà ñà íåïðåêúñíàòè.

Òåîðåìà 7.6 (Êóí-Òàêúð, ñóáäèôåðåíöèàëíà ôîðìà). Íåêà X å òîïî-

ëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . , n, ñà èçïúêíàëè
è íåïðåêúñíàòè, è C ⊆ X å èçïúêíàëî. Àêî x̃ å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà
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(7.1), òî ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ0, λ1, . . . , λn, êîèòî
ñà íåîòðèöàòåëíè, íååäíîâðåìåííî 0 è òàêèâà, ÷å

0 ∈ λ0∂f0(x̃) + λ1∂f1(x̃) + · · ·+ λn∂fn(x̃) +NC(x̃)(7.5)

è

λifi(x̃) = 0, i = 1, 2, . . . , n.(7.6)

Àêî ñúùåñòâóâà ξ ∈ C òàêîâà, ÷å fi(ξ) < 0, i = 1, 2, . . . , n, òî λ0 ̸= 0.
Îáðàòíî, àêî òî÷êàòà x̃ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (∗) è (∗∗), êàêòî

è (7.5)-(7.6) ñ λ0 = 1 è íÿêàêâè λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, òî òÿ å ðåøåíèå

íà çàäà÷àòà (7.1).

Óñëîâèåòî (7.5) ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ.

Áåëåæêà 7.7. Èçïúêíàëîñòòà íà ôóíêöèÿòà ïîçâîëÿâà äà ñå ôîðìó-
ëèðà íå ñàìî íåîáõîäèìî, íî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå. Ñðàâíÿâàéêè äâàòà
òèïà ïðåäïîëîæåíèÿ, êîèòî ïðàâèì âúðõó ôóíêöèÿòà, çà äà íàìåðèì åê-
ñòðåìóìèòå �è: äèôåðåíöèðóåìîñò èëè èçïúêíàëîñò, áè áèëî ïîãðåøíî äà
òâúðäèì, ÷å ïúðâîòî å ïî-ñèëíî, ïî-ðåñòðèêòèâíî â ñðàâíåíèå ñ âòîðî-
òî. Âàëèäíîñòòà íà òâúðäåíèå êàòî Òåîðåìà 7.2 å åäíî äîêàçàòåëñòâî çà
òîâà. Äðóãî èäâà îò ôàêòà, ÷å èçïúêíàëîñòòà âëå÷å äèôåðåíöèðóåìîñò,
ìàêàð è â ñëàáà ôîðìà � âñÿêà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ íà ðåàëíà ïðîìåí-
ëèâà èìà ëÿâà è äÿñíà ïðîèçâîäíà âúâ âñÿêà âúòðåøíà òî÷êà, à â îáùèÿ
ñëó÷àé èìà ïðîèçâîäíà ïî ïðîèçâîëíà ïîñîêà.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà äâåòå òåîðåìè. Ùå èçâåäåì
âòîðàòà îò ïúðâàòà, à äîêàçàòåëñòâîòî íà ïúðâàòà å ìîæå áè åäíî îò
íàé-êðàñèâèòå â êóðñà.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 7.3. Íåêà A å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè
(µ0, µ1, . . . , µn) ∈ Rn+1, çà êîèòî ñúùåñòâóâà x ∈ C òàêîâà, ÷å

f0(x)− f0(x̃) < µ0, fi(x) ≤ µi, i = 1, 2 . . . , n.

Êàêòî ñëåäâà îò èçïúêíàëîñòòà íà ìíîæåñòîâîòî C è íà ôóíêöèèòå fi,
i = 0, 1, . . . , n, ìíîæåñòâîòî A å èçïúêíàëî (ïðîâåðåòå òîâà ñàìîñòîÿòåë-
íî). Íàêðàÿ äà çàáåëåæèì, ÷å 0 ̸∈ A, êúäåòî 0 := (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1,
çàùîòî èíà÷å áèõìå ïîëó÷èëè, ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ C òàêîâà, ÷å f0(x) <
f0(x̃) è fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà òîâà, ÷å x̃ å ðåøå-
íèå íà çàäà÷àòà (7.1) (âæ. Áåëåæêà 7.1).

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 1.6 êúì ïîäìíîæåñòâàòà A è B := {0} íà Rn+1.1

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë

1Âìåñòî Òåîðåìà 1.6 ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ çà ëèíåéíè
òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà (Òåîðåìà 1.5), íî òðÿáâà äîïúëíèòåëíî äà ñå óáåäèì, ÷å
intA ̸= ∅. Ïîñëåäíîòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å A ⊃ {(µ0, µ1, . . . , µn) ∈ Rn+1 : µi > 0 ∀i}.
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z∗ íàä Rn+1 òàêúâ, ÷å

⟨z∗, µ⟩ ≤ ⟨z∗,0⟩ = 0 ∀µ := (µ0, µ1, . . . , µn) ∈ A.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà λ0, λ1, . . . , λn, íå âñè÷êè
ðàâíè íà 0 òàêèâà, ÷å

(7.7)
n∑

i=0

λiµi ≥ 0 ∀(µ0, µ1, . . . , µn) ∈ A.

Ñëåä êàòî âñè÷êè òî÷êè (µ0, µ1, . . . , µn) ñ ïîëîæèòåëíè êîîðäèíàòè
ñà â A, òî

(7.8) λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n.

Ïî-íàòàòúê äà çàáåëåæèì, ÷å çà âñåêè x ∈ C è ε > 0, òî÷êàòà ñ
êîîðäèíàòè

µ0 = f0(x)− f0(x̃) + ε, µi = fi(x), i = 1, 2, . . . , n,

ëåæè â A. Òîãàâà (7.7) ñ òîçè èçáîð íà µi è ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ε→ 0+0
âëå÷å

(7.9)
n∑

i=0

λifi(x) ≥ λ0f0(x̃) ∀x ∈ C.

Àêî çà íÿêîå j ̸= 0 èìàìå fj(x̃) = −α < 0, òî A ñúäúðæà òî÷êàòà ñ
êîîðäèíàòè µj = −α è µi = ε, i ̸= j, çà âñÿêî ε > 0. Êàòî ïðèëîæèì (7.7)
ñ òîçè èçáîð íà µi è íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ε → 0 + 0, ïîëó÷àâàìå
−λjα ≥ 0. Ñëåäîâàòåëíî λj ≤ 0, êîåòî ïðåäâèä (7.8), äàâà λj = 0.

Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å àêî j ∈ {1, 2, . . . , n}, òî

fj(x̃) < 0 =⇒ λj = 0.

Ñ òîâà (7.3) å äîêàçàíî.
Ñåãà, êàòî èçïîëçâàìå (7.9) è (7.3), çàêëþ÷àâàìå, ÷å

n∑
i=0

λifi(x) ≥
n∑

i=0

λifi(x̃) ∀x ∈ C,

êîåòî äàâà (7.2).
Íåêà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî íà Ñëåéòúð, ò.å. íåêà ñúùåñòâóâà ξ ∈ C

òàêîâà, ÷å fi(ξ) < 0, i = 1, 2, . . . , n. Àêî äîïóñíåì, ÷å λ0 = 0, òî, èìàéêè
ïðåäâèä, ÷å îñòàíàëèòå λi ñà íåîòðèöàòåëíè, êàòî ïîíå åäíî íå å 0 è å â
ñèëà (7.3), óñòàíîâÿâàìå, ÷å

n∑
i=0

λifi(ξ) < 0 =

n∑
i=0

λifi(x̃),
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êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ (7.2). Ñëåäîâàòåëíî λ0 ̸= 0.
Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðàòà ÷àñò íà òåîðåìàòà. Íå-

êà òî÷êàòà x̃ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (∗) è (∗∗), êàêòî è (7.2)-(7.3) ñ
λ0 = 1 è íÿêàêâè λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîãàâà çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿ-
âàùî (∗) è (∗∗), èìàìå

f0(x̃)
(7.3)
=

n∑
i=0

λifi(x̃)
(7.2), (∗∗)

≤
n∑

i=0

λifi(x)
λi≥0, (∗)

≤ f0(x).

Ñëåäîâàòåëíî x̃ å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (7.1).

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 7.6. Îñòàâà ñàìî äà ñå äîêàæå, ÷å (7.2) è
(7.5) ñà åêâèâàëåíòíè. Òåîðåìà 7.3 âëå÷å, ÷å ðàçøèðåíàòà ôóíêöèÿ íà
Ëàãðàíæ

L1(x, λ0, λ1, . . . , λn) :=
n∑

i=0

λifi(x) + δC(x)

äîñòèãà ñâîÿ àáñîëþòåí ìèíèìóì (îòíîñíî x) â òî÷êàòà x̃. Ñïîðåä Òåî-
ðåìà 7.2 èìàìå

L1(x̃, λ0, λ1, . . . , λn) = min
x∈X

L1(x, λ0, λ1, . . . , λn)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

0 ∈ ∂xL1(x̃, λ0, λ1, . . . , λn).

Òóê èíäåêñúò x â ∂x îçíà÷àâà, ÷å ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà L1 ñàìî êàòî
ôóíêöèÿ íà x â äåôèíèöèÿòà íà íåéíèÿ ñóáäèôåðåíöèàë. Îñòàâà äà ïðè-
ëîæèì òåîðåìàòà íà Ìîðî-Ðîêàôåëúð (Òåîðåìà 6.14), Òâúðäåíèå 6.9(á)
è (7.4).

Ùå çàâúðøèì ñ åäíî ïî-èíòåðåñíî ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà 7.2

Ïðèìåð 7.2. Íåêà ñà äàäåíè òðè ðàçëè÷íè òî÷êè. Çàäà÷àòà å äà ñå íàìåðè
òàêàâà òî÷êà, ÷å ñóìàòà îò ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó íåÿ è äàäåíèòå òî÷êè
äà áúäå ìèíèìàëíà.

Äà îçíà÷èì äàäåíèòå òðè ðàçëè÷íè òî÷êè ñ y1, y2, y3 ∈ R2. Çàäà÷àòà
ñå ñâåæäà êúì íàìèðàíåòî íà òî÷êàòà, â êîÿòî èçïúêíàëàòà ôóíêöèÿ

f(x) := |x− y1|+ |x− y2|+ |x− y3|, x ∈ R2.

äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò. Òóê |x| îçíà÷àâà ñòàíäàðòíàòà åâê-
ëèäîâà íîðìà â ðàâíèíàòà, ò.å. äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà ìåæäó òî÷êàòà
x è íà÷àëîòî. Òàçè ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà è íàðàñòâà íåîãðàíè÷åíî ñ
|x| ñëåäîâàòåëíî äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò. Ñïîðåä Òåîðåìà 7.2
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òÿ äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò â òî÷êàòà x̃ òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî 0 ∈ ∂f(x̃). Òåîðåìàòà íà Ìîðî-Ðîêàôåëúð ñâåæäà ïîñëåäíîòî
êúì

(7.10) 0 ∈ ∂|x̃− y1|+ ∂|x̃− y2|+ ∂|x̃− y3|.

Îò ðåçóëòàòà, êîéòî óñòàíîâèõìå â Ïðèìåð 6.2 â ÷àñòíîñò çà ïðîñòðàí-
ñòâîòî R2 ñíàáäåíî ñ íîðìàòà | · | èìàìå

∂|x0| =

{
{åäèíè÷íèÿ âåêòîð, åäíîïîñî÷åí ñ x0}, x0 ̸= 0

{x ∈ R2 : |x| ≤ 1}, x0 = 0.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî x̃ ̸= y1, y2, y3, òî (7.10) îçíà÷àâà, ÷å ñóìàòà îò
òðèòå åäèíè÷íè âåêòîðà, íàñî÷åíè îò x̃ ñúîòâåòíî êúì òî÷êèòå y1, y2, y3,
å íóëà. Òîâà íà ñâîé ðåä îçíà÷àâà, ÷å úãëèòå ìåæäó òåçè âåêòîðè ñà ðàâíè
íà 120◦ (óâåðåòå ñå â òîâà ñàìîñòîÿòåëíî). Òîãàâà úãëèòå íà òðèúãúëíèêà
ñ âúðõîâå y1, y2, y3 ñà ïî-ìàëêè îò 120◦. Â òîçè ñëó÷àé x̃ ñå íàðè÷à òî÷êà
íà Òîðè÷åëè.

Íåêà x̃ ñúâïàäà ñ íÿêîÿ îò äàäåíèòå òî÷êè, äà êàæåì y1. Òîãàâà îò
(7.10) ñëåäâà, ÷å äúëæèíàòà íà ñóìàòà íà åäèíè÷íèòå âåêòîðè, íàñî÷åíè
îò y1 ñúîòâåòíî êúì y2 è y3, íå íàäìèíàâà åäèíèöà. Îòòóê ñëåäâà, ÷å
úãúëúò ïðè âúðõà y1 íà òðèúãúëíèêà ñ âúðõîâå y1, y2, y3 å ïîíå 120◦

(îòíîâî ïðîâåðåòå òîâà ñàìîñòîÿòåëíî).
È òàêà, àêî úãëèòå íà òðèúãúëíèêà ñ âúðõîâå äàäåíèòå òî÷êè ñà ïî-

ìàëêè îò 120◦, òî ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà å òî÷êàòà íà Òîðè÷åëè, èíà÷å
òúðñåíàòà òî÷êà ñúâïàäà ñ âúðõà íà òðèúãúëíèêà, â êîéòî úãúëúò å ïîíå
120◦ (òóê ñå âêëþ÷âà è ñëó÷àÿò, â êîéòî äàäåíèòå òî÷êè ñà êîëèíåàðíè).

Çàäà÷è

1. Äîêàæåòå (7.4).

2. Íàìåðåòå êîíóñà íà îïîðíèòå ôóíêöèîíàëè íà

(à) åäèíè÷íèÿ êðúã x2 + y2 ≤ 1 â R2 â òî÷êàòà 0,

(á) åäèíè÷íèÿ êðúã x2 + y2 ≤ 1, z = 0 â R3 â òî÷êàòà 0,

(â) åäèíè÷íèÿ êðúã x2 + y2 ≤ 1 â R2 â òî÷êàòà (1, 0),

(ã) êîíóñà |x| ≤ y â R2 â òî÷êàòà (0, 0).

3. Íàìåðåòå ðåøåíèåòî íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à, ðàçãëåäàíà â Ïðè-
ìåð 7.2 ïðè äîïúëíèòåëíèòå óñëîâèÿ:

� òúðñåíàòà ÷åòâúðòà òî÷êà äà ïðèíàäëåæè íà äàäåíî èçïúêíà-
ëî ìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà íà äàäåíèòå òî÷êè (ðàçãëåäàéòå è
êîíêðåòíî ñëó÷àÿ, êîãàòî òîâà ìíîæåñòâî å ïîëóðàâíèíà);
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� âúâåäåíè ñà òåãëà â ðàçñòîÿíèÿòà äî âñÿêà åäíà îò äàäåíèòå
òðè òî÷êè.

4. ÍåêàX å íîðìèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî è A0, A1, . . . , An ñà íåãî-
âè èçïúêíàëè ïîäìíîæåñòâà òàêèâà, ÷å A0∩(intA1)∩· · ·∩(intAn) ̸=
∅. Äà ïîëîæèì A = A0 ∩A1 ∩ · · · ∩An. Äîêàæåòå, ÷å

NA(x) = NA0(x) +NA1(x) + · · ·+NAn(x), x ∈ A.
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Íåêà X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà, à U å ìíîæåñòâî. Íåêà îùå

fi : X × U → R, i = 0, 1, . . . , n,

F : X × U → Y.

Ùå ðàçãëåäàìå åêñòåðìàëíàòà çàäà÷à

(8.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0(x, u) −→ inf

F (x, u) = 0, (∗)
fi(x, u) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n, (∗∗)
u ∈ U. (∗ ∗ ∗)

Çàäà÷è îò òîçè âèä, ñòèãà ôóíêöèèòå äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà, êî-
èòî ùå ôîðìóëèðàìå ïî-äîëó, ñå íàðè÷àò ñìåñåíè. Íàèìåíîâàíèåòî ñå
äúëæè íà òîâà, ÷å òåçè çàäà÷è ïðåäñòàâëÿâàò êîìáèíàöèÿ îò ãëàäêà è
èçïúêíàëà çàäà÷à. Ñìåñåíèòå çàäà÷è ñà òÿõíî îáîáùåíèå.

Öåëòà íè ùå áúäå äà óñòàíîâèì íåîáõîäèìè óñëîâèÿ àç ëîêàëåí ìè-
íèìóì.

Äåôèíèöèÿ 8.1. Ùå êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà (x̃, ũ), óäîâëåòâîðÿâàùà óñëî-
âèÿòà (∗)-(∗ ∗ ∗), å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà (8.1), àêî

f0(x̃, ũ) ≤ f0(x, u)

çà âñè÷êè òî÷êè (x, u), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò (∗)-(∗ ∗ ∗), x å â íÿêàêâà
îëîëíîñò íà x̃, à u ∈ U å ïðîèçâîëíî.

Îòíîâî âúâåæäàìå ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ. Òÿ âëþ÷âà ñàìî ôóíêöèî-
íàëíèòå óñëîâèÿ íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à è ñå äåôèíèðà ïîñðåäñòâîì

L(x, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) :=
n∑

i=0

λifi(x, u) + ⟨y∗, F (x, u)⟩,

êúäåòî λi ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, è y∗ ∈ Y ∗ ñà ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ.

Òåîðåìà 8.2. Íåêà X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà, à U å ìíîæåñòâî.

Íåêà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ⊆ X íà òî÷êàòà x̃ òàêàâà, ÷å

(à) çà âñÿêî ôèêñèðàíî u ∈ U èçîáðàæåíèÿòà fi(x, u), i = 0, 1, . . . , n,
è F (x, u) ñà äèôåðåíöèðóåìè ïî Ôðåøå ïî x âúâ V è ïðîèçâîäíèòå

èì íà Ôðåøå ñà íåïðåêúñíàòè â x̃;

(á) çà âñÿêî ôèêñèðàíî x ∈ V èçîáðàæåíèÿòà fi(x, u), i = 0, 1, . . . , n,
è F (x, u) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèèòå óñëîâèÿ çà èçïúêíàëîñò:

∀u1, u2 ∈ U ∀α ∈ [0, 1] ∃u ∈ U :

F (x, u) = αF (x, u1) + (1− α)F (x, u2),

fi(x, u) ≤ αfi(x, u1) + (1− α)fi(x, u2), i = 0, 1, . . . , n.
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8 Ñìåñåíè çàäà÷è

Íàêðàÿ íåêà

(â) L0 := ImF ′
x(x̃, ũ) èìà êðàéíà êîðàçìåðíîñò â Y .1

Àêî (x̃, ũ) å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà (8.1), òî ñúùåñ-
òâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ0, λ1 . . . , λn ≥ 0 è y∗ ∈ Y ∗, íå âñè÷êè
ðàâíè íà 0, òàêèâà, ÷å

L′
x(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y

∗) = 0,(8.2)

L(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) = min
u∈U

L(x̃, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗)(8.3)

è

λifi(x̃, ũ) = 0, i = 1, 2, . . . , n.(8.4)

Êàêòî çíàåì,

L′
x(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y

∗) =
n∑

i=0

λif
′
ix(x̃, ũ) + F ′

x(x̃, ũ)
∗y∗.

Òóê îòíîâî ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå íàèìåíîâàíèÿ:

� (8.2) ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ,

� (8.3) ñå íàðè÷à óñëîâèå íà Êóí-Òàêúð,

� (8.4) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ çà äîïúëíÿåìîñò.

Óñëîâèå (â) â òåîðåìàòà ñëåäâà îò ïî-ðåñòðèêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå

(â′) ImF ′
x(x̃, ũ) = Y .

Òåîðåìà 8.3. Â óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 8.2, àêî îáðàçúò íà ìíîæåñò-

âîòî X × U ïîä äåéñòâèåòî íà èçîáðàæåíèåòî

(x, u) → F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u)

ñúäúðæà îêîëíîñò íà íóëàòà â Y , è àêî ñúùåñòâóâà òî÷êà (x, u) òà-
êàâà, ÷å

F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u) = 0,

⟨f ′ix(x̃, ũ), x⟩+ fi(x̃, u) < 0

çà âñÿêî i ∈ {1, 2, . . . , n}, çà êîåòî fi(x̃, ũ) = 0, òî ñúùåñòâóâàò ìíî-

æèòåëè íà Ëàãðàíæ ñ ïîñî÷íèòå â Òåîðåìà 8.2 ñâîéñòâà, êàòî ïðè

òîâà îùå λ0 = 1.

1Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîòî Y/L0 èìà êðàéíà ðàçìåðíîñò.
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Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâàòà íà äâåòå òåîðåìè.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 8.2. Íåêà B := L0+F (x̃, U) è L å ëèíåéíàòà
îáâèâêà íà B. Îò (á) ñëåäà, ÷å ìíîæåñòâîòî F (x̃, U) å èçïúêíàëî. Ìíî-
æåñòâîòî L0 å ñúùî èçïúêíàëî, çàùîòî å îáðàç íà ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî
ïîä äåéñòâèåòî íà ëèíååí îïåðàòîð. Ñëåäîâàòåëíî B å èçïúêíàëî ìíî-
æåñòâî.

Èçâåñòíî å, ÷å, àêî îáðàçúò íà îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð, äåéñòâàù
îò åäíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî â äðóãî, èìà êðàéíà êîðàçìåðíîñò, òî
òîé å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.1 Ñëåäîâàòåëíî L0 è L ñà çàòâîðåíè ïîäïðîñ-
òðàíñòâà íà Y .

Ðàçãëåæäàìå íÿêîëêî ñëó÷àÿ.
(1) Íåêà L ̸= Y . Îò òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

íåíóëåâ îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë y∗ íàä Y òàêúâ, ÷å ⟨y∗, y⟩ = 0 çà
âñÿêî y ∈ L.2 Òàêà èìàìå

(8.5) ⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u)⟩ = 0 ∀x ∈ X ∀u ∈ U.

Â ÷àñòíîñò çà u = ũ èìàìå F (x̃, ũ) = 0 è ñëåäîâàòåëíî

⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x⟩ = 0 ∀x ∈ X.

Ñëåä êàòî
⟨y∗, F ′

x(x̃, ũ)x⟩ = ⟨F ′
x(x̃, ũ)

∗y∗, x⟩,

ïîëó÷àâàìå
F ′
x(x̃, ũ)

∗y∗ = 0.

Àíàëîãè÷íî, (8.5) ñ x = 0 âëå÷å

⟨y∗, F (x̃, u)⟩ = 0 = ⟨y∗, F (x̃, ũ)⟩ ∀u ∈ U.

Ñëåäîâàòåëíî ñúîòíîøåíèÿ (8.2)-(8.4) ñà â ñèëà ñ λ0 = λ1 = · · · =
λn = 0 è òàêà ôèêñèðàíèÿ y∗. Òîãàâà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ èìà âèäà
L(x, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) = ⟨y∗, F (x, u)⟩.

(2) Íåêà L = Y . Ùå ïîêàæåì, ÷å intB ̸= ∅. Äà îçía÷èì ñ π : Y →
Y/L0 êàíîíè÷íîòî èçîáðàæåíèå íà Y âúðõó Y/L0. Äà ïðèïîìíèì, ÷å
òîâà å èçîáðàæåíèåòî, êîåòî ñúïîñòàâÿ íà åëåìåíò îò Y êëàñà íà åê-
âèâàëåíòíîñò â Y/L0, íà êîéòî ïðèíàäëåæè. Òàêà èìàìå, ÷å πy1 = πy2
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî y1 − y2 ∈ L0.

1Òîâà ñå ïîêàçâà ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà çà îòâîðåíîòî èçîáðàæåíèå èëè çàòâî-
ðåíàòà ãðàôèêà. Âèæòå íàïð. Proposition 7.10 â Klaus Deimling, Nonlinear Functional
Analysis, Springer, 1985. Äúëæà áëàãîäàðíîñò íà ïðîô. Íàäåæäà Ðèáàðñêà çà òîçè
ðåçóëòàò.

2Çà äà óñòàíîâèì òîâà, ïðèëàãàìå ñïîìåíàòàòà òåîðåìà êúì L è íÿêîå êúëáî â
Y , êîåòî íÿìà îáùè òî÷êè ñ L. Òàêîâà êúëáî íåïðåìåííî ñúùåñòâóâà, çàùîòî L å
çàòâîðåíî ñîáñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà Y . Âèæòå Ñëåäñòâèå 1.3.
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Ïîíåæå ëèíåéíàòà îáâèâêà íà B, ò.å. L, ñúâïàäà ñ Y , òî ëèíåéíàòà
îáâèâêà íà π(B) ñúâïàäà ñ Y/L0. Îñâåí òîâà ïîíåæå B å èçïúêíàëî, òî
è π(B) å òàêîâà. È òàêà, π(B) å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî, ÷èÿòî ëèíåéíà
îáâèâêà ñúâïàäà ñ öÿëîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî Y/L0. Ïîñëåäíîòî å ñ
êðàéíà ðàçìåðíîñò. Ñëåäîâàòåëíî intπ(B) ̸= ∅.1 Èçîáðàæåíèåòî π å íåï-
ðåêúñíàòî. Ñëåäîâàòåëíî ïðîîáðàçúò íà âñÿêî îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî
íà Y/L0 (â ÷àñòíîñò è íà îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà π(B)) ïîä äåéñòâèå-
òî íà π å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Y . Îòòóê, êàòî âçåìåì îùå ïðåäâèä,
÷å π−1(π(B)) = B (óâåðåòå ñå ñàìîñòîÿòåëíî â ïîñëåäíîòî) óñòàíîâÿâà-
ìå, ÷å è intB ̸= ∅.

(2à) Àêî 0 ̸∈ intB, îòíîâî ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ òîçè
ïúò êúì ïîäìíîæåñòâàòà B è {0} íà Y . Òàêà óñòàíîâÿâàìå, ÷å ñúùåñò-
âóâà y∗ ∈ Y ∗ òàêúâ, ÷å

⟨y∗, y⟩ ≥ 0 ∀y ∈ B.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

(8.6) ⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u)⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X ∀u ∈ U.

Îòòóê, êàêòî â ïðåäíèÿ ñëó÷àé, ïîëàãàéêè u = ũ, ïîëó÷àâàìå

⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X,

îòêúäåòî îòíîâî ñëåäâà
F ′
x(x̃, ũ)

∗y∗ = 0.

Ïàê àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèÿ ñëó÷àé, ïîëàãàìå x = 0 â (8.6). Òàêà
ïîëó÷àâàìå

⟨y∗, F (x̃, u)⟩ ≥ 0 = ⟨y∗, F (x̃, ũ)⟩ ∀u ∈ U.

Òàêà ñå óáåæäàâàìå, ÷å îòíîâî ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ λ0 = λ1 =
· · · = λn = 0 è òàêà ôèêñèðàíèÿò y∗ ïðèòåæàâàò ïîñî÷åíèòå â òåîðåìàòà
ñâîéñòâà.

(2á) Îñòàíà íàêðàÿ äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ 0 ∈ intB, êàòî âñå òàêà
L = Y . Íåêà, åâåíòóàëíî ñëåä ïðåíàðåæäàíå íà óñëîâèÿòà, èìàìå

f1(x̃, ũ) = · · · = fk(x̃, ũ) = 0

è

fk+1(x̃, ũ) < 0, . . . , fn(x̃, ũ) < 0.

1Òâúðäåíèåòî, ÷å âñÿêî èçïúêíàëî ïîäìíîæåñòâî íà Rd, ÷èÿòî ëèíåéíà îáâèâêà
ñúâïàäà ñ Rd, ñúäúðæà âúòðåøíè òî÷êè, ñå ñâåæäà äî òâúðäåíèåòî, ÷å ñòàíäàðòíèÿò
ñèìïëåêñ â Rd èìà âúòðåøíè òî÷êè.
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Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî A îò îíåçè (µ0, µ1, . . . , µk, y) ∈ Rk+1 × Y , çà
êîèòî ñúùåñòâóâàò x ∈ X è u ∈ U òàêèâà, ÷å

µi > ⟨f ′ix(x̃, ũ), x⟩+ fi(x̃, u)− fi(x̃, ũ), i = 0, 1, . . . , k,

y = F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u)− F (x̃, ũ).

Òóê F (x̃, ũ) = 0 è fi(x̃, ũ) = 0, i = 1, 2, . . . , k, íî çà ñëåäâàùèòå ðàçñúæ-
äåíèÿ å óäîáíî äà ãè ïèøåì.

Êàòî èçïîëçâàìå ïðåäïîëîæåíèÿòà, íàïðàâåíè â óñëîâèå (á) íà òåî-
ðåìàòà, óñòàíîâÿâàìå, ÷å A å èçïúêíàëî (îñòàâÿìå òîâà çà óïðàæíåíèå).

Ùå ïîêàæåì, ÷å

(8.7) intA ̸= ∅ è 0 ̸∈ A,

êúäåòî 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rk+1 × Y . Íî ïðåäè òîâà íåêà âèäèì, ÷å òîâà å
äîñòàòú÷íî, çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Õàí-Áàíàõ êúì ìíîæåñòâàòà A è {0}. Òàêà
óñòàíîâÿâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë z∗

íàä Rk+1 × Y òàêúâ, ÷å

⟨z∗, z⟩ ≤ ⟨z∗,0⟩ = 0 ∀z := (µ0, µ1, . . . , µk, y) ∈ A.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò λ0, λ1, . . . , λk ∈ R è y∗ ∈ Y ∗, íå âñè÷êè
ðàâíè íà 0, òàêèâà, ÷å

(8.8)
k∑

i=0

λiµi + ⟨y∗, y⟩ ≥ 0 ∀(µ0, µ1, . . . , µk, y) ∈ A.

Êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà íà Êóí-Òàêúð, ñå âèæäà, ÷å λi ≥
0, i = 0, 1, . . . , k, êàêòî è ÷å (8.8) âëå÷å

k∑
i=0

λi
[
⟨f ′ix(x̃, ũ), x⟩+ fi(x̃, u)− fi(x̃, ũ)

]
+ ⟨y∗, F ′

x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u)− F (x̃, ũ)⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X ∀u ∈ U,

îòêúäåòî, êàòî ïîëîæèì λk+1 = · · · = λn = 0, ïîëó÷àâàìå

⟨L′
x(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y

∗), x⟩+ L(x̃, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗)
− L(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) ≥ 0 ∀x ∈ X ∀u ∈ U.

Àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèòå ñëó÷àè, ïîëàãàéêè â ïîñëåäíîòî ñúîòíîøåíèå
âåäíúæ u = ũ, à ñëåä òîâà x = 0, óñòàíîâÿâàìå, ÷å èçáðàíèòå ìíîæèòåëè
íà Ëàãðàíæ óäîâëåòâîðÿâàò ïîñî÷åíèòå â òåîðåìàòà ñâîéñòâà.

Îñòàâà äà ñå óâåðèì âúâ âàëèäíîñòòà íà äâåòå òâúðäåíèÿ â (8.7).
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Çà äà óñòàíîâèì, ÷å intA ̸= ∅, ìîæåì äà ðàçñúæäàâàìå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí. Îò 0 ∈ intB ñëåäâà, ÷å 0 ∈ intπ(B). Ïðîñòðàíñòâîòî Y/L0 å
êðàéíîìåðíî. Äà îçíà÷èì ñ r íåãîâàòà ðàçìåðíîñò. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
r-ìåðåí êóá ñ öåíòúð íà÷àëîòî íà Y/L0, êîéòî ñå ñúäúðæà â π(B). Äà
îçíà÷èì ñ vj ∈ U , j = 1, . . . ,m, m := r2r−1, ïðîîáðàçèòå íà ðúáîâåòå íà
òîçè êóá ïîä äåéñòâèåòî íà èçîáðàæåíèåòî π(F (x̃, u)).

Ïîëàãàìå

O1 := {x ∈ X : ∥x∥ < 1},

c := max
j=1,...,m
i=0,...,k

{fi(x̃, vj) + ∥f ′ix(x̃, ũ)∥},

U0 :=

{
u ∈ U : F (x̃, u) =

m∑
j=1

αjF (x̃, vj),

fi(x̃, u) ≤
m∑
j=1

αjfi(x̃, vj), i = 1, . . . , k

ñ íÿêàêâè αj ≥ 0,
m∑
j=1

αj = 1

}
,

B0 := F ′
x(x̃, ũ)O1 + F (x̃, U0).

Îò (á) ñëåäâà, ÷å B0 å èçïúêíàëî. Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å π(B0)
ñúäúðæà ôèêñèðàíèÿ ïî-ãîðå êóá. Òîãàâà ðàçãëåæäàíèÿ ñúâñåì àíàëî-
ãè÷íè íà òåçè â íà÷àëîòî íà (2) ïîêàçâàò, ÷å intB0 ̸= ∅. Â òîçè èçâîä îùå
ñå èçïîëçâà, ÷å ìíîæåñòâîòî F ′

x(x̃, ũ)O1 å îòâîðåíî â L0 � íåùî, êîåòî
ñëåäâà îò òåîðåìàòà çà îòâîðåíîòî èçîáðàæåíèå.

Ñåãà ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî A0 := (Rc)
k+1×B0, êúäåòî Rc := {µ ∈

R : µ > c}. ßñíî å, ÷å A0 ⊆ A è intA0 ̸= ∅. Ñ òîâà ïúðâîòî òâúðäåíèå â
(8.7) å äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà 0 ̸∈ A å äîñòà òåõíè÷íî. Íåêà ïúðâî íàêðàòêî
ñïîìåíåì êàêâà å èäåÿòà. Äîïóñêà ñå ïðîòèâíîòî. Ñëåä òîâà ñ ïîìîùòà
íà òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê è (á) ñå ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ôóíêöèè
x(t) è u(t) ñúñ ñòîéíîñòè ñúîòâåòíî â X è U , äåôèíèðàíè çà äîñòàòú÷íî
ìàëêè t > 0, òàêèâà, ÷å x = x(t) è u = u(t) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
(∗) è (∗∗) íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (8.1), ∥x(t)− x̃∥X → 0 ïðè t → 0, íî
f0(x(t), u(t)) < f0(x̃, ũ). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å (x̃, ũ) íå å òî÷êà íà ëîêàëåí
ìèíèìóì çà (8.1), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåìèíàâàìå êúì ïîäðîáíîòî èçëîæåíèå íà äîêàçàòåëñòâîòî íà 0 ̸∈
A. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å ñúùåñòâóâàò x0 ∈ X è u0 ∈ U òàêèâà, ÷å

F ′
x(x̃, ũ)x0 + F (x̃, u0)− F (x̃, ũ) = 0(8.9)

⟨f ′ix(x̃, ũ), x0⟩+ fi(x̃, u0)− fi(x̃, ũ) ≤ −δ, i = 0, 1, . . . , k,(8.10)
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ñ íÿêàêâî δ > 0.
Ôèêñèðàìå ε > 0 è ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî G : X × Rm+1 → Y ,

äåôèíèðàíî ïîñðåäñòâîì

G(x, α0, . . . , αm) :=

1− α0 − ε

m∑
j=1

αj

F (x̃+ x, ũ)

+ α0F (x̃+ x, u0) + ε
m∑
j=1

αjF (x̃+ x, vj).

Ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê (Òåîðåìà 2.15) êúì íåãî â òî÷-
êàòà (0, 0, . . . , 0) â ïîäõîäÿùà íåéíà îêîëíîñò.

Èçîáðàæåíèåòî G å äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â ìíîæåñòâîòî (V −
x̃)× Rm+1, G′ å íåïðåêúñíàòà â íóëàòà è

(8.11) G′(0, 0, . . . , 0)(x, α0, . . . , αm) = F ′
x(x̃, ũ)x+ α0

(
F (x̃, u0)− F (x̃, ũ)

)
+ ε

m∑
j=1

αj

(
F (x̃, vj)− F (x̃, ũ)

)
.

ßñíî å, ÷å G(0, 0, . . . , 0) = F (x̃, ũ) = 0. Ñúùî òàêà íåïîñðåäñòâåíî ñå
âèæäà, ÷å ImG′(0, 0, . . . , 0) ⊇ B0. Ñëåäîâàòåëíî ImG′(0, 0, . . . , 0) = Y .

Ïî-íàòàòúê ïîíåæå π(F (x̃, vj)), j = 1, . . . ,m, ñà ðúáîâåòå íà êóá, òî

π
( m∑

j=1

F (x̃, vj)
)
= 0,

ò.å.
∑m

j=1 F (x̃, vj) ∈ L0. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà x′ ∈ X òàêîâà, ÷å

(8.12) F ′
x(x̃, ũ)x

′ +
m∑
j=1

F (x̃, vj) = 0.

Îò (8.9), (8.11) è (8.12) ñëåäâà, ÷å

G′(0, 0, . . . , 0)(x0 + εx′, 1, . . . , 1) = 0,

îòêúäåòî, ïðåäâèäG(0, 0, . . . , 0) = 0, ïîëó÷àâàìå ∥G(t(x0+εx′), t, . . . , t)∥Y
= o(t).

Ñåãà òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê âëå÷å (óâåðåòå ñå â òîâà ñàìîñòîÿ-
òåëíî), ÷å ñúùåñòâóâàò ε′ > 0 è èçîáðàæåíèÿ x̄ : [−ε′, ε′] → X è ᾱj :
[−ε′, ε′] → R, j = 0, . . . ,m, òàêèâà, ÷å

G(t(x0 + εx′ + x̄(t)), t(1 + ᾱ0(t)), . . . , t(1 + ᾱm(t))) = G(0, 0, . . . , 0) = 0

è ∥x̄(t)∥X → 0, ᾱj(t) → 0, j = 1, . . . ,m, ïðè t→ 0.
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Ôèêñèðàìå ε òàêà, ÷å

(8.13) ε

∣∣∣∣∣∣⟨f ′ix(x̃, ũ), x′⟩+
m∑
j=1

fi(x̃, uj)

∣∣∣∣∣∣ < δ/2, i = 0, 1, . . . , k.

Âúâåæäàìå ôóíêöèèòå

gi(x, α0, . . . , αm) :=

1− α0 − ε

m∑
j=1

αj

 fi(x̃+ x, ũ)

+ α0fi(x̃+ x, u0) + ε

m∑
j=1

αjfi(x̃+ x, vj), i = 0, 1, . . . , k.

Çà òÿõ èìàìå

(8.14) gi(0, 0, . . . , 0) =

{
f0(x̃, ũ), i = 0,

0, i = 1, . . . , k,

êàêòî è ÷å ñà äèôåðåíöèðóåìè â òî÷êàòà (0, 0, . . . , 0), êàòî (ñðâ. (8.11))

(8.15)
⟨g′i(0, 0, . . . , 0), (x, α0, . . . , αm)⟩ = ⟨f ′ix(x̃, ũ), x⟩+ α0

(
fi(x̃, u0)− fi(x̃, ũ)

)
+ ε

m∑
j=1

αj

(
fi(x̃, vj)− fi(x̃, ũ)

)
.

Îòòóê è (8.10), ïðåäâèä èçáîðà íà ε (âæ. (8.13)), ñëåäâà

⟨g′i(0, 0, . . . , 0), (x0 + εx′, 1, . . . , 1)⟩ < −δ/2, i = 0, . . . , k.

Îò òîâà, ïîíåæå

gi(t(x0 + εx′ + x̄(t)), t(1 + ᾱ0(t)), . . . , t(1 + ᾱm(t))) = gi(0, 0, . . . , 0)

+ t ⟨g′i(0, 0, . . . , 0), (x0 + εx′, 1, . . . , 1)⟩+ o(t),

ñëåäâà

(8.16) gi(t(x0 + εx′ + x̄(t)), t(1 + ᾱ0(t)), . . . , t(1 + ᾱm(t)))

≤ gi(0, 0, . . . , 0)− tδ/2 + o(t).

Ïîëàãàìå x(t) := x̃+t(x0+εx
′+ x̄(t)). Òîãàâà ∥x(t)− x̃∥X → 0 ïðè t→ 0 è

çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò t èìàìå x(t) ∈ V . Ñ÷èòàìå
îùå, ÷å t å òîëêîâà áëèçêî äî 0, ÷å

t

1 + ᾱ0(t) + ε
m∑
j=1

(
1 + ᾱj(t)

) ≤ 1
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è

1 + ᾱj(t) ≥ 0, j = 0, . . . ,m.

Äà çàáåëåæèì, ÷å îò íàïðàâåíîòî â (á) ïðåäïîëîæåíèå çà äâå òî÷êè u1 è
u2 ïî èíäóêöèÿ ñå óñòàíîâÿâà íåãîâîòî îáîáùåíèå çà ïðîèçâîëåí êðàåí
áðîé òî÷êè. Òàêà çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ìàëêî ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò t
ñúùåñòâóâà u(t) ∈ U òàêîâà, ÷å

F (x(t), u(t)) =

1− t
(
1 + ᾱ0(t)

)
− εt

m∑
j=1

(
1 + ᾱj(t)

)F (x(t), ũ)

+ t
(
1 + ᾱ0(t)

)
F (x(t), v0) + εt

m∑
j=1

(
1 + ᾱj(t)

)
F (x(t), vj)

= G(t(x0 + εx′ + x̄(t)), t(1 + ᾱ0(t)), . . . , t(1 + ᾱm(t))) = 0,

êàêòî è

fi(x(t), u(t)) ≤

1− t
(
1 + ᾱ0(t)

)
− εt

m∑
j=1

(
1 + ᾱj(t)

) fi(x(t), ũ)

+ t
(
1 + ᾱ0(t)

)
fi(x(t), v0) + εt

m∑
j=1

(
1 + ᾱj(t)

)
fi(x(t), vj)

= gi(t(x0 + εx′ + x̄(t)), t(1 + ᾱ0(t)), . . . , t(1 + ᾱm(t))),

i = 0, . . . , n.

Îòòóê, (8.14) è (8.16) ñëåäâà, ÷å çà ìàëêè t > 0 èìàìå

F (x(t), u(t)) = 0,

f0(x(t), u(t)) < f0(x̃, ũ),

fi(x(t), u(t)) < 0, i = 1, . . . , k,

êàêòî è

lim sup
t→0

fi(x(t), u(t)) ≤ fi(x̃, ũ) < 0, i = k + 1, . . . , n.

Äà ïðèïîìíèì îùå, ÷å ∥x(t)− x̃∥X → 0 ïðè t→ 0 è u(t) ∈ U .
Òàêà èçëåçå, ÷å (x̃, ũ) íå å ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà (8.1), êîåòî

å ïðîòèâîðå÷èå. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðîòî òâúðäåíèå
â (8.7), êàêòî è íà òåîðåìàòà.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 8.3. Ðàçñúæäåíèÿòà ñà ïîäîáíè íà òåçè, ñ
êîèòî óñòàíîâèõìå àíàëîãè÷íîòî òâúðäåíèå â òåîðåìàòà íà Êóí-Òàêúð.
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Äîïóñêàìå, ÷å λ0 = 0. Íåêà k å êàêòî â ïðåäíîòî äîêàçàòåëñòâî. Àêî
ïîíå åäíî îò λ1, . . . , λk íå å íóëà, ò.å. å ïîëîæèòåëíî, ïîëó÷àâàìå, ÷å

k∑
i=1

λi
[
⟨f ′ix(x̃, ũ), x⟩+ fi(x̃, u)

]
< 0.

Ñåãà, êàòî èçïîëçâàìå îùå (8.2) è (8.4), çàêþ÷àâàìå, ÷å

−⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x⟩+

n∑
i=0

λifi(x̃, u) < 0.

Îòòóê, êàòî âçåìåì ïðåäâèä ñúîòíîøåíèåòî

F ′
x(x̃, ũ)x+ F (x̃, u) = 0,

ïîëó÷àâàìå

⟨y∗, F (x̃, u)⟩+
n∑

i=0

λifi(x̃, u) < 0,

ò.å.
L(x̃, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) < 0 = L(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y∗),

êîåòî îáà÷å å â ïðîòèâîðå÷èå ñ (8.3). Ñëåäîâàòåëíî λ1 = · · · = λk = 0.
Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å λi = 0 çà âñÿêî i, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å y∗ ̸= 0,

à ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ ïðèäîáèâà âèäà L(x, u, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) =
⟨y∗, F (x, u)⟩.

Ùîì y∗ ̸= 0, òî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà íóëàòà íà Y , â ÷àñòíîñò â
îêîëíîñòòà â óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà, ñúùåñòâóâà y0 òàêîâà, ÷å ⟨y∗, y0⟩ <
0. Íåêà x0 ∈ X è u0 ∈ U ñà òàêèâà, ÷å

y0 = F ′
x(x̃, ũ)x0 + F (x̃, u0).

Ñëåäîâàòåëíî

(8.17) ⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x0 + F (x̃, u0)⟩ < 0.

Ñïîðåä (8.2) èìàìå F ′
x(x̃, ũ)

∗y∗ = 0 è ñëåäîâàòåëíî

⟨y∗, F ′
x(x̃, ũ)x0⟩ = ⟨F ′

x(x̃, ũ)
∗y∗, x0⟩ = 0.

Ïðåäâèä íà òîâà (8.17) ïðèäîáèâà âèäà

⟨y∗, F (x̃, u0)⟩ < 0,

êîåòî âëå÷å

L(x̃, u0, λ0, λ1, . . . , λn, y∗) < 0 = L(x̃, ũ, λ0, λ1, . . . , λn, y∗)

� îòíîâî ïðîòèâîðå÷èå ñ (8.3).
Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîêàçàõìå, ÷å äîïóñêàíåòî λ0 = 0 âîäè íåïðåìåííî

äî ïðîòèâîðå÷èå.
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8 Ñìåñåíè çàäà÷è

Çàäà÷è

1. Ñðàâíåòå Òåîðåìè 8.2 è 8.3 ñúîâåòíî ñ òåîðåìèòå çà ãëàäêè è çà
èçïúêíàëè çàäà÷è.

2. Èçâåäåòå ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 8.2 íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí
ìèíèìóì çà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∣∣∣∣∣∣∣

f0(x) −→ inf

F (x) = 0,

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n,

ïðè ñúîòâåòíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ âúðõó èçîáðàæåíèÿòà fi : X → R,
i = 0, 1, . . . , n, è F : X → Y , êúäåòî X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñ-
òâà.
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9 Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà � ôîðìóëèðîâêà è îñ-

íîâíè ÷àñòíè ñëó÷àè

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå åäèí êëàñ çàäà÷è îò îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå. Íåêà
ñà äàäåíè èçîáðàæåíèÿòà

f : V → R,
φ : V → Rn,

bi : Vi → Rsi , i = 0, 1.

êúäåòî V ⊆ Rm+n+1 è Vi ⊆ Rn+1, i = 0, 1. Íåêà ñúùî U ⊆ Rm.
Ðàçãëåæäàìå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(9.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
b0(t0, x(t0)) = 0, b1(t1, x(t1)) = 0. (∗ ∗ ∗)

Òóê x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) å âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ, ÷èèòî êî-
îðäèíàòíè ôóíêöèè ïðåäïîëàãàìå àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè è óäîâëåò-
âîðÿâàùè (∗) ïî÷òè íàâñÿêúäå îòíîñíî ëåáåãîâàòà ìÿðêà. Òÿ ñå íàðè÷à
ôàçîâà òðàåêòîðèÿ.

Âåêòîðíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) å ñ êîîð-
äèíàòíè ôóíêöèè, êîèòî ñà îãðàíè÷åíè, èçìåðèìè (îòíîâî ïî Ëåáåã) è
óäîâëåòâîðÿâàò (∗∗) ïî÷òè íàâñÿêúäå. Òÿ ñå íàðè÷à äîïóñòèìî óïðàâëå-
íèå. Òóê èäåÿòà å, ÷å èìàìå êîíòðîë âúðõó ìîäåëèðàíèÿ ïðîöåñ ïîñðåä-
ñòâîì u. Æåëàåì òàêà äà îïðåäåëèì u, ÷å ìèíèìóìúò íà ôóíêöèîíàëà
F(x, u) ïî òðàåêòîðèèòå x äà å âúçìîæíî íàé-ìàëúê.

Èíòåðâàëúò [t0, t1] â îáùèÿ ñëó÷àé íå å ôèêñèðàí. Òàêà òîé ñúùî ñå
ÿâÿâà ïðîìåíëèâà â åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à.

Äåôèíèöèÿ 9.1. Âñÿêà íàðåäåíà òðîéêà (x(t), u(t), [t0, t1]), ÷èèòî êîì-
ïîíåíòè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà (∗)-(∗∗∗), íàðè÷àìå äîïóñòèì ïðîöåñ

çà çàäà÷àòà (9.1).

Äåôèíèöèÿ 9.2. Êàçâàìå, ÷å äîïóñòèìèÿò ïðîöåñ (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å
îïòèìàëåí çà çàäà÷àòà (9.1), àêî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å

(9.2) F(x̃, ũ) ≤ F(x, u)

çà âñåêè äðóã äîïóñòèì ïðîöåñ (x(t), u(t), [t0, t1]) ñ

|t0 − t̃0| < δ, |t1 − t̃1| < δ, |x(t)− x̃(t)| < δ, t ∈ [t0, t1] ∩ [t̃0, t̃1].

Êàçâàìå îùå, ÷å äîïóñòèìèÿò ïðîöåñ (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) ðåàëèçèðà ñèëåí
ëîêàëåí ìèíèìóì çà çàäà÷àòà (9.1).
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9 Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà � ôîðìóëèðîâêà è îñíîâíè ÷àñòíè ñëó÷àè

Äà ñïîìåíåì èçðè÷íî, ÷å (9.2) èìà âèäà∫ t̃1

t̃0

f(t, x̃(t), ũ(t)) dt ≤
∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt.

Ùå ôîðìóëèðàìå íåîáõîäèìè óñëîâèÿ, ïðè êîèòî äàäåí ïðîöåñ å îï-
òèìàëåí çà çàäà÷àòà (9.1). Òå ñå íàðè÷àò Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà èëè îùå
Ïðèíöèï íà Ïîíòðÿãèí. Ñúùåñòâóâàò äâå åêâèâàëåíòíè ôîðìóëèðîâêè.
Åäíàòà ñå íàðè÷à ôîðìà íà Õàìèëòúí, à äðóãàòà � ôîðìà íà Ëàãðàíæ.
Äîêàçàòåëñòâîòî ùå áúäå èçëîæåíî â ñëåäâàùàòà ëåêöèÿ.

9.1 Ôîðìà íà Õàìèëòúí

Çà (t, x, u) ∈ V , p ∈ Rn è λ ≥ 0 äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

H(t, x, u, p, λ) := p · φ(t, x, u)− λf(t, x, u).

Òÿ ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Ïîíòðÿãèí çà çàäà÷àòà (9.1). À ôóíêöèÿòà

H(t, x, p, λ) := sup
u∈U

H(t, x, u, p, λ)

ñå íàðè÷à õàìèëòîíèàí.

Òåîðåìà 9.3 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), bi ∈ C1(Vi), i = 0, 1, êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è Vi ⊆ Rn+1 ñà îò-

âîðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.1), òî ñúùåñ-
òâóâàò λ ≥ 0, ℓ0 ∈ Rs0, ℓ1 ∈ Rs1 è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-

çíà÷íà ôóíêöèÿ p : [t̃0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå

.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1],

p(t̃i) = (−1)ib′ix(t̃i, x̃(t̃i))
∗ℓi, i = 0, 1;

(ii) ï.í. â [t̃0, t̃1] èìàìå

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ)

= H(t, x̃(t), p(t), λ);

(iii) ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà â [t̃0, t̃1] è óäîâëåòâî-

ðÿâà ñúîòíîøåíèÿòà

H(t̃i, x̃(t̃i), p(t̃i), λ) = (−1)i+1b′it(t̃i, x̃(t̃i)) · ℓi i = 0, 1.
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9 Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà � ôîðìóëèðîâêà è îñíîâíè ÷àñòíè ñëó÷àè

Âñå òàêà λ, ℓ0, ℓ1 è p ñå íàðè÷àò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ. Äèôåðåí-
öèàëíîòî óðàâíåíèå â (i) ñå íàðè÷à ñïðåãíàòî óðàâíåíèå, à ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ � óñëîâèÿ çà òðàíñâåðçàëíîñò.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å

H ′
x(t, x, u, p, λ) = φ′

x(t, x, u)
∗p− λf ′x(t, x, u)

è

H ′
t(t, x, u, p, λ) = p · φ′

t(t, x, u)− λf ′t(t, x, u).

Â ñèëà å îùå ñëåäíàòà ôîðìóëà

(9.3) H(t, x̃(t), p(t), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1))·ℓ1−
∫ t̃1

t
H ′

t(τ, x̃(τ), ũ(τ), p(τ), λ) dτ.

9.2 Ôîðìà íà Ëàãðàíæ

Çà t ∈ [t0, t1], x ∈ AC([t0, t1],Rn) è u ∈ U òàêèâà, ÷å (t, x, u) ∈ V ï.í., è
p ∈ Rn è λ ∈ R äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

L(t, x,
.
x, u, λ, p) := p · ( .x− φ(t, x, u)) + λf(t, x, u).

Òÿ ñå íàðè÷à ëàãðàíæèàí íà çàäà÷àòà (9.1). À ôóíêöèÿòà

L(t0, t1, x, u, λ, p, ℓ0, ℓ1) :=
∫ t1

t0

L(t, x(t),
.
x(t), u(t), λ, p(t)) dt

+ ℓ0 · b0(t0, x(t0)) + ℓ1 · b1(t1, x(t1))

ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ.

Òåîðåìà 9.4 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Ëàãðàíæ). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), bi ∈ C1(Vi), i = 0, 1, êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è Vi ⊆ Rn+1 ñà îò-

âîðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.1), òî ñúùåñ-
òâóâàò λ ≥ 0, ℓ0 ∈ Rs0, ℓ1 ∈ Rs1, è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-

çíà÷íà ôóíêöèÿ p : [t̃0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå

d

dt
L′

.
x
(t, x̃(t),

.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t)) = L′
x(t, x̃(t),

.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t))

ï.í. â [t̃0, t̃1],

L′
.
x
(t̃i, x̃(t̃i),

.

x̃(t̃i), ũ(t̃i), λ, p(t̃i)) = (−1)ib′ix(t̃i, x̃(t̃i))
∗ℓi, i = 0, 1;
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(ii) ï.í. â [t̃0, t̃1] èìàìå

L(t, x̃(t),
.

x̃(t), ũ(t), λ, p(t)) = min
u∈U

L(t, x̃(t),
.

x̃(t), u, λ, p(t));

(iii) ôóíêöèÿòà L(t0, t1) := L(t0, t1, x̃, ũ, λ, p, ℓ0, ℓ1), t0, t1 ∈ [t̃0, t̃1], å äè-
ôåðåíöèðóåìà ïî t0 îòäÿñíî â òî÷êàòà t̃0 è ïî t1 îòëÿâî â òî÷-

êàòà t̃1, ïðè òîâà

L′
t0(t̃0 + 0, t1) = 0, L′

t1(t0, t̃1 − 0) = 0.

9.3 Åêâèâàëåíòíîñò

Ùå óñòàíîâèì åêâèâàëåíòíîñòòà íà äâåòå ôîðìóëèðîâêè íà Ïðèíöèïà
íà Ïîíòðÿãèí çà ìàêñèìóìà. Çà êðàòêîñò íÿìà äà ïèøåì àðãóìåíòèòå
íà ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí è íà ëàãðàíæèàíà, îñâåí êîãàòî ìîæå äà
âúçíèêíå íåÿñíîòà.

Èìàìå

(9.4) L = p · .
x−H.

Ñëåäîâàòåëíî
L′

.
x
= p, L′

x = −H ′
x.

Îòòóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å óñëîâèÿòà (i) è (ii) â äâåòå òåîðåìè ñà
ñúîòâåòíî åêâèâàëåíòíè ïîìåæäó ñè.

Îñòàâà äà óñòàíîâèì åêâèâàëåíòíîñòòà íà òðåòèòå ñâîéñòâà. Â äîêà-
çàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 9.3 ùå ïîêàæåì, ÷å íåïðåêúñíàòîñòà íàH ñëåäâà
îò (i) è (ii) (â ñúùàòà òåîðåìà), à òîãàâà è îò Òåîðåìà 9.4(i)-(ii). Îñòàâà äà
ïîêàæåì ñúîâåòíî åêâèâàëåíòíîñòòà íà ñúîòíîøåíèÿòà îòíîñíî òî÷êèòå
t̃0 è t̃1.

Òåîðåìà 9.4(ii) è (9.4) âëåêàò

L(t0, t1, x̃, ũ, λ, p, ℓ0, ℓ1) =
∫ t1

t0

[
p(t) ·

.

x̃(t)−H(t, x̃(t), p(t), λ)
]
dt

+ ℓ0 · b0(t0, x̃(t0)) + ℓ1 · b1(t1, x̃(t1)).

Ñëåäîâàòåëíî çà ε > 0 (äîñòàòú÷íî ìàëêî) èìàìå

(9.5) L(t̃0 + ε, t1)− L(t̃0, t1) = ℓ0 ·
[
b0(t̃0 + ε, x̃(t̃0 + ε))− b0(t̃0, x̃(t̃0))

]
−
∫ t̃0+ε

t̃0

[
p(t) ·

.

x̃(t)−H(t, x̃(t), p(t), λ)
]
dt.

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî b0 å äèôåðåíöèðóåìî ïî ïðîìåíëè-
âàòà (t, x) (âæ. 2.3(á)), èçâåæäàìå ïðåäñòàâÿíåòî

(9.6) b0(t̃0 + ε, x̃(t̃0 + ε))− b0(t̃0, x̃(t̃0)) = εb′0t(t̃0, x̃(t̃0))

+ b′0x(t̃0, x̃(t̃0))
[
x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)

]
+ o(max{ε, |x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)|}).
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Òúé êàòî x̃ å íåïðåêúñíàòà è ũ å îãðàíè÷åíà, òî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â
Rn+m+1 {(t, x̃(t), ũ(t)) : t ∈ [t̃0, t̃1]} å îãðàíè÷åíî. Êàòî, âçåìåì ïðåäâèä,
÷å φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V , èçâåæäàìå

îò (∗), ÷å
.

x̃ ∈ L∞[t̃0, t̃1]. Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å

|x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)| =

∣∣∣∣∣
∫ t̃0+ε

t̃0

.

x̃(t) dt

∣∣∣∣∣
≤
∫ t̃0+ε

t̃0

|
.

x̃(t)| dt ≤ ε∥
.

x̃∥L∞ .

(9.7)

Ïðåäâèä òîâà, (9.6) ïðèäîáèâà âèäà

b0(t̃0 + ε, x̃(t̃0 + ε))− b0(t̃0, x̃(t̃0)) = εb′0t(t̃0, x̃(t̃0))

+ b′0x(t̃0, x̃(t̃0))
[
x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)

]
+ o(ε),

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

(9.8) ℓ0 ·
[
b0(t̃0 + ε, x̃(t̃0 + ε))− b0(t̃0, x̃(t̃0))

]
= εℓ0 · b′0t(t̃0, x̃(t̃0))

+ b′0x(t̃0, x̃(t̃0))
∗ℓ0 ·

[
x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)

]
+ o(ε).

Ïî-íàòàòúê î÷åâèäíî∫ t̃0+ε

t̃0

p(t) ·
.

x̃(t) dt =

∫ t̃0+ε

t̃0

[p(t)− p(t̃0)] ·
.

x̃(t) dt

+ p(t̃0) ·
∫ t̃0+ε

t̃0

.

x̃(t) dt

=

∫ t̃0+ε

t̃0

[p(t)− p(t̃0)] ·
.

x̃(t) dt+ p(t̃0) · [x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)].

(9.9)

Îöåíÿâàìå ïúðâîòî ñúáèðàåìî ãîðå, êàòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî íà
Êîøè, íåïðåêúñíàòîñòòà íà p(t) è (9.7):

∣∣∣∣∣
∫ t̃0+ε

t̃0

[p(t)− p(t̃0)] ·
.

x̃(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ t̃0+ε

t̃0

|[p(t)− p(t̃0)] ·
.

x̃(t)| dt

≤
∫ t̃0+ε

t̃0

|p(t)− p(t̃0)| |
.

x̃(t)| dt

≤ max
t∈[t̃0,t̃0+ε]

|p(t)− p(t̃0)|
∫ t̃0+ε

t̃0

|
.

x̃(t)| dt

= o(ε).

(9.10)
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Ñåãà îò (9.9) è (9.10) ñëåäâà

(9.11)
∫ t̃0+ε

t̃0

p(t) ·
.

x̃(t) dt = p(t̃0) · [x̃(t̃0 + ε)− x̃(t̃0)] + o(ε).

Íàêðàÿ, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà ïî
t, ïîëó÷àâàìå

∫ t̃0+ε

t̃0

H(t, x̃(t), p(t), λ) dt = εH(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ)

+

∫ t̃0+ε

t̃0

[
H(t, x̃(t), p(t), λ)−H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ)

]
dt

= εH(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) + o(ε).

(9.12)

Îò (9.5), (9.8), (9.11), (9.12) è ãðàíè÷íîòî óñëîâèå â òî÷êàòà t̃0 â Òåîðåìà
9.3(i) ïîëó÷àâàìå

L(t̃0 + ε, t1)− L(t̃0, t1) = ε
[
ℓ0 · b′0t(t̃0, x̃(t̃0)) +H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ)

]
+ o(ε).

Îòòóê íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà åêâèâàëåíòíîñòòà íà ñúîòíîøåíèÿòà â (iii)
â äâåòå òåîðåìè îòíîñíî t̃0. Àíàëîãè÷íî ñå ðàçãëåæäà ñëó÷àÿ â t̃1.

9.4 Êîìåíòàðè è ÷àñòíè ñëó÷àè

Ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà å ðåàëèçàöèÿ íà Ïðèíöèïà íà Ëàãðàíæ, êîé-
òî, äà ïðèïîìíèì, ãëàñè, ÷å íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà óñëîâåí åêñòðåìóì
ñúâïàäàò ñ íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ
ïðè óñëîâèÿòà, êîèòî íå ñà îòðàçåíè â íåÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ñúùåñòâåíè ÷àñòíè ñëó÷àÿ íà Ïðèí-
öèïà çà ìàêñèìóìà. Ùå íàïðàâèì òîâà âúâ ôîðìàòà íà Õàìèëòúí.

(à) Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà òðàåêòîðèÿòà â êðàé: x(t0) = x0 ∈
Rn, êàòî t0 îñòàâà ñâîáîäåí. Òîãàâà b0(t, x) := x − x0 è ñëåäîâàòåëíî
b′0x(t, x) å èäåíòèòåòúò â Rn (êâàäðàòíàòà ìàòðèöà n × n ñ åäèíèöè ïî
ãëàâíèÿ äèàãîíàë, à îñòàíàëèòå åëåìåíòè � íóëè) è b′0t(t, x) ≡ 0 :=
(0, 0, . . . , 0) ∈ Rn. Ãðàíè÷íîòî óñëîâèå â (i) çà i = 0 ïðèäîáèâà âèäà
p(t̃0) = ℓ0, à ñúîòâåòíîòî óñëîâèå â (iii) � H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = 0. Ïðè
òîâà íå å âúçìîæíî ℓ0 ̸= 0, à âñè÷êè îñòàíàëè ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ äà
ñà íóëà, çàùîòî p(t) ≡ 0 âëå÷å ℓ0 = 0. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæèòåëÿò íà Ëàã-
ðàíæ ℓ0 íå íîñè èíôîðìàöèÿ è ìîæåì äà íå ãî âúâåæäàìå. Òàêà Òåîðåìà
9.3 âëå÷å ñëåäíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ðåøåíèåòî íà åêñòðåìàëíàòà
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çàäà÷à

(9.13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
x(t0) = x0, b1(t1, x(t1)) = 0, (∗ ∗ ∗)

êúäåòî x0 ∈ Rn å ôèêñèðàíî.

Òåîðåìà 9.5 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), b1 ∈ C1(V1), êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è V1 ⊆ Rn+1 ñà îòâî-

ðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.13), òî ñú-

ùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ1 ∈ Rs1 è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà

ôóíêöèÿ p : [t̃0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå

.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1],

p(t̃1) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1;

(ii) ï.í. â [t̃0, t̃1] èìàìå

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ)

= H(t, x̃(t), p(t), λ);

(iii) ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà â [t̃0, t̃1] è óäîâëåòâî-

ðÿâà ñúîòíîøåíèÿòà:

H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = 0,

H(t̃1, x̃(t̃1), p(t̃1), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1.

(á) Ôèêñèðàí âðåìåâè ìîìåíò: t0 å ôèêñèðàíî, êàòî ñòîéíîñòòà
íà x(t) â t0 îñòàâà ñâîáîäíà. Òîãàâà b0(t, x) := t − t0 è ñëåäîâàòåëíî
b′0x(t, x) ≡ 0 è b′0t(t, x) ≡ 1. Ñúùî òàêà ñåãà èìàìå t̃0 = t0. Óñëîâèÿòà â (i)
è (iii) â t0 ïðèäîáèâàò âèäà p(t0) = 0 è H(t0, x̃(t0), p(t0), λ) = −ℓ0, êàòî
ïîñëåäíîòî å òðèâèàëíî. Îòíîâî ℓ0 íå íîñè èíôîðìàöèÿ è ìîæåì äà íå
ãî âúâåæäàìå. Â òîçè ñëó÷àé åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (9.1) èìà âèäà

(9.14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
b1(t1, x(t1)) = 0, (∗ ∗ ∗)
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êàòî t0 å ôèêñèðàíî (ñòîéíîñòòà íà x(t) â t0 å ñâîáîäíà). Îò Òåîðåìà 9.3
ñëåäâà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå:

Òåîðåìà 9.6 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), b1 ∈ C1(V1), êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è V1 ⊆ Rn+1 ñà îòâî-

ðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.14), òî ñú-

ùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ1 ∈ Rs1 è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà

ôóíêöèÿ p : [t0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå
.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t0, t̃1],

p(t0) = 0,

p(t̃1) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1;

(ii) ï.í. â [t0, t̃1] èìàìå

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ)

= H(t, x̃(t), p(t), λ);

(iii) ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà â [t0, t̃1] è óäîâëåòâî-

ðÿâà ñúîòíîøåíèåòî

H(t̃1, x̃(t̃1), p(t̃1), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1.

(â) Ôèêñèðàí êðàé: t0 å ôèêñèðàíî è x(t0) = x0 ∈ Rn ñúùî å
ôèêñèðàíî. Òîãàâà b0(t, x) := (t − t0, x − x0). Òîçè ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿâà
ñâîåîáðàçíà êîìáèíàöèÿ îò ïúðâèòå äâà. Îòíîâî ïîëó÷àâàìå, ÷å ìíîæè-
òåëÿò íà Ëàãðàíæ ℓ0 å èçëèøåí. Ïî-ïîäðîáíî, èìàìå

b′0x(t, x) =


0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 n+ 1 ðåäà

︸ ︷︷ ︸
n ñòúëáà

è b′0t(t, x) = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1. Íåêà ℓ0 := (ℓ0,0, ℓ0,1, . . . , ℓ0,n), êúäåòî
ℓ0,j ∈ R, j = 0, 1, . . . , n. Òîãàâà, âçèìàéêè ïðåäâèä, ÷å b′0x(t0, x0)

∗ ñå ïî-
ëó÷àâà îò b′0x(t0, x0) ÷ðåç òðàíñïîíèðàíå, ïîëó÷àâàìå

b′0x(t0, x0)
∗ℓ0 =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1



ℓ0,0
ℓ0,1
...
ℓ0,n

 =


ℓ0,1
ℓ0,2
...
ℓ0,n

 .
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Ñëåäîâàòåëíî p(t0) = (ℓ0,1, ℓ0,2, . . . , ℓ0,n).
Èìàìå ñúùî b′0t(t, x) · ℓ0 = ℓ0,0 è óñëîâèåòî â (iii) ïðè i = 0 èìà âèäà

H(t0, x0, p(t0), λ) = −ℓ0,0.
Àêî äîïóñíåì, ÷å p(t) ≡ 0, ïîëó÷àâàìå, ÷å ℓ0,j = 0 çà j = 1, 2, . . . , n.

Àêî äîïóñíåì îùå, ÷å è λ = 0, òî H(t, x, u, 0, 0) ≡ 0 è ñëåäîâàòåëíî
H(t, x, 0, 0) ≡ 0 è òîãàâà ℓ0,0 = 0. Òàêà, àêî äîïóñíåì, ÷å ìíîæèòåëèòå
íà Ëàãðàíæ, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà äàäåíî ðåøåíèå íà åêñòðåìàëíàòà
çàäà÷à (9.1), λ, ℓ1 è p ñà íóëà, ùå ïîëó÷èì è ÷å ℓ0 = 0 ∈ Rn+1, êîåòî å
ïðîòèâîðå÷èå.

Óñòàíîâèõìå, ÷å íå å âúçìîæíî ℓ0 ̸= 0, à îñòàíàëèòå ìíîæèòåëè íà
Ëàãðàíæ äà ñà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæèòåëÿò íà Ëàãðàíæ ℓ0 íå íîñè
èíôîðìàöèÿ è ìîæåì äà íå ãî âúâåæäàìå.

Äà ôîðìóëèðàìå Ïðèíöèïà íà ìàêñèìóìà â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé.
Çàäà÷àòà (9.1) ñåãà èìà âèäà

(9.15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
x(t0) = x0, b1(t1, x(t1)) = 0, (∗ ∗ ∗)

êàòî t0 ∈ R è x0 ∈ Rn ñà ôèêñèðàíè. Îò Òåîðåìà 9.3 ñëåäâà íåîáõîäèìîòî
óñëîâèå:

Òåîðåìà 9.7 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), b1 ∈ C1(V1), êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è V1 ⊆ Rn+1 ñà îòâî-

ðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.14), òî ñú-

ùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ1 ∈ Rs1 è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà

ôóíêöèÿ p : [t0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå

.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t0, t̃1],

p(t̃1) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1;

(ii) ï.í. â [t0, t̃1] èìàìå

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ)

= H(t, x̃(t), p(t), λ);

(iii) ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà â [t0, t̃1] è óäîâëåòâî-

ðÿâà ñúîòíîøåíèåòî

H(t̃1, x̃(t̃1), p(t̃1), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1.
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(ã) Ñâîáîäåí êðàé: íå ñà ïîñòàâåíè îãðàíè÷åíèÿ íèòî âúðõó t0,
íèòî âúðõó x(t0), ò.å. ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

(9.16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
b1(t1, x(t1)) = 0. (∗ ∗ ∗)

Â òîçè ñëó÷àé Òåîðåìà 9.3 íåïîñðåäñòâåíî âëå÷å íåîáõîäèìè óñëîâèÿ
çà ðåøåíèå, êàòî ïîëîæèì b0(t, x) := 0. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåøåíèÿòà
íà çàäà÷à (9.16) òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

p(t̃0) = 0 è H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = 0.

Ìíîæèòåëÿò íà Ëàãðàíæ ℓ0 íå ñå ñðåùà â íèòî åäíî íåîáõîäèìî óñëîâèå,
íî è íå ìîæåì äà èçêëþ÷èì ñëó÷àÿ, â êîéòî âñè÷êè îñòàíàëè ìíîæèòå-
ëè íà Ëàãðàíæ ñà íóëà. Ñ ìàëêà ìîäèôèêàöèÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà
Òåîðåìà 9.3 ñå óñòàíîâÿâà ñëåäíàòà åñòåñòâåíà ôîðìà íà Ïðèíöèïà çà
ìàêñèìóìà çà çàäà÷àòà (9.16).

Òåîðåìà 9.8 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), b1 ∈ C1(V1), êúäåòî V ⊆ Rn+m+1 è V1 ⊆ Rn+1 ñà îòâî-

ðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn.
Íàêðàÿ íåêà φ å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà V .
Àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.16), òî ñú-

ùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ1 ∈ Rs1 è àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà

ôóíêöèÿ p : [t̃0, t̃1] → Rn, íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

(i) èìàìå

.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1],

p(t̃0) = 0,

p(t̃1) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1;

(ii) ï.í. â [t̃0, t̃1] èìàìå

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ)

= H(t, x̃(t), p(t), λ);

(iii) ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà â [t̃0, t̃1] è óäîâëåòâî-

ðÿâà ñúîòíîøåíèåòî

H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = 0,

H(t̃1, x̃(t̃1), p(t̃1), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1.
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Ùå çàâúðøèì ñ åäèí åëåìåíòàðåí ïðèìåð, ñ êîéòî ùå èëþñòðèðàìå
Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð 9.1. Ùå ïðèëîæèì Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìàòà íà
Õàìèëòúí êúì åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∫ 1

0
x(t) dt −→ inf,

.
x(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, x(0) = 0.

Òóê âðåìåâèÿò èíòåðâàë å ôèêñèðàí � [0, 1]. Ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ
å f(t, x, u) := x, äÿñíàòà ÷àñò íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå â óñëîâèåòî
íà çàäà÷àòà å φ(t, x, u) := u, U := [−1, 1], êàòî m = n = 1. Ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ ñå çàäàâàò ñ èçîáðàæåíèÿòà b0(t, x) := (t, x) è b1(t, x) := t − 1,
êàòî s0 = 2 è s1 = 1. Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí èìà âèäà H = pu− λx.

Îò Òåîðåìà 9.3(i) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ0 := (α, β) ∈ R2,
ℓ1 ∈ R è p ∈ AC[0, 1], íå åäíîâðåìåííî 0, òàêèâà, ÷å óäîâëåòâîðÿâàò
ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå å

.
p = λ ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ p(0) = β è p(1) = 0.

Äà ñïîìåíåì, ÷å ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ â Òåîðåìà 9.3(iii) ñåãà èìàò âèäà
H(0, x̃(0), p(0), λ) = −α è H(1, x̃(1), p(1), λ) = ℓ1. Òå, êàêòî è p(0) = β íå
íîñÿò èíôîðìàöèÿ çà îïòèìàëíèÿ ïðîöåñ, êàêòî îòáåëÿçàõìå â êîìåíòà-
ðèòå ïî-ãîðå.

Ðåøàâàéêè ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå p(t) = λt+ c, êúäåòî
c ∈ R. Ãðàíè÷íîòî óñëîâèå p(1) = 0 âëå÷å p(t) = λ(t− 1).

Àêî äîïóñíåì, ÷å λ = 0, ïîëó÷àâàìå, ÷å âñè÷êè îñòàíàëè ìíîæèòåëè
íà Ëàãðàíæ ñà ñúùî ðàâíè íà 0. Ñëåäîâàòåëíî λ > 0 è áåç îãðàíè÷åíèå
ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å λ = 1. Òàêà èìàìå p(t) = t− 1 è H = (t− 1)u− x.
Ôóíêöèÿòà H äîñòèãà ñâîÿ ìàêñèìóì ïî u ∈ [−1, 1] â ũ(t) := −1 çà âñÿêà
ôóíêöèÿ x, êàòîH = 1−t−x. Ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå
.
x = ũ ñ ãðàíè÷íî óñëîâèå x(0) = 0 å x̃(t) := −t.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å åäèíñòâåíèÿò äîïóñòèì ïðîöåñ, êîéòî óäîâëåò-
âîðÿâà Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà, å x̃(t) = −t, ũ(t) = −1. Îñòàâà äà ñå
ïîêàæå, ÷å òîé äåéñòâèòåëíî å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Íåêà (x(t), u(t)) å
äðóã äîïóñòèì ïðîöåñ. Íåðàâåíñòâîòî∫ 1

0
x(t) dt ≥

∫ 1

0
x̃(t) dt

ñå ñâåæäà äî

(9.17)
∫ 1

0
(t+ x(t)) dt ≥ 0.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å
.
x(t) = u(t) ≥ −1 è x(0) = 0, ïîëó÷àâàìå

x(t) =

∫ t

0

.
x(τ) dτ ≥ −t,

îòêúäåòî ñëåäâà (9.17).
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Çàäà÷è

1. Èçâåäåòå îò Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-Ëàã-
ðàíæ çà ñèëåí ëîêàëåí ìèíèìóì çà:

(à) çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà (Òåîðåìà 3.3),

(á) çàäà÷àòà ñúñ ñâîáîäåí êðàé (âæ. Çàä. 1 â � 3),

(â) çàäà÷àòà íà Áîëöà (âæ. Çàä. 2 â � 3).

2. Êàòî èçïîëçâàòå ôîðìóëèðàíèÿ òóê Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà çà çà-
äà÷àòà (9.1), èçâåäåòå ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà çà ìèíèìèçèðàíå íà
ôóíêöèîíàë îò âèäà ψ(t1, x(t1)) ïðè óñëîâèÿòà (∗)-(∗ ∗ ∗).
Óïúòâàíå: Ïðåäñòàâåòå ψ(t1, x(t1)) â èíòåãðàëåí âèä, êàòî íàïðà-
âèòå ïîäõîäÿùè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ãëàäêîñòòà íà ψ.

3. Ïðèëîæåòå Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà êúì ò.íàð. åëåìåíòàðíà çàäà-
÷à íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T −→ inf
..
x(t) = u(t), t ∈ [0, T ],

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, T ],

x(0) = ξ1,
.
x(0) = ξ2,

x(T ) =
.
x(T ) = 0.

Óïúòâàíå: Ïðåäñòàâåòå T −→ inf â èíòåãðàëåí âèä è âúâåäåòå
äîïúëíèòåëíà ïðîìåíëèâà y :=

.
x.

4. Ðåøåòå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à îò Ïðèìåð 9.1, êàòî èçïîëçâàòå åëå-
ìåíòàðíàòà ôîðìóëà

x(t) =

∫ t

0

.
x(τ) dτ =

∫ t

0
u(τ) dτ.
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Ùå èçâåäåì Ïðèíöèïà íà Ïîíòðÿãèí çà ìàêñèìóìà îò òåîðåìàòà çà ñìå-
ñåíèòå çàäà÷è â � 8. Ùå èçëîæèì ïîäõîäà íà Äóáîâèöêè è Ìèëþòèí. Òîé
ñå îñíîâàâà íà ñìÿíà íà âðåìåòî.

Íåêà (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (9.1). Íåêà
ṽ(η) å íåîòðèöàòåëíà, îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ âúðõó [0, 1] òà-
êàâà, ÷å ∫ 1

0
ṽ(η) dη = t̃1 − t̃0.

Ïîëàãàìå

t̃(τ) := t̃0 +

∫ τ

0
ṽ(η) dη, τ ∈ [0, 1].

Òîãàâà èìàìå

(10.1) t̃(0) = t̃0, t̃(1) = t̃1.

Ùîì ṽ(η) å îãðàíè÷åíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ âúðõó [0, 1], òî òÿ å ñóìèðóåìà
âúðõó [0, 1] è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà t̃(τ) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà.
Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å ṽ(η) å íåîòðèöàòåëíà, ïîëó÷àâàìå îùå, ÷å t̃(τ)
å è ìîíîòîííî ðàñòÿùà â [0, 1].

Âúâåæäàìå îùå ìíîæåñòâîòî

∆(ṽ) := {τ ∈ [0, 1] : ṽ(τ) > 0}.

Íåêà w̃ : [0, 1] → U å èçìåðèìà ôóíêöèÿ òàêàâà, ÷å

(10.2) w̃(τ) = ũ(t̃(τ)) ï.í. â ∆(ṽ).

Òúé êàòî ũ(t) å îãðàíè÷åíà, òî w̃ å îãðàíè÷åíà âúðõó ∆(ṽ).
Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à

(10.3)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0
v(τ)f(t(τ), y(τ), w̃(τ)) dτ −→ inf

t′(τ) = v(τ), y′(τ) = v(τ)φ(t(τ), y(τ), w̃(τ)), τ ∈ [0, 1], (∗)
v(τ) ≥ 0, τ ∈ [0, 1], (∗∗)
b0(t(0), y(0)) = 0, b1(t(1), y(1)) = 0. (∗ ∗ ∗)

Â òàçè çàäà÷à ôàçîâèòå òðàåêòîðèè ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà (t(τ), y(τ)),
êúäåòî t ∈ AC[0, 1] è y ∈ AC([0, 1],Rn), à óïðàâëåíèÿòà v(τ) ñà îãðàíè-
÷åíè, èçìåðèìè, íåîòðèöàòåëíè è ðåàëíî-çíà÷íè ôóíêöèè âúðõó [0, 1],
âñÿêà àíóëèðàùà ñå âúðõó ìíîæåñòâî îò âèäà

∆k := {τ ∈ [0, 1] :
∣∣w̃(τ)∣∣ ≥ k}
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çà íÿêîå k ∈ N0, èçîáùî ðàçëè÷íî çà ðàçëè÷íèòå ôóíêöèè v(τ). Ñúâ-
êóïíîñòòà îò òàêèâà ôóíêöèè v(τ) ùå îçíà÷àâàìå ñ V. Ðàçáèðà ñå, (∗) è
(∗∗) â (10.3) ñå èñêàò èçïúëíåíè ï.í. â [0, 1]. Ïðîöåñèòå â çàäà÷à (10.3)
ùå îçíà÷àâàìå ñ (t(τ), y(τ), v(τ)).

Ïðåèìóùåñòâîòî íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (10.3) å â òîâà, ÷å òÿ å
ëèíåéíà îòíîñíî óïðàâëåíèåòî v(τ) è èíòåðâàëúò ïî âðåìåòî å ôèêñèðàí.

Òâúðäåíèå 10.1. Íåêà (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷à-
òà (9.1). Ïîëàãàìå ỹ(τ) := x̃(t̃(τ)). Òîãàâà (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ)) å îïòèìàëåí
ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (10.3).

Çà äà ñå ïîäãîòâèì çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà òâúðäåíèå, ùå ðàçãëå-
äàìå ïî-ïîäðîáíî âúâåäåíàòà ïî-ãîðå ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà ïî âðåìåòî.

Íåêà v : [0, 1] → R å íåîòðèöàòåëíà, îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ.
Ïîëàãàìå

t(τ) := c+

∫ τ

0
v(η) dη, τ ∈ [0, 1],

∆(v) := {τ ∈ [0, 1] : v(τ) > 0}.

Òóê c ∈ R. Òîãàâà ôóíêöèÿòà t(τ) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà è ìî-
íîòîííî ðàñòÿùà. Àêî v(τ) = 0 ï.í. âúðõó äàäåí èíòåðâàë, òî t(τ) å
êîíñòàíòà âúðõó íåãî; è îáðàòíî, àêî t(τ) å êîíñòàíòà âúðõó äàäåí èí-
òåðâàë, òî v(τ) = 0 ï.í. âúðõó íåãî. Äà îçíà÷èì òåçè èíòåðâàëè ñ Ik,
k = 1, 2, . . . , âçàèìíî íåïðåñè÷àùè ñå. Î÷åâèäíî òå ñà èçáðîèìî ìíîãî
(âêëþ÷èòåëíî êðàåí áðîé). Äà îçíà÷èì ñòîéíîñòòà íà t(τ) âúðõó Ik ñ
ξk. Âúðõó äîïúëíåíèåòî íà ∪kIk ôóíêöèÿòà t(τ) å îáðàòèìà. Îçíà÷àâà-
ìå îáðàòíàòà �è ôóíêöèÿ ñ τ(t). Òÿ å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâîòî
[t(0), t(1)]\{ξ1, ξ2, . . . }. Âúðõó {ξ1, ξ2, . . . } äåôèíèðàìå τ(t), êàòî ïîëàãà-
ìå τ(ξk) := min{τ ∈ [0, 1] : t(τ) = ξk}, îñâåí àêî ξk = t(1), â êîéòî ñëó÷àé
ïîëàãàìå τ(t(1)) := 1.

Âñúùíîñò, êàêòî ëåñíî ñå óáåæäàâàìå, òîâà ïðåäñòàâÿíå å âàëèäíî è
âúðõó äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà t(τ), ò.å. èìàìå

(10.4) τ(t) =

{
min{τ ∈ [0, 1] : t(τ) = t}, t ∈ [t(0), t(1)),

1, t = t(1).

Òàçè êîíñòðóêöèÿ å ïðåäñòàâåíà íà ôèãóðè 1 è 2 ïî-äîëó.
Èçðàçåíè ïîñðåäñòâîì τ(t), èíòåðâàëèòå Ik ñå ïðåäñòàâÿò òàêà Ik =

[τ(ξk − 0), τ(ξk + 0)].
Â ñëåäâàùîòî ïîìîùíî òâúðäåíèå ùå èçÿñíèì îùå âðúçêàòà ìåæäó

òàêà âúâåäåíèòå äâå ôóíêöèè.

Ëåìà 10.2. Èìàìå:

(à) t(τ(ξ)) = ξ çà âñÿêî ξ ∈ [t(0), t(1)];
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Ôèãóðà 1: t = t(τ). Ôèãóðà 2: τ = τ(t).

(á) τ(t(η)) = η çà ïî÷òè âñÿêî η ∈ ∆(v);

(â) τ(t) ∈ ∆(v) çà ïî÷òè âñÿêî t ∈ [t(0), t(1)].

Äîêàçàòåëñòâî. (à) Òîâà òâúðäåíèå ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíè-
öèÿòà íà ôóíêöèÿòà τ(t) è íåïðåêúñíàòîñòòà íà t(τ). Äåéñòâèòåëíî, àêî
ξ ∈ [t(0), t(1)) è τ(ξ) = η, òî t(η) = ξ. Çà ξ = t(1) òâúäåíèåòî å ñúâñåì
òðèâèàëíî.

(á) Àêî t(η) ̸= ξk çà âñÿêî k ∈ N, ò.å. η ̸∈ Ik çà âñÿêî k ∈ N, òî îò
äåôèíèöèÿòà íà τ(t) ñëåäâà, ÷å τ(t(η)) = η. Îò äðóãà ñòðàíà âúðõó âñåêè
îò èíòåðâàëèòå Ik ôóíêöèÿòà t(τ) å êîíñòàíòà è ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñ-
òâîòî ∆(v) ∩ Ik èìà ìÿðêà 0 çà âñÿêî k. Òîãàâà è òÿõíîòî îáåäèíåíèå
∆(v) ∩ (∪kIk) ñúùî èìà ìÿðêà 0.

(â) Ïðåäâèä (á) å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî t(∆(v)) å
èçìåðèìî è ìÿðêàòà ìó å ðàâíà íà äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà [t(0), t(1)].
Ñëåä êàòî t(τ) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ,
òî çà âñÿêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî ∆ èìàìå, ÷å t(∆) ñúùî å èçìåðèìî è
çà ëåáåãîâàòà ìó ìÿðêà m(t(∆)) å â ñèëà ôîðìóëàòà

m(t(∆)) =

∫
∆
t′(τ) dτ =

∫
∆
v(τ) dτ.

Ìíîæåñòâîòî ∆(v) å èçìåðèìî, çàùîòî v å èçìåðèìà, è îò ãîðíàòà ôîð-
ìóëà ïîëó÷àâàìå

m(t(∆(v))) =

∫
∆(v)

v(τ) dτ =

∫ 1

0
v(τ) dτ = t(1)− t(0).

Òàêà å óñòàâåíî è òðåòîòî òâúðäåíèå íà ëåìàòà.

Áåëåæêà 10.3. Íåêà çà ïúëíîòà îòáåëåæèì, ÷å, àêî η = min{τ : t(τ) =
ξk}, òî, êàêòî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà τ(t), èìàìå τ(t(η)) = η. Òàêà
äîðè èìàìå, ÷å τ(t(η)) = η çà âñÿêî η ̸∈ ∪k(τ(ξk − 0), τ(ξk + 0)]. Äà
ïðèïîìíèì, ÷å Ik = [τ(ξk − 0), τ(ξk + 0)].
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Ëåìà 10.4. (à) Àêî x ∈ AC([t(0), t(1)],Rn) å ðåøåíèå íà äèôåðåíöè-

àëíîòî óðàâíåíèå (9.1)-(∗) ï.í. âúðõó èíòåðâàëà [t(0), t(1)], òî y(τ) :=
x(t(τ)) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ âúðõó [0, 1],
êîÿòî å ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàíîòî óðàâíåíèå

(10.5) y′(τ) = v(τ)φ(t(τ), y(τ), w(τ)) ï.í. â [0, 1],

êúäåòî w : [0, 1] → U å èçìåðèìà è w(τ) = u(t(τ)) ï.í. â ∆(v).
(á) Îáðàòíî, àêî w : [0, 1] → U å èçìåðèìà ôóíêöèÿ, êîÿòî å îãðàíè-

÷åíà âúðõó ∆(v), è àêî y ∈ AC([0, 1],Rn) å ðåøåíèå íà (10.5), òî u(t) :=
w(τ(t)) å äîïóñòèìî óïðàâëåíèå çà çàäà÷àòà (9.1), x(t) := y(τ(t)) å àáñî-
ëþòíî íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ âúðõó [t(0), t(1)], êîÿòî
å ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (9.1)-(∗) ï.í. â [t(0), t(1)].

Äîêàçàòåëñòâî. (à) Ôóíêöèÿòà y(τ) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà ïîíåæå
x(t) è t(τ) ñà òàêèâà è t(τ) å ìîíîòîííà. Âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå (à)
ñå ïðîâåðÿâà íåïîñðåäñòâåíî ïîñðåäñòâîì ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå
íà ñúñòàâíè àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè:

y′(τ) = t′(τ)
.
x(t(τ)) = t′(τ)φ(t(τ), x(t(τ)), u(t(τ)))

= v(τ)φ(t(τ), y(τ), w(τ)).

Çà äà óñòàíîâèì ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, èçïîëçâàìå è ÷å v(τ) = 0 â
[0, 1]\∆(v).

(á) Îò äåôèíèöèÿòà íà u(t), íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ âúðõó w è
Ëåìà 10.2(â) ñå âèæäà, ÷å êîîðäèíàòíèòå �è ôóíêöèè ñà èçìåðèìè è îãðà-
íè÷åíè è u(t) ∈ U ï.í. â [t(0), t(1)], ò.å. ÷å u(t) å äîïóñòèìî óïðàâëåíèå
çà çàäà÷àòà (9.1).

Çà äà äîêàæåì âòîðàòà ÷àñò íà òâúðäåíèå (á), èçïîëçâàìå, ÷å y å
àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà, îòêúäåòî ñëåäâà ïðåäñòàâÿíåòî

x(t) = y(τ(t)) = y(0) +

∫ τ(t)

0
y′(η) dη.

Êàêòî â (à), ïîñðåäñòâîì (10.5), Ëåìà 10.2(á) è ôàêòà, ÷å v(τ) = 0 ï.í. â
[0, 1]\∆(v), äîñòèãàìå äî ñúîòíîøåíèåòî

y′(η) = v(η)φ(t(η), y(η), w(η))

= t′(η)φ(t(η), y(τ(t(η))), w(τ(t(η))))

= t′(η)φ(t(η), x(t(η)), u(t(η))).

Ñåãà îò òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà â ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë è
Ëåìà 10.2(à) ñëåäâà, ÷å

x(t) = y(0) +

∫ t

0
φ(ξ, x(ξ), u(ξ)) dξ.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å x(t) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà âúðõó [t(0), t(1)] è
.
x(t) =

φ(t, x(t), u(t)) ï.í. â [t(0), t(1)].
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Äîêàçàòåëñòâî íà Òâúðäåíèå 10.1. Ëåìà 10.4(à) è óñëîâèÿòà (10.1) ïî-
êàçâàò, ÷å ïðîöåñúò (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ)) å äîïóñòèì çà çàäà÷àòà (10.3).

Íåêà (t(τ), y(τ), v(τ)) å äðóã äîïóñòèì ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (10.3) òà-
êúâ, ÷å

(10.6) |t(τ)− t̃(τ)| < δ, |y(τ)− ỹ(τ)| < δ, τ ∈ [0, 1],

çà íÿêîå δ > 0.
Ñëåä êàòî v(τ) ñå àíóëèðà âúðõó ∆k çà íÿêîå k ∈ N0, òî w̃(τ) å

îãðàíè÷åíà âúðõó ∆(v). Äà ïîëîæèì x(t) := y(τ(t)) è u(t) := w̃(τ(t)). Îò
Ëåìè 10.4(á) è 10.2(â) ñëåäâà, ÷å (x(t), u(t), [t(0), t(1)]) å äîïóñòèì ïðîöåñ
çà çàäà÷àòà (9.1). Çà íåãîâèÿ èíòåðâàë ïî t ïîëó÷àâàìå íåïîñðåäñòâåíî
îò (10.6)

|t(0)− t̃0| < δ, |t(1)− t̃1| < δ.

Ùå îöåíèì ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ôàçîâèòå òðàåêòîðèè x(t) è x̃(t).
Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å x(t(τ)) = y(τ) çà τ ∈ [0, 1]. Îò Ëåìà 10.2(á) ñëåä-
âà, ÷å x(t(τ)) = y(τ(t(τ))) = y(τ) çà ïî÷òè âñÿêî τ ∈ ∆(v). Òúé êàòî x(t),
t(τ) è y(τ) ñà íåïðåêúñíàòè, òî x(t(τ)) = y(τ) çà âñÿêî τ ∈ ∆(v). Àêî
∆(v) ̸= [0, 1], ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî (0, 1)\∆(v). Òî å îòâîðåíî. Ñëå-
äîâàòåëíî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî îáåäèíåíèå íà íàé-ìíîãî èçáðîèìî ìíîãî
äâà ïî äâà íåïðåñè÷àùè ñå îòâîðåíè èíòåðâàëè. Âúðõó âñåêè åäèí îò
òÿõ v(τ) = 0 ï.í. Ñëåäîâàòåëíî t(τ) è y(τ) ñà êîíñòàíòè âúðõó âñåêè
îò òÿõ. Â êðàèùàòà íà òåçè èíòåðâàëè x(t(τ)) è y(τ) ñà ðàâíè. Ñëåäî-
âàòåëíî x(t(τ)) = y(τ) çà âñÿêî τ ∈ (0, 1)\∆(v). Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å
x(t(τ)) = y(τ) çà τ ∈ (0, 1). Ïî íåïðåêúñíàòîñò òîâà ðàâåíñòâî å íàëèöå
è â êðàèùàòà íà [0, 1].

Çà t ∈ [t(0), t(1)] ∩ [t̃0, t̃1] èìàìå

|x(t)− x̃(t)| = |x(t(τ))− x̃(t(τ))|
≤ |x(t(τ))− x̃(t̃(τ))|+ |x̃(t̃(τ))− x̃(t(τ))|

≤ |y(τ)− ỹ(τ)|+

∣∣∣∣∣
∫ t̃(τ)

t(τ)
|
.

x̃(θ)| dθ

∣∣∣∣∣ .
Îòòóê êàòî âçåìåì ïðåäâèä (10.6), êàêòî è ÷å

.

x̃(θ) = φ(θ, x̃(θ), ũ(θ)) (âæ.
(9.1)-(∗)), à φ(t, x, u) å îãðàíè÷åíà âúðõó îãðàíè÷åíèòå ïîäìíîæåñòâà íà
V è èçîáðàæåíèÿòà x̃(θ) è ũ(θ) ñà îãðàíè÷åíè âúðõó [t̃0, t̃1], ïîëó÷âàìå,
÷å

|x(t)− x̃(t)| < δ + C δ, t ∈ [t(0), t(1)] ∩ [t̃0, t̃1],

ñ íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà C.
Ñ ðàçñúæäåíèÿ ñúâñåì àíàëîãè÷íè íà òåçè â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëå-

ìà 10.4(á), êàòî èçïîëçâàìå îïòèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]),
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ïîëó÷àâàìå çà δ äîñòàòú÷íî ìàëêî∫ 1

0
v(τ) f(t(τ), y(τ), w̃(τ)) dτ =

∫ t(1)

t(0)
f(t, x(t), u(t)) dt

≥
∫ t̃1

t̃0

f(t, x̃(t), ũ(t)) dt

=

∫ 1

0
ṽ(τ) f(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) dτ,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ïðîöåñúò (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ)) å îïòèìàëåí çà çàäà÷àòà
(10.3).

Ñåãà ùå äîêàæåì Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà çàäà÷àòà (10.3). Èçïîë-
çâàìå âúâåäåíèòå â ïðåäõîäíàòà ãëàâà îçíà÷åíèÿ.

Òâúðäåíèå 10.5. Íåêà ñà èçïúëíåíèå ïðåäïîëîæåíèÿòà, íàïðàâåíè â

Òåîðåìà 9.3. Àêî (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ)) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (10.3),
òî ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ0 ∈ Rs0, ℓ1 ∈ Rs1, q ∈ AC([0, 1],Rn) è s ∈
AC[0, 1], íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

q′(τ) = −ṽ(τ)H ′
x(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ) ï.í. â [0, 1],(i′)

q(i) = (−1)ib′ix(t̃(i), ỹ(i))
∗ℓi, i = 0, 1;

s′(τ) = −ṽ(τ)H ′
t(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ) ï.í. â [0, 1],(i′′)

s(i) = (−1)ib′it(t̃(i), ỹ(i)) · ℓi, i = 0, 1;

H(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ) + s(τ)

{
= 0 ï.í. â ∆(ṽ),

≤ 0 ï.í. â [0, 1]\∆(ṽ).
(ii)

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà ñìåñåíè çàäà÷è êúì (10.3).
Ïîëàãàìå:

f0(t, y, v) :=

∫ 1

0
v(τ)f(t(τ), y(τ), w̃(τ)) dτ,

X := AC[0, 1]×AC([0, 1],Rn), Z := L[0, 1]× L([0, 1],Rn)× Rs0 × Rs1 ,

Φ1(t, y, v) := t′ − v, Φ1 : X × V → L[0, 1],

Φ2(t, y, v) := y′ − v φ(t, y, w̃), Φ2 : X × V → L([0, 1],Rn),

Bi(t, y, v) := bi(t(i), y(i)), Bi : X × V → Rsi , i = 0, 1,

F (t, y, v) := (Φ1,Φ2, B1, B2), F : X × V → Z.

Â òåçè îçíà÷åíèÿ çàäà÷à (10.3) ïðèäîáèâà âèäà

(10.7)

∣∣∣∣∣∣∣
f0(t, y, v) −→ inf

F (t, y, v) = 0,

v ∈ V.
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Ùå ïîêàæåì, ÷å òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 8.2.
Ïðîñòðàíñòâîòî AC([0, 1],Rn) å áàíàõîâî ñ íîðìà1

∥y∥W 1
1
:= ∥y∥L([0,1],Rn) + ∥y′∥L([0,1],Rn).

(à) Çà âñÿêî ôèêñèðàíî v ∈ V èçîáðàæåíèÿòà f0 è F ñà íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìè ïî Ôðåøå â X, êàòî

f ′0(t,y)(t̃, ỹ, v)(t, y) =

∫ 1

0
v(τ)f ′t(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) t(τ) dτ

+

∫ 1

0
v(τ)f ′x(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) · y(τ) dτ,

Φ′
1(t,y)

(t̃, ỹ, v)(t, y) = t′,

Φ′
2(t,y)

(t̃, ỹ, v)(t, y) = y′ − v t φ′
t(t̃, ỹ, w̃)− v φ′

x(t̃, ỹ, w̃) y,

B′
i(t,y)

(t̃, ỹ, v)(t, y) = b′it(t̃(i), ỹ(i)) t(i) + b′ix(t̃(i), ỹ(i)) y(i), i = 0, 1.

Òîâà ñëåäâà îò òâúäåíèÿ, èçâåäåíè â 2.3 èëè ñå âèæäà àíàëîãè÷íî.
(á) Èçîáðàæåíèÿòà f0 è F óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèå (á) â Òåîðåìà 8.2,

çàùîòî ñà ëèíåéíè ïî v è V å èçïúêíàëî.
(â) Êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà çàäà÷àòà íà

Ëàãðàíæ, ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ImΦ′
1(t,y)

= L[0, 1] è ImΦ′
2(t,y)

= L([0, 1],Rn).2

Ñúùî òàêà î÷åâèäíî ImB′
i(t,y)

èìàò êðàéíà ðàçìåðíîñò è êîðàçìåðíîñò.

È òàêà Òåîðåìà 8.2 å ïðèëîæèìà êúì çàäà÷àòà (10.7). Íåéíàòà ôóí-
êöèÿ íà Ëàãðàíæ èìà âèäà

L(t, y, v, λ, z∗) := λf0(t, y, v) + ⟨z∗, F (t, y, v)⟩,

êúäåòî λ ∈ R è z∗ ∈ Z∗.
Îò Òåîðåìà 8.2 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ λ ≥ 0

è z∗ ∈ Z∗, íå è äâàòà ðàâíè íà 0, òàêèâà, ÷å

L′
(t,y)(t̃, ỹ, ṽ, λ, z

∗) = 0,

ò.å.

(10.8) λf ′0(t,y)(t̃, ỹ, ṽ)(t, y) + ⟨z∗, F ′
(t,y)(t̃, ỹ, ṽ)(t, y)⟩ = 0

∀t ∈ AC[0, 1] ∀y ∈ AC([0, 1],Rn).

Âñåêè îãðàíè÷åí ëèíååí ôóíêöèîíàë z∗ íàä Z ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

⟨z∗, z⟩ = ⟨t∗, t⟩+ ⟨y∗, y⟩+ ⟨r∗0, r0⟩+ ⟨r∗1, r1⟩, z := (t, y, r0, r1) ∈ Z,

1Òîâà ïðîñòðàíñòâî ñå îçíà÷àâà ñ W 1
1 ([0, 1],Rn), à ïðè n = 1 � ñ W 1

1 [0, 1].
2Èçïîëçâà ñå åäèí àíàëîã íà ïîçíàòàòà òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà

ëèíåéíà ñèñòåìà ÎÄÓ, êàñàåù àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè. Íåãîâîòî äîêàçà-
òåëñòâî å ñúâñåì ïîäîáíî.
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êúäåòî t∗, y∗, r∗0 è r∗1 ñà îãðàíè÷åíè ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè ñúîòâåòíî
íàä L[0, 1], L([0, 1],Rn), Rs0 è Rs1 . Ïî-ðàíî îòáåëÿçàõìå, ÷å îãðàíè÷åíèòå
ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè íàä Rsi èìàò âèäà

⟨r∗i , a⟩ = ℓi · a, a ∈ Rsi ,

çà íÿêîé ℓi ∈ Rsi .
Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Ðèñ çà ïðåäñòàâÿíåòî íà îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè

ôóíêöèîíàëè íàä L[0, 1] è ïî-îáùî íàä L([0, 1],Rn) èìàìå (âæ. (1.3) è
(1.6))

⟨t∗, t⟩ =
∫ 1

0
s(τ)t(τ) dτ, t ∈ L[0, 1],

ñ íÿêîÿ ôóíêöèÿ s ∈ L∞[0, 1] è

⟨y∗, y⟩ =
∫ 1

0
q(τ) · y(τ) dτ, y ∈ L([0, 1],Rn),

ñ íÿêîÿ âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ q ∈ L∞([0, 1],Rn).
Êàòî âçåìåì ïðåäâèä âñè÷êè òåçè ðåçóëòàòè çà ïðåäñòâÿíåòî íà ëè-

íåéíè ôóíêöèîíàëè, êàêòî è ïîñî÷åíèòå â (à) ôîðìóëè çà ïðîèçâîäíèòå
íà Ôðåøå íà f0 è F , îò (10.8) ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ìíîæèòåëè
íà Ëàãðàíæ λ ≥ 0, s ∈ L∞[0, 1], q ∈ L∞([0, 1],Rn) è ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1, íå
âñè÷êè ðàâíè íà 0, òàêèâà, ÷å∫ 1

0
ṽ(τ)f ′t(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) t(τ) dτ +

∫ 1

0
ṽ(τ)f ′x(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) · y(τ) dτ

+

∫ 1

0
s(τ)t′(τ) dτ

+

∫ 1

0
q(τ) ·

[
y′(τ)− ṽ(τ) t(τ)φ′

t(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ))

− ṽ(τ)φ′
x(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ)) y(τ)

]
dτ

+ ℓ0 ·
[
b′0t(t̃(0), ỹ(0)) t(0) + b′0x(t̃(0), ỹ(0)) y(0)

]
+ ℓ1 ·

[
b′1t(t̃(1), ỹ(1)) t(1) + b′1x(t̃(1), ỹ(1)) y(1)

]
= 0

∀t ∈ AC[0, 1] ∀y ∈ AC([0, 1],Rn).

Îòòóê, êàòî âåäíúæ ôèêñèðàìå t = 0 è îñòàâèì y ïðîèçâîëíî, à ïîñëå
îáðàòíî � ôèêñèðàìå y = 0 è îñòàâèì t ïðîèçâîëíî, ïîëó÷àâàìå ñúîò-
âåòíî ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ:

−
∫ 1

0
ṽ(τ)H ′

x(τ) · y(τ) dτ +
∫ 1

0
q(τ) · y′(τ) dτ(10.9)

+ ℓ0 ·
(
b′0x(t̃(0), ỹ(0)) y(0)

)
+ ℓ1 ·

(
b′1x(t̃(1), ỹ(1)) y(1)

)
= 0 ∀y ∈ AC([0, 1],Rn),

103



10 Äîêàçàòåëñòâî íà Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà

êúäåòî çà êðàòêîñò H ′
x(τ) := H ′

x(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ), è

−
∫ 1

0
ṽ(τ)H ′

t(τ) t(τ) dτ +

∫ 1

0
s(τ) t′(τ) dτ(10.10)

+
(
ℓ0 · b′0t(t̃(0), ỹ(0))t(0)

)
+
(
ℓ1 · b′1t(t̃(1), ỹ(1))t(1)

)
= 0 ∀t ∈ AC[0, 1],

êúäåòî H ′
t(τ) := H ′

t(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ).
Â (10.9) âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ṽ(τ)H ′

x(τ), êàòî ôóíêöè-
ÿòà ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ñå àíóëèðà â 1, è èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè.
Ïðåäñòàâÿìå îùå y(1) ïîñðåäñòâîì ôîðìóëàòà y(1) = y(0) +

∫ 1
0 y

′(τ) dτ .
Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî y ∈ AC([0, 1],Rn) èìàìå∫ 1

0

(
q(τ) + b′1x(t̃(1), ỹ(1))

∗ℓ1 −
∫ 1

τ
ṽ(η)H ′

x(η) dη

)
· y′(τ) dτ

+ y(0) ·
(
b′0x(t̃(0), ỹ(0))

∗ℓ0 + b′1x(t̃(1), ỹ(1))
∗ℓ1 −

∫ 1

0
ṽ(τ)H ′

x(τ) dτ

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëíî

q(τ) + b′1x(t̃(1), ỹ(1))
∗ℓ1 −

∫ 1

τ
ṽ(η)H ′

x(η) dη = 0 ï.í. â [0, 1]

è

b′0x(t̃(0), ỹ(0))
∗ℓ0 + b′1x(t̃(1), ỹ(1))

∗ℓ1 −
∫ 1

0
ṽ(τ)H ′

x(τ) dτ = 0.

Ïúðâîòî îò òåçè ñúîòíîøåíèÿ âëå÷å, ÷å q(τ) ñúâïàäà ï.í. ñ àáñîëþòíî
íåïðåêúñíàòà âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ñ÷èòà-
ìå, ÷å q(τ) å òàçè ôóíêöèÿ. Ñåãà îò ñúùîòî ñúîòíîøåíèå ñëåäâà, ÷å q(τ)
óäîâëåòâîðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå â (i′). Ïàê îò íåãî ñ τ = 1
ïîëó÷àâàìå, ÷å q óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå â (i′) â 1. Íàêðàÿ
îò âòîðîòî ñúîòíîøåíèå ãîðå ñëåäâà, ÷å q óäîâëåòâîðÿâà è ãðàíè÷íîòî
óñëîâèå â 0. Ñ òîâà òâúðäåíèå (i′) å äîêàçàíî.

Òâúðäåíèå (i′′) ñå óñòàíîâÿâà àíàëîãè÷íî îò (10.10).
Ïî-íàòàòúê ñïîðåä âòîðîòî òâúðäåíèå íà Òåîðåìà 8.2, ñúîòíîøåíèå

(8.3), èìàìå

L(t̃, ỹ, ṽ, λ, s, q, ℓ0, ℓ1) ≤ L(t̃, ỹ, v, λ, s, q, ℓ0, ℓ1), v ∈ V.

Òîâà âëå÷å

(10.11)
∫ 1

0
(v(τ)− ṽ(τ))(H(τ) + s(τ)) dτ ≤ 0, v ∈ V.
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Àêî H(τ) + s(τ) > 0 âúðõó ïîäìíîæåñòâî S íà ∆(ṽ) ñ ïîëîæèòåëíà
ìÿðêà, òî ñ

v(τ) :=

{
2ṽ(τ), τ ∈ S,

ṽ(τ), τ ∈ [0, 1]\S,
ïîëó÷àâàìå∫ 1

0
(v(τ)− ṽ(τ))(H(τ) + s(τ)) dτ = 2

∫
S
ṽ(τ)(H(τ) + s(τ)) dτ > 0,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà (10.11). Ñëåäîâàòåëíî H(τ)+ s(τ) ≤ 0 ï.í. â ∆(ṽ).
Äà äîïóñíåì ñåãà, ÷å H(τ)+ s(τ) < 0 âúðõó ïîäìíîæåñòâî T íà ∆(ṽ)

ñ ïîëîæèòåëíà ìÿðêà. Òîãàâà ñ

v(τ) :=


ṽ(τ)

2
, τ ∈ T,

ṽ(τ), τ ∈ [0, 1]\T,

ïîëó÷àâàìå∫ 1

0
(v(τ)− ṽ(τ))(H(τ) + s(τ)) dτ = −1

2

∫
T
ṽ(τ)(H(τ) + s(τ)) dτ > 0,

êîåòî îòíîâî ïðîòèâîðå÷è íà (10.11). Ñëåäîâàòåëíî H(τ) + s(τ) = 0 ï.í.
â ∆(ṽ).

Òàêà ïúðâàòà ÷àñò íà (ii) å óñòàíîâåíà.
Âòîðàòà ñå óñòàíîâÿâà àíàëîãè÷íî, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å ṽ(t) = 0

ï.í. âúðõó [0, 1]\∆(ṽ).

Ãîòîâè ñìå äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâî íà Ïðèíöèïà çà ìàêñè-
ìóìà çà çàäà÷àòà (9.1).

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 9.3. Íåêà (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðî-
öåñ çà çàäà÷àòà (9.1). Òîãàâà ñïîðåä Òâúðäåíèå 10.1 (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ)) å
îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (10.3). Äà ïðèïîìíèì, ỹ(τ) := x̃(t̃(τ)).
Ïðèëàãàìå Òâúðäåíèå 10.5.

Ïîëàãàìå

τ̃(t) :=

{
min{τ ∈ [0, 1] : t̃(τ) = t}, t ∈ [t̃0, t̃1),

1, t = t̃1,

ò.å. τ̃(t) îòãîâàðÿ íà t̃(τ), êàêòî τ(t) íà t(τ). Ïîëàãàìå îùå p(t) := q(τ̃(t)).
Îò Òâúðäåíèå 10.5(i′) âåäíàãà ñëåäâà, ÷å p(t) óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ â Òåîðåìà 9.3(i).

Èçìåðèìàòà ôóíêöèÿ w̃(τ) å îãðàíè÷åíà âúðõó ∆(ṽ). Îò Ëåìà 10.2(â)
ñëåäâà, ÷å τ̃(t) ∈ ∆(ṽ) ï.í. â [t̃0, t̃1], îòêúäåòî, ïðèëàãàéêè Ëåìà 10.2(à)
ïîëó÷àâàìå w̃(τ̃(t)) = ũ(t̃(τ̃(t))) = ũ(t) çà ïî÷òè âñÿêî t ∈ [t̃0, t̃1]. Ñëåä
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òîâà ñ ðàçñúæäåíèÿ ñúâñåì ñõîäíè íà òåçè â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà
10.4(á), óñòàíîâÿâàìå, ÷å p ∈ AC([t̃0, t̃1],Rn) è p(t) óäîâëåòâîðÿâà è äèôå-
ðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå â Òåîðåìà 9.3(i). Ñ òîâà òâúðäåíèå (i) íà Òåîðåìà
9.3 å äîêàçàíî. Ñúùî òàêà ñ ðàçñúæäåíèÿ àíàëîãè÷íè íà èçïîëçâàíèòå
â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 10.1, óñòàíîâÿâàìå, ÷å p(t̃(τ)) = q(τ),
τ ∈ [0, 1].

Àíàëîãè÷íî, çà r(t) := s(τ̃(t)) ïîëó÷àâàìå ïîñðåäñòâîì Òâúðäåíèå
10.5(i′′), ÷å r ∈ AC[t̃0, t̃1],

.
r(t) = −H ′

t(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1](10.12)

r(t̃i) = (−1)ib′it(t̃i, x̃(t̃i)) · ℓi, i = 0, 1,(10.13)

è r(t̃(τ)) = s(τ), τ ∈ [0, 1].
Çà îñòàíàëàòà ÷àñò íà äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïîäáåðåì ôóíêöèèòå ṽ è

w̃ òàêà, ÷å îñâåí äà èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà (10.1) è (10.2), äà èìàò îùå
äâå ñâîéñòâà.

Íåêà ṽ å òàêàâà, ÷å ñå àíóëèðà âúðõó äâà ïî äâà íåïðåñè÷àùèòå ñå
èíòåðâàëè Ik, k = 1, 2, . . . , îò âèäà (·, ·] òàêèâà, ÷å ìíîæåñòâîòî t̃(∪kIk)
å íàâñÿêúäå ãúñòî â [t̃0, t̃1]. Ïî-òî÷íî ôèêñèðàìå ṽ òàêà, ÷å t̃(τ) = ξk,
τ ∈ Ik, è ìíîæåñòâîòî {ξk} å íàâñÿêúäå ãúñòî â [t̃0, t̃1].1

Íåêà èçáðîèìîòî ìíîæåñòâî {ui} å íàâñÿêúäå ãúñòî â U . Ðàçëàãàìå
âñÿêî Ik â îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå äâà ïî äâà èíòåðâàëè Iki, i =
1, 2 . . . , ñúùî îò âèäà (·, ·]. Äåôèíèðàìå w̃(τ) âúðõó ∪kIk ⊆ [0, 1]\∆(ṽ),
êàòî ïîëàãàìå w̃(τ) := ui ï.í. â Iki.

Îò íåðàâåíñòâîòî â Òâúðäåíèå 10.5(ii) ñëåäâà, ÷å

H(t̃(τ), ỹ(τ), w̃(τ), q(τ), λ) + s(τ) ≤ 0 ï.í. â
⋃
k

Ik,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

H(t̃(τ), x̃(t̃(τ)), w̃(τ), p(t̃(τ)), λ) + r(t̃(τ)) ≤ 0 ï.í. â
⋃
k

Ik.

Îòòóê, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å t̃(τ) = ξk â Ik è w̃(τ) = ui ï.í. â Iki,
ïîëó÷àâàìå

H(ξk, x̃(ξk), ui, p(ξk), λ) + r(ξk) ≤ 0 ∀k ∀i.

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å {ξk} å íàâñÿêúäå ãúñòî â [t̃0, t̃1], {ui} å íàâñÿêúäå
ãúñòî â U è ÷å H(t, x̃(t), u, p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà ïî (t, u), çàêëþ÷àâàìå,
÷å

(10.14) H(t, x̃(t), u, p(t), λ) + r(t) ≤ 0 ∀t ∈ [t̃0, t̃1] ∀u ∈ U.

1Ñëåä êðàÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî å äàäåí ïðèìåð íà òàêàâà ôóíêöèÿ.
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Îò äðóãà ñòðàíà îò ðàâåíñòâîòî â Òâúðäåíèå 10.5(ii) è Ëåìà 10.2, (à)
è (â), ñëåäâà, ÷å

(10.15) H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) + r(t) = 0 ï.í. â [t̃0, t̃1].

Ñåãà òâúðäåíèå (ii) íà Òåîðåìà 9.3 ñëåäâà îò (10.14) è (10.15).

Íàêðàÿ, êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî, ÷å ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), u, p(t), λ) å
íåïðåêúñíàòà ïî (t, u) è èçîáðàæåíèåòî ũ(t) å îãðàíè÷åíî, óñòàíîâÿâàìå,
÷å H(t, x̃(t), p(t), λ) å íåïðåêúñíàòà ïî t. Òúé êàòî r(t) å ñúùî íåïðåêúñ-
íàòà, îò Òåîðåìà 9.3(ii) è (10.15) ñëåäâà, ÷å H(t, x̃(t), p(t), λ) = −r(t) çà
âñÿêî t ∈ [t̃0, t̃1]. Ñåãà òâúðäåíèå (iii) íà Òåîðåìà 9.3 ñëåäâà îò ãðàíè÷íè-
òå óñëîâèÿ (10.13), à ôîðìóëà (9.3) ïúê ñëåäâà îò (10.12)-(10.13) è òîâà,
÷å r(t) å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà.

Äåôèíèöèÿ íà ôóíêöèÿòà ṽ(τ): Íåêà {ξk} å èçáðîèìî íàâñÿêúäå
ãúñòî ïîäìíîæåñòâî íà [t̃0, t̃1]. Íàïðèìåð, ìîæåì äà âçåìåì ìíîæåñò-
âîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà â [t̃0, t̃1]. Ôèêñèðàìå ïîëîæèòåëíè ÷èñëà βk,
k = 1, 2, . . . , òàêèâà, ÷å

∞∑
k=1

βk =
1

2
.

Íàïðèìåð, ìîæåì äà âçåìåì βk = 2−k−1.

Ïîëàãàìå

τk :=
ξk − t̃0

2(t̃1 − t̃0)
+
∑
ξi<ξk

βi.

Äåôèíèðàìå èíòåðâàëèòå Ik := (τk, τk + βk]. ßñíî å, ÷å Ik ⊆ [0, 1] çà
âñÿêî k. Ñúùî òàêà òå ñà äâà ïî äâà íåïðåñè÷àùè ñå. Äåéñòâèòåëíî, àêî
åñòåñòâåíèòå ÷èñëà k è ℓ ñà òàêèâà, ÷å ξk < ξℓ, òî τk + βk < τℓ.

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà ṽ(τ) âúðõó [0, 1], êàòî ïîëîãàìå

ṽ(τ) :=

{
0, τ ∈

⋃
k Ik,

2(t̃1 − t̃0) â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Î÷åâèäíî ṽ(τ) å íåîòðèöàòåëíà, îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà ôóíêöèÿ. Çà
íåéíèÿ èíòåãðàë íàìèðàìå íåïîñðåäñòâåíî

∫ 1

0
ṽ(τ) dτ = 2(t̃1 − t̃0)

∫
[0,1]\(∪kIk)

dτ = 2(t̃1 − t̃0)

(
1−

∞∑
k=1

βk

)
= t̃1 − t̃0.
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Ùå ïîêàæåì, ÷å t̃(τ) = ξk, àêî τ ∈ Ik. Íåêà τ ∈ Ik. Òîãàâà

t̃(τ) := t̃0 +

∫ τ

0
ṽ(η) dη = t̃0 +

∫ τk

0
ṽ(η) dη

= t̃0 + 2(t̃1 − t̃0)

∫
[0,τk]\(∪τj<τkIj)

dη

= t̃0 + 2(t̃1 − t̃0)

(
τk −

∑
ξj<ξk

βj

)

= t̃0 + 2(t̃1 − t̃0)
ξk − t̃0

2(t̃1 − t̃0)
= ξk.

Çàäà÷è

1. Óâåðåòå ñå âúâ âåðíîñòòà íà ôîðìóëèòå â (à) â äîêàçàòåëñòâîòî íà
Òâúðäåíèå 10.5.

2. Ïðîñëåäåòå ìàëêèòå ìîäèôèêàöèè â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà
9.3, ñ êîèòî ñå óñòàíîâÿ Òåîðåìà 9.8.
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11 Çàäà÷è ñ ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ

Òóê ùå ôîðìóëèðàìå Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà åäèí ïî-îáù âèä çàäà-
÷è â îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå. Â òÿõ ñà âêëþ÷åíè ò.íàð. ôàçîâè îãðàíè-
÷åíèÿ.

Íåêà ñà äàäåíè èçîáðàæåíèÿòà

f : V → R,
φ : V → Rn,

bi : V
′
i → Rsi , i = 0, 1,

gi : V
′′
i → R, i = 0, 1, . . . , k,

êúäåòî V ⊆ Rm+n+1, V ′
i ⊆ Rn, i = 0, 1, è V ′′

i ⊆ Rn+1. Íåêà ñúùî U ⊆ Rm.
Ðàçãëåæäàìå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(11.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
b0(x(t0)) = 0, b1(x(t1)) = 0, (∗∗∗)
gi(t, x(t)) ≤ 0, t ∈ [t0, t1], i = 1, 2, . . . , k. (∗∗∗∗)

Êàêòî â ïðåäõîäíèòå ãëàâè 9 è 10, ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôàçîâèòå òðàåê-
òîðèè x(t) := (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ñà âåêòîðíî-çíà÷íè ôóíêöèè, ÷èè-
òî êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè è óäîâëåòâîðÿâàò
(∗) ïî÷òè íàâñÿêúäå îòíîñíî ëåáåãîâàòà ìÿðêà; óïðàâëåíèÿòà u(t) :=
(u1(t), u2(t), . . . , um(t)) ñà âåêòîðíî-çíà÷íè ôóíêöèè ñ êîîðäèíàòíè ôóí-
êöèè, êîèòî ñà îãðàíè÷åíè, èçìåðèìè (îòíîâî ïî Ëåáåã) è óäîâëåòâîðÿ-
âàò (∗∗) ïî÷òè íàâñÿêúäå. Çà íà÷àëî ùå ñ÷èòàìå, ÷å èíòåðâàëúò [t0, t1] å
ôèêñèðàí.

Óñëîâèÿòà (∗∗∗∗) ñå íàðè÷àò ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ.

Ñëåäâà Ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà çà òåçè çàäà÷è.

Òåîðåìà 11.1 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), bi ∈ C1(V ′

i ), i = 0, 1, gi ∈ C(V ′′
i ), i = 0, 1, . . . , k, êúäå-

òî V ⊆ Rn+m+1, V ′
i ⊆ Rn è V ′′

i ⊆ Rn+1 ñà îòâîðåíè. Íåêà f , φ è gi
ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî x1, x2, . . . , xn. Àêî (x̃(t), ũ(t)) å îï-
òèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (11.1), òî ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓi ∈ Rsi ,

i = 0, 1, íåïðåêúñíàòà îòëÿâî âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà

âàðèàöèÿ p : [t0, t1] → Rn è ðåãóëÿðíè íåîòðèöàòåëíè áîðåëîâè ìåðêè
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µi, i = 1, 2, . . . , k, âúðõó [t0, t1], íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

p(t) = −b′1(x̃(t1))∗ℓ1 +
∫ t1

t
H ′

x(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ(i)

−
k∑

i=1

∫ t1

t
g′ix(ξ, x̃(ξ)) dµi, t ∈ (t0, t1],

p(t0) = b′0(x̃(t0))
∗ℓ0;

H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = H(t, x̃(t), p(t), λ) ï.í. â [t0, t1].(ii)

Ìåðêèòå µi, i = 1, 2, . . . , k, ñà ñ íîñèòåëè ñúîòâåòíî ìíîæåñòâàòà

Ti := {t ∈ [t0, t1] : gi(t, x̃(t)) = 0}.

Êàêòî â ïðåäõîäíèòå äâå òåìè, H å ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí

H(t, x, u, p, λ) := p · φ(t, x, u)− λf(t, x, u).

a ôóíêöèÿòà

H(t, x, p, λ) := sup
u∈U

H(t, x, u, p, λ)

å õàìèëòîíèàíúò íà çàäà÷àòà (11.1). Óðàâíåíèåòî îòíîñíî p(t) â ïúð-
âîòî òâúðäåíèå íà òåîðåìàòà ñå íàðè÷à ñïðåãíàòî. Ïðè îòñúñòâèåòî íà
ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ, òî ñå ñâåæäà äî ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå â Òåîðåìà
9.3. Â òîçè ñëó÷àé âåêòîðíî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ p(t) å àáñîëþòíî íåïðå-
êúñíàòà. Â îáùèÿ ñëó÷àé òÿ å ñàìî ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ è
íåïðåêúñíàòà îòëÿâî, êàòî å âúçìîæíî äà èìà òî÷êè íà ïðåêúñâàíå.

Çàáåëåæåòå, ÷å íîñèòåëèòå íà ìåðêèòå µi ñà òî÷íî ìíîæåñòâàòà, âúð-
õó êîèòî ôàçîâèòå îãðàíè÷åíèÿ ñå ðåàëèçèðàò êàòî ðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 11.1 ìîæå äà ñå äîêàæå àíàëîãè÷íî íà Òåîðåìà 9.3, êàòî
ñå ñâåäå êúì ñìåñåíà çàäà÷à ñ ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ. Çà íåÿ ñúùåñòâóâà
àíàëîãè÷íî íåîáõîäèìî óñëîâèå íà ðàçãëåäàíîòî â � 8 (âæ. Òåîðåìà 1 â
� 5.1 â êíèãàòà íà Éîôå è Òèõîìèðîâ).

Â åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (11.1) èíòåðâàëúò ïî âðåìåòî å ôèêñèðàí.
Òîãàâà ôàçîâèòå òðàåêòîðèè ïîïàäàò â îïðåäåëåíî åñòåñòâåíî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî è íå å íåîáõîäèìî äà ïðåäïîëàãàìå ãëàäêîñò íà ðàçãëåæ-
äàíèòå ôóíöèè ïî âðåìåòî. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ò.å. ïðè ïðîìåíëèâ âðå-
ìåâè èíòåðâàë, ôàçîâèòå òðàåêòîðèè íÿìàò òîâà ñâîéñòâî è òðÿáâà äà
ðàçãëåæäàìå âðåìåòî êàòî ôàçîâà ïðîìåíëèâà.

Çàäà÷àòà ñ ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ è ñâîáîäíî âðåìå ëåñíî ñå ñâåæäà
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êúì òàêàâà ñ ôèêñèðàíî. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà

(11.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], (∗)
u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1], (∗∗)
b0(t0, x(t0)) = 0, b1(t1, x(t1)) = 0, (∗∗∗)
gi(t, x(t)) ≤ 0, t ∈ [t0, t1], i = 1, 2, . . . , k, (∗∗∗∗)

êàòî èíòåðâàëúò ïî âðåìåòî [t0, t1] å ïðîìåíëèâ.
Îñâåí íàïðàâåíèòå â Òåîðåìà 11.1 ïðåäïîëîæåíèÿ, íåêà îùå âñè÷êè

èçîáðàæåíèÿ ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ïî t.
Íåêà (t(τ), y(τ)), τ ∈ [0, 1], å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

(11.3)

∣∣∣∣∣t′(τ) = v(τ)

y′(τ) = v(τ)φ(t(τ), y(τ), w(τ)),

êúäåòî v ∈ C[0, 1] è w(τ) å îãðàíè÷åíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ âúðõó [0, 1].
Àêî v(τ) > 0 âúðõó [0, 1], òî t(τ) å ñòðîãî ðàñòÿùà íåïðåêúñíàòo äèôå-
ðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Òîãàâà òÿ å îáðàòèìà è íåéíàòà îáðàòíà τ(t) ñúùî
å ñòðîãî ðàñòÿùà è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà. Ïðè òîâà ñìåíèòå
íà ïðîìåíëèâàòà, êîèòî ñå äåôèíèðàò ÷ðåç òðàíñôîðìàöèèòå t = t(τ)
è τ = τ(t) çàïàçâàò ñâîéñòâàòà: èçìåðèìîñò, îãðàíè÷åíîñò è àáñîëþòíà
íåïðåêúñíàòîñò. Ñúùî òàêà, àêî y(τ) óäîâëåòâîðÿâà âòîðîòî äèôåðåíöè-
àëíî óðàâíåíèå â (11.3), òî x(t) := y(τ(t)) ùå óäîâëåòâîðÿâà (11.1)-(∗) ñ
u(t) := w(τ(t)) ï.í. âúðõó èíòåðâàëà [t(0), t(1)]. Îáðàòíî, àêî x(t) å ðå-
øåíèå íà (11.1)-(∗), êîåòî îòãîâàðÿ íà óïðàâëåíèåòî u(t), âúðõó [t0, t1],
òî ôóíêöèèòå t(τ) := t0 + (t1 − t0)τ , y(τ) := x(t(τ)) ñà ðåøåíèå íà (11.3),
êîåòî îòãîâàðÿ íà óïðàâëåíèÿòà v(τ) := t1 − t0 è w(τ) := u(t(τ)).

Ïî-íàòúê, ñúâñåì àíàëîãè÷íî êàêòî â ïðåäõîäíàòà ãëàâà, ñå óñòàíî-
âÿâà, ÷å àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (11.2), òî

t̃(τ) := t̃0 + (t̃1 − t̃0)τ, ỹ(τ) := x̃(t̃(τ)),

ṽ(τ) := t̃1 − t̃0, w̃(τ) := ũ(t̃(τ))

å îïòèìàëåí ïðîöåñ çà çàäà÷àòà

(11.4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F(x, u) :=

∫ 1

0
v(τ) f(t(τ), y(τ), w(τ)) dτ −→ inf

t′(τ) = v(τ), y′(τ) = v(τ)φ(t(τ), y(τ), w(τ)), τ ∈ [0, 1], (∗)
v(τ) > 0, w(τ) ∈ U, τ ∈ [0, 1], (∗∗)
b0(t(0), y(0)) = 0, b1(t(1), y(1)) = 0, (∗∗∗)
gi(t(τ), y(τ)) ≤ 0, τ ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , k. (∗∗∗∗)
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Òîâà å çàäà÷à îò òèïà íà (11.1) ñ ôèêñèðàíî âðåìå, êúì êîÿòî Òåîðåìà
11.1 å ïðèëîæèìà. Íåêà H̃ å íåéíàòà ôóíêöèÿ íà Ïîíòðÿãèí:

H̃(t, y, v, w, r, s, λ) := r · v φ(t, y, w) + s v − λ v f(t, y, w).

Ñëåäîâàòåëíî

(11.5) H̃(t, y, v, w, r, s, λ) = v(H(t, y, w, r, λ) + s).

Äà ïîëîæèì îùå

T̃i := {τ ∈ [0, 1] : gi(t̃(τ), ỹ(τ)) = 0}, k = 1, 2, . . . , k.

Íåêà (t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ), w̃(τ)) å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (11.4). Ïîëàãàìå

H̃(τ) := H̃(t̃(τ), ỹ(τ), ṽ(τ), w̃(τ), r(τ), s(τ), λ).

Îò Òåîðåìà 11.1 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1,
íåïðåêúñíàòè îòëÿâî âåêòîðíî-çíà÷íè ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ
r : [0, 1] → Rn è s : [0, 1] → R è ðåãóëÿðíè áîðåëîâè ìåðêè νi, i =
1, 2, . . . , k, âúðõó [0, 1] ñ íîñèòåëè ñúîòâåòíî ìíîæåñòâàòà T̃i, íå âñè÷êèòå
íóëà, òàêèâà, ÷å

r(τ) = −b′1x(t̃(1), ỹ(1))
∗ℓ1 +

∫ 1

τ
H̃ ′

x(η) dη(11.6)

−
k∑

i=1

∫ 1

τ
g′ix(t̃(η), ỹ(η)) dνi, τ ∈ (0, 1],

s(τ) = −b′1t(t̃(1), ỹ(1)) · ℓ1 +
∫ 1

τ
H̃ ′

t(η) dη(11.7)

−
k∑

i=1

∫ 1

τ
g′it(t̃(η), ỹ(η)) dνi, τ ∈ (0, 1],

r(0) = b′0x(t̃(0), ỹ(0))
∗ℓ0,(11.8)

s(0) = b′0t(t̃(0), ỹ(0)) · ℓ0(11.9)

è

H̃(τ) = max
u∈U, v>0

H̃(t̃(τ), ỹ(τ), v, u, r(τ), s(τ), λ) ï.í. â [0, 1].(11.10)

Íåêà τ̃(t) å îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà t̃(τ), ò.å.

τ̃(t) :=
t− t̃0

t̃1 − t̃0
.

Ïîëàãàìå p(t) := r(τ̃(t)) è q(t) := s(τ̃(t)) çà t ∈ [t̃0, t̃1]. Ñëåä êàòî r è s ñà
íåïðåêúñíàòè îòëÿâî ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ âúðõó [0, 1], òî è
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p è q ñà òàêèâà âúðõó [t̃0, t̃1]. Íåêà ñúùî òàêà çà i = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì
µi(S) := νi

(
τ̃(S)

)
, êúäåòî S å áîðåëîâî ïîäìíîæåñòâî íà [t̃0, t̃1]. Òîãàâà

µi å ðåãóëÿðíà áîðåëîâà ìÿðêà âúðõó [t̃0, t̃1] ñ íîñèòåë ìíîæåñòâîòî

Ti := t̃(T̃i) = {t ∈ [t̃0, t̃1] : gi(t, x̃(t)) = 0}.

Îò äåôèíèöèÿòà íà µi ñëåäâà, ÷å çà âñåêè a, b ∈ [t̃0, t̃1]∫ b

a
ψ(t) dµi =

∫ τ̃(b)

τ̃(a)
ψ(t̃(τ)) dνi ∀ψ ∈ C[t̃0, t̃1].

Â òàêà âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ, ôîðìóëèòå (11.6)-(11.10) ïðèåìàò ñëåä-
íèÿ âèä ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà τ = τ̃(t):

p(t) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1 +

∫ t̃1

t
H ′

x(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ(11.11)

−
k∑

i=1

∫ t̃1

t
g′ix(ξ, x̃(ξ)) dµi, t ∈ (t̃0, t̃1],

q(t) = −b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1 +
∫ t̃1

t
H ′

t(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ(11.12)

−
k∑

i=1

∫ t̃1

t
g′it(ξ, x̃(ξ)) dµi, t ∈ (t̃0, t̃1],

p(t̃0) = b′0x(t̃0), x̃(t̃0))
∗ℓ0,(11.13)

q(t̃0) = b′0t(t̃0, x̃(t̃0)) · ℓ0(11.14)

è, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (11.5),

ṽ(t)
(
H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) + q(t)

)
(11.15)

= max
u∈U, v>0

v
(
H(t, x̃(t), u, p(t), λ) + q(t)

)
ï.í. â [t̃0, t̃1].

Ïîñëåäíîòî âëå÷å

(11.16) max
u∈U

H(t, x̃(t), u, p(t), λ) = −q(t) ï.í. â [t̃0, t̃1],

èíà÷å ôóíêöèÿòà íà u è v â äÿñíàòà ñòðàíà íà (11.15) íå áè äîñòèãíàëà
êðàéíà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò. Òîãàâà îò (11.15) ñëåäâà è

(11.17) H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = −q(t) ï.í. â [t̃0, t̃1].

Ðàâåíñòâàòà (11.16) è (11.17) âëåêàò

(11.18) H(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = H(t, x̃(t), p(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1].
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Îò (11.12), (11.14) è (11.16) ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), p1(t), λ)
ñúâïàäà ïî÷òè íàâñÿêúäå âúðõó [t̃0, t̃1] ñ íåïðåêúñíàòà îòëÿâî ôóíêöèÿ
ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ, ïðè òîâà ñà â ñèëà ôîðìóëèòå

H(t, x̃(t), p(t), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1 −
∫ t̃1

t
H ′

t(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ

+
k∑

i=1

∫ t̃1

t
g′it(ξ, x̃(ξ)) dµi ï.í. â t ∈ (t̃0, t̃1],

H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = −b′0t(t̃0, x̃(t̃0)) · ℓ0.

Òîâà å àíàëîã íà Òåîðåìà 9.3(iii) è ôîðìóëà (9.3).
Ôîðìóëè (11.11), (11.13), (11.18) è ïîñëåäíèòå äâå ñúîòíîøåíèÿ ãîðå

ñúñòàâëÿâàò Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà çàäà÷àòà (11.2):

Òåîðåìà 11.2 (Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí). Íåêà
f, φ ∈ C(V ), bi ∈ C1(V ′

i ), i = 0, 1, gi ∈ C1(V ′′
i ), i = 0, 1, . . . , k, êúäåòî

V ⊆ Rn+m+1 è V ′
i , V

′′
i ⊆ Rn+1 ñà îòâîðåíè. Íåêà f è φ ñà íåïðåêúñíàòî

äèôåðåíöèðóåìè ïî t, x1, x2, . . . , xn. Àêî (x̃(t), ũ(t), [t̃0, t̃1]) å îïòèìàëåí
ïðîöåñ çà çàäà÷àòà (11.2), òî ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓi ∈ Rsi , i = 0, 1,
íåïðåêúñíàòà îòëÿâî âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ

p : [t̃0, t̃1] → Rn è ðåãóëÿðíè áîðåëîâè ìåðêè µi, i = 1, 2, . . . , k, âúðõó
[t̃0, t̃1], íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

p(t) = −b′1x(t̃1, x̃(t̃1))
∗ℓ1 +

∫ t̃1

t
H ′

x(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ(i)

−
k∑

i=1

∫ t̃1

t
g′ix(ξ, x̃(ξ)) dµi, t ∈ (t̃0, t̃1],

p(t̃0) = b′0x(t̃0), x̃(t̃0))
∗ℓ0;

H(t, x̃(t), ũ(t), p1(t), λ) = H(t, x̃(t), p1(t), λ) ï.í. â [t̃0, t̃1].(ii)

H(t, x̃(t), p(t), λ) = b′1t(t̃1, x̃(t̃1)) · ℓ1
(iii)

−
∫ t̃1

t
H ′

t(ξ, x̃(ξ), ũ(ξ), p(ξ), λ) dξ

+
k∑

i=1

∫ t̃1

t
g′it(ξ, x̃(ξ)) dµi ï.í. â t ∈ (t̃0, t̃1],

H(t̃0, x̃(t̃0), p(t̃0), λ) = −b′0t(t̃0, x̃(t̃0)) · ℓ0.

Ìåðêèòå µi, i = 1, 2, . . . , k, ñà ñ íîñèòåëè ñúîòâåòíî ìíîæåñòâàòà

Ti := {t ∈ [t̃0, t̃1] : gi(t, x̃(t)) = 0}.
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Íàêðàÿ ùå äåìîíñòðèðàìå Òåîðåìà 11.1 âúðõó åäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 11.1. Ðàçãëåæäàìå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∫ 1

0

( .
x(t)2 + x(t)2

)
dt −→ inf, x(0) = 1, x(t) ≥ 0.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâÿìå çàäà÷àòà âúâ âèäà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0

(
x2(t) + u2(t)

)
dt −→ inf

.
x(t) = u(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = 1,

− x(t) ≤ 0, t ∈ [0, 1].

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 11.1 ñ f(t, x, u) := x2 + u2, φ(t, x, u) := u, U = R,
b0(x) := x − 1, b1(x) := 0 è g(t, x) := −x, êàòî m = n = s0 = s1 = 1.
Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí èìà âèäà

H(t, x, u, p, λ) := p u− λ(x2 + u2).

Àêî çàäà÷àòà èìà ëîêàëíî ðåøåíèå (x̃(t), ũ(t)), êàòî x̃ ∈ AC[0, 1] è ũ(t) å
îãðàíè÷åíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ, òî çà íåãî ñúùåñòâóâàò ñïîðåä ïîñî÷åíà-
òà òåîðåìà λ ≥ 0, p ∈ BV [0, 1], êîÿòî å íåïðåêúñíàòà îòëÿâî, è ðåãóëÿðíà
áîðåëîâà ìÿðêà µ âúðõó [0, 1] ñ íîñèòåë ìíîæåñòâîòî

T := {t ∈ [0, 1] : x̃(t) = 0},

òàêèâà, ÷å å â ñèëà ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå

(11.19) p(t) = −2λ

∫ 1

t
x̃(τ) dτ +

∫ 1

t
dµ, t ∈ (0, 1].

Îñâåí òîâà ñïîðåä âòîðîòî òâúðäåíèå íà òåîðåìàòà çà ïî÷òè âñÿêî t ∈
[0, 1] ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), u, p(t), λ) äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò
ïî u â R â ũ(t).

Àêî λ > 0, òî H å ïàðàáîëà ïî u ñ âðúõ îáúðíàò íàãîðå. Â òàêúâ
ñëó÷àé H äîñòèãà íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò âúâ âúðõà ñè, ò.å. çà u =
p/(2λ) è ũ(t) = p(t)/(2λ) ï.í. Òîãàâà

p(t) = 2λ
.

x̃(t) ï.í. â [0, 1].

Îòòóê è (11.19) ïîëó÷àâàìå

(11.20)
.

x̃(t) = −
∫ 1

t
x̃(τ) dτ +m(t) ï.í. â [0, 1],

115



11 Çàäà÷è ñ ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

m(t) :=
1

2λ

∫ 1

t
dµ.

Ôóíêöèÿòà m(t) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà, íåîòðèöàòåëíà è íåïðåêúñíà-
òà îòëÿâî. Ñúùî òàêà, òÿ å êîíñòàíòà âúðõó âñåêè èíòåðâàë, âúðõó êîéòî
x̃(t) > 0.

Ñëåä êàòî x̃ ∈ AC[0, 1] è x̃(0) = 1, òî îò (11.20) ñëåäâà

(11.21) x̃(t) = 1−
∫ t

0

(∫ 1

v
x̃(τ) dτ

)
dv +

∫ t

0
m(v) dv, t ∈ [0, 1].

Ùå àíàëèçèðàìå òîâà óðàâíåíèå. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè:

1) T = ∅,

2) T = {t∗},

3) ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè òî÷êè t1, t2 ∈ T òàêèâà, ÷å T∩(t1, t2) = ∅,

4) T ñúäúðæà çàòâîðåí èíòåðâàë, êîéòî íå ñå èçðàæäà â òî÷êà.

Êàòî èçïîëçâàìå íåïðåêúñíàòîñòòà íà x̃(t), ëåñíî óñòàíîâÿâàìå, ÷å àêî
T ñúäúðæà ïîíå äâå òî÷êè è çà íÿêîÿ ñòîéíîñò íà t ìåæäó òÿõ èìàìå
x̃(t) > 0, òî å íàëèöå ñëó÷àé 3). Ñëåäîâàòåëíî ñå ðåàëèçèðà ïîíå åäíà îò
èçáðîåíèòå ãîðå âúçìîæíîñòè.

1) Àêî T å ïðàçíî, òî x̃(t) > 0 íàâñÿêúäå â [0, 1] è µ = 0. Òîãàâà è
m(t) = 0 â [0, 1] è (11.21) ñå ñâåæäà äî

(11.22) x̃(t) = 1−
∫ t

0

(∫ 1

v
x̃(τ) dτ

)
dv, t ∈ [0, 1].

Ñëåäîâàòåëíî x̃ ∈ C2[0, 1] è

(11.23)
..

x̃(t) = x̃(t), t ∈ [0, 1].

Ñëåäîâàòåëíî

(11.24) x̃(t) = c1e
t + c2e

−t, t ∈ [0, 1],

ñ êîíñòàíòè c1 è c2. Òå ñå îïðåäåëÿò îò äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Åäíîòî å

äàäåíîòî ïî óñëîâèå x̃(0) = 1, à äðóãîòî ñëåäâà îò (11.22) è å
.

x̃(1) = 0.
Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å åäíî âúçìîæíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å

x̃(t) =
1

1 + e2
et +

e2

1 + e2
e−t.

2) Íåêà x̃(t) = 0 ñàìî ïðè t = t∗. Àêî t∗ < 1, òîm(t) = 0 ïðè t ∈ (t∗, 1].
Ñåãà îò (11.20) ñëåäâà, ÷å x̃(t) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà â [t∗, 1] è ñëåä êàòî
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x̃(t∗) = 0, òî áèõìå ïîëó÷èëè x̃(t) < 0 çà t > t∗, êîåòî å íåâúçìîæíî. Àêî
ïúê t∗ = 1, òî m(t) = m0 > 0 ïðè t ∈ [0, 1]. Îò (11.21) ñëåäâà, ÷å

x̃(t) = 1−
∫ t

0

(∫ 1

v
x̃(τ) dτ

)
dv +m0t, t ∈ [0, 1].

Àêî ñúùåñòâóâà x̃, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà òîâà óðàâíåíèå, òî å îò âèäà
(11.24), êàòî îñâåí òîâà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà x̃(0) = 1, x̃(1) = 0 è
.

x̃(1) = m0. Ïúðâèòå äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ âëåêàò

x̃(t) = − 1

e2 − 1
et +

e2

e2 − 1
e−t.

Íî òîãàâà m0 =
.

x̃(1) = −2e/(e2 − 1) < 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
3) Àêî çà íÿêîè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè t1 è t2, 0 < t1 < t2 ≤ 1, èìàìå

x̃(t1) = x̃(t2) = 0 è x̃(t) > 0 ïðè t ∈ (t1, t2), òî m(t) = const âúðõó

(t1, t2). Ñåãà îò (11.20) ñëåäâà, ÷å
.

x̃ ñúâïàäà ï.í. â [t1, t2] ñ ìîíîòîííî
ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî x̃(t) å èçïúêíàëà âúðõó [t1, t2] è ñåãà îò
x̃(t1) = x̃(t2) = 0 óñòàíîâÿâàìå, ÷å x̃(t) ≤ 0 çà t ∈ (t1, t2) � ïðîòèâîðå÷èå.

4) Íàêðàÿ äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî çà íÿêîè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè
t1 è t2, 0 < t1 < t2 ≤ 1, èìàìå [t1, t2] ⊆ T . Òîãàâà x̃(t) = 0 çà t ∈ [t1, t2].
Ñëåäîâàòåëíî â èíòåðâàëà [t1, t2] ùå èìàìå

.

x̃(t) = 0,∫ 1

t
x̃(τ) dτ = const,

m(t) ñòðîãî íàìàëÿâà.

Òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ (11.20).
Ñ òîâà ðàçãëåäàõìå ñëó÷àÿ λ > 0.
Àêî λ = 0, òî H = pu è H å îãðàíè÷åíà îòãîðå ïî u â R, ñàìî àêî

p(t) = 0 ï.í. â [0, 1]. Îò (11.19) (ñ λ = 0) ñå âèæäà, ÷å p(t) å ìîíîòîí-
íî íàìàëÿâàùà â (0, 1]. Ñëåäîâàòåëíî p(t) = 0 çà âñÿêî t ∈ (0, 1]. Ïàê
îò (11.19) ñëåäâà µ([t, 1]) = 0 çà âñÿêî t ∈ (0, 1], îòêúäåòî íà ñâîé ðåä
ñëåäâà, ÷å T ⊆ {0}. Ñëåä êàòî x̃(0) ̸= 0, çàêëþ÷àâàìå, ÷å T = ∅ è µ = 0.
Ñëåäîâàòåëíî x̃(t) > 0 íàâñÿêúäå â [0, 1]. Çà îñòàíàëèòå äâà ìíîæèòå-
ëÿ íà Ëàãðàíæ ℓ0 è ℓ1 òåîðåìàòà íå äàâà ïîëåçíè çàâèñèìîñòè. Â òîçè
ñëó÷àé òîâà íåîáõîäèìî óñëîâèå íå íè ïîìàãà äà íàìåðèì âúçìîæíè ðå-
øåíèÿ íà çàäà÷àòà, íî àêî çà ïðåäïîëàãàåìîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà x̃(t)
èìàìå x̃(t) > 0 çà âñÿêî t ∈ [0, 1], òî ôàçîâîòî îãðàíè÷åíèå íå èãðàå ðîëÿ
(ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà x̃ â C[0, 1], â êîÿòî ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëà
îñòàâà íàé-ìàëêà â x̃). Â òàêúâ ñëó÷àé å ïðèëîæèì Ïðèíöèïúò çà ìàê-
ñèìóìà çà çàäà÷è áåç ôàçîâè îãðàíè÷åíèÿ, ôîðìóëèðàí â Òåîðåìà 9.3.
Ïðèëàãàìå òàçè òåîðåìà ñ f(t, x, u) := x2 + u2, φ(t, x, u) := u, U = R,
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b0(t, x) := (t, x − 1) è b1(t, x) := t − 1, êàòî m = n = s1 = 1 è s0 = 2.
Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí èìà ñúùèÿ âèä

H(t, x, u, p, λ) := p u− λ(x2 + u2).

Àêî çàäà÷àòà èìà ëîêàëíî ðåøåíèå (x̃(t), ũ(t)), êàòî x̃ ∈ AC[0, 1] è ũ
å îãðàíè÷åíà èçìåðèìà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó [0, 1], òî çà íåãî
ñúùåñòâóâàò ñïîðåä ïîñî÷åíàòà òåîðåìà λ ≥ 0, ℓ0 := (α, β) ∈ R2, ℓ1 ∈ R
è p ∈ AC[0, 1], íå âñè÷êèòå íóëà, òàêèâà, ÷å

.
p(t) = 2λ x̃(t) ï.í. â [0, 1],(11.25)

p(0) = β,(11.26)

p(1) = 0.(11.27)

Ñúùî òàêà ñïîðåä âòîðîòî òâúðäåíèå íà òåîðåìàòà çà ïî÷òè âñÿêî t ∈
[0, 1] ôóíêöèÿòà H(t, x̃(t), u, p(t), λ) äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò
ïî u â R â ũ(t).

Àêî äîïóñíåì, ÷å λ = 0, ïîëó÷àâàìå îò (11.25) è (11.27), ÷å p(t) ≡ 0.
Ïðåäâèä (11.26) ïîëó÷àâàìå îùå β = 0. Ñúùî òàêà ùîì p(t) ≡ 0 è λ = 0,
òî H(t, x, u, p, λ) ≡ 0, îòêúäåòî H(t, x, p, λ) ≡ 0. Ñïîðåä Òåîðåìà 9.3(iii)

H(0, x̃(0), p(0), λ) = −α, H(1, x̃(1), p(1), λ) = ℓ1.

Ñëåäîâàòåëíî α = ℓ1 = 0. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å âñè÷êè ìíîæèòåëè íà
Ëàãðàíæ ñà íóëà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Àêî λ > 0, òî ðàçñúæäåíèÿòà ñà íà ïðàêòèêà èíäåíòè÷íè ñ òåçè â
ñëó÷àé 1) ïî-ãîðå. Îòíîâî áëàãîäàðåíèå íà Òåîðåìà 9.3(ii) óñòàíîâÿâàìå,
÷å ũ(t) = p(t)/(2λ) ï.í. è ñëåäîâàòåëíî

(11.28) p(t) = 2λ
.

x̃(t) ï.í. â [0, 1].

Òúé êàòî p, x̃ ∈ AC[0, 1], îñíîâíàòà òåîðåìà íà äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåã-
ðàëíîòî ñìÿòàíå (òåîðåìàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí) çà ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë
è (11.25) âëåêàò p ∈ C1[0, 1], êàêòî è ÷å (11.25) å èçïúëíåíî íàâñÿêúäå.
Ñëåä òîâà ÷ðåç ñúùèÿ àðãóìåíò ñ ðàçìåíåíè ðîëè íà p è x̃ ïîëó÷àâàìå îò
(11.28), ÷å x̃ ∈ C2[0, 1], êàêòî è ÷å (11.28) å ñúùî èçïúëíåíî íàâñÿêúäå.
Íàêðàÿ (11.25) è (11.28) (èçïúëíåíè íàâñÿêúäå) âëåêàò (11.23). Ãðàíè÷-

íèòå óñëîâèÿ ñà äàäåíîòî ïî óñëîâèå x̃(0) = 1 è îùå
.

x̃(1) = p(1) = 0,
êîåòî ñëåäâà îò (11.25) (èçïúëíåíî íàâñÿêúäå) è (11.27). Òàêà è â òîçè
ñëó÷àé äîñòèãíàõìå äî ñúùîòî x̃, íàìåðåíî â ñëó÷àé 1).

Ñ òîâà ïðèêëþ÷èõìå ñ ðàçãëåæäàíåòî íà ñëó÷àÿ λ = 0 çà ïúðâîíà-
÷àëíî ôîðìóëèðàíàòà çàäà÷à â ïðèìåðà.

Óñòàíîâèõìå, ÷å åäèíñòâåíîòî âúçìîæíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å

x̃(t) =
1

1 + e2
et +

e2

1 + e2
e−t.
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Ùå äîêàæåì, ÷å òî äåéñòâèòåëíî ðåàëèçèðà è òî ãëîáàëåí ìèíèìóì íà
ôóíêöèîíàëà â çàäà÷àòà. Íåêà h ∈ AC[0, 1] è h(0) = 0. Èìàìå∫ 1

0

[
(
.

x̃(t) +
.
h(t))2 + (x̃(t) + h(t))2

]
dt =

∫ 1

0

( .

x̃(t)2 + x̃(t)2
)
dt

+ 2

∫ 1

0

.

x̃(t)
.
h(t) dt+ 2

∫ 1

0
x̃(t)h(t) dt+

∫ 1

0

( .
h(t)2 + h(t)2

)
dt.

Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë å íåîòðèöàòåëåí. Çà ñóìàòà íà âòîðèÿ è òðåòèÿ,
ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â ïúðâèÿ, íàìèðàìå∫ 1

0

.

x̃(t)
.
h(t) dt+

∫ 1

0
x̃(t)h(t) dt

=
.

x̃(1)h(1)−
.

x̃(0)h(0) +

∫ 1

0

(
x̃(t)−

..

x̃(t)
)
h(t) dt = 0,

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè, ÷å
.

x̃(1) = 0, h(0) = 0 è (11.23).
Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å ôóíêöèÿòà

x̃(t) =
1

1 + e2
et +

e2

1 + e2
e−t

å ãëîáàëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å ïîíåæå x̃(t) íå ðåàëèçèðà çà íèêîå t

ôàçîâîòî îãðàíè÷åíèå êàòî ðàâåíñòâî, òî ìîæåì äà ðåøèì òàçè çàäà÷à ñ
ïîìîùòà íà Òåîðåìà 9.3. Äîðè ò.ê. ðåøåíèåòî �è ïðèíàäëåæè íà C1[0, 1],
áèõìå ãî íàìåðèëè ïîñðåäñòâîì íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Îéëåð çà çàäà-
÷àòà ñúñ ñâîáîäåí êðàé (âæ. Çàäà÷à 1 â � 3) èëè äîðè ÷ðåç íåîáõîäèìîòî
óñëîâèå íà Îéëåð çà çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà. Ïðåèìóùåñòâîòî
íà Òåîðåìè 9.3 è 11.1 å â òîâà, ÷å íè äàâàò âúçìîæíîñò äà íàìåðèì
ðåøåíèÿòà â ïî-øèðîêîòî ïðîñòðàíñòâî íà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòèòå
ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà ï.í. ïðîèçâîäíà. À òåõíèÿò íåäîñòàòúê ñå ñúñòîè
â òîâà, ÷å ïîíÿêîãà íå íè ïîìàãàò äà íàìåðèì âñè÷êè ðåøåíèÿ íà åêñòðå-
ìàëíàòà çàäà÷à. Òîâà ñå ñëó÷âà, êîãàòî íå ìîæåì äà èçêëþ÷èì ñëó÷àÿ
λ = 0. Òîâà å îñîáåíî ñëàáîñò íà Òåîðåìà 11.1.

Çàäà÷è

Ðåøåòå åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è:

1.
∫ 1

0

(
.
x
2
(t)− x2(t)

)
dt −→ inf, x(0) = x(1) = 0, |x(t)| ≤ 1;

2.
∫ 1

0
x(t) dt −→ sup, x(0) = x(1) = 0, x(t) ≤ 1, | .x(t)| ≤ 1.
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Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, C ⊆ X è f : X → R.
Ðàçãëåæäàìå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(12.1)

∣∣∣∣∣f(x) −→ inf

x ∈ C.

Ùå äîêàæåì åäíî èçêëþ÷èòåëíî åëåìåíòàðíî, íî ïîëåçíî äîñòàòú÷íî
óñëîâèå çà íåéíèòå ðåøåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 12.1. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà φ : X → R å K-ôóíêöèÿ çà
çàäà÷àòà (12.1) â òî÷êàòà x̃ ∈ X, àêî:

(à) f(x̃) = φ(x̃);

(á) φ(x̃) ≤ φ(x), x ∈ C;

(â) φ(x) ≤ f(x), x ∈ C.

Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà φ : X → R å ëîêàëíà K-ôóíêöèÿ çà çàäà÷àòà
(12.1) â òî÷êàòà x̃ ∈ X, àêî ñâîéñòâà (á) è (â) ñà èçïúëíåíè â îêîëíîñò
íà x̃.

Ñëåäâà åäíî åëåìåíòàðíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðåøåíèå íà ðàçãëåæ-
äàíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à, ôîðìóëèðàíî â òåðìèíèòå íà K-ôóíêöèÿ.

Òâúðäåíèå 12.2. Àêî ñúùåñòâóâà (ëîêàëíà) K-ôóíêöèÿ çà çàäà÷àòà

(12.1) â òî÷êàòà x̃ ∈ X, òî x̃ å (ëîêàëíî) ðåøåíèå íà (12.1).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà φ(x) å (ëîêàëíà) K-ôóíêöèÿ íà çàäà÷àòà (12.1)
â òî÷êàòà x̃ ∈ X. Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà K-ôóíêöèÿ ïîëó-
÷àâàìå çà x ∈ C, ñúîòâåòíî x ∈ C ∩ U , êúäåòî U ⊂ X å îêîëíîñò íà
x̃:

f(x̃)
(à)
= φ(x̃)

(á)

≤ φ(x)
(â)

≤ f(x).

Áåëåæêà 12.3. Íåêà φ(x) å K-ôóíêöèÿ íà çàäà÷àòà (12.1) â òî÷êàòà
x̃ ∈ X (ãëîáàëíà). Òîãàâà, êàêòî óñòàíîâèõìå òîêó-ùî, x̃ å ãëîáàëíî
ðåøåíèå íà (12.1). Íåêà x ∈ X å äðóãî ãëîáàëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
Òîãàâà îò äåôèíèöèÿòà íà K-ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å

f(x) = f(x̃)
(à)
= φ(x̃)

(á)

≤ φ(x)
(â)

≤ f(x).

Ñëåäîâàòåëíî
φ(x̃) = φ(x) = f(x),
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îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà φ(x) ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà (à)-(â) ñ
x íà ìÿñòîòî íà x̃. Ñëåäîâàòåëíî φ(x) å K-ôóíêöèÿ çà çàäà÷àòà (12.1) â
òî÷êàòà x ∈ X. Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å àêî äàäåíà ôóíêöèÿ å K-ôóíêöèÿ
çà çàäà÷àòà (12.1) â íÿêîå íåéíî ðåøåíèå, òî òÿ å K-ôóíêöèÿ âúâ âñÿêî
äðóãî ðåøåíèå. Òîâà íè äàâà îñíîâàíèÿ äà ãîâîðèì çà K-ôóíêöèÿ çà

çàäà÷àòà. Äà íàïîìíèì, ÷å ïðîâåäåíèòå òóê ðàçñúæäåíèÿ êàñàÿò ñàìî
ãëîáàëíèòå ðåøåíèÿ.

Äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà ìèíèìóì â Òâúðäåíèå 12.2 ñå óñòàíîâÿâà
ëåñíî, íî íå ïðåäñòàâëÿâà åôåêòèâåí íà÷èí çà ðåøàâàíå êîíêðåòíè åê-
ñòðåìàëíè çàäà÷è. Íåãîâîòî çíà÷åíèå ïî-ñêîðî ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å íè
ïðåäîñòàâÿ îáù ìåòîä çà óñòàíîâÿâàíå íà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åêñòðå-
ìóì. Òóê ùå ðàçãëåäàìå äâå òàêèâà íåãîâè ïðèëîæåíèÿ: çà èçïúêíàëè
è çà ãëàäêè çàäà÷è.

12.1 Èçïúêíàëè çàäà÷è

Íåêà X å òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . , n,
ñà èçïúêíàëè ôóíêöèè è A ⊆ X å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî. Ðàçãëåæäàìå
çàäà÷àòà

(12.2)

∣∣∣∣∣∣∣
f0(x) −→ inf

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n, (∗)
x ∈ A. (∗∗)

Çà x̃ ∈ X äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

φ(x) := f0(x̃)−
n∑

i=1

λifi(x),

êúäåòî

(12.3) λi ≥ 0, λifi(x̃) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Äà ïîëîæèì C := {x ∈ A : fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n}. Î÷åâèäíî φ(x)
óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâà (à) è (á) íà äåôèíèöèÿòà çà K-ôóíêöèÿ. Îñòàâà
äà ñå ïîêàæå, ÷å çà íÿêîå x̃ ìíîæèòåëèòå λi, óäîâëåòâîðÿâàùè (12.3),
ìîæå òàêà äà ñå îïðåäåëÿò, ÷å äà èìàìå

φ(x) ≤ f0(x), x ∈ A.

Ðàçáèðà ñå, çà äà ïîñòèãíåì òîâà ïî-ëåñíî, å ïîëåçíî äà çíàåì íàé-
ìàëêàòà ñòîéíîñò íà f0(x) ïðè óñëîâèÿòà (∗)-(∗∗) è êîè îò óñëîâèÿòà
(∗) ñå èçïúëíÿâàò êàòî ðàâåíñòâà â òî÷êà íà ìèíèìóì.

Îáðàçóâàíèòå ïî ãîðíèÿ íà÷èí K-ôóíêöèè çà èçïúêíàëàòà çàäà÷à ñå
íàðè÷àò ñòàíäàðòíè.
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12.2 Ãëàäêè çàäà÷è

Ïðåìèíàâàìå êúì åäíî ñëåäñòâèå íà Òâúðäåíèå 12.2 çà ãëàäêè çàäà÷è.
Â íåãîâàòà ôîðìóëèðîâêà îñíîâíà ðîëÿ èãðàå âòîðàòà ïðîèçâîäíà ïî
Ôðåøå.

Òåîðåìà 12.4. Íåêà f : X → R è F : X → Y , êúäåòî X è Y ñà áàíàõîâè

ïðîñòðàíñòâà. Ðàçãëåæäàìå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(12.4) f(x) −→ inf, F (x) = 0.

Çà x ∈ X è y∗ ∈ Y ∗ ïîëàãàìå

L(x, y∗) := f(x) + ⟨y∗, F (x)⟩.

Íåêà òî÷êàòà x̃ ∈ X óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(à) èçîáðàæåíèÿòà f(x) è F (x) ïðèòåæàâàò ïúðâà è âòîðà ïðîèç-

âîäíà íà Ôðåøå â îêîëíîñò íà x̃, êàòî âòîðèòå ïðîèçâîäíè ñà

íåïðåêúñíàòè â x̃;

(á) F (x̃) = 0;

(â) ImF ′(x̃) = Y ;

(ã) ñúùåñòâóâàò ỹ∗ ∈ Y ∗ è α > 0 òàêèâà, ÷å:

L′
x(x̃, ỹ

∗) = 0

è

L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(ξ, ξ) ≥ α ∥ξ∥2X ∀ξ ∈ KerF ′(x̃).

Òîãàâà x̃ å ëîêàëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (12.4).

Áåëåæêà 12.5. Äà ïðèïîìíèì, ÷å L(x, y∗) å ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ çà
åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (12.4) è ñïîðåä Òåîðåìà 4.6 óñëîâèåòî äà ñúùåñò-
âóâà ỹ∗ ∈ Y ∗ òàêîâà, ÷å L′

x(x̃, ỹ
∗) = 0 å íåîáõîäèìî, çà äà áúäå òî÷êàòà x̃

íåéíî ðåøåíèå. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî ñà íàëèöå âñè÷êè íàïðàâåíè
ïðåäïîëîæåíèÿ â Òåîðåìà 12.4 áåç íåïðåìåííî âòîðîòî â (ã) è òî÷êàòà x̃
å ðåøåíèå íà çàäà÷à (12.4), òî L′′

xx(x̃, ỹ
∗)(ξ, ξ) ≥ 0 çà âñÿêî ξ ∈ KerF ′(x).

Â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ïîìîùíî
òâúðäåíèå.

Ëåìà 12.6. Íåêà X è Y ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà, F : X → Y å

äèôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â òî÷êàòà x0 ∈ X, êàòî ImF ′(x0) = Y ,
è íåêà F (x0) = 0. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà,

÷å àêî ∥ζ − x0∥X < δ è F (ζ) = 0, òî ñúùåñòâóâà η ∈ X òàêîâà, ÷å

ζ − x0 − η ∈ KerF ′(x0) è ∥η∥X ≤ ε∥ζ − x0∥X .
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Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî çà ζ = x0 � ìîæåì äà âçåìåì
η = 0. Ïî-íàòàòúê, ùå ñ÷èòàìå, ÷å ζ ̸= x0.

Íåêà ñ BZ(z0, r) îçíà÷èì îòâîðåíîòî êúëáî â íîðìèðàíîòî ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî Z ñ öåíòúð òî÷êàòà z0 è ðàäèóñ r > 0. Îò òåîðåìàòà çà
îòâîðåíîòî èçîáðàæåíèå1 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ1 > 0 òàêîâà, ÷å

(12.5) F ′(x0)
(
BX(0, 1)

)
⊇ BY (0, δ1).

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî. Ùîì F (x) å äèôåðåíöèðóåìî ïî
Ôðåøå â x0, òî ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî ∥ζ − x0∥X < δ, òî

∥F (ζ)− F (x0)− F ′(x0)(ζ − x0)∥Y < ε δ1∥ζ − x0∥X .

Àêî F (ζ) = 0 è ùîì F (x0) = 0, òî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïðèäîáèâà âèäà

∥F ′(x0)(ζ − x0)∥Y < ε δ1∥ζ − x0∥X .

Ñëåä êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ε ∥ζ − x0∥X , ïîëó÷àâàìå∥∥F ′(x0)
[(
ε ∥ζ − x0∥X

)−1
(ζ − x0)

]∥∥
Y
< δ1.

Ñåãà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä (12.5), çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà η̃ ∈ X ñ
∥η̃∥X < 1 òàêîâà, ÷å

(12.6) F ′(x0)η̃ = F ′(x0)
[(
ε ∥ζ − x0∥X

)−1
(ζ − x0)

]
.

Ïîëàãàìå η := ε ∥ζ − x0∥X η̃. Òîãàâà ∥η∥X < ε∥ζ − x0∥X è áëàãîäàðåíèå
íà (12.6) èìàìå F ′(x0)

(
η − (ζ − x0)

)
= 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ζ − x0 − η ∈

KerF ′(x0).

Ãîòîâè ñìå äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 12.4.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 12.4. Äà îçíà÷èì ñ U îêîëíîñòòà íà òî÷êàòà
x̃, â êîÿòî ñà èçïúëíåíè íàïðàâåíèòå â (à) ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïðèëàãàìå
òåîðåìàòà íà Ëþñòåðíèê êúì èçîáðàæåíèåòî F (x) â òî÷êàòà x0 = x̃.
Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ⊆ U íà x̃, êîíñòàíòà c > 0
è èçîáðàæåíèå h : V → X òàêèâà, ÷å

F (x+ h(x)) = 0,(12.7)

∥h(x)∥X ≤ c∥F (x)∥Y(12.8)

çà âñÿêî x ∈ V . Äà ïðèïîìîíèì, ÷å ñïîðåä (á) F (x̃) = 0. Îòòóê íàòàòúê
ùå ïðåäïîëàãàìå âèíàãè, ÷å x ∈ V .

1Òåîðåìàòà çà îòâîðåíîòî èçîáðàæåíèå ãëàñè, ÷å àêî X è Y ñà áàõàíîâè ïðîñòðàí-
ñòâà è Λ : X → Y å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð, êàòî Λ(X) = Y , òî îáðàçúò íà âñÿêî
îòâîðåíî ìíîæåñòâî â X, ïîä äåéñòâèåòî íà Λ, å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Y .

123



12 Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì

Ùå ïîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà

φ(x) := f(x̃)− ⟨ỹ∗, F (x)⟩ − ∥h(x)∥X

å ëîêàëíà K-ôóíêöèÿ çà çàäà÷àòà (12.4) â òî÷êàòà x̃. Îòòóê, áëàãîäà-
ðåíèå íà Òâúðäåíèå 12.2 ñ C = KerF , âåäíàãà ñëåäâà, ÷å x̃ å ëîêàëíî
ðåøåíèå íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à.

Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî F (x) = 0, òî îò (12.8) ñëåäâà, ÷å h(x) = 0 è
òîãàâà φ(x) = f(x̃). Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà φ(x) ïðèòåæàâà ñâîéñòâà
(à) è (á) â Äåôèíèöèÿ 12.1 ïðè x ∈ C ∩ V . Îñòàâà äà ïðîâåðèì ñâîéñòâî
(â), ò.å. äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ′ íà x̃ òàêàâà, ÷å φ(x) ≤
f(x) ïðè x ∈ C ∩ V ′.

Äà ïîëîæèì
g(x) := L(x, ỹ∗)− f(x̃).

Òîãàâà

(12.9) f(x)− φ(x) = g(x) + ∥h(x)∥X .

Ñïîðåä íàïðàâåíèòå â (à), (á) è (ã) ïðåäïîëîæåíèÿ, ôóíêöèÿòà g(x) ïðè-
òåæàâà ïúðâà è âòîðà ïðîèçâîäíà íà Ôðåøå âúâ V , ïðè òîâà

g(x̃) = 0, g′(x̃) = 0, g′′(x̃) = L′′
xx(x̃, ỹ

∗)

è ñëåäîâàòåëíî

(12.10) g(x) =
1

2
L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(x− x̃, x− x̃) + o(∥x− x̃∥2X).

Ïðåäñòàâÿìå ðàçëèêàòà íà f(x) è φ(x) âúâ âèäà (âæ. (12.9))

(12.11) f(x)− φ(x) = [g(x)− g(x+ h(x))] + ∥h(x)∥X + g(x+ h(x)).

Ñïîðåä òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ èìàìå

(12.12) |g(x)− g(x+ h(x))| ≤ sup
t∈[0,1]

∥g′(x+ th(x))∥ ∥h(x)∥X .

Ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà íàïðàâèì ∥g′(x + th(x))∥ êîëêîòî æåëàåì
ìàëêà ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1], ñòèãà äà âçåìåì x äîñòàòú÷íî áëèçî äî x̃.
Çà âñÿêî t ∈ [0, 1], êàòî èçïîëçâàìå (12.8), óñòàíîâÿâàìå, ÷å

∥x+ th(x)− x̃∥X ≤ ∥x− x̃∥X + ∥h(x)∥X
≤ ∥x− x̃∥X + c ∥F (x)∥Y .

Ñåãà, êàòî âçåìåì îùå ïðåäâèä, ÷å F (x) å íåïðåêúñíàòî â x̃ è F (x̃) = 0,
çàêëþ÷àâàìå, ÷å ìîæåì äà íàïðàâèì x+ th(x) êîëêîòî æåëàåì áëèçî äî
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x̃ è òî ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1], ñòèãà äà âçåìåì x äîñòàòú÷íî áëèçî äî
x̃; êàçàíî ïî äðóã íà÷èí:

(12.13) ∀δ > 0 ∃ δ′ > 0 : ∥x− x̃∥X < δ′

=⇒ ∥x+ th(x)− x̃∥X < δ ∀t ∈ [0, 1].

Îò äðóãà ñòðàíà ïðîèçâîäíàòà g′(x) å íåïðåêúñíàòà â îïåðàòîðíàòà
íîðìà, êàêòî ñëåäâà îò (à), è g′(x̃) = 0. Êàòî âçåìåì îùå ïðåäâèä (12.13),
óñòàíîâÿâàìå, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V1 íà x̃ òàêàâà, ÷å

∥g′(x+ th(x))∥ < ε ∀t ∈ [0, 1] ∀x ∈ V1.

Ñåãà, êàòî ñå âúðíåì êúì (12.12), çàêëþ÷àâàìå, ÷å

(12.14) |g(x)− g(x+ h(x))| ≤ ε ∥h(x)∥X ∀x ∈ V1.

Ùå îöåíèì ïîñëåäíîòî ñúáèðàåìî â äÿñíàíà ñòðàíà íà (12.11). Çà
êðàòêîñò ïîëàãàìå ζ := ζ(x) := x+ h(x). Îò ôîðìóëà (12.10) ñ ζ âìåñòî
x ïîëó÷àâàìå

(12.15) g(ζ) =
1

2
L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(ζ − x̃, ζ − x̃) + o(∥ζ − x̃∥2X).

Ñïîðåä (12.7) èìàìå, ÷å, àêî x ∈ V , òî F (ζ) = 0. Ïðèëàãàìå Ëåìà 12.6 ñ
x0 = x̃. Òàêà óñòàíîâÿâàìå, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V2 íà
x̃ òàêàâà, ÷å àêî ζ ∈ V2, òî ñúùåñòâóâà η ∈ X, çàâèñåùî îò x, òàêîâà, ÷å

(12.16) ζ − x̃− η ∈ KerF ′(x̃) è ∥η∥X < ε∥ζ − x̃∥X .

Îò (12.13) ñ t = 1 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V3 íà x̃ òàêàâà,
÷å àêî x ∈ V3, òî ζ ∈ V2. Òîãàâà èìàìå, ÷å çà âñÿêî ôèêñèðàíî x ∈ V3
ñúùåñòâóâà η ∈ X, óäîâëÿòâîðÿâàùî (12.16).

Êàòî èçïîëçâàìå (ã), êàêòî è îãðàíè÷åíîñòòà, áèëèíåéíîñòòà è ñè-
ìåòðè÷íîñòòà íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà, ïîëó÷àâàìå ñ d := ∥L′′

xx(x̃, ỹ
∗)∥

L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(ζ − x̃, ζ − x̃) = L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(ζ − x̃− η, ζ − x̃− η)

+ 2L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(η, ζ − x̃− η) + L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(η, η)

≥ α ∥ζ − x̃− η∥2X − 2d ∥η∥X ∥ζ − x̃− η∥X − d ∥η∥2X
≥ α

(
∥ζ − x̃∥X − ∥η∥X

)2 − 2d ∥η∥X
(
∥ζ − x̃∥X + ∥η∥X

)
− d ∥η∥2X .

Ñåãà çà ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî x ∈ V3 è ñúîòâåòâàùîòî ìó η ïîëó÷àâàìå
îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâîòî â (12.16), îöåíêàòà

L′′
xx(x̃, ỹ

∗)(ζ − x̃, ζ − x̃) ≥
[
α(1− ε)2 − 2dε(1 + ε)− dε2

]
∥ζ − x̃∥2X .
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Îòòóê è (12.15), êàòî èçïîëçâàìå îùå (12.13), óñòàíîâÿâàìå, ÷å ñúùåñò-
âóâà îêîëíîñò V4 íà x̃ òàêàâà, ÷å àêî x ∈ V4, òî

(12.17) g(x+h(x)) ≥ 1

2

[
α(1− ε)2 − 2dε(1 + ε)− dε2 − ε

]
∥x+h(x)−x̃∥2X .

Íàêðàÿ, êàòî êîìáèíèðàìå (12.11), (12.14) è (12.17), óñòàíîâÿâàìå, ÷å
çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà îêîëíîñò V ′ íà x̃ òàêàâà, ÷å çà x ∈ V ′ èìàìå

f(x)− φ(x) ≥ (1− ε)∥h(x)∥X

+
1

2

[
α(1− ε)2 − 2dε(1 + ε)− dε2 − ε

]
∥x+ h(x)− x̃∥2X .

Çà äà ïðèêëþ÷èì äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàâà äà ôèêñèðàìå ε ∈ (0, 1) òàêà,
÷å èçðàçúò â êâàäðàòíèòå ñêîáè äà å íåîòðèöàòåëåí (à òîâà å òàêà çà
äîñòàòú÷íî ìàëêè ε > 0).

Ïðèìåð 12.1. Ùå äåìîíñòðèðàìå Òåîðåìà 12.4 â íàìèðàíåòî íà ëîêàëíè
ðåøåíèÿ íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

(12.18)
∫ 1

0

.
x(t)2 dt −→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1.

Ùå ïîòúðñèì ðåøåíèåòî �è â åñòåñòâåíàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò íà ôóí-
êöèîíàëà, à èìåííî ìíîæåñòâîòî îò àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè
âúðõó èíòåðâàëà [0, 1], êâàäðàòèòå íà ÷èèòî ïúðâè ïðîèçâîäíè ñà èíòåã-
ðóåìè ïî Ëåáåã âúðõó [0, 1]. Òîâà ìíîæåñòâî îò ôóíêöèè ñå îçíà÷àâà
÷ðåç W 1

2 [0, 1]. Ñíàáäåíî ñ íîðìàòà

∥x∥W 1
2 [0,1]

:= ∥x∥L2[0,1]+∥ .
x∥L2[0,1] =

(∫ 1

0
x(t)2 dt)

)1/2

+

(∫ 1

0

.
x(t)2 dt

)1/2

,

òî å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà ñ X := W 1
2 [0, 1], Y := R2, f(x) :=

∫ 1

0

.
x(t)2 dt è

F (x) := (x(0), x(1)− 1).
Çà äà óñòàíîâèì (à) ïî îòíîøåíèå íà f(x), èçïîëçâàìå, ÷å çà x, h ∈

W 1
2 [0, 1] èìàìå

f(x+ h) = f(x) + 2

∫ 1

0

.
x(t)

.
h(t) dt+

∫ 1

0

.
h(t)2 dt.

Çàáåëÿçâàìå, ÷å ∫ 1

0

.
h(t)2 dt = ∥

.
h∥2L2[0,1]

= o(∥h∥W 1
2 [0,1]

).
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Çà âñÿêî ôèêñèðàíî x ∈W 1
2 [0, 1] èíòåãðàëúò∫ 1

0

.
x(t)

.
h(t) dt

äåôèíèðà ëèíååí îãðàíè÷åí ôóíêöèîíàë íà h âW 1
2 [0, 1]. Îãðàíè÷åíîñòòà

ñå óñòàíîâÿâà ñ ïîìîùòà íà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè.
Àíàëîãè÷íî ∫ 1

0

.
h1(t)

.
h2(t) dt

äåôèíèðà áèëèíååí ñèìåòðè÷åí îãðàíè÷åí ôóíêöèîíàë íà ïðîìåíëèâàòà
(h1, h2) â W 1

2 [0, 1]×W 1
2 [0, 1].

Ñëåäîâàòåëíî

f ′(x)h = 2

∫ 1

0

.
x(t)

.
h(t) dt, f ′′(x)(h, h) = 2

∫ 1

0

.
h(t)2 dt.

Ôóíêöèîíàëúò f ′′(x) íå çàâèñè îò x. Ñëåäîâàòåëíî òðèâèàëíî å íåïðå-
êúñíàò ïî x â îïåðàòîðíàòà íîðìà.

Îòíîñíî èçîáðàæåíèåòî F (x) èìàìå çà x, h ∈W 1
2 [0, 1]

F (x+ h) = F (x) + (h(0), h(1)).

Ùå äîêàæåì, ÷å èçîáðàæåíèåòî, êîåòî íà h ∈W 1
2 [0, 1] ñúïîñòàâÿ òî÷êàòà

(h(0), h(1)) ∈ R2, å îãðàíè÷åíî. Î÷åâèäíî òî å ëèíåéíî. Íåêà ñ÷èòàìå çà
îïðåäåëåíîñò, ÷å R2 å ñíàáäåíî ñ åâêëèäîâàòà íîðìà, íî äà íàïîìíèì, ÷å
â êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî âñåêè äâå íîðìè ñà åêâèâàëåíòíè. Ñ òîâà
ùå ñìå ïîêàçàëè, ÷å çà âñÿêî x ∈W 1

2 [0, 1]

F ′(x)h = (h(0), h(1)), F ′′(x) = 0.

Çà äà äîêàæåì, ÷å èçîáðàæåíèåòî, êîåòî íà h ∈ W 1
2 [0, 1] ñúïîñòàâÿ

(h(0), h(1)) ∈ R2, å îãðàíè÷åíî, å äîñòàòú÷íî äà ñå óâåðèì, ÷å ñúùåñòâóâà
ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c0 òàêàâà, ÷å

|h(0)|, |h(1)| ≤ c0∥h∥W 1
2 [0,1]

, h ∈W 1
2 [0, 1].

Çà òàçè öåë, îò ñâîÿ ñòðàíà, å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å

(12.19) |h(0)| ≤ ∥h∥W 1
2 [0,1]

, h ∈W 1
2 [0, 1],

çàùîòî, êàêòî íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà,

|h(1)− h(0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

.
h(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|
.
h(t)| dt

≤
(∫ 1

0

.
h(t)2 dt

)1/2

= ∥
.
h∥L2[0,1] ≤ ∥h∥W 1

2 [0,1]
,

(12.20)
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êàòî ïðè âòîðàòà îöåíêà èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (èëè ïúê
òîâà íà Éåíñåí).

Äà äîêàæåì (12.19). Àêî ñúùåñòâóâà ξ ∈ [0, 1] òàêîâà, ÷å h(ξ) = 0, òî
àíàëîãè÷íî íà (12.20) ïîëó÷àâàìå

|h(0)| =
∣∣∣∣∫ ξ

0

.
h(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ξ

0
|
.
h(t)| dt

≤
∫ 1

0
|
.
h(t)| dt ≤ ∥h∥W 1

2 [0,1]
.

Ñ òîâà óñòàíîâèõìå (12.19) ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å h(t) èìà íóëà.
Àêî h(t) íÿìà íóëà â [0, 1], òî, ïîíåæå å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òÿ

ïðèåìà èëè ñàìî ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè, èëè ñàìî îòðèöàòåëíè. Ùå
ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ ñëó÷àé � âòîðèÿò ñå ñâåæäà êúì íåãî, êàòî âìåñòî
h âçåìåì −h. Êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî íåïðåêúñíàòîñòòà íà h(t), çàêëþ-
÷àâàìå, ÷å h(t) èìà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò â [0, 1] è òÿ å ïîëîæèòåëíà. Äà
îçíà÷èì íÿêîÿ îò ñòîéíîñòèòå íà àðãóìåíòà, â êîÿòî òÿ ñå äîñòèãà, ñ ξ.
Òîãàâà h(t) ≥ h(ξ) > 0 çà âñÿêî t ∈ [0, 1]. Àíàëîãè÷íî íà (12.20), ïîêàç-
âàìå, ÷å

h(0)− h(ξ) ≤ ∥
.
h∥L2[0,1],

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

(12.21) h(0) ≤ h(ξ) + ∥
.
h∥L2[0,1].

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å

∥h∥L2[0,1] =

(∫ 1

0
h(t)2 dt

)1/2

≥ h(ξ),

çà äà èçâëå÷åì îò (12.21) íåðàâåíñòâîòî (12.19) â òîçè ñëó÷àé.
Ñ òîâà ïðîâåðèõìå, ÷å ñà íàëèöå óñëîâèÿòà â (à) íà Òåîðåìà 12.4 âúâ

âñÿêà òî÷êà x̃. Óñëîâèå (â) å ñúùî òðèâèàëíî èçïúëíåíî âúâ âñÿêà òî÷êà
x̃.

Ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ çà ðàçãëåæäàíàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à ñå äå-
ôèíèðà ÷ðåç

L(x, ℓ1, ℓ2) := f(x) + ℓ1x(0) + ℓ2(x(1)− 1),

êúäåòî ℓ1, ℓ2 ∈ R. Òóê èçïîëçâàìå, ÷å îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè ôóíêöèî-
íàëè y∗ íàä Y = R2 ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

⟨y∗, y⟩ = ℓ1y1 + ℓ2y2, y = (y1, y2) ∈ R2,

ñ íÿêàêâè ℓ1, ℓ2 ∈ R.
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Êàêòî âå÷å ïðèïîìíèõìå (âæ. Áåëåæêà 12.5), óñëîâèåòî çà äàäåíî x̃ ∈
W 1

2 [0, 1], óäîâëåòâîðÿâàùî ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, äà ñúùåñòâóâàò ℓ̃1, ℓ̃2 ∈
R òàêèâà, ÷å

(12.22) L′
x(x̃, ℓ̃1, ℓ̃2)h = 0 ∀h ∈W 1

2 [0, 1]

å íåîáõîäèìî, çà äà áúäå x̃ ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Íåêà íàìåðèì ôóíêöè-
èòå x̃ ñ òîâà ñâîéñòâî. Çà h ∈W 1

2 [0, 1] èìàìå

L′
x(x̃, ℓ̃1, ℓ̃2)h = 2

∫ 1

0

.

x̃(t)
.
h(t) dt+ ℓ̃1h(0) + ℓ̃2h(1)

= 2

∫ 1

0

.

x̃(t)
.
h(t) dt+ ℓ̃1h(0) + ℓ̃2

(
h(0) +

∫ 1

0

.
h(t) dt

)
=

∫ 1

0
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2)
.
h(t) dt+ (ℓ̃1 + ℓ̃2)h(0).

Çàáåëÿçâàìå, ÷å çà äà å èçïúëíåíî (12.22), òðÿáâà äà èìàìå∫ 1

0
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2)
.
h(t) dt = 0 ∀h ∈W 1

2 [0, 1] è ℓ̃1 + ℓ̃2 = 0.

Äåéñòâèòåëíî, àêî äîïóñíåì, ÷å ℓ̃1 + ℓ̃2 ̸= 0, òî ñ h(t) := 1, âåäíàãà
ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ (12.22).

Ïî-íàòàòúê çàáåëÿçâàìå, ÷å óñëîâèåòî∫ 1

0
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2)
.
h(t) dt = 0 ∀h ∈W 1

2 [0, 1]

âëå÷å 2
.

x̃(t) + ℓ̃2 = 0 ï.í. Äåéñòâèòåëíî, àêî äîïóñíåì, ÷å 2
.

x̃(t) + ℓ̃2 >
0 âúðõó íÿêàêâî ïîäìíîæåñòâî S íà [0, 1] ñ ïîëîæèòåëíà ìÿðêà, òî ñ
ôóíêöèÿòà

h(t) :=

∫ t

0
χS(τ) dτ

èìàìå h ∈ AC[0, 1], çàùîòî χS ∈ L[0, 1],
.
h = χS è ñëåäîâàòåëíî h ∈

W 1
2 [0, 1] è îùå∫ 1

0
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2)
.
h(t) dt =

∫ 1

0
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2)χS(t) dt =

∫
S
(2

.

x̃(t) + ℓ̃2) dt > 0,

êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ (12.22). Ñëåäîâàòåëíî 2
.

x̃(t) + ℓ̃2 ≤ 0 ï.í. Àíà-

ëîãè÷íî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å 2
.

x̃(t) + ℓ2 ≥ 0 ï.í.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å 2
.

x̃(t)+ ℓ̃2 = 0 ï.í. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
.

x̃(t) = −ℓ̃2/2
ï.í., îòêúäåòî ïðåäâèä íà òîâà, ÷å x̃ ∈ AC[0, 1], ñëåäâà, ÷å x̃(t) å ëèíåéíà
ôóíêöèÿ. Òÿ òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ x̃(0) = 0 è
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x̃(1) = 1 (ò.å. óñëîâèå (á) â òåîðåìàòà). Îòòóê îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå,
÷å ðåøåíèåòî íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à (àêî èçîáùî èìà òàêîâà) ìîæå
äà áúäå ñàìî ôóíêöèÿòà x̃(t) := t, êàòî ñúîâåòíèòå ℓ̃1 è ℓ̃2 ñà ℓ̃1 = 2 è
ℓ̃2 = −2.

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å x̃(t) äåéñòâèòåëíî å ðåøåíèå. Çà òàçè öåë ùå ñå
óâåðèì, ÷å òÿ óäîâëåòâîðÿâà âòîðîòî óñëîâèå â (ã). Òîãàâà îò òåîðåìàòà
ùå ñëåäâà, ÷å x̃(t) å ðåøåíèå íà (12.18).

Çà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà L ïî x â (x̃, ℓ̃1, ℓ̃2) èìàìå

L′′
xx(x̃, ℓ̃1, ℓ̃2)(h, h) = 2

∫ 1

0

.
h(t)2 dt = 2∥

.
h∥2L2[0,1]

.

Çà äà óñòàíîâèì, ÷å òÿ ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî â (ã), òðÿáâà äà ïîêàæåì,
÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c1 òàêàâà, ÷å

∥h∥W 1
2 [0,1]

≤ c1∥
.
h∥L2[0,1] ∀h ∈ T,

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

T := KerF ′(x̃) = {h ∈W 1
2 [0, 1] : h(0) = h(1) = 0}.

Òîâà íåðàâåíñòâî íà ñâîé ðåä ñëåäâà îò

(12.23) ∥h∥L2[0,1] ≤ c2∥
.
h∥L2[0,1] ∀h ∈ T

ñ íÿêàêâà êîíñòàíòà c2. Çà äà óñòàíîâèì ïîñëåäíîòî, âçèìàìå ïðåäâèä,
÷å àêî h ∈ AC[0, 1] è h(0) = 0, òî

h(t) =

∫ t

0

.
h(τ) dτ

è ñëåäîâàòåëíî

∥h∥L2[0,1] =

(∫ 1

0
h(t)2dt

)1/2

=

(∫ 1

0

(∫ t

0

.
h(τ) dτ

)2

dt

)1/2

≤

(∫ 1

0

(∫ t

0
|
.
h(τ)| dτ

)2

dt

)1/2

≤

(∫ 1

0

(∫ 1

0
|
.
h(τ)| dτ

)2

dt

)1/2

=

∫ 1

0
|
.
h(τ)| dτ ≤

(∫ 1

0

.
h(τ)2 dτ

)1/2

= ∥
.
h∥L2[0,1],

êàòî ïðè ïîñëåäíàòà îöåíêà èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè (èëè
ïúê òîâà íà Éåíñåí).

Ñ òîâà (12.23) å óñòàíîâåíî è îò Òåîðåìà 12.4 ñëåäâà, ÷å x̃(t) å ëîêàëíî
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (12.18).
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12 Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì

Ïîñëåäíîòî ðàçñúæäåíèå íè ïîäñêàçâà åäèí åëåìåíòàðåí íà÷èí äà
ïîêàæåì, ÷å x̃(t) å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, áåç äà ïðèáÿãâàìå äî Òåîðåìà
12.4. Ïðè òîâà ñ íåãîâà ïîìîù ñå óñòàíîâÿâà äîðè ÷å òàçè ôóíêöèÿ å
ãëîáàëåí ìèíèìóì.

Êàêòî ïî-ãîðå, ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè, çà âñÿêà ôóíê-
öèÿ x ∈ W 1

2 [0, 1], óäîâëåòâîðÿâàùà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ x(0) = 0, x(1) =
1, ïîëó÷àâàìå

1 = [x(1)− x(0)]2 =

(∫ 1

0

.
x(t) dt

)2

≤
∫ 1

0

.
x(t)2 dt.

Îò äðóãà ñòðàíà çà x̃(t) èìàìå∫ 1

0

.

x̃(t)2dt = 1.

Òåîðåìà 4.6 ïîêàçâà, ÷å äðóãè ðåøåíèÿ, âêëþ÷èòåëíî è ëîêàëíè, íÿìà.

Çàäà÷è

1. Èçâåäåòå, êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 12.4, äîñòàòú÷íî óñëîâèå
çà ëîêàëåí ìèíèìóì/ìàêñèìóì çà èçîáðàæåíèÿ, äåôèíèðàíè â Rn,
ñúñ ñòîéíîñòè â Rm.

2. Èçâåäåòå, êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 12.4, äîñòàòú÷íî óñëî-
âèå çà ñëàá ëîêàëåí ìèíèìóì/ìàêñèìóì çà çàäà÷àòà ñúñ çàêðåïåíè
êðàèùà.

3. Ïîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà x̃(t) := t å ñëàáî ëîêàëíî ðåøåíèå1 íà åê-
ñòðåìàëíàòà çàäà÷à îò Ïðèìåð 12.1, êàòî èçïîëçâàòå óðàâíåíèåòî
íà Îéëåð-Ëàãðàíæ çà çàäà÷èòå ñúñ çàêðåïåíè êðàèùà. Íå ïðîïóñ-
êàéòå äà óñòàíîâåòå, ÷å äåéñòâèòåëíî òàçè ôóíêöèÿ å ðåøåíèå íà
çàäà÷àòà. Âÿðíî ëè å, ÷å òîâà ðåøåíèå å ñèëíî?2 Ñðàâíåòå òåçè
ðåçóëòàòè ñ óñòàíîâåíîòî â Ïðèìåð 12.1

4. Äîêàæåòå òâúðäåíèåòî, èçêàçàíî â êðàÿ íà Áåëåæêà 12.5.

1Ñëàáî â ñìèñúë, ÷å îêîëíîñòèòå ñå ðàçãëåæäàò â íîðìàòà íà C1[0, 1].
2Îêîëíîñòèòå ñå ðàçãëåæäàò â íîðìàòà íà C[0, 1].
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Òóê ùå ðåøèì íÿêîëêî êîíêðåòíè åêñòðåìàëíè çàäà÷è, êàòî ïðèëîæèì
èçó÷åíèòå ìåòîäè.

Ïðåäè äà ïðèëîæèì íÿêîÿ îáùà òåîðåìà êúì åêñòðåìàëíà çàäà÷à,
äîáðå å ïúðâî äà ïðîâåðèì äàëè òÿ íÿìà åëåìåíòàðíî ðåøåíèå. Åòî åäèí
òàêúâ ñëó÷àé (âæ. Ïðèìåð 9.1)

Çàäà÷à 1. Ðåøåòå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∫ 1

0
x(t) dt −→ inf,

.
x(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, x(0) = 0.

Òóê x ∈ AC[0, 1].

Ðåøåíèå. Ùîì x ∈ AC[0, 1] è x(0) = 0, òî

(13.1) x(t) =

∫ t

0

.
x(τ) dτ =

∫ t

0
u(τ) dτ.

Ñëåäîâàòåëíî, ðàçìåíÿéêè ðåäà íà èíòåãðèðàíå (òåîðåìà íà Ôóáèíè),
ïîëó÷àâàìå∫ 1

0
x(t) dt =

∫ 1

0

(∫ t

0
u(τ) dτ

)
dt =

∫ 1

0
u(τ)

(∫ 1

τ
dt

)
dτ

=

∫ 1

0
(1− τ)u(τ) dτ.

Ïðè óñëîâèåòî |u(t)| ≤ 1, ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ãîðå î÷åâèäíî äîñòèãà
ñâîÿ ìèíèìóì çà ôóíêöèÿòà u(τ) = −1. Ñåãà îò (13.1) ñëåäâà, ÷å ðå-
øåíèåòî íà çàäà÷àòà å x̃(t) = −t, ïðè òîâà òàçè ôóíêöèÿ å òî÷êà íà
ãëîáàëåí ìèíèìóì.

Çàäà÷à 2. Ðåøåòå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∫ 1

0

( .
x
2
(t) + x2(t)

)
dt− x2(1) −→ inf, x(0) = 1.

Òóê x ∈ AC[0, 1].

Ðåøåíèå. Òàçè çàäà÷à ìîæå äà ñå ðåøè ñ îáùàòà òåîðåìà çà çàäà÷àòà íà
Áîëöà (âæ. Çàäà÷à 2 â ãëàâà 3) èëè äà ñå ñâåäå êúì çàäà÷à ñúñ ñâîáîäåí
êðàé, êúì êîÿòî äà ñå ïðèëîæè èëè òâúðäåíèåòî â Çàäà÷à 1 â ãëàâà 3,
èëè Ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà. Äàëå÷ ïî-ëåñíî å îáà÷å â òàçè ñèòóàöèÿ
äà ðàçñúæäàâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
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Ñëåä êàòî

x2(1) = x2(0) +

∫ 1

0
2x(t)

.
x(t) dt

= 1 +

∫ 1

0
2x(t)

.
x(t) dt,

òî ∫ 1

0

( .
x
2
(t) + x2(t)

)
dt− x2(1) =

∫ 1

0

( .
x(t)− x(t)

)2
dt− 1.

Ñåãà âå÷å å î÷åâèäíî, ÷å åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à èìà ãëîáàëíî ðåøåíèå
(â ñèëåí ñìèñúë) è òî å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

.
x(t) = x(t),

x(0) = 1, êîåòî å x̃(t) := et.

Çàäà÷à 3. Èçâåäåòå Ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà âúâ ôîðìà íà Õàìèëòúí
çà çàäà÷àòà íà Ìàéåð

(13.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(t1, x(t1)) −→ inf
.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1],

u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0,

êàòî t0 ∈ R è x0 ∈ Rn ñà ôèêñèðàíè. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôàçîâàòà òðàåê-
òîðèÿ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) å âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ, ÷èèòî
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè, äîïóñòèìîòî óïðàâ-
ëåíèå u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) å ñ êîîðäèíàòíè ôóíêöèè, êîèòî ñà
îãðàíè÷åíè è èçìåðèìè (ïî Ëåáåã), U ⊆ Rm, ôóíêöèÿòà ψ(t, x) èìà íåï-
ðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî âòîðè ðåä â íÿêîå îòâîðåíî ìíîæåñòâî
â Rn+1 è èçîáðàæåíèåòî φ(t, x, u) å íåïðåêúñíàòî ïî (t, x) è íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìî ïî t, x1, . . . , xn â íÿêîå îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn+m+1,
êàêòî è îãðàíè÷åíî âúðõó íåãîâèòå îãðàíè÷åíè ïîäìíîæåñòâà.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ψ(t0, x(t0))
= 0. Ïîëàãàìå

f(t, x, u) := ψ′
t(t, x) + ψ′

x(t, x) · φ(t, x, u).

Òîãàâà çàäà÷àòà (13.2) å åêâèâàëåíòíà íà çàäà÷àòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1],

u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0,
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êúäåòî t0 å ôèêñèðàíî, à t1 å ñâîáîäíî. Êúì íåÿ ïðèëàãàìå Ïðèíöèïà çà
ìàêñèìóìà â Òåîðåìà 9.8 ñ ðàçìåíåíè ðîëè íà t0 è t1 è b1(t, x), çàìåñòåíî
ñ b0(t, x) := (t− t0, x−x0) (ñðâ. ñ Òåîðåìà 9.7). Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí
èìà âèäà

H(t, x, u, p, λ) := p · φ− λf = (p− λψ′
x(t, x)) · φ(t, x, u)− λψ′

t(t, x).

Çàäà÷à 4. Èçâåäåòå íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ðåøåíèåòî íà ñëåäíàòà çà-
äà÷à íà Ìàéåð

(13.3)

∣∣∣∣∣∣∣
ψ(t1, x(t1)) −→ inf
.
xi(t) ≥ 0 ï.í. â [t0, t1], i = 1, . . . , n,

x(t0) = x0,

êàòî t0 ∈ R è x0 ∈ Rn ñà ôèêñèðàíè. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôàçîâàòà òðàåê-
òîðèÿ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) å âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ, ÷èèòî
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòè, è ôóíêöèÿòà ψ(t, x)
èìà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî âòîðè ðåä â íÿêîå îòâîðåíî
ìíîæåñòâî â Rn+1.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ψ(t0, x(t0))
= 0. Ïîëàãàìå

f(t, x, u) := ψ′
t(t, x) + ψ′

x(t, x) · u.

Òîãàâà çàäà÷àòà (13.3) å åêâèâàëåíòíà íà çàäà÷àòà

(13.4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt −→ inf

.
x(t) = u(t), t ∈ [t0, t1],

u(t) ∈ [0,+∞)n,

x(t0) = x0,

êúäåòî t0 å ôèêñèðàíî, à t1 å ñâîáîäíî. Êúì íåÿ ïðèëàãàìå Ïðèíöèïà
çà ìàêñèìóìà â Òåîðåìà 9.8 (ñðâ. ñ ïðåäõîäíàòà çàäà÷à) ñ φ(t, x, u) := u,
U = [0,+∞)n è b0(t, x) := (t− t0, x− x0), êàòî m = n è s0 = n+ 1.

Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí èìà âèäà

H(t, x, u, p, λ) := p · φ− λf = (p− λψ′
x(t, x)) · u− λψ′

t(t, x).

Ïîëàãàìå è
H(t, x, p, λ) := sup

u∈[0,+∞)n
H(t, x, u, p, λ).
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Àêî (x̃(t), ũ(t), [t0, t̃1]) å ðåøåíèå íà (13.4), òî ñïîðåä Òåîðåìà 9.8(i) ñú-
ùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ = (ℓ0, ℓ1, . . . , ℓn) ∈ Rn+1 è p ∈ AC([t0, t̃1],Rn) òàêèâà,
÷å

.
p(t) = −H ′

x(t, x̃(t), ũ(t), p(t), λ) = λ
d

dt
ψ′
x(t, x̃(t)) ï.í. â [t0, t̃1],

p(t0) = (ℓ1, . . . , ℓn),(13.5)

p(t̃1) = 0.

Äèôåðåíöèàíîòî óðàâíåíèå è âòîðîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå âëåêàò

(13.6) p(t) = λ[ψ′
x(t, x̃(t))− ψ′

x(t̃1, x̃(t̃1))], t ∈ [t0, t̃1].

Ñïîðåä Òåîðåìà 9.8(ii) H(t, x̃(t), u, p(t), λ) äîñòèãà íàé-ãîëÿìà ñòîé-
íîñò ïî u ∈ [0,+∞)n â ũ(t) çà ïî÷òè âñÿêî t ∈ [t0, t̃1]. Îòòóê óñòàíîâÿâà-
ìå, ÷å

[pi(t)− λψ′
xi
(t, x̃(t))]ũi(t) = 0 ï.í. â [t0, t̃1], i = 1, . . . , n,(13.7)

è

H(t, x̃(t), p(t), λ) = −λψ′
t(t, x̃(t)), t ∈ [t0, t̃1].(13.8)

Çà âòîðîòî ðàâåíñòâî ãîðå ñìå âçåëè îùå ïðåäâèä, ÷å H(t, x̃(t), p(t), λ) è
ψ′
t(t, x) ñà íåïðåêúñíàòè (Òåîðåìà 9.8(iii)).
Îò Òåîðåìà 9.8(iii) ñëåäâà, ÷å

H(t0, x̃(t0), p(t0), λ) = −ℓ0(13.9)

H(t̃1, x̃(t̃1), p(t̃1), λ) = 0.(13.10)

Ïðåäâèä ðàâåíñòâîòî (13.8), óñëîâèåòî (13.10) îçíà÷àâà, ÷å

(13.11) λψ′
t(t̃1, x̃(t̃1)) = 0.

Ñïîðåä Òåîðåìà 9.8 ìíîæèòåëèòå λ, ℓ è p íå ñà åäíîâðåìåííî íóëà.
Àêî äîïóñíåì, ÷å λ = 0, îò (13.6) è (13.5) ïîëó÷àâàìå, ÷å p(t) ≡ 0 è
ℓi = 0, i = 1, . . . , n. Ñúùî òàêà îò (13.8) ñëåäâà, ÷å H(t, x̃(t), p(t), λ) ≡ 0,
êîåòî âëå÷å çàåäíî ñ (13.9), ÷å è ℓ0 = 0. Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî λ ̸= 0. Òîãàâà îò (13.11) ñëåäâà, ÷å

ψ′
t(t̃1, x̃(t̃1)) = 0,

à îò (13.7), (13.6) è ũ(t) =
.

x̃(t) ï.í. ñëåäâà, ÷å

ψ′
xi
(t̃1, x̃(t̃1))

.

x̃i(t) = 0 ï.í. â [t0, t̃1], i = 1, . . . , n.

Çà i ∈ {1, . . . , n} òîâà óñëîâèå å åêâèâàëåíòíî íà

ψ′
xi
(t̃1, x̃(t̃1)) = 0 èëè x̃i(t) ≡ x0,i,

êúäåòî x0 := (x0,1, . . . , x0,n).
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Çàäà÷à 5. Ðåøåòå åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T −→ inf
..
x(t) = u(t), t ∈ [0, T ],

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, T ],

x(0) = ξ,
.
x(0) = 0,

x(T ) =
.
x(T ) = 0.

Ðåøåíèå. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñòàíäàðòíèÿ âèä çà çàäà÷è
îò îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ T

0
dt −→ inf

.
x1(t) = x2(t) t ∈ [0, T ],
.
x2(t) = u(t) t ∈ [0, T ],

u(t) ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ],

x1(0) = ξ, x2(0) = 0,

x1(T ) = 0, x2(T ) = 0.

Òóê ôàçîâèòå òðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿâàò ñòàíäàðòíîòî ïðåäïîëîæåíèå
x1, x2 ∈ AC[0, T ], à óïðàâëåíèåòî u(t) å îãðàíè÷åíà èçìåðèìà ôóíê-
öèÿ. Îò ïúðâîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å äîðè èìàìå x1 ∈
C1[0, T ].

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 9.3 ñ f(t, x1, x2, u) := 1, φ(t, x1, x2, u) := (x2, u),
U := [−1, 1], b0(t, x1, x2) := (t, x1 − ξ, x2) è b1(t, x1, x2) := (x1, x2), êàòî
n = 2, m = 1, s0 = 3 è s1 = 2. Ôóíêöèÿòà íà Ïîíòðÿãèí èìà âèäà

H(t, x1, x2, u, p1, p2, λ) := p1x2 + p2u− λ.

Ïèøåì (x1, x2) âìåñòî x è (p1, p2) âìåñòî p.
Íåêà (x̃1(t), x̃2(t), ũ(t), [0, T̃ ]) å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Îò Òåîðåìà 9.3

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò λ ≥ 0, ℓ0 := (α, β, γ) ∈ R3, ℓ1 := (δ, ϵ) ∈ R2

è p1, p2 ∈ AC[0, T̃ ] òàêèâà, ÷å óäîâëåòâîðÿâàò ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå â
Òåîðåìà 9.3(i), êîåòî ñå ñâåæäà äî

(13.12)

∣∣∣∣∣
.
p1 = 0,
.
p2 = −p1

è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ (óñëîâèÿòà çà òðàíñâåðçàëíîñò)

p1(0) = β, p1(T̃ ) = −δ,

p2(0) = γ, p2(T̃ ) = −ϵ.
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Îòòóê âåäíàãà ïîëó÷àâàìå

p1(t) = β = −δ,(13.13)

p2(t) = −β t+ γ,(13.14)

β T̃ − γ = ϵ.(13.15)

Àêî äîïóñíåì, ÷å p2(t) ≡ 0, ò.å. àêî β = γ = 0, òî îò (13.13) è (13.15)
ñëåäâà, ÷å è δ = ϵ = 0. Ñëåäîâàòåëíî H(t, x1, x2, u, p1, p2, λ) = −λ, îò-
êúäåòî H(t, x̃1(t), x̃2(t), p1(t), p2(t), λ) = −λ çà âñÿêî t. Ñåãà îò Òåîðåìà
9.3(iii) ñëåäâà, ÷å

λ = α, λ = 0.

Òàêà âñè÷êè ìíîæèòåëè íà Ëàãðàíæ: λ, p1, p2, ℓ1 è ℓ2 ñå îêàçàõà ðàâíè
íà íóëà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å p2(t) ̸≡ 0.1

Ïî-íàòúê îò Òåîðåìà 9.3(ii) ñëåäâà, ÷å

ũ(t) = sgn p2(t) = sgn (γ − β t) ï.í. â [0, T̃ ],

îòòóê è äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå íà çàäà÷àòà ñëåäâà, ÷å

(13.16)
..

x̃(t) = sgn (γ − β t) ï.í. â [0, T̃ ],

êàòî β è γ íå ñà åäíîâðåìåííî íóëà. Îòòóê ùå îïðåäåëèì x̃. Ñëåä òîâà ùå
íàìåðèì T̃ , êàòî íàé-ìàëêîòî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî åäíîâåðåìåííî
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

x̃(T̃ ) =
.

x̃(T̃ ) = 0,

ñòèãà äà èìà òàêîâà.
Àêî äîïóñíåì, ÷å β = 0, òî γ ̸= 0 è ñ c := sgn γ îò (13.16) ïîëó÷àâàìå

.

x̃(t) = c t+ c1. Ñåãà îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ
.

x̃(0) =
.

x̃(T̃ ) = 0 ñëåäâà c = 0,
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî β ̸= 0.

Ïîëàãàìå t0 := γ/β. Àêî t0 ̸∈ (0, T̃ ), òî sgn (γ−β t) ïðèåìà åäíà è ñúùà
ñòîéíîñò, +1 èëè −1, â öåëèÿ èíòåðâàë (0, T̃ ) è îòíîâî ïîëó÷àâàìå, ÷å
.

x̃(t) å ëèíåéíà ôóíêöèÿ ñ íåíóëåâ êîåôèöèåíò ïðåä t, êîåòî ïðîòèâîðå÷è

1Â ñúãëàñèå ñ íàïðàâåíèòå êîìåíòàðè â ÷àñò 9.4 íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà äîñòèã-
íåì äî òîâà çàêëþ÷åíèå, ìîæå è äà íå âúâåæäàìå ìíîæèòåëèòå íà Ëàãðàíæ ℓ0 è
ℓ1, à ñàìî äà ðàçãëåäàìå p1, p2 è λ, çà êîèòî çíàåì, ÷å íå ñà åäíîâðåìåííî íó-
ëà (âæ. Òåîðåìà 9.7 ñ t0 := 0 è Òåîðåìà 9.5, íî ìîäèôèöèðàíà çà ôèêñèðàíà
ñòîéíîñò íà x(t) := (x1(t), x2(t)) â äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà). Îòíîâî çàïî÷âà-
ìå ñúñ ñïðåãíàòîòî óðàâíåíèå (13.12). Ñëåä òîâà îòíîâî äîïóñêàìå, ÷å p2(t) ≡ 0.
Òîâà âëå÷å p1(t) ≡ 0. Îòíîâî äîñòèãàìå äî H(t, x1, x2, u, p1, p2, λ) = −λ, îòêúäåòî
H(t, x̃1(t), x̃2(t), p1(t), p2(t), λ) = −λ çà âñÿêî t. Ñåãà îò àíàëîãà íà Òåîðåìà 9.5(iii) çà
ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà x(t) â äåñíèÿ êðàé ñëåäâà è λ = 0.
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íà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ
.

x̃(0) =
.

x̃(T̃ ) = 0. Ñëåäîâàòåëíî t0 ∈ (0, T̃ ) è îò
(13.16) èìàìå ï.í. â [0, T̃ ] ñ c := sgn γ

..

x̃(t) = sgn (γ − β t) =

{
c, t ∈ [0, t0),

−c, t ∈ (t0, T̃ ].

Êàòî èíòåãðèðàìå è âçåìåì ïðåäâèä óñëîâèåòî
.

x̃(0) = 0, ïîëó÷àâàìå

.

x̃(t) =

{
ct, t ∈ [0, t0],

c(2 t0 − t), t ∈ [t0, T̃ ].

Îò
.

x̃(T̃ ) = 0 ñëåäâà 2 t0 = T̃ . Òàêà èìàìå

.

x̃(t) =

{
ct, t ∈ [0, t0],

c(T̃ − t), t ∈ [t0, T̃ ].

Íàêðàÿ, êàòî èíòåãðèðàìå îùå âåäíúæ è âçåìåì ïðåäâèä, ÷å x̃(0) = ξ,
äîñòèãàìå äî

(13.17) x̃(t) =


ξ +

ct2

2
, t ∈ [0, T̃ /2],

ξ +
cT̃ 2

4
− c(T̃ − t)2

2
, t ∈ [T̃ /2, T̃ ].

Îò óñëîâèåòî x̃(T̃ ) = 0 ïîëó÷àâàìå T̃ 2 = −4cξ. Àêî ξ = 0, òî ðåøåíèåòî
å T̃ = 0 (òîçè ñëó÷àé å òðèâèàëåí). Èíà÷å, àêî åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à
èìà ðåøåíèå, òî c = −sgn ξ è T̃ = 2

√
|ξ|. Òàêà îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å

T̃ = 2
√

|ξ| å äåéñòâèòåëíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
Ùå ðàçãëåäàìå ïîäðîáíî ñëó÷àÿ ξ < 0. Ñëó÷àÿò ξ > 0 å ñèìåòðè÷åí

îòíîñíî àáöèñíàòà îñ. Îïòèìàëíàòà ôàçîâà òðàåêòîðèÿ, àêî ñúùåñòâóâà,
èìà âèäà

x̃(t) =


t2

2
− T̃ 2

4
, t ∈ [0, T̃ /2],

−(T̃ − t)2

2
, t ∈ [T̃ /2, T̃ ],

à îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå å (ï.í.)

ũ(t) =

{
1, t ∈ [0, T̃ /2],

−1, t ∈ (T̃ /2, T̃ ].

Çàáåëåæåòå, ÷å ũ(t) óäîâëåòâîðÿâà îãðàíè÷åíèåòî âúðõó óïðàâëåíèÿòà
êàòî ðàâåíñòâî.
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Ïðåäñòàâåíè ïîñðåäñòâîì äàäåíîòî òå èìàò âèäà

x̃(t) =


t2

2
− |ξ|, t ∈

[
0,
√
|ξ|
]
,

−
(2
√

|ξ| − t)2

2
, t ∈

[√
|ξ|, 2

√
|ξ|
]
,

è

ũ(t) =

1, t ∈
[
0,
√
|ξ|
]
,

−1, t ∈
(√

|ξ|, 2
√

|ξ|
]
.

Àêî x,
.
x ∈ AC[0, T ],

..
x(t) = u(t), êúäåòî u(t) å îãðàíè÷åíà èçìåðèìà

ôóíêöèÿ, è x(0) = ξ,
.
x(0) = x(T ) =

.
x(T ) = 0, òî çà t ∈ [0, T ] èìàìå

.
x(t) =

∫ t

0
u(τ) dτ,(13.18)

.
x(t) = −

∫ T

t
u(τ) dτ,(13.19)

x(t) = ξ +

∫ t

0

.
x(τ) dτ.(13.20)

Àíàëîãè÷íî çà t ∈ [0, T̃ ] èìàìå

.

x̃(t) =

∫ t

0
ũ(τ) dτ,(13.21)

.

x̃(t) = −
∫ T̃

t
ũ(τ) dτ,(13.22)

x̃(t) = ξ +

∫ t

0

.

x̃(τ) dτ.(13.23)

Íåêà T̃ /2 < T < T̃ . Àêî |u(t)| ≤ 1 ï.í. â [0, T ], òî

u(t) ≤ ũ(t) ï.í. â [0, T̃ /2](13.24)

ũ(t) ≤ u(t) ï.í. â [T̃ /2, T ].(13.25)

Îò (13.18), (13.21) è (13.24) ñëåäâà, ÷å çà t ∈ [0, T̃ /2] èìàìå

.
x(t) =

∫ t

0
u(τ) dτ ≤

∫ t

0
ũ(τ) dτ =

.

x̃(t);

àíàëîãè÷íî îò (13.19), (13.22) è (13.25) ñëåäâà, ÷å çà t ∈ [T̃ /2, T ] èìàìå

.
x(t) = −

∫ T

t
u(τ) dτ ≤ −

∫ T

t
ũ(τ) dτ ≤ −

∫ T̃

t
ũ(τ) dτ =

.

x̃(t).
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Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å

.
x(t) ≤

.

x̃(t), x ∈ [0, T ].

Îò òîâà íåðàâåíñòâî, (13.20) è (13.23) ïîëó÷àâàìå àíàëîãè÷íî, ÷å

x(t) ≤ x̃(t), x ∈ [0, T ];

â ÷àñòíîñò 0 = x(T ) ≤ x̃(T ). Íî îò äðóãà ñòðàíà, ôóíêöèÿòà x̃(t) å
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà è, ñëåä êàòî T < T̃ , à x̃(T̃ ) = 0, òî x̃(T ) < 0
� ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àÿò T ∈ (0, T̃ /2] ñå ðàçãëåæäà àíàëîãè÷íî. Îòíîâî, àêî |u(t)| ≤ 1
ï.í. â [0, T ], òî

u(t) ≤ ũ(t) ï.í. â [0, T ],

îòêúäåòî îòíîâî ïîëó÷âàìå, ÷å

x(t) ≤ x̃(t), t ∈ [0, T ],

è äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêà óñòàíîâèõìå, ÷å íÿìà ôàçîâà òðàåêòîðèÿ è ñúîòâåòíî óïðàâëå-

íèå, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà íà çàäà÷àòà, çà êîèòî T < T̃ . Ñ òîâà îï-
òèìàëíîñòòà íà ïðîöåñà (x̃(t), ũ(t), [0, T̃ ]) å äîêàçàíà. Ôèãóðà 3 ïðåäñòàâÿ
ãðàôèêèòå íà îïòèìàëíàòà ôàçîâà òðàåêòîðèÿ â äâàòà ñëó÷àÿ ξ < 0 è
ξ > 0.

Ôèãóðà 3: Îïòèìàëíàòà ôàçîâà òðàåêòîðèÿ â Çàäà÷à 5.

Ñëåäâàùèòå çàäà÷è ñà çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà.
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Çàäà÷à 6. Ðåøåòå åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è, êàòî íàâñÿêúäå x = x(t) ∈ R:

à)
∫ T

0

( .
x
2
+ x2

)
dt −→ inf, x(0) = 0, x(T ) = ξ, T å ôèêñèðàíî;

á)
∫ T

0

( .
x
2 − x2

)
dt −→ inf, x(0) = 0, x(T ) = ξ, T å ôèêñèðàíî;

â)
∫ t1

t0

√
1 +

.
x
2
dt −→ inf, x(ti) = xi, i = 0, 1, [t0, t1] å ôèêñèðàí;

ã)
∫ t1

t0

x

√
1 +

.
x
2
dt −→ inf, x(ti) = xi, i = 0, 1, [t0, t1] å ôèêñèðàí;

ä)
∫ T

0

(..
x
2
+ x2

)
dt −→ inf, x(0) =

.
x(0) = 0, x(T ) = ξ1,

.
x(T ) = ξ2, T å

ôèêñèðàíî;

å)
∫ 1

0
x2 dt −→ sup,

.
x = u, |u| ≤ 1, x(0) = 0;

æ)
∫ 1

0
x dt −→ sup, | .x| ≤ 1, x ≤ A, x(0) = x(1) = 0.

ç) T −→ inf,
..
x = u, |u| ≤ 1,

.
x ≥ −1, x(0) =

.
x(0) = 0, x(T ) =

ξ1,
.
x(t) = ξ2.

Çàäà÷à 7. Íàìåðåòå òî÷êàòà, ñóìàòà íà ðàçñòîÿíèÿòà îò êîÿòî äî ÷åòè-
ðè äàäåíè òî÷êè â åäíà ðàâíèíà å ìèíèìàëíà.

Çàäà÷à 8. Íàìåðåòå òî÷êàòà, ñóìàòà íà ðàçñòîÿíèÿòà îò êîÿòî äî ÷åòè-
ðè äàäåíè òî÷êè å ìèíèìàëíà.

Çàäà÷à 9. Íàìåðåòå íàé-êúñàòà ðàâíèííà êðèâà, ñâúðçâàùà äâå äàäåíè
òî÷êè, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó êðèâàòà è
íà÷àëîòî (íóëàòà â ðàâíèíàòà) òðÿáâà äà áúäå ïîíå äàäåíî ïîëîæèòåëíî
÷èñëî.
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